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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО РАСШИРЕНИЯ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА1)

- . Ларе Гординг

1. Введение. Пусть
а — а(х, D) =  2  aa(x)D*, (т >  0),

I « \̂ т
где Da =  г""1 “ 1 (д/дх^  . . .  (д/дхп)*п и | а | =  ах +  . . .  +  ап -  линейный диф­
ференциальный оператор с достаточное число раз дифференцируемыми коэф­
фициентами ал(х), заданными на открытом подмножестве 5  действительного 
«-мерного пространства Rn. Пусть Ск (S) — класс всех k раз непрерывно 
дифференцируемых комплекснозначных функций, заданных на 5, а С*(5) — 
подмножество, состоящее из функций g Ск (S) с компактным несущим мно­
жеством. Пусть, наконец, Я  =  Я  (S) — гильбертово пространство всех интег­
рируемых с квадратом в S функций со скалярным произведением

(/> £ ) =  $ fgdx.
s-

Мы предполагаем, что а эллиптичен, т. е. что многочлен

а(х, £ )=  2  ая( х ) $ . . .
| а |е=т

не обращается в нуль при действительных, отличных от нуля $ и что а, рассма­
триваемый как оператор, отображающий С"  (5) в Я, обладает полуограни- 
ченным самосопряженным расширением А. Заменяя в случае надобности а 
и А соответственно на — с и  — А, не нарушая общности, можем предпо­
лагать, что А ограничен снизу.

Из нашего предположения следует, что а — обязательно формально 
самосопряженный оператор, т. е.

(af, g) =  (f, a g )

ПРИ /> gt-C™ (S)- Пусть 0 Ф (S). Если положить g(x) =  eix-f(x), 
(xk = x1$1+ . . . +  *„&„), то

Ш  g) =  (ag, g) =  $ c  (*. «) If (*) \'dx +  0 (  15 Г 1),

где i $ | =  (£J +  • • • +  ^ )1/2. По предположению левая часть вещественна 
и ограничена снизу, так что, заменяя 5 на t% и заставляя t стремиться 
к бесконечности, приходим к выводу, что интеграл всегда положителен. Но 
это означает, что а(х, 5) — положительно определенная форма. В частности, 
т должно быть четным числом. х

х) G i r d i n g  L., On the asymptotic properties of the spectral function belonging to 
a self-adjoint semi-bounded extension of an elliptic differential operator, Kungl. Fys. 
Sallkapets i Lund Fork., 24 (1954), № 21.
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Пусть {Е (X)} — совокупность проекционных операторов спектрального 
разложения, принадлежащего оператору А:

А = ^ Ы Е  (X).

Докажем три теоремы.
Т е о р е м а  1. Для каждого X существует ядро Карлемана е (X, х, у), 

такое, что для почти всех у

(Е (X) f) (у) =  ^е(\, х, у) f (х) dx

при f£H. Это ядро является борелевской функцией на множестве R x S x  S; 
для фиксированного X ядро е (X, х, у) непрерывно1), эрмитово и обращается 
в нуль при X <  Л 2 * *) . Полная вариация ядра е (X, х, у) при X, пробегающем 
конечный интервал, ограничена на компактных подмножествах множества 
Sx S.

Заимствуя термин из теории интегральных уравнений, будем называть 
е спектральной функцией оператора А. Спектральная функция подробно 
изучалась разными авторами в отдельных частных случаях. Особо я хочу 
отметить глубокое исследование Левитана [11], посвященное оператору 
Лапласа, и последующее об9бщение этого исследования на случай оператора 
Шредингера [ 12].

Пусть г — точка из S. Рассмотрим оператор с постоянными коэффици­
ентами

az{D) =  a{z,Dx) =  2  aa(z)D*.
| а |—т

Этот оператор — главная часть оператора а в точке z. Рассматриваемый как 
отображение C™(Rn) в Н (Rn), оператор az(D) обладает самосопряженным 
замыканием Az, определяемым формулой

Аг=  Т~1а (г ,-)Т,
где Т — преобразование Фурье,

Tf(t) = (Tf) (5) -   ̂ e~ixif(x)dx, (f eC0(Rn)),

Г -1 — обратное преобразование Фурье,

T-'F (х) =  (Г-1/7) (х) =  (2гсГ  ̂ * *  F («) dt,(F€ С0 (/?")),

и а (г, •) — оператор умножения на а (г, $). Область определения А, состоит 
из всех f, принадлежащих H(Rn), для которых

$ \Tf (5) а (г, t)\2dk<  сю.

Пусть Ez (X) — проекционный оператор спектрального разложения, принадле­
жащего оператору Az. Совершенно очевидно, что

(Ez (X) /) (у) =  ( 2 * Г  \ Tf (;) ё *  «  =  Ц  (X, x - y ) f  (х) dx,
л •> 0a(z, Z)<\

Точнее, е (kt ре, y ) £CJ( SxS)  с любым наперед заданным /  при условии, что 
коэффициенты оператора а достаточное число раз дифференцируемы.

2) Через X автор обозначает и число X, и оператор умножения элементов Н на число
X. Поэтому X <  А означает, что действительное число I меньше нижней грани оператора
Л .— Прим, перев.



Об асимптотических свойствах спектральной функции 119

где

ег (X, х -  у) =  (2r)-n J е~‘ 5 ( 1)
a(z, £)<Х

Так как а (г, $) — положительно определенная форма, то интеграл (1) сущ е­
ствует и

ez(k, 0) =  (21t)-n $ #  =  Xn/m(2TC)^   ̂ dl
a (z, 5)<Х a (z, 5)<1

Если X ф у, ТО
ez( l , x - y )  =  0(\{n~wm),

однако эта оценка неравномерна при х — у, стремящемся к нулю.
Т е о р е м а  2. Для больших X

е (X, я, г/) =  ех (X, * — г/) +  о (Х"/т ) (2)

равномерно на компактных подмножествах множества S х  S.
Эта теорема представляется естественным завершением цикла резуль­

татов, касающихся асимптотического поведения собственных функций теории 
колебаний, полученных разными авторами [1, 5, 13 и 14] после основопо­
ложной работы Карлемана [2]. Действительно, если спектр оператора А 
дискретен, не имеет предельных точек на конечном расстоянии и {(<pfe, 
полная ортонормированная система собственных функций*) % и соответству­
ющих собственных значений Xfe, то

е (X, х, у) =  2  9к(х)?и(У)> (3)

где правая часть — выражение, обычное для такого рода рассмотрений.
Формула (2) страдает тем недостатком, что правая часть в этой фор­

муле эрмитова, а главный член в левой части — неэрмитов. Это налагает 
ограничение на остаток #(Х),  ибо из

е (X, х, y'j=: вх (X, х у) R (X),

если применить одновременно переход к комплексно сопряженным величинам 
и перестановку букв х и у, следует

е* (Ь, х -  у) -  еу (к, х -  у) =  R (X).
Нетрудно показать, что наилучшая возможная оценка левой части в общем

(п- \)/т
случае имеет вид 0(кК И ), и это, следовательно, нижняя грань для R.

Если оператор а имеет постоянные коэффициенты, то ситуация упро­
щается и можно получить более сильные результаты. В этом случае а, 
рассматриваемый как оператор, отображающий С™ (Rn) в Н (£fn), имеет само­
сопряженное замыкание

Л0 =  Г % ( . ) 7 \
спектральная функция которого

ео0 » х - у )  =  ( 2*ГП  ̂ (4)
а (5) < К

Э Эти собственные функции принадлежат С (S) с любым наперед заданным /, 
если коэффициенты оператора а достаточное число раз дифференцируемы, причем 

=  если /  >  т.
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Пусть с — функция ограниченной вариации и пусть
; : ■ ' X

1ьо (X) =  Г (*)-1 J (X -  (х -  X0)i-ft do (fx)

— риссовское среднее порядка k > 0  функции о в интервале (Х0, X). Ниже­
следующая теорема для расширения оператора Лапласа, соответствующего 
краевым условиям Дирихле, доказанная Левитаном в работе [П] ,  показывает 
одновременно, что е0[1, х — у) хорошо аппроксимирует е (X, х, у) при боль­
ших значениях X и что разность с — е0 сильно осциллирует.

Т е о р е м а  3. Если оператор а имеет постоянные коэффициенты, 
Х0 <  min (А, Л0) и п >  1 , то

Ike (X, х, у) =  I \  (X, х —у) -О  (x ^ -ft)/"J) ‘ (5)

для всякого k >  1 , равномерно на компактных подмножествах множества 
5 х S.

Если 6 = 1 ,  то в соотношении (5) можно заменить е0 на спектральную 
функцию е0 оператора Та(-)Т~1, где а — главная часть а, но при А >  1 это, 
вообще говоря, невозможно. При k > n — 1 настоящая теорема дает факти­
ческое улучшение соответствующего результата Левитана. Наше доказатель­
ство отличается от доказательства Левитана. Оно использует оценку, полу­
ченную в последней части настоящей работы, и некоторую разновидность 
тауберовой теоремы Гезы Фрейда [3], доказанную в работе [4] Тордом Гане- 
лиусом. Теорема остается верной также при п — 1 , однако этот случаи тре­
бует некоторой модификации тауберовой теоремы.

Пусть f € Я. Рассмотрим выражение

е (>■> f> У) (h х, у) f (х) dx. (6)

Если имеет место соотношение (3), то

е(Х, /, у) =  S  ?&(*/) (/, ?/<)>

так что (6) оказывается просто частной суммой разложения f по собствен­
ным функциям оператора Л. В общем случае (6) является частной суммой 
обобщенного разложения Фурье функции f по собственным функциям опе­
ратора Л, которые необязательно интегрируемы с квадратом (см. работы 
Гординга [6 и 7]). Из (5) вытекает, что

Ihe( l , f ,  y) =  Ike0(k, f,y) +  О (x<ra-* )/m) (7)
равномерно на компактных подмножествах множества 5  при условии, что f 
интегрируема и имеет компактное в 5  несущее множество. Поэтому, если 
k >  п, то риссовская теория суммирования разложения рассматриваемых 
функций f по собственным функциям оператора Л сводится к соответствую­
щей теории для преобразований Фурье. Отметим, что теория суммирования 
для интегрируемых с квадратом функций, построенная Левитаном в цитиро­
ванной работе, в которой показатель при X в правой части соотношения (7) 
равен с округлением (я — 2А—- 1) / 2т ,  не следует непосредственно из соотно­
шения (5); однако эта теория, по всей вероятности, может быть выведена 
из фундаментального тождества (7.5) настоящей статьи и улучшенной раз­
новидности тауберовой теоремы.

Нетрудно обобщить три сформулированные выше теоремы на случай, 
когда Н является множеством всех интегрируемых с квадратом в 5  функций, 
со значениями в конечномерном гильбертовом пространстве А,-а коэффициенты 
оператора а являются линейными преобразованиями А в А. В этом случае
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эллиптичность означает, что форма а (х , $) является обратимым преобразо­
ванием при $ Ф 0. Если а обладает самосопряженным, ограниченным снизу 
расширением, то а (х, £) — эрмитово, положительно определенное преобра­
зование при £ ф 0. Значения е (X, х, у) спектральной функции представляют 
собой линейные преобразования h в h, и мы должны определить еДХ, г) 
посредством интеграла

(2*Г П  ̂ e~‘Zi е (X, г, $)<£,

где  ̂ Xds (X, z, z) — спектральное разложение а (г, $) в h. При аналогичном
определении ей (X, г) наши три теоремы остаются верными. Наконец, можно 
также заменить S произвольным дифференцируемым многообразием.

2. Спектральная функция. Доказательство теорем 1 и 2 неявно содер­
жится в двух работах автора [5 и 6]. Для удобства читателя мы повторим 
некоторые рассуждения, изложенные в этих работах.

Пусть, как и в работе [6] (п. 2), х0 — заданная точка b S h k — такое целое 
число, что

2km >  п. ( 1)

Согласно Ф. Джону [9], точка х0 обладает окрестностью U0, в которой 
может быть построено фундаментальное решение F (х, у) дифференциального 
оператора ah. Это фундаментальное решение определено в U0 х  U0, km раз 
непрерывно дифференцируемо при х ^ у и

F =  0 (\ x -y\ km~n-*) (2)
для любого £ >  0,. равномерно на компактных подмножествах множества 
(J0x U 0. Если / £ С " (S), то

F(f, y ) = [ F ( x ,  y)f(x)dx 
и0

— km раз непрерывно дифференцируемая функция и

° kF(f, y)  =  f ( y ) ,  (y£U0).

Пусть /ig C “ ({/0) и h — 1 на U, где { /  — открытое подмножество мно­
жества 1)0, такое, что х06 / / 0, U £ U0. Положим

F0(x, У) = йу (F (х, г/) ( 1 - й  («/))),
Fi (х, у) =  F (х, у) /г (у)

при (х, у) g U х  U0. Обе эти функции непрерывны в U X U0, за исключением, 
быть может, второй при х = у; для фиксированного х они, в силу ( 1) и (2), 
обращаются в нуль вне несущего множества функции h. Кроме того, 
F 0 (х, •) и Рг (х, •) являются элементами Я, непрерывно зависящими от х. • 
Пусть *о — другая точка в S, а Я ', Я ', F'0 и F[ — соответствующие ей объекты. 
Обозначим через

в(“ . и Г)
спектральную меру

( z (A) f ,n  = ^a(k)d(E(\)f, П,

где а — ограниченная борелевская функция. Пусть Bh— класс борелевских 
функций с нормой

| a |ft =  sup | а (X) (1 +  X2*) | <  со.
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Когда в £ Вк и (х, xr)£U х £/', мы полагаем [6, формула (2.3)]

е («X, х, х') =  2  0 (X* (/+ l) a, F, (х, . ) F i  (х\ ■). (3)
/, /—О

Рассуждая так же, как в цитированной работе [6, стр. 47], придем 
к тождеству

 ̂ 0 (а, х, х') f (х) f  (x')dxdx' =  В(а, f, f )  (4)

при f 6 {U) и f  6 С”  (£/'). Аналогично, если положить

б ( « > М ' )  =  2 б ( А ,  f, fl(x' ,  •)). (5)О
где /6  Ну то окажется, что

J 0( а , / , х ' ) П * 7)^х '  =  в(в, f, f ’) (6)

при. / ' € C f  (£/'). Варьируя точки х0 и хд, на основании (3) и (4) заключаем, 
что б (a, f, / ')  задается посредством однозначно определяемого ядра б (а, х, х '), 
непрерывного на Вкх S х 5. Далее, из формулы (5) видно, что

б (a, f , х ') =   ̂ 0 (а, х, х ') /  (х) dx

является непрерывной функцией на Bhx H x S ,  так что, в частности, 
б (а, х, х ') обладает карлемановским свойством

 ̂ | б (а, х, х ') |2dx <  оо.

Из хорошо известных соотношений б (а, f) =  б (а, /, / ')  и б (а, f , f ) >  0 при 
а > 0  следует, что б (а, х, х ' ) — эрмитово ядро при действительном а и что 
это ядро неотрицательно при а > 0.

Выбрав специальным образом а, получим теорему 1. Действительно, по 
предположению, А ограничен снизу, так что А >  Х0 для некоторого Х0. Это 
означает, что Е (к) — 0 при X <  Х0 и что

П  =  0(®и> А П .
где (X) -  характеристическая функция интервала Х0 <  X <  ц при (л >  Х0. 
Так как принадлежит Вк, то теорема 1 доказана.

Заметим, наконец, что, применяя спектральную функцию е(Х, х, у), 
можем написать

оо
б (а, х, у) =   ̂ а (X) de (X, х, г/),

*0

где а£Вк, а правая часть является интегралом Лебега — Стильтьеса.
3. Две леммы. Прежде чем переходить к дальнейшему, целесообразно 

оценить вариации спектральных функций ex (l, z) и е0 (X, г), заданных соот­
ношениями (1.1) и (1.4) соответственно. Пусть С, — замкнутый единичный 
круг | у | <  1 комплексной плоскости. Положим

a (X) =  ех (X, 0) (1 + 1 у |2) +  2 Re уёх (X, z) =  (2w)“" $ I Y -  |2d$ (I)
а<\

И
v =  п/т.
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Л е м м а  3.1. Для каждого компактного подмножества C d S x  /?" X С, 
существует такая постоянная К, что

/CXV — о (X)

является неубывающей функцией X> 0  при (х, г, 7) 6 С. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая D =  d/dX, имеем

(2тс)п£)а (X) <  2D J =  2  ̂ d$DXv.
£><Х а (л;, £)<1

Так как последний интеграл ограничен на компактных подмножествах 
множества S, то лемма доказана.

Положим теперь

«о (X) =  е0 (X, 0) (1 +  | у |*) +  2 Re т<?0 (X, г) =  ( 2 * Г  .$ 17 -  <"'г512 (2)
о(Е)<1

Л е м м а  3.2. Для каждого Х0 существуют постоянные К и Х1 > Х 0, 
такие, что

/ C ( X - X 0)v - a 0(X)

является неубывающей функцией при \ » . 1 и (z, у) £ Rn х  Cv 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если р. >  X, то

( 2 « ) > 0( ц ) - а 0(Х))=  ̂ 1 Т - ^ Г « < 2   ̂ d i
X < а<ц X < а< ц

Переходя к полярным координатам $ =  р;о, где р«=|$|, и определяя dm >  0 
с помощью соотношения d£ =  р”- 1 dp dm, получим

 ̂ d£ =   ̂ dm  ̂ pn-1dp,
X < а <  |А а / (ю)

где Q — единичная сфера, а /  (т) — открытое множество на положительной 
оси р, на котором Х < а ( т р ) < р .  Ввиду того что а (шр) =  а(ш) рт-\-Ь (тр),А
где а (со) имеет положительный минимум на 2 , для каждого Х0 существуют 
постоянные \  и с7 такие, что х =  а(сор) является неубывающей функ­

цией р, удовлетворяющей неравенствам d p / d x < c ( x —- Х0)т  1-1  и рп-1<  
(х — Х0)('г“ 1)/т при cogQ и р > Х г  Следовательно,

 ̂ с1Ь<сг  ̂ d(x — X0)v
X < а < \k X

с соответствующей постоянной q  >  0 при X > Х Г Этим доказательство 
завершается.

4. Асимптотическое поведение спектральной функции. Рассмотрим эрми­
тову форму

Gt ( f , n  =  b((\ +  t)-™, f, f ) ,

где t — действительное число и / >  — А .  В соответствии с результатами 
п. 2 эта форма имеет ядро

gt (х, у )=   ̂ (X +  t)-2k de (X, х, у).
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Из свойств спектральной меры вытекает, что билинейная форма

C ( f , n  =  t2kGt (f ,?)  ( 1)
равномерно ограничена при / > т а х ( 1 ,  — А) и удовлетворяет тождеству

c(b f, n  =  C ( f J n  =  ( / . n .  (f, f ' e c z m
где b = t~2k (a +  t)2k, a 6 =  6* — оператор, алгебраически сопряженный с 6 
[5, стр. 243]. Полагая. т =  В /m, мы можем написать

6 =  6 (%, х, Dx) =  2  ,
. |«| ^ 2km

где коэффициенты 6а являются полиномами от т-1, а оператор обладает 
свойствами, требуемыми в [5, п. 2]. В частности,

6 (Т, X, =  (a (JC, €) -Ь I)2* +  О (х-1) | 5 |2тА-1 (2)
равномерно на компактных подмножествах множества 5 .

Из результатов работы [5, п. 3] вытекает, что С обладает непрерыв­
ным ядром

с (х, х, у),

отличающимся от фундаментального решения Г*(т,  х, у) оператора 6*, по­
строенного в [5, п. 2], на член

0(x~N)

для любого N >  0, равномерно на компактных подмножествах множества 
5 x 5 .  Далее, используя формулу (2.13) и оценки (2.14) и (2.15) работы 
[5], видим, что Г* отличается от

. В* (х, * ;  у) =  (2 * Г  $ еЧ*-УК 6* (т, у, Ц -М 6

на член
О (х "-е), ( s > 0)

равномерно на компактных подмножествах множества 5 x 5 .  Подставляя 
в интеграле т$ вместо £, получаем

В* =  тп (2л)_п ^ е«х-УК 6* (т, у,

Теперь из (2) вытекает, что
6* (т, у, т$)-1 -  (а (у, $) +  I)"2* =  т-10  ((1 + 1 $ \)-bnk-i)

равномерно на компактных подмножествах множества 5. Так как 2mk >  п, 
то отсюда вытекает, что В* отличается от интеграла

т" (2ц)""  ̂ е^-У^Са {у, £) +  l)~2k(ti

на выражение, равное О ("п-1), так что, подставляя в последнем интеграле 
— £t_1 вместо 5 и возвращаясь к gt, получаем

gt (X, у) =  (2* р  $ е - ъ - м  (а (у, £) +  t)24 k  +  o р -  **) (3)

равномерно на компактных подмножествах множества S х  S. Имеем
оо

(а(г/,а) +  Г 2* =  -   ̂ d (X +  0 ' 2*-
a(y,S)
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Подставим это выражение в правую часть соотношения (3). После измене­
ния порядка интегрирования соответствующий интеграл принимает вид

^  +  i)^kdev(k ,x -y ) ,

где в у (X, х—у) задается формулой (1.1). Поэтому соотношение (3) может 
быть записано в следующем виде:

 ̂ (X +  t)~2kde (X, х, у) =  ^ (X +  t)~2kdey (X, х — у) +  о (Р~2к). (4)

Пусть 7 — комплексное число, | y | <  1 • Положим
0 (X) =   ̂(X, х, х) +  2 Re ye (X, х, t/) + 1 у |2̂  (X, у, у) (5)

и аналогично
® (X) =  еу (X, 0) (1 + 1 у |2) +  2 Re е̂у (X, х - у ) .

Обе эти функции не убывают, о (X) обращается в нуль при X <  0, и из (4) 
вытекает, что

^ (X+  *)-**do ( X) =J  (X +  t)~2kdo (X) +  о (Р~2k) (6)

равномерно на каждом компактном подмножестве C d S  у. S x C v Так как 
о (X) обращается в нуль при X <  А, то в соответствии с теоремой 1 о (0) 
ограничено на С и поэтому

о
 ̂ (Х +  0~2*<ИХ) =  О (Г 2*) (7)

— СО

равномерно на С. Более того, в силу леммы 3.1, можно найти постоянную 
К, такую, что функция

Р (X)=  о (X) -)- К.\ — в (X)

не убывает при Х > 0  и (х, у, у) £С .  Поэтому на основании (6) и (7)
оо

(X +  О-2* dp (X) =  к  \ (X +  ty ik dxv +  о (р - и )
о о

равномерно на С и отсюда, в силу тауберовой теоремы Харди и Литтль- 
вуда [8] в формулировке Караматы [ 10],

o(X) =  o(X) +  o(Xv)

равномерно на С. Варьируя Yi приходим к выводу, что

е (X, х, у) =  еу (X, х  — у) +  о (Xv)

равномерно на компактных подмножествах множества 5 x 5 .  Так как
е(Х, х, у) = е (X, у, х), мы можем справа написать также ех (X, х — у), и тео­
рема 2 доказана.

5. Уточнение результата для постоянных коэффициентов. Пусть коэф­
фициенты оператора а постоянны. Рассмотрим самосопряженный оператор

Л0 =  7’а ( . ) 7 ^
в Н (Rn) и эрмитову форму

(е~<Ао f, g) =  (2it)-n J e~W)F (5) d$,
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где ^ > 0  и F —Tf, G = Tg. Она имеет ядро

u0(t,x — y) =  (2v:)-n ^ e - iâ -^ x- ^ d k =   ̂ e~txde0(k, х - у ) ,  ( 1)
где

е0( 1 , х - у )  =  (2я)"п  ̂ e-^x-^ d i
a{;)<\

— спектральная функция оператора А0. Рассмотрим также форму

(e~Af,g),  (f , gZH( S)),
где А — полуограниченное, самосопряженное расширение оператора а, опре­
деленного во введении. В силу результатов п. 2, эта форма имеет ядро

и (t , х, у )=   ̂ e~txde(k, х, у). (2)

Ниже будет доказано существование постоянной с >  0, такой, что 
u(t, х, y) — u0(t, х — у) = 0 (ехр — с /~ 1/(т-1>)

равномерно на компактных подмножествах множества 5 x 5  при t <  1. Сна­
чала мы докажем теорему 3, исходя из этой оценки. Пусть а (X) опреде­
лена посредством (4.5) и а0 (X) -  посредством (3.2) с г =  х — у. Если 
Х0 <  min (А, А0), то функция а(Х) — а0(Х) обращается в нуль при Х < Х 0, и 
из леммы 3.2 вытекает, что для любого компактного подмножёства C d 5 x  
X 5 х Сг можно найти такие постоянные К и Хх, что

a ( X ) + K ( X - X 0)v - o 0(X)

не убывает при Х > Х Г Далее, из (3) вытекает, что

 ̂ e~tx d (a (X) — a0 (X)) = 0 (ехр —d -1 ^"1-1')

равномерно при (х, у, у) 6 С и f <  1 . Наконец, полагая е =  1 / (/тг — 1), имеем 
v (l +  e)/s =  ft> 2 , по предположению. Поэтому, применяя разновидность 
тауберовой теоремы Гезы Фрейда, доказанную в работе [4] Тордом Гане- 
лиусом, видим, что

I h0 (X) = /fta0 (X) + о (^п- к>/т)
равномерно на компактных подмножествах множества 5  х 5 х Сх. Варьируя у, 
получаем требуемый результат (1.5).

6. Фундаментальное решение. Рассмотрим более подробно функцию 
u0(t, х), заданную формулой (5.1). Как утверждает нижеследующая лемма, 
u0 (t, х) является фундаментальным решением оператора

L = a - D t, (Dt = djdt). (1)

Пусть R+ и R+ — интервалы 0 и / >  0 соответственно. Определим классы 
функций С} (W) и Cl (W) дословно, как и раньше, также для того случая,
когда W является произведением замкнутого множества R+ и некоторого 
открытого множества.

JTe м м а 6. 1 . Функция и0 принадлежит C^(R+ х  Rn) и если f £ С™ (R+ х  
X R% то

оо

A(t ,x )=   ̂ dt'  ̂ ы0 {V -  t, y — x)f ( f , у) dy (2)
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принадлежит Ст (R* х  Rn) и
LA(t, x)=f( t ,  х). (3)

При t >  0
(а +  О,)ы0( ^ - х )  =  0. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя равенство Парсеваля, имеем

A (t, х) =  (2к)-п  ̂dt'  ̂ f  ( f , E)dE,
t

где

F(t',x) =  ^ e - M f ( t ’ , y)dy.

Из f£ C ^ (R + x Rn) вытекает хорошо известная оценка

К(Г,Е)  =  0 ((1 + | Е | Г ")

для каждого N >  О, равномерно относительно V. Так как а ограничен 
снизу, то из этой оценки вытекает, что AgC°°  (R+ х Rn) и что

DtA = -  (2тс)~п J eixi F (t, E) dE +
oo

+  (2n)~n ^ d f  ̂a (E) e-«'-o«(E)+/*E F ( t ' , t ) d t = - f  (t, x) +  aA (t, x),

так что (3) доказано. Принадлежность и0 к С“  (R* х  Rn) и справедливость 
соотношения (4) устанавливается выполнением в (5.1) дифференцирования 
под знаком интеграла.

Более точные сведения о функции и0 дает следующая лемма.
Л е м м а  6.2. Существует число сх >  0, зависящее только от опера­

тора а и обладающее тем свойством, что если t <  1 , то
| Dau0(t, х )| < С вт-1«1-"ехр( — c1 |xir1|m/<m~ 1)) (5)

для всех х. Здесь z =  tl/m, а произвольно, Са — постоянная, зависящая от а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя (5 .1) под знаком интеграла, 

получим
Dau0(t, х) =  (2тс)~п ( — l)i*l J %ae - ^ ~ l̂ di,

где £а =  5®1 . . .  . Обозначим интеграл через I и выполним замену пере­
менной интегрирования £ на В результате найдем

/  =  т-м-га ехр ( -  а (Е) -  гтЬ (Ь'1) +  гг/Е) dE,

где а — главная часть оператора а, а — а-\-Ь и
У =  —  я т "1.

В силу теоремы Коши, можно заменить Е на k +  if] с действительным -ц, не 
меняя при этом значения интеграла. Замечая, что х <  1 , получим при до­
статочно большом значении постоянной с

Re а (Е +  щ) >c~11Е |т - с |  ц |2 ( | ц Г "2 +1Е Г 2+  1),
Re xmb ((Е +  Щ) т-1) > - с  ( | Е Г ' 1 + 1 г] Г1"1 +  1),

-  Re iy (Е +  щ) =  у-ц.
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Выберем теперь подходящее tj. П о л о ж и м  г =  |^|*/("»—1), у = \у\у~1 и

y\ =  s'ry
с малым s >  0, которое будет выбрано позднее. Подставляя это т) ?в запи­
санные выше соотношения, получим

Re а (5 +  щ) >  с-11 $ |m -  с (smrm +  sV* | Г|т ~2 +  sV2) ,
Re xm b ((6 +  щ) f 1) >  -  c ( | k I"1- ’ +  s"l~ 1rm—1 + 1 ) .

— Re iy ($ +  in) =  s rm.

Поэтому, применяя неравенство | £ |OT- 2r2 <  | $ |m- f  гт  и полагая 

В =  а (£ +  iTj) +  tb ((£ +  in) х- 1 ) — iy (£ -  in),
получим

ReB>-Lc-i\t\m+ ± s r m~ c  +  Bv 
где

Bx=  ( t c_1 _cs2 ) I & Г +  ( t s _ - cs2) r m- c ( s V 2 +  + 1kГ '1)

— многочлен от | $ | и г для фиксированного s. Его главная часть положи­
тельно определена, если s достаточно мало (также при т =  2) и в  этом 
случае она ограничена снизу. Отсюда

R e 5 > | c - 1H П  +  T srm~ c

с достаточно большим с и подходящим s. Подставляя эту оценку в инте­
грал, получим

| / 1 <  с т -И -"  ехр ^  ^  s гт)

с достаточно большим с. Так как r =  |xx'1|I/(m_1>) То лемма доказана.
7. Одно тождество. Рассмотрим эрмитову форму 

V (*. f> ё) =  (е~м  /, g) -  (e~tA« f, g),
при t >  0 и f, g g  С0 (S). В соответствии с (5.1) и (5.2) эта форма задается 
посредством ядра

v(t, х, y) =  u(t, х, y) — u0(t, х - у ) .
Если g£ С“  (R+ х  S), то

- Dt V( t , f ,g ( t , ' ) ) = - D t ((f,e-t*g{t,  • ) ) - ( / ,  e-<A»g(t, •))) =
=  V(t , f ,ag(t ,  •) ) - V { t , f , D tg{ t , •) ) =V( t , f , Lg( t , •)), ( 1)

где L определено в (6. 1). Кроме того, замечаем, что
V (0, /, я) =  0 (2)

для всех f я g.
Пусть теперь Sj — открытое подмножество множества S с компактным 

замыканием и пусть h 6 Со (S) и h =  1 на Sv Положим
b (t, х, у) =  (a (Dx) +  Dt)(u0( t , y - x ) ( \ - h  (х))) (3)

при y£Sv Функция b обращается в нуль при x^Sv  а также ввиду (6.4) 
тогда, когда х находится вне несущего множества функции h. Вейлу (6.5), 
b GС°°(R* x S x S j )  и обращается в нуль вместе со всеми своими произвол-
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ными по х и у при t =  0. Пусть ф 6 С° (R+), а 9 g С”  (5Х). Рассмотрим функцию
оо

Si t

Замечая, что b(t' — t, x, y )= L x (u0(t' — t, y — x)(\—h(x))) при tr> t  и при­
меняя (6.3), имеем в аналогичных обозначениях

b (ф, t, х, 9) =  Lu0 (ф, t, x,y) — L (h (х) щ (ф, t, х, 9)) =  ф (t) 9 (х) -  Lf (t, х), (4)

где и0 (t, х, у) =  u0(t, у —х) и /  (t, х) =  h (х) и0 (ф, i, х, 9) € Со (R* X 5).
Мы собираемся доказать тождество

v ( t ,y ,y ' )=  \ V ( t " ,b ( t - t ' , - , y ) ,  b(t'-f ' , . ,y'))dt'dt",  (5)
t > r > r >  0

где (у, у') 6 S± X Sr  Для доказательства обозначим правую часть через
w(t, у, у ’).

В силу свойств непрерывности V и b, w принадлежит С°° (/?+Х 5 1 х 5 1). 
После умножения на 9, 9' G Со° (5Х) и ф 6 Со (R*) и интегрирования получим

И Ф , ? , ? ' ) =  5 v ( "̂. М Ф Д', •.<?), . , 9' ) ) ^ 'd r ,
r > r >0

где

ш(ф, 9, 9' ) =   ̂ и * ,  У> у ’) Ф (0 ? (у) ?' (y')dtdydy'.
Далее, из (4) следует

МФ, - 9 ) : х), (6)
где U = ax — Dt'. Отсюда

ff
ш (ф ,9, 9' ) = ^ ф ( Г ) Л '

о
\V(t", 9, b(t' — t”, ■
0

,?'))dt" +  R, (7)

где

R == \ V (Г, L'f [V, ■), b (V — t' •, 9')) dV dt,f = *
f>r> 0

= \dt" \V{t", L'f (t'.
6 r

, •)> • * 9 )) dt'.

Внутренний интеграл обращается в нуль при большом t' и t' =  t", так что,
интегрируя по частям и меняя порядок интегрирования, получим

оо оо
V ( r , f ( * ' ,  •), (a +  Dr)b (t'-f',-,<?'))d t' =

о г
со оо

=  \dt” J •), L"b (t' — t", - , 9'))dt' =
0 r

oo t'

=  \ dt’ \ w v (* '«f (*'» - M Г -  , ? ' ) ) =  0.
0 0

в силу ( 1) и (2). Поэтому, меняя порядок интегрирования в (7) и заменяя Г
9 Математика № 3

Ь (ф, t, х, 9) = Д
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на t, имеем
оо

и»(Ф> Ь  ? ')  =  ^  V (t, <р, 6 (ф, •, <р')) dt.
о

Но из (4) следует

b fa t ,  =  •).
где

g(t,  - )  =  Л ( - ) « о ( Ф »  if. • > ? ' ) .
так что из ( 1) вытекает

оо

w (Ф>¥>?')= 5 У  (f. ?. ?')Ф (0
О

Ввиду произвольности ф, <р и <р' мы получаем желаемый результат, а именно

И *» 0» =  У, */')
в х х Sr  Теперь мы можем доказать оценку (5.3). Действительно, 
при t <  1 имеем

М <  \ |V||6 ( * - f ' ,  •, y)\ \ b {t'-r , •,y ’)\dt'dt\
t>r>r 

где
| V| =  sup sup |V( f ,  f, g)\ <  со .

*<i | f и  e i=i
Отсюда

| v |<  Y2 1V | sup |b (t, -,y)\ sup |6 (t, •, yf) |.

Однако, в силу (3) и] леммы (6.2), мы можем найти постоянную с > 0 ,  
зависящую только от а, такую, что

\b{z, •, у)\2-~  ̂ |6 (т, х9 y)\2dx =  0 ( e x p ( - c t - {/(m- 1))), ( т < 7 <  1),

равномерно на компактных подмножествах множества Поэтому 
V (t, у, у') =  О (exp ( — ct~ 1 /(m~ 1 >))

равномерно на компактных подмножествах множества Sx х  S±. Так как Sx 
можно взять настолько широким, чтобы оно содержало любое наперед задан­
ное компактное подмножество множества S, то (5.3) доказано.
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