
А.М.Бикчентаев 

О СВЯЗИ МВД? СЛУЧАЙНЫМ! И НЕЧЕТКИМ! МЕТРИКАМИ 

В [9] было показано, что в пространстве Менгера можно 
выделить нечеткую топологию специального вида, определяемую 
нечеткими окрестностями обычных точек, введенную в [8J. В 
настоящей работе предлагается метод, дающий достаточно хорсь 
шие нечеткие топологии в случайных метрических пространствах 
с функциями треугольника из класса, изученного в [ 3 ] . Эти 
нечеткие топологии задаются нечеткими псевдоквазиметриками, 
определенными в [5] , которые строятся из случайной метрики и 
пары законов композиций, участвующих в конструкции функции 
треугольника. Некоторые ограничения на случайные метрики и 
законы композиции позволяют восстановить исходную случайную 
метрику по построенной нечеткой псевдоквазиметрике, получить 
нечеткую псевдометрику и нечеткую метрику. 

Оказывается, если случайное метрическое пространство 
компактно в топологии . <2> определенной в [2] f то оно- будет 
нечетко компактным в топологии нечеткой псевдоквазиметрики м. 

§ I . Предварительные сведения 

Пусть Р> - множество всех невозрастащих непрерывных 
слева функций £(*) , определенных на всей вещественной пря­
мой ft и таких, что £ ( г ) = 4 (г**0) 7 ^im £ ( г ) - 0 -
В £> введено естественное отношение порядка? j ^ £ » если 
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£(г)^£(г) для любого tzfl. Относительно этого порядка мно­
жество о имеет наименьший элемент д : Д(г)=0 для любого 
г > о . 

Закон композиции, определяющий в £> структуру комму­
тативной упорядоченной полугруппы с нейтральным элементом 
Д , называется функцией треугольника [4]. 

О п р е д е л е н и е I . I . [4]. Множество X называ -
ется случайным метрическим пространством (СМП) с функцией 
треугольника ju~ , если любой паре (х;у) элементов из X 
сопоставлен элемент хие£>7 причем имеют место аксиомы: 

(CMI) ЭСУ=Д тогда и только тогда, когда х=^ ; 
(СМ2) х у = # х ; 
(СМЗ) xy<jLc(ocj:}2y) 

.ИДЯ ЛЮбЫХ Х , ^ , 2 : ИЗ X • 
О п р е д е л е н и е 1.2 [3]. Закон композиции р на 

неотрицательной полуоси вещественных чисел R назовем 
5 - функцией, если выполняются требования: 

D S(o>a) = a; 
2) S(*>*)*S(*>*); 

4) S(*>*)*$(">*) при £ * c ; 
5) fifcL+Opi+O^Sla^) (непрерывность справа по сово -

купности переменных) для любых чисел а , ^ с ^ / ? t -
Приведем примеры $- функций: 

Закон композиции на [0, l] f обладающий свойствами 
I) - 5), носит специальное название t ~ функции [4] . 

Т е о р е м а 1.3 [ з ] . Пусть 5 е с т ь ^-функция, Т 
есть t - функция. Тогда соотношение 

, если г -6 0> 

?(Ч)), если *>0 

определяет функции треугольника на множестве D . 
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Пусть X ~ произвольное множество, T=[o>i]. Под нечет­
кими подмножествами в X мы будем понимать функции ,А^Т . 
Через Supp Jt={*€X Ц ( х ) > 0 } обозначим носитель нечеткого 
множества Jl , 9°° - нечеткое множество с функ^ей принад -
лежности 

<Ш = с ^ } если у-00) 

О, если ytx) 

в - нечеткое множество с функцией принадлежности, всюду рав­
ной нулю. Напомним, что все оп ;: ации ; ад нечеткими множества- , 
ми поточечные (более подробно см. [5]) . 

О п р е д е л е н и е 1.4 [7] . Семейство £ c j назы­
вается нечеткой топологией ка У. , если.оно содержит все по­
стоянные функции, замкнуто относительно конечных пересечений 
и произвольных объединений. 

О п р е д е л е н и е 1.5 [7 ] . Семейство 6*с<Г назы -
вается базой нечеткой топологии <Г , если каждое у>е^ пред-
•танммо в виде V- V*j v>: с v>< £<j (j $ J ) . 

Всяоду в дальнейшем будем полагать, что i/if по пустому 
множеству равен + <*> } ^ + 0 0 ^ а ) = ч-оо (а е ft+L/ {•*<**} ) . 

§ 2. Нечеткие метрики 

Пусть Si есть £ - функция. 
О п р е д е л е н и е 2 .1 . Нечеткая псевдоквазиметрика 

(п.к.метрика) на X " э т о отображение Р : J х I -* С^)00] > 
удовлетворяющее следующим условиям: 

(Ж) р(б,^У=©° , если ^ ^ 9 ; 

(ю> р (Л ,^ )4 i S ^ C f a , X ) , p ( X , ^ ) ) ; 
t « ) W p ( M ) * p ( M ) > если А *>>; 
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л 
(М4) Пусть 0? X , (ot^Aj таковы, что для любого Х*Т 

Тогда для всех X таких, что р( \/X 4Х)<2» верно 

З а м е ч а н и е 2.2. Приведенные аксиомы (М1)-(М4) 
были предложены в [о J после детального анализа функодя рас­
стояния Хаусдорфа на подмножествах для £ - функции р± . 

Как и в [5J, для каждого х^(0у^) введем л> к р е с т -
п о с т н о е о т о б р а ж е н и е J) : Т —> J , по -
лагая ~~ 

В [5^ показано, что для всех г£/0,сл) справедливы сле­
дующие соотношения: 

см) Х(е) = е> 

Оказывается ( £5], теорема 4#5), что если р - нечеткая 
п.к.метрика на X с окрестноетными отображениями { J) \г>о\) 
то 

Нетрудно заметить, что окрестностные отображения { \ )г?о 
нечеткой п.к.метрики р удовлетворяют неравенству 

VW-o- f . .'. 
П р е д л о ж е н и е 2.3. Если {]) г |fc€(b,<*>)j _ 

семейство отображений j) :Т^-*Т > удовлетворяющих (AI)-
(АЗ) и таких, что }*о]) < j) ^ ^ч для всех г, oL€(0f <*>), 
то отображение р: I^X*--* [0,^определенное соотношением 
р(А}>>)=^| {* J ^ З)г(^))) является нечеткой п.^метри­
кой на X • Далее, ее окрестностные отображения (обозна -
чим их через Е г ) имеют вид Ег~ V J)^ • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойства (Ж), (Ш),(М4) 
получены в [5] , исходя из (AI)-(A3). (М2) доказано там 



же для S - функщи $± . Покажем справедливость (М2) в об -
щем случае. ^ 

Пусть Л, 1}1е I . Для г>р( \ ,Х) и а >р(Х,>>) име­
ем X ^ X U ) и ; О а ( ^ ) • Т 0 Г ^ ^ V D t W O ^ W 
и, по определению р » Р ^ ) ^ 5 ( Л , г ) » откуда следует 
/»а,^*$(р(М>.р(*. ' ) ) . 

П р и м е р 2 .4 , Покажем, что используя непрерывную . 
$- функцию S 9 на произвольном множестве X можно задать 

нечеткую п . к . метрику. Для э с е д , А £ X , г > 0 положим 

Ъ flVoc^f ° * ' ' еСШ xtsutrX > 
^ , [ } \nu*iS(l(*),i)>±} , еслихезоррА. 
Очевидно, что семейство [ ] ) ) г > ° } удовлетворяет 

(AI) - (A3). 
Пусть г , а е (о} <*>) у осе suppA . 

V ]>«.(*)(*) = "*"- i •*(«** №(х)> *), lj , г), i]* 
= ^nun{$(^(X(x)J9,)it)yi}inun{S(l,t),l}}A. 

*т*/ДО(«>, ^(г,а))? 1} = ]^ 4)(А)М. 
Тогда по предложению 2 .3 

{ + ОО , еСЛИ SUff>J\buff>Xf:0y 

step Li t |{r |V^mtn^Af») , !^ i j j , если s*fpv> cs«ffA. 
Те o p e n 2.5. Пусть о - нечеткая п.к.метрика 

на X с окрест но стными отображениями ]) и g-функция £ 
строго монотонна по одному аргументу при фиксированных зна­
чениях другого. Тоща семейство { ] ) г (А) | А е Т £ , * б (Ь ,<»)} 
образует базу некоторой нечеткой топологии на X • Эта. не­
четкая топология называется т о п о л о г и е й н е ч е т ­
к о й п. к . м е т р и к и р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что 
для всех \}J б Т , ZjCtefo,*) можно подобрать некоторое 
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индексное множество А и \{ € J , i^(o,<*>) (**А) таг-
кие, что 

Пусть K=])JA)A J>a(^) . Если К = 9 .*>J'^\{e) 
( i . e . ca . t ^A = i )• Если К# б » то 

К= V ; ^ | f>(\M< г}лУ{Хх\?^ ХА) < а } = 

Для каждого *бе А положим 

и К^*, , . Если р(КА,Х)<С ™ $(?(К.;Чг&\У)<*-
^ Далее, из Х^ >- К^ вытекает, что Р(Х^ X) 4 р(\{^ Х ) 

и MK**4>*),f(A>%j)<i.Hs (M2) р ( Л , х у г , следовательно, 
Xi\(X). Аналогично, Х ^ ] ^ ^ ) . 

Далее, из \ {Кл)£ К (л* А) следует, что V.])* (/С,)б/(.. 

Т е о р е м а 2.6. Пусть - у - СШ с функцией тре­
угольника J*J• Тоща формула 

определяет нечеткую п.к.метрику р на X • При этом, ес­
ли СШ X и Ь -функция Т удовлетворяют условиям 

(О х# (г) < ху (а) (г>**о) ; 

(u)tye(M) 3*«М такое;' что 1>ТГ ,̂об)>Т^У) (У«0, 
то по нечеткой метрике р можно восстановить случайную 
метрику 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для х е А , \^ i , г € (о, «>) 
введем Т ^ формулой 

Положим 3 ) г ( ^^ . е УдТ^ ) Ж . Ясно, что семейство { ])г ) г «• (о, <*>) 
удовлетворяет (Alf - (A3). Проверим выполнение неравенства 

тХ 

Для 2S-X и ^Sufj>.-3a(l) имеем 

= 1-T(i - ^ A(i-T(i-j ,(*),^ca))),^W) e 

=j^f ^(l-TCPd-iw^yray),^^)); -

Остается взять SUP ПО всем Ч*$**ррЪа[£) и применить пред -
ложе ни е 2.3. 

Пусть теперь выполнены условия ( I ) - ( i l ) . Обозна -
чим множество в правой части ( * ) через l i * , ^ ) - Тогда из 
р(^л > ? / ) * * оле.пует, что p>l-T(i-*,xy (<*-)) при всех 
.а<г 1 в то же время j»>$ L-Tii^**) ц л я в с е х Х€1(^У;г)-

Таким образом, эсу('г) ^ su.o i (х>%\ г) , 
Далее, пусть осе (о,1) такое, что Т(^-^>°^(г))< i . По­

ложим J b * l - T ( i - ^ , x ^ ( t ) ) . Тогда f ( » * ^ J ) * ^ f t a > 0 l ^ < ^ ~ 

^ ( i - ^ , *#(*))] * * ; тем самш *#(*)61 fo?; *) • 
Теорема доказана. ч / 

П р и м е р 2.7. Пусть < Л > Р > * метрическое простран­
ство. Определим на д структуру СШ, положив 

i l . если ъ$ О, 
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Тогда д - CMI с функцией треугольника jU^L ( f -функция 
7^(a,£) = mgi{a+£,ij ) , с топологией , эквивалентной исход -
ной топологии метрического пространства, удовлетворяющее ус­
ловиям теоремы 2.6 (и теоремы 2. Ю). 

О п р е д е л е н и е 2,8 [5J. Нечеткая п. к, метрика Р 
на X называется нечеткой псевдометрикой, если J) - })~А 

для всех ге(огоо) t Где 

О п р е д е л е н и е 2.9 [б]. Нечеткая псевдометрика р 
на X называется нечеткой метрикой, если 

(A3> t )UW> 
где А ])^: J -* Ĵ  - наибольшее отображение, удовлетворяю­
щее (М) - (A3)"и 

( А 0 }>г)(Д)Оа(^) V * « ( • , - ) . 
Т е о р е м а 2. IG. Пусть Д - (Ml с функцией тре­

угольника >цГ* . Тогда р: Т^Х^-^ С°> ***] , определенная по 
теореме 2.6, есть нечеткая псевдометрика на X • ПРИ э т о м 

р - нечеткая метрика на X тогда и только тогда, когда 
СМИ X удовлетворяет условию 

& u x W t ) = ' i для всех Х)У$Х (**). 
1->0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что-в теореме 
2.6 

для всех г * (о, <») , г £ X > i * 1 ..... . .(о,«*) , г « / 
Пусть У^Х- Имеем 
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Таким образом, X ^ X * -X • v/ 
Далее, если бы нашлись г*(Ь;ов);Д^ >уёл такие,что 

]) (Х)(#) ^ Х1(А)(^) # то для некоторого >)«Т имеем (а) 
V(¥)<**( ! ) (¥) ' ; ( б ) * ( > ' ) « * ' • 

Из (а) следует, что найдется осеХ такой, что ))(%)< 
<Х(*)-ху(г). Из {б) следует, что Jt(*)- х*(г) ^ >)(£) для 
любых х } 2 б Х . ^о цротиворечит (а) при 2= х> х=у . 
Покажем теперь достаточность условия ( # * ) . Заметим 
сначала, что, как показано Хаттоном в £6], 

( А ЮМ = А V л > (») . 
где Г с Т л . Для X* ± рассмотрим семейство 

*(*) * ^ уХ 
— 1 ^ ~ { ^ - L ^ A 

откуда 

л\иГ) = *Г (£*<п). 
г>о 

Докажем необходимость ( * * / . ^-^ ^д п^х^^ —7 
у бХ такие, что &лг ху(г) = Ь&(о,±) , то, очевидно, 

Теорема доказана* 
Пусть <Х^> "" нечеткое топологическое пространст­

во (т. е* X " множество, ^ - нечеткая топология наХ )• 
О п р е д е л е н и е 2» II [7] . Нечеткое множество 

л)€-X называется нечетко компактным, если для всех ftc^ } 
удовлетворяющих условию vVo^ * ^ и всех £>о, суще­
ствует конечное подмножество ft с ft такое, что 



О п р е д е л е н и е 2.12- [7] . Нечеткое топологическое 
пространство нечетко компактно, если все нечеткие множества с 
постоянными функциями принадлежности в <Х > £> нечетко ком­
пактны. 

Пусть <Х ) 'и> - обычное топологическое пространство. 
Согласно [7J через UJ(T) обозначим нечеткую топологию на X , 
совпадающую с семействам всех нечетких множеств с полунепре -
рывньми снизу в тополотаи С функциями принадлежности. В [?] 
доказано, что <Х>

с*)(гс)> нечетко комплектно тогда и только то-
I'i'a, когда <Х>?> компактно. 

П р е д л о ж е н и е 2.13. Пусть Д - с м п с функцией 
треугольника juj ( £ - функция S такая же, как и в теоре­
ме 2.5). Обозначим через . (^ его топологию, задаваемую систе­
мой окрестностей вида A ^ f c H f ^ X \х^%)<г}г%у0

 ( c ^ e " 
ствование ($ следует из теоремы 2 £3] и теоремы'4 [2]) , и 
пусть J1 - топология нечеткой п.к. метрики, получаемой по 
теореме 2.6. Тогц&, если <X,G> > компактно, <Х> £>> нечет­
ко компактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что 
нечеткие множества f ^ , введенные в доказательстве теоремы 
2.6, имеют полунепрерывные снизу в топологии ($ функции при-
ььдяежности. 

Для £ ^ ( o , i ) имеем 

л предложению 1 ( [ l , с, 58] ) Т г ^ ^ ^ ^ ) -
гтается применить предложение 2.3 и теорему 2.5. 

З а м е ч а н и е 2Л4. Пользуясь методом, предложенным 
в [9] , покажем, что в СШ с произвольной функцией треуголь­
ника JJLL можно выделить нечеткую топологаю, определяемую 
нечеткими местностями ооычных точек [8]. деяитъительно,се­
мейство 

- 2 > { 7 ; * I гб(о,-),*е(о,1]} с I х , 
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где Т г х есть сокращенная запись дяя Ч \ ^ с Л - %х 
(см. теорему 2.6), образует б а з у н е ч е т к и х о к ­
р е с т н о с т е й [8] точек эс е Д . Положим 

Условия ( I ) - ( 11 'L ) из [8] проверяются так же, как и в 
И- . * 

Покажем ( lv ) . Пусть Х$ Р(*),Тг х ^ А /И # £ suj>p Тг>56 . 
Существуют а}&б(о,г) такие, что />=T^x

>(v)>0> £ ( а ; £ ) < * и 
TT ) t(i) = i - T ( i - ^ ; = c 2 ( t ) ) > . i : T ( i - ^ , T ( ^ a ) , ^ ) ) ) = 

= 1-Г (i-ja, г/2(0) = Т 7 ^ (г) , z *X .. 
Итак, 7^ и -£ 7^ ^ Л , следовательно , X £ F(y) • 

Пусть £*=*[v^IX |xesupp.X r^ ; ^ F(x)j - нечеткая то­
пология на X » задаваемая системой окрестностей (теорема 1 
[8]) . Из теорем 2.6 и 2.5 следует, что <5lс 6* Вообще говоря, $. 
не совпадает с S* , что показьшает 

П р и м е р 2.15. Пусть топология ($ С Ml X с ФУЖ~ 
одей треугольника J4g ( £-функция $ как в теореме 2.5)не­
дискретна. Тогда <Гр f сГ*. 

В силу отделимости (5* (теорема 2 ["3J, теорема 4 [2] ) 
найдется ЦЧ (5* такое, что X 4 4 У 4 С? . Положим 

м j V j l ; если эс € 1Г , 
у(ос)= < 

( 1 если 

По построению >) ^ О)^^); тем самым >) ̂  Sp (преддожение 2.13/* 
В то же время нетрудно проверить, что 0 е S*. 

П р и м е р 2.'16. Пусть i - функция Т удовлетворяет 
условию Т(а>&)=1 при некоторой паре (а>&) , где ае(Ьд)и йе(о71-<ъ). 
Тозтда дяя функции треугольника juT с произвольной ^-функцией 
*$ существует СМП X » н а котором теорема 2.6 не определяет 
нечеткую псевдометрику. 
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ПОЛОЖИМ Л " {*>#;* ) и 

(± , если г*о, ( 1 э если г^о ; 

ocij(i) = ^ а 9 если о<2^1, ^г(г)= с 5 , если cxzsi, 

О 7 если г > 1 ? t o если ъ>1, 

1, если г* 5^, i ) , 

i 
[ О если г >,S(4 , i ) , 

где ъ > а.. 
Очевидно, что ни при какой & - функции $ множество 

X * наделенное этой случайной метрикой, не удовлетворяет 

(СМЗ) п rh\TUVrraaiJr Фг*эчтгк7гт.ггпгтго л * 4-

Т 0 Г Д а - — 7 , - ^ " Г - * , ^ 

1сщеленное этой случайной метрикой, не удовлетворяет 
с функщей треугольника ju^- . Пусть г б (o>i] , JL= £* . 
\ ( * И * ^ ? у * * Для * > - ? > ? / имеем * / * f f > J ^ » ' j , следовательно., 

Х(^)<Х(Ш-
Автор глубоко благодарен Ф.Ф.Султанбекову за постановку 

задачи, внимание к работе и денные советы. 
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im,MbyNZ%> J\51S-IS14. 
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Б.Г.Габдулхаев 
АШРОКСИМАВДОЫШЕ ЧИСЛА ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

И ОПТИМИЗАЦИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 
РЕШЕНИЯ ФУНКЩОНАШШХ: УРАВНЕНИЙ 

В данной работе устанавливается и изучается связь междо 
аппроксимащонными числами линейных операторов и оптимизацией 
приближенных методов решения линейных функциональных уравне­
ний П рода. В качестве приложений предлагается оптимизация ме­
тодов вырожденных ядер решения интегральных уравнений Фред -
гольма второго рода, что позволило получить для них ряд окон­
чательных результатов . 

§ I . Постановка задачи 

Пусть X - банахово пространство, а ь £ ( Х ) ~ простран­
ство определенных в X линейных ограниченны» операторов с 
обычной нормой. Рассмотрим в пространстве X класс (S одно­
значно разрешимых линейных операторных уравнений 
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