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В В Е Д Е Н И Е 

В работе последовательно излагается теория неоднородных 
марковских процессов в общих пространствах состояний и 
дается обзор основных журнальных работ по этой тематике. 
Большинство результатов приводится в переработанном виде. 

Общая концепция марковского процесса восходит к рабо­
там А- Н- Колмогорова [13]. В последующие годы марковские 
процессы стали предметом интенсивного изучения в многочис­
ленных статьях и ряде монографий. Однако в подавляющем 
большинстве случаев рассматривались только однородные про­
цессы- Некоторым основанием для этого служила возможность 
формального сведения неоднородного процесса к однородному. 

В последние годы интенсивно развивалась (как самостоя­
тельный раздел) и теория неоднородных процессов. При этом 
оказалось, что с помощью неоднородной теории можно полу­
чить как следствия ряд новых результатов и в однородной тео­
рии, в рамках традиционных однородных постановок. 

Обсудим более подробно некоторые отличительные черты 
излагаемого подхода. 

Мы определяем марковский процесс как случайный процесс, 
обладающий свойством условной независимости «прошлого» и 
«будущего» при известном «настоящем». В отличие от обще­
принятых определений, мы не предполагаем заранее сущест­
вования семейства мер, соответствующих различным начальным 
состояниям (переходной функции), а доказываем существование 
такого семейства мер для рассматриваемых нами процессов. 

В отличие от традиционных предположений, мы не наклады­
ваем на процесс никаких условий топологического характера 
(например, непрерывность справа, феллеровость и т. п.), а 
формулируем свойства регулярности траекторий в терминах 
поведения вдоль траекторий числовых функций из некоторого 
связанного с процессом класса. 

Рассматриваются следующие вопросы: 1) существование пе­
реходных функций у марковских процессов; 2) разложение экс-
дессивных мер и функций по крайним; 3) построение регуляри-
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заций марковского процесса; 4) свойства правых и левых про­
цессов — строгая марковость, поведение эксцессивных функций 
вдоль траекторий, исключительные множества и т. п.; 5) связь 
правых и левых процессов с дуальными однородными процес­
сами; 6) преобразования марковских процессов с помощью 
эксцессивных функций и т. д. 

Главное внимание уделяется неоднородным процессам, а 
однородные процессы рассматриваются как важный частный 
случай. Это сделано по следующим причинам. 

A. Формальное сведение неоднородного процесса к однород­
ному приводит к процессу, имеющему весьма вырожденную 
структуру. Применение к такому процессу большинства ре­
зультатов однородной теории либо невозможно, либо приводит 
к неестественным условиям. 

Б. Неоднородная теория проще и прозрачнее однородной 
теории. Так, многие результаты однородной теории, относящи­
еся к вероятностной теории потенциала, доказываются более 
сложно и при более жестких предположениях, чем неоднород­
ные аналоги этих результатов. Дело в том, что одним из основ­
ных инструментов исследования в однородной теории является 
резольвента, а в неоднородной теории —переходная функция. 
Но по сравнению с резольвентой, переходная функция — значи­
тельно более простой объект, имеющий более прозрачный веро­
ятностный смысл. Например, вероятностная интерпретация 
уравнения Колмогорова — Чепмена очевидна, а вероятностная 
интерпретация резольвентного уравнения вряд ли возможна. 

B. Опираясь на неоднородную теорию, можно в рамках тра­
диционных предположений однородной теории получать пз каче­
стве следствия как принципиально новые результаты, так и 
результаты, известные ранее при более жестких предположени­
ях. Необходимым для этого связующим звеном между неодно­
родной и однородной теориями служит устанавливаемая нами 
связь между свойством регулярности переходной функции и ее 
однородным аналогом — так называемыми «правыми гипотеза­
ми», а также между правыми (неоднородными) процессами и 
парой дуальных однородных процессов. При этом необходимо 
расширить класс рассматриваемых неоднородных процессов, 
сделав интервал жизни случайным, а задающую процесс меру 
бесконечной (конечности меры соответствует существование у 
дуальных процессов общей конечной инвариантной меры). 

В соответствии с этим обстоятельством изложение ведется 
для процессов со случайным интервалом жизни и бесконечной 
мерой. Ограничившись более традиционными, но более узкими 
классами изучаемых процессов, мы потеряли бы возможность 
исследования однородной ситуации. 

Обозначения и терминология. В основном мы следуем [37, 
56] и [43]. Пусть (E, <В) —измеримое пространство. Будем пи­
сать /6df, если числовая функция f является .^-измеримой. Пусть 
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Ж — некоторый класс числовых функций. Через рЖ (соответ­
ственно, Ь2в, рЬЖ) будем обозначать совокупность всех неотри­
цательных (соответственно ограниченных, неотрицательных ог­
раниченных) функций из Ж. В частности, p<S (соответственно, 
Ы0>) — совокупность всех неотрицательных (соответственно, 
ограниченных) .^"-измеримых функций. 

Пусть АаЕ и f —, функция на Е. Через ?\А будем обозначать 
ограничение функции / на множество А. Если1.? — класс под­
множеств Е, то W\A—совокупность всех подмножеств вида 
cnA, с<ш. 

Пусть функция f задана на подмножестве FczE. Условимся 
говорить, что функция f ^"-измерима, если F&& и f&e?\p. 

Символом Miu{S) (соответственно, М{{^); М„(&); М{&)) 
будем обозначать совокупность ©сех субвероятностных мер на 
8 (соответственно, вероятностных; а-конечных; представ имых в 
виде суммы счетного числа конечных мер). Если пространство 
М^(8) или какое-нибудь другое пространство мер рассматри­
вается как измеримое пространство, то имеется в виду с-алгеб-
ра в этом пространстве, порожденная функциями F(\i) —\ь(А), 
А<АЖ. 

Через &* (соотаететвеино, <§*) обозначается пополнение 
0-алгебры <S по мере р, (соответственно универсальное пополне­
ние). Если Щр<В и \х,^М(8), то через / ° \х. будет обозначаться 
мера f° \x{dx)=^f(x)]x{dx). Если f&p&, рбМ(<Г) (или /бЬ<Г, 
\хШ(<к), (x(£)<oo), то \i{f) или \if—интеграл функции f no 
мере р. 

Для двух cr-'конечиых мер р,ь р,2 на 8 таких, что (Xi<(X2, од­
нозначно определена мера v—щ—{mu}i-

Пусть (Е, <8) и {F, F ) — д в а измеримых пространства. 
Функция п(х, Г), xCiE, Г6.У, называется ядром ИЗ пространства 
(Е, &) в пространство (F, F ) , или <5? ] F-ядром, если п(-, Т)£р& 
при каждом T 6 F и п(х, *)Ш(&~) при каждом х£Е. Ядро п на­
зывается ограниченным (соответственно, вероятностным, суб-
вероятностным), если supn(x, F ) < o o (соответственно, 
п(х, F) = l; n{x, F)<\). С ограниченным ^ lF -ядром п свяжем 
оператор N, переводящий функции fepF в функции Nf£p& и 
меры |д,бМ(-|Г) в меры \iNQM(&~) по формулам 

Nf{x)=n(x,f)=Sn{x,dy)f(y), 
]xN (Г) -=-{mu}n (., Г) = { р (dx) n (х, Г). 

Если п .—^lF-ядро и п2 —Fl^ -ядро . то произведение nin2 
ядер ni и п2 определяется формулой 

n1n2(x,r)-T'-i(x,dy)n2(i/,r). 
Символом 1А обозначается индикаторная функция множест­

ва А. 
Пусть <£<><=•&— некоторая о-алгебра. Меру \>АМ\{$) называ-
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ют .-Уо-эргодической, если ц(Л) равно 0 или 1 для любого мно­
жества Авё'о-

Измеримое 'пространство (E, ё) назовем борелевоким (соот­
ветственно, универсальным), если оно1 изоморфно борелевскому 
(соответственно, универсально измеримому) подмножеству 
польского пространства с борелевской ст-алгеброй. Аналогично, 
топологическое пространство Е назовем борелевским или 
В -пространством (соответственно, универсальным или U-про­
странством), если оно гомеоморфно борелевскому (соответст­
венно, универсально измеримому) подмножеству •польского про­
странства. Основные свойства борелевоких пространств .собраны 
в добавлении 2. 

ЕСЛИ Е — топологическое пространство, то через J?(E) будет 
Обозначаться ст-алгебра борелевских подмножеств E. 

Пусть (Z, Si) — измеримое пространство и каждой вероят­
ностной мере |х на S, сопоставлена точка z^GZ — центр тяжести 
распределения \ь. В этом случае мы будем говорить, что Z — 
выпуклое пространство. Точку Z&Z назовем крайней, если 
гфг^ для меры ц,, не сосредоточенной в точке г. Совокупность 
всех крайних точек zdZ будем обозначать Ze. Выпуклое про­
странство Z назовем симплексом, если Z<fi££ и каждая точка 
zGZ однозначно представила в виде центра тяжести z„ некото­
рой меры \к, сосредоточенной на Ze. 

Пусть a — действительное число. Положим аф = а~Ч{аф0). Для 
AcR1—(—со, оо) положим 

аА = sup {z.6A, t < а); аА -= in! {t6A, t > a}. 
Знак sti будет означать, что s-+t, s</f, а знак s.fti—- COOT 

ветствеыно s->t, s<Ct- Пусть ^ — счетное ваоду плотное мно 
жество в R1. Мы будем писать /? lim ф (.s) вместо lim ф (s) 

s-+t s-*t,sPJ? 
Такое же значение будет иметь символ i? перед верхними, 
нижними и односторонними пределами. 

Пусть AczR1. Будем обозначать A(-,U)=A (] (5, и). Анало­
гичный смысл будут иметь Л<-, A<-, A(->aJ и т. п. Если А1, А2 — 
два множества, то мы пишем A1<A2l если s < / для любых 
5GA,, Ш2. 

Пусть (Q, У)—измеримое пространство и Р—сг-конечная 
мера на F . В соответствии с вышесказанным, математическое 
ожидание случайной величины \Gp$T по мере Р обозначается 
Р£. Пусть i s y — некоторая сг-алгебра такая, что мера P.\s& 
(Т-конечна, и пусть |бр^" или bST. Говорят, что случайная ве­
личина ч]5р$£ (соответственно, bs£) является условным матема­
тическим ожиданием | относительно зф и пишут t\ — 'P{l\s^}, 
если Рт)£==Р|5 Для любой t,Gps4- (соответственно, для любой 
£e.i$ такой, что Р|S |<оо). Опираясь на ([29], гл. V), не­
трудно показать, что если £ГП, п=\, 2,..., — возрастающая по­
следовательность cj-алгебр и мера Р а-конечна на F , то 
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P{£|Fn}->-P{£| V F„} п. н. Р для любой lebST. В свою очередь, 
из ([29]) можно вывести, что если F n l F . » и мера 
Р .--конечна-на F - , , то P{£|F,,}{to}P{£|F„o} п. н. Р для любой 
£G£>F. Пусть Ж (соответственно, Ф) — некоторое семейство 
функций (соответственно, множеств) на пространстве Q. Через 
сгШ, Щ обозначается сг-алгебра, порожденная Ж и W, а через 
Р{- \Ш, ^ — у с л о в н о е математическое ожидание относительно 
этой -0-алгебры. 

Множество В£&~р назовем Р-достоверным, если Р(5 С )=0 . 
Пусть AGF. Говорят, что какое-либо свойство выполнено п. н. 
Р на множестве A (и пишут п. н. Р, A), если найдется такое 
Р-достоверное множество -8GF, что нужное СВОЙСТВО справед­
ливо при всех co-SBnA. Если К — некоторый класс мер на Q, то 
множество В называется К-достоверным, если оно Р-достовер-
ио для всех РбК. Аналогично, запись п. н. К означает п. н. 
Р для всех РбК. 

Случайные процессы z,[ и zt
z назовем Р-неотличимыми, 

если 2/--Z," при всех t п. и. Р. 
Пусть (Я, F ) — измеримое пространство и / s R 1 — неко­

торый интервал. Систему % — iiFt}m сг-подалгебр SF назовем 
фильтрацией, если F E F , при s < / , и кофильтрацисй, если 
F . 3 F , при s< t . Числовой случайный процесс г, будем назы­
вать согласованным с F, если z(GF, при tej. Для фильтрации 
ft определим опциональную (соответственно, предсказуемую) 
ст-алгебру как ог-алгебру в / Х й , порожденную всеми согласо­
ванными непрерывными справа без разрывов второго рода (со­
ответственно, непрерывными слева) при каждом со процессами. 
Аналогично, для кофильтрацип 0? определим коопциональпую 
(соответственно, копредсказуемую) ст-алгебру как сг-алгебру в 
/XQ, порожденную пзееми согласованными непрерывными сле­
ва без разрывов второго рода (соответственно, непрерывными 
справа) процессами. 

Случайная величина т-=т(со) со значениями в /U{{infty}} назы­
вается моментом остановки относительно фильтрации %, если 
{x<t}£ST, для любого tdJ. Момент остановки т называется пред­
сказуемым, если найдется такая последовательность %п момен­
тов остановки, что т„|т и т п <т на множестве {r>inf / } . Сово­
купность всех моментов остановки (соответственно, предсказуе­
мых моментов остановки) обозначается ^ ( F ) (соответственно, 
&~Aft))• Момент остановки называется этажным, если он при­

нимает не более чем счетное число различных значений. По по­
воду основных свойств предсказуемой и опциональной о-алгебр, 
моментов остановки и связанных с ними ст-алгебр см. [43]. 

Знаком Ш будет обозначаться конец доказательства. 
Теоремы, леммы, формулы и др. нумеруются в пределах 

каждого параграфа. Система ссылок иа формулы и теоремы 
ясна из следующих примеров: теорема 3.1 —это теорема 1 из 
§ 3, лемма 4 — это лемма 4 из данного параграфа, условие 
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5.2.A —это условие А из п. 2 § 5, условие Д2.А — это условие А 
из добавления 2, а условие 1.Б нужно искать в п. 1 данного 
параграфа. 

Символ - при номере формулы или другого утверждения, 
относящегося к случайным процессам, означает двойственное 
утверждение, получающееся при изменении направления отсче­
та времени на противоположное. При этом связанные с мар­
ковскими процессами объекты, такие как переходные вероятно­
сти, зксцессивные функции и др., нужно заменить на двойствен­
ные им. Например, условие 2.5.В" (см. § 2, п. 5) записывается 
так: 

2.5.В". Для любых s>t, AGF<(, хвЕ„ 

PSlX{A\f[t, s)} = P',Xt(A) п. н. Psx, t>a>-<*. 

Глава I 
МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ И ПЕРЕХОДНЫЕ ФУНКЦИИ 

§ 1. Марковские процессы. Определяющие функции 

1.1. Определение марковского процесса. Мы определяем мар­
ковский процесс как случайный процесс, обладающий марков­
ским свойством. Придать этой фразе точный математический 
смысл МОЖНО различными способами. Простейший из них сле­
дующий. Пусть (fi, F , Р) —вероятностное пространство, (Е, 
<В) — измеримое пространство (пространство СОСТОЯНИЙ) И 
xj(w), /6R1 — случайный процесс со значениями в E, т. е. се­
мейство измеримых отображений xt : Q^>-E. Процесс х, назы­
вается марковским, если для любого t ст-алгебры «прошлого» 
•yy<t=a{xs, s<t}M «будущего» Jr

>t — a{xs, s>t) условно неза-
' висимы при известном xt, т. е. для любых A£jV<t, 56Ж>, 

P(A5|x () = P(A|x,)P(fi|x,) п. н. Р. (1.1) 
Приведенное определение является, на первый взгляд, наи­

более естественным, но значительное число естественных кон­
струкций и преобразований выводит процесс за его рамки. Мы 

' расширим это определение в нескольких направлениях. Во-
первых, мы будем считать интервал, на котором определен 
процесс, случайным. Во-вторых, удобно считать, что о-алгебры 
«прошлого» и «будущего» в (1) не обязательно совпадают с 
сг-алгебрами, порожденными процессом хи а могут быть и 
шире. Точнее, мы будем считать, что для каждого открытого 
интервала / задана о-алгебра ^"(/) событий, наблюдаемых на 
временном интервале / (конечно, &~(J)^JV(J) =a{xu t£j}), и 
марковское свойство (1) формулируется в терминах F ( / ) . 
В-третьих, иногда более удобно считать, что для каждого мо­
мента времени t имеется свое пространство состояний (Et, 

i 
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<Bt). Процессы с изменяющимся пространством СОСТОЯНИЙ 
вполне естественно возникают при регуляризации неоднород­
ных процессов. Наконец, для включения в общую схему одно­
родных процессов необходимо рассматривать не только веро­
ятностные меры Р, но даже и не конечные, а лишь а-консчные, 
о чем мы уже упоминали во введении. Естественно, имея дело 
с бесконечной мерой, мы не можем интерпретировать меру 
множества А как вероятность—нужно представлять себе эту 
величину как общую массу частиц, траектории которых при­
надлежат А. При этом предполагается, что общая масса ча­
стиц, движущихся в пространстве, бесконечна, а масса каждой 
отдельной частицы бесконечно мала. 

Итак, дадим общее определение марковского процесса со 
случайным интервалом жизни. 

Пусть (Q, F ) — измеримое пространство с (о-конечной) 
мерой Р, Т—некоторый интервал на расширенной прямой 
[—{infty}, те], и для каждого открытого интервала / Е Т задана 
0-алгебра . y ( / ) _ = F событий, «наблюдаемых» на интервале ./, 
причем 

l.l.A. F(/,)!=Sz-(/2) при/i .=/2 ; 
1.1.Б. F ( / ) = V F ( / „ ) при/...f/. 

п 
Удобно считать также, что S r ( 0 ) = {0, Q}. 
Предположим далее, что каждому соС*Я отвечает (не обяза­

тельно открытый) интервал Д((|))---Г, быть может, пустой, но не 
вырождающийся в точку (интервал жизни), причем событие 
{/(<А((о)} принадлежит F ( / ) при teJ, и справедливо 

1.1.В. Для любого открытого интервала /.---Г событие 
{А(со)П/ = 0} —атом сг-злгебры F ( / ) . 

Ma наглядном языке условие LB означает, что вне интерва­
ла Л (и) ничего не наблюдается. В частности, {A(co)=0}<-.F и 
мы будем предполагать, что 

1.1.Г. Р{Л(©)=-0}=О. 
Обозначим a = infA(co) и |3 = sup А (со) (если Д(со)=0, то 

й = о о , | 3 = —{infty}). 
Пусть каждому №Т отвечает измеримое пространство (Et, 

<гУ<) («пространство состояний) и отображение xt: Q{to}Et, опреде­
ленное' на множестве {tGA(со)}, измеримое относительно F ( / ) 
при tdJ и такое, что 

1.1.Д. При каждом t мера ?{xt(idx, a < t < p > является a-ко-
нечной. 

Будем говорить, что Х== (xt, F(.7), P) —марковский процесс, 
если при каждом t a-алгебры F<(==-F(inf Т, t) и &r

>l = &'(t, supr) 
условно независимы при известном xt, т. е. для любых событий 

Р ( Л . 3 1 ^ ) = - Р ( А | ^ ) Р ( - 5 | ^ ) п. н. Р, a < t < p . (1.2) 
Подчеркнем, что без условия cr-конечности 1.Д условие 

(2) не имеет смысла. 
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Во всех дальнейших рассмотрениях структура интервала 
жизни Д (со) будет неслучайной. Точнее, либо для всех <аШ ин­
тервал Л (со) будет открыт: Д-=(а, (3), либо для всех ,а) интер­
вал Д 'будет замкнут с одной стороны: Д=г[а, (3) или же 
А - К р]. 

На 'Протяжении всей работы мы будем считать, что про­
странства состояний Et являются борелевскими. Более широкие 
классы пространств состояний мы рассматриваем лишь там, где 
это имеет значение для дальнейших приложений*3. 

О б о з н а ч е н и я . Пусть s < t. Обозначим .f (s, t] = 
= a{f\s, t), xt) и f (s, t + )= П f (s, а). Аналогичный смысл 
будут иметь £<t, f<i+, f [s, t], f>{, f>/-» f(s — ,t + ) , 
f(i-,t-i-), f(t,t + ) И T. П. 

В дальнейшем, говоря о траекториях x, (со), мы не будем 
указывать каждый раз, что 2.6Л (•--)> и будем писать {x.,(со) £Г} 
(соответственно, f{xt)), имея в виду {xt (со)бГ, б̂А(со)} (соот­
ветственно / (x ( ) /д(и) (0 ) И т- П-

Пусть Л —{ij , . . .,^„} —конечное подмножество Т. Будем 
обозначать 

EA = EtlX.-.XEln, » л - Я < , Х - . - Х & я , 

xA^(xtl,...,Xtn). 
ЕСЛИ каждому tQA. отвечает множество TtS.&t, то через Гд бу­
дет обозначаться множество Г^.Х . . . X T . {subset}EA. События вида 

W-Гд} " С̂ -3) 
мы будем называть простыми. 

ДЛЯ открытого интервала / будем обозначать Jf(J) 0-алгеб-
py, .порожденную событиями {л,.6Г}, t&J, T£g?t- Очевидно, что 

Отметим здесь, что процессы, задаваемые бесконечной ме­
рой, возникали в теории и раньше-—.см., например, [31, 58, 81— 
82, 67—68, 71—72]. Однако в основе этих работ лежали другие 
идеи и имелись в виду другие приложения. 

1.2. Канонические процессы. Определяющие функции. Пусть 
каждому i£T отвечает борелевское 'пространство (Et, &t). На­
зовем траекторией « набор точек со(б£,, сопоставленных всем 
тачкам t из некоторого открытого интервала (а, $)<=-Т (быть мо­
жет, пустого). Назовем каноническим 'пространством и обозна­
чим Q0 совокупность всех траекторий, определенных на всевоз-

*> В последнее время в однородной теории все чаще рассматриваются 
процессы со значениями в [/-пространствах. В связи с этим укажем, что все 
приводимые ниже в гл. I—III основные утверждения могут быть распростра­
нены (иногда с естественной модификацией) на случай универсальных про­
странств Et. Однако, как нам кажется, возникающие при этом осложнения 
теоретико-множественного характера в ряде мест сильно загромождают из­
ложение и не проясняют суть дела. 
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можных интервалах (a, J3). Для юбЙ0 положим 

Д°(со) = (а,р); х,(а>) =•.«>«, *6(а,р). (1.4) 

Обозначим to, такой элемент Q0, для которого А°(а*)>=0. Опре­
делим о-алгебры F ° ( / ) и F 0 формулами 

^-o(j) =Jf(I) =О{Х„ Ш}, F ° = F ' ( r ) . 

Марковский процесс Х= (x->, F ( / ) , Р) о пространствах со­
стояний Et назовем каноническим, если Q=£2°, F = F ° , F ( / ) = 
= F°(. /) , а интервал жизни А и траектории xt определены фор­
мулой (4). Канонический процесс однозначно задается мерой 
Р на каноническом пространстве (Q°, F 0 ) , удовлетворяющей 
(2) и 1.Г—Д. 

Пусть Х= (xt, F ( / ) , P) —марковский процесс с открытым 
интервалом жизни Д=(а , (3). Обозначим 

m.(dx)=P{jC(6dx}, (1.6) 

mst(dx, dy)='P{xsQdx, xt&dy}, s<t. (1.7) 

Семейство мер msi(dx, dy) назовем определяющей функцией 
процесса X. Нетрудно видеть, что 

mt(V)>mst(Es,V); m,(T)>mtu(Y,Eu), (1.8) 

mt{Y)=iimmst(Es, Г ) = Hm miu(T, Eu). (1.9) 
-f t t ' U\ \t 

В силу теоремы Д2.7, существуют ядра p(s, х; t, dy) и 
р (t, у; s, dx) (s < t) такие, что 

msi(dx, dy) = m.s(dx)p(s, x; t, dy) = mt(dy)~p(t, y; s, dx), (1.10) 
причем ввиду марковости выполняется обобщенное уравнение 
Колмогорова — Чепмена 

J mst (Tudy)~p(t,y;u, Г2) = msu (Г1, Г2) = 
Et 

= \mtu{dy,Typ(t,y;s,Tx) (1.11) 
-•< 

при любых s < t < « , Txd&s, Г26$Ц. 
Пусть A.={t0, . . . . *.„}, i 0 < • • • <•-л —конечное подмножест­

во Т. Обозначим 
л 

5^-»i . (£0 + 2(-ft'*(-?'»)-w-*-.'*(£'^' Ei*)) ( 1 Л 2 ) 
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(выражение типа mt(Et)—tnst(Es, Et) понимается как значение 
меры \i,{-)=tnt{-)~mst{Es, . ) ) . 

Условия (8)—,(11) оказываютья не только необходимыми, 
но и достаточными для того, чтобы функция mst (dx, dy) явля­
лась определяющей функцией некоторого марковского процесса. 
A именно, верна следующая 

Т е о р е м а 1.1. (ср. [14]). Пусть функция mst(dx, dy) удов­
летворяет условиям (8) — (11) с а-конечной мерой mt и субве­
роятностными ядрами р, р. Существует и притом единствен­
ный канонический процесс X, для которого функция /по­
является определяющей функцией. Этот процесс стохастически 
эквивалентен любому другому процессу с той же определяю­
щей функцией. Ядра р и р связаны с процессом X соотно­
шениями 

p ( s , xs\ t,T) = P{xtGT\xs} п. н. Р, a < s < p , (1.13) 

p(t,xt; s, F) = P{x„er|x/} п. н. Р, а < г . < р . (1.14) 
Величина Р (Q°) может быть найдена как супремум по всем ко­
нечным ЛсзГ величин S.v, или как предел 

P(Qo) = supSA—supSA—limSA , ( U 5 ) 

где R-—всюду плотно и Anfi?. 
Теорема 1 дает способ построения марковских процессов со 

случайным интервалом жизни. Частные случаи этого утвержде­
ния, охватывающие определяющие функции специального вида, 
см. в [6, 67—68, 82]. 

Заметим, что в формулировке теоремы 1 'можно было бы 
потребовать выполнение лишь той части условия (И), .которая 
относится к р (или, наоборот, к р). Вторая часть условия (11) 
автоматически будет следовать из первой части этого условия и 
равенства (10). 

Для доказательства нам понадобятся две леммы. 
Пусть меры mst(dx, dy), mt{dx) и ядра р, р удовлетво­

ряют условиям (8)-~-(П). Введем обозначения 

.a(s,t,x) = \—p(t,x;s,Es), s<t, (1.16) 

P(t, и, х) = 1— p(t, х; и, Еа), t<_u. 

В соответствии с (8), формулы (16) и (17) задают неотрица­
тельные измеримые ло х функции, не превосходящие единицы. 
Удобно допустить для s и и бесконечные значения, полагая 
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ct(—°°, .*, x) —P(̂ , °o, x) = Г Для функции фбр^4 будем обозна­
чать 

а (.у, t, Ф) — V а (s, t, х) Ф (х) tnt (dx), 

р (t, и, ф) =.= J р (i, и, х) Ф (x) m, (dx). 
Лемма 1.1. Функция F(s) = a(s, t, Ф), s<<, Фб/?$,. моно­

тонно убывает no s. Если тг.(Ф)<со, то F (s) непрерывна 
слева, причем 1imF(s) — 0. Функция О (и) = Р(Л и, ф), t < a , 

i 111 
4>ep$t, монотонно возрастает по и. Если /?г. (ф) < оо , то G (и) 
непрерывна справа, причем 1imG(«)—0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s1<s2. Тогда, в силу (10) 
и (11), 

F(sx) — F(s2) = inSit(ESt, y)—mHt{ESl, <p).=-a(s-- s2, -ДО, 
где i|3(x) •=p(s2,x; t, ф) >0. Свойства непрерывности следуют те­
перь из (9). Второе утверждение доказывается аналогично. В 

Пусть теперь Л—.конечное непустое множество, —co<s< 
< Л < и < о о , и TtZ&i, t6A. Обозначим 

Ф-в(А»гл)--Д •••^«(.s, г и xi)/Ил, (dxi) X 

Xp(ru Xu r2, dx2)-.. .~р(гп-ъ *п-й r„, dxn)-$(rn, и, хп), (1-18) 
где г-., . . . , г„—элементы Л, занумерованные в порядке воз­
растания. Отметим, что выражение в правой части (18), ввиду (8), 
не зависит от конкретного выбора функции y(s, x\ t, Г), удов­
летворяющей (10)—(11). 

Лемма 1.2. А. Пусть №Л и minA<*<maxA. Тогда 
Ф,„(Л'. ГлХЯЛ^Ф.в^ , Гл). 

Б. Пусть s < t < A . Тогда 
Ф,в(-Л, ^ Х Г л ) + Ф(Ц(Л, ГЛ) = Ф,Ц(А, Гл). (1.19) 

Пусть А </•<#. Тогда 
Ф,в(-„. ГлХЯ^+Ф.ДА, Гл) = Ф-н(Л, Гл). (1.20) 

В. Пусть s < t ' < A < ! . " < t t . Тогда 
Ф„Ц(А, Гл) + Ф-ц(-/АЛ E r X r A X - r ) = 

«Ф-Л^А, £гХГл) + Ф-„(А^ ГлХЯгО + Фгг'(А, Гл). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . A. Это —непосредственное следст­

вие (И). 
Б. Соотношение (19) эквивалентно равенству 

{a(s, t, x)p(ru Xu t, dx) + a(i, ru ^ ) = a(s, ru -xi) п. в. mri, 
Et 
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которое, в свою очередь, следует из (11). Равенство (20) про­
веряется аналогично. 

В. Это — несложное следствие Б. Ш 
Доказательство теоремы 1 основано на известной теореме 

Колмогорова о мерах в функциональных пространствах (см. 
[30], гл. III, § 3). Возникающие здесь трудности связаны с тем, 
что мы имеем дело с бесконечной (но ог-коиечиой) мерой и слу­
чайным интервалом жизни, тогда как в теореме Колмогорова 
рассматриваются 'конечные меры и фиксированный интервал 
жизни. 

Поскольку свойства (8) — (11) сохраняются при строго моно­
тонном непрерывном преобразовании времени, мы можем счи­
тать, что T=-R-. 

1°. Покажем сначала, что для каждого марковского про­
цесса X —(Зс,, 9-"({cdot}/), P) c открытым интервалом жизни найдет­
ся стохастически эквивалентный ему канонический процесс 
X — (xt, F (J), P). Пусть (Q, £Г)—-пространство элементарных 
событий процесса X и (Q0, &~°) — каноническое пространство. 
Определим отображение y:Q->Q°, полагая со — /(со), если со,— 
= х{(а) при всех tgA (to) == Д° (<о). Ясно, что у —измеримое 
отображение пространства (й, F ) в пространство (Q-, #"°). 
Обозначим символом Р образ меры 1- при отображении j . Легко 
показать, что X = (.«.,, @~°(J), P) —канонический _марковский 
процесс, стохастически эквивалентный процессу X, и в част­
ности, имеющий ту же определяющую функцию. 

2°. Убедимся теперь, что определяющая функция однознач­
но задает канонический процесс, или, что то же самое, меру Р 
на 'каноническом пространстве (Q°, F 0 ) , Допустим, что два ка­
нонических процесса Х=(л;г, 3 г о (/), Р) и X={xt, &~°{J), Р) 
имеют общую определяющую функцию mst. 

Обозначим символом W совокупность подмножеств й°, содер­
жащую к>.}, и все множества вида 

A==A(s; Л, ГЛ; и) = {<а : л;лбГл, s, и§&), (1.21) 

где Л — 'конечное подмножество R1, TtQS't при t&A, и — o o < s < 
< Л < и < о о . Нетрудно проверить, что система множеств Я? 
замкнута относительно пересечений. 

Далее, введенные 'выше функции а и р связаны с процес­
сом X ('я\) соотношениями 

a(s, t, x,)=P{s-sSa|x(} п. н. Р, t-ЗД. 
?>{t, a,xt) = P$<ti\xt} п.н. Р, teA. 

Отсюда по марковскому свойству имеем 

Р (A (s; Л, ГЛ; и)) = Р (A (s; А, Гл; и))-Ф-и (А, Гл). (1.22) 
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Пусть теперь А —конечное подмножество R1 и й-ЗЛ, TuQ<gu 
Обозначим 

5 Л (и, Г ц ) = А (иА; и, Г„; ил)={со:Л П Л (со) = 0 , .*:„ (со)еГи}. 
Пусть /? —{Г!, г2, . . . } —счетное всюду плотное подмноже­

ство R1 и пусть E r A = U Tfti — разбиение Erft на такие попарно 
не пересекающиеся множества, на которых мера тГк конечна: 

т Г й ( Г , г ) < о о . (1.23) 
Положим 

Й*£ = -9л4...(гА,ГА,) ( / М - 1 , 2 , . . . ) , (1.24) 
где Л/._. =•{/••,. . . , rh_i} (Л-—.пустое 'множество). Ясно, что 'мно­
жества Qhi принадлежат &, попарно не пересекаются и, по­
скольку интервал Д_(со) открыт, составляют в сумме Q°\{co,}. 
При этом P(Q/M) = P(Q.ji)<°o. 

В силу (22) и (23), класс 9? удовлетворяет всем условиям 
следствия Д1.1. Стало быть, Р = Р, и единственность канониче­
ского процесса доказана. 

3°. Перейдем к построению меры Р на пространстве £2° ло 
определяющей функции msj. Чтобы указать основные этапы рас­
суждений, предположим, что искомая мера Р построена. Обра­
зуем по определяющей функции mst множества Им с помощью 
формул (23) — (24) и обозначим 

Рм(Л)=Р(АПОм) . •_ (1.25) 

Пусть, далее, при каждом t точка at не принадлежит про­
странству Et. Положим Eia = EtU{at) и &ia = aWu W b Рассмот­
рим множество Qa всех траекторий со(, i6R-, в расширенных про­
странствах состояний E.a, определенных на всей прямой R1. 
Обозначим F a = aim). Зададим отображение / : ({Omega}0, F°){to} 
{to}(Qa, F a ) формулой 

ГхДшО), teA(coO), 
• > ( m ° H at, /ФА(соО), ^ 2 6 > 

где co°6-̂ n. Пусть Pft; —образ меры Р1Н при отображении у. 
Пусть A-={i1, ....,tn}czRl и каждому 2-6Л отвечает множество 
r,6<-V. Обозначим 

йк (Гл) — Р « К е Г л } , 
где, как и выше, ГЛ-=Г.-.Х . . . ХГ*„, «A ==(«.•., ...,<-%). 

Построение меры Р будет проведено в обратном порядке. 
Сначала по определяющей функции mst будут построены ко­
нечномерные распределения <*-Д'. По ним с помощью теоремы 
Колмогорова будут построены меры Pkl. Далее мы покажем, 
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что РА.(/(Й0)) — РйД---'0), и с помощью леммы Д1.1 построим 
меру Р^ на пространстве Q0. Наконец, положим 

р ( А ) = 2Р«(-4)'- Ле^° (L27> 
и останется убедиться, что процесс X—(xt, f°(J), P) искомый, 
т. е. марковский с определяющей функцией mSf. 

Шаг 1. Построение мер q%. Пусть k, i — произвольные 
натуральные числа и rk, Ац , Vkl определены, как выше (см. 
п. 2°). Обозначим г = гй, о = тлА_,, v = tA*-> (величины a, v могут 
обращаться в бесконечность). Пусть Л— конечное подмноже­
ство R1 и каждому t6A отвечает множество Tfigf. Нам нужно 
придать смысл выражению <7А

г(Гл) (гДе Гл — П Г<6$д). Обо-

значим 
Л1=ЛП(сг, v), Л2 = Л\Л 1 . 

Нужные нам величины должны удовлетворять условию 
<ЧГл) = -/л.<(Гл.), (1.28) 

где /л — TLfrt(at)- Поэтому нам достаточно определить вели-

чины (7л
г, в случае, когда Ас:(а, v). Далее, не ограничивая 

общности, мы будем считать, что tgA. В противном случае 
положим 

^ ' ( Г А ) = < { Г А Х Г « } . (1-29) 

Итак, пусть A--=A'UM> причем a < A < v . Пусть сначала 
atiTt для .?бЛ'. В этом случае положим 

<ЧГл)-Ф<™(Л'г,Гл'Х(ГтПГ*.)). (1-30) 
Пусть теперь F.e.-V — произвольные множества. Обозначим 
у=у(Л,Гл) число тех tgA, для которых а(6Г,. Величины д^1 (Гл), 
уже определенные в (29) и (30) для у=0, вычисляются индук­
цией по у с помощью формулы 

<7Л< (Гл X Г,) = ?£',(Гл X Г,*) + [<7лЧГл) - «7^(Гл X E,)L (1.31) 
где afiTt и Г<*==Г<\{л..} (Если А = 0 , то в формальном соот" 
ветсгвии с (29)-(30) qu (ГА) = ?*- (Г«) = ФоЧ (~, Г*,)). 

Формула (31) корректно определяет величину qk^ (ГЛ), по­
скольку конечный результат может быть явно выписан и не 
зависит от выбора ĝA, для которого а,6Г,. A именно, пусть 
A-=AiUA2, где #<6Г< при t^K-L и at$Tt при tQK2. Тогда 
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ОГл)— 2 (-1)'л^л»л.(ЕА'ХГ1-ХГлг), (1.32> 
Л ' , Л" 

где сумма берется по всем парам Л', Л" непересекающихся' 
подмножеств Л] (в том числе пустых), а |Л'|—число эле­
ментов в множестве Л'. Проверка этой формулы ведется ин­
дукцией по 7 с помощью (31). _ 

Шаг 2. Построение мер Ры. Покажем, что построенные 
выше функции <~д' удовлетворяют условиям теоремы Колмогоро­
ва ([30], гл. Ill, § 3). Из (31) немедленно следует справедли­
вость условия согласованности: 

^ ( Г л Х Я Л - ^ ( Г л ) . (1.33) 
Остается показать, что <7л

г(Гл)>0, причем, в силу (28), можно 
считать, что a < A < v . Достаточно убедиться в том, что выра­
жение в квадратных скобках в правой части (31) неотрицатель­
но. Заметим сначала, что 

д% (ГЛ X ГО = < (Гл X (Гт П Г**)) (1-34) 
при т<$А, .ввиду (32) и (30). Пусть t£A, minA<*<maxA и 
Глбйл- Тогда из леммы 2 и (29) — (30) имеем 

^ ( Г Л Х ^ ) — <г(Гл). (1.35) 
Если же £<А (или t > А), то 

<<ДГ Л Х^)<<'(Гл) . (1.36) 
Пусть, далее, .-?<!.< a, s, t, и.$А и as$Ts, au$Fu. Тогда 

справедливо соотношение 
<7йлг-/ДглХГ,Х^ХГЦ) — <и(ГлХГ,ХГЦ)- (1.37) 

Проверка этого равенства проводится с помощью (35) и (32). 
Покажем теперь, что для любых £<$А, Гл6$л 

Y, (А, Гл) = < Ч Г л ) - ? 1 И г л Х ^ ) > 0 . (1.38) 
Попутно убедимся, что для любых s, t$A, Гл6$л 

Wst (А, Гл) = Ф, (Л., Гл) - Y, (At, ГлX Е{) = 
— Ч'.(А, Г л ) - ^ ( А 5 , Г А х £ - ) > 0 . (.1.39) 

Ввиду (34), ^ ( А , Гл)-lI;.-t(A, Гл) = 0, и мы можем считать,. 
что s, t=j*x. Кроме того, ввиду (34), мы мэжем, не ограничивая! 
общности, предполагать, что tgA и ТхсТк1. 

Доказательство неравенств (38) и (39) будет проведено- ин­
дукцией по у. Пусть y = 0, т. е. Тл£&л. В этом случае (38) не­
медленно следует из (35) — (36). Ввиду (35) — (36), неравен­
ство (39) нетривиально только в случаях s<A<.t или t<CA<s-
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-(иначе часть слагаемых сокращается). Но из леммы 2 и фор-
•мулы (30) при a<s<A<t<y имеем 

ЧГ,,(Д, ГА) = < М Л , Г А ) > 0 . 
'Пусть теперь неравенства (38), (39) доказаны для у<%, и 
y(A, Г Л ) = к + 1 , Пусть А = А.'{]{и}, и #ц6Гы (естественно, 
ифх), В соответствии с (31), 

Т . (А, Гл) -=-Ч', (Л, ГЛ' X Г„*) + ¥ ,„ (Л', ГАО > О 
'по предположению индукции. В свою очередь, 
TF„(A, rA)-=W.,(A, ГА .ХГВ ' ) + [ ^ ( А ' , r A 0 - ^ , ( A , r A - X E „ ) ] . 
Но 1^/(Л, Г Л ' Х Г Ц * ) > 0 по предположению индукции, а выра­
жение в квадратных скобках в зависимости от взаимного рас­
положения т, s, i, и, в силу (29), (34) и (37), также сводится 
к различным неотрицательным выражениям. Например, если 
s < x < i < a , то гГ^(Л, ГА ' X E J — 0, в силу (37), и в квадрат­
ных скобках в действительности стоит VP,,.(A', ГА')-

Итак, "Ч'.ДЛ, Г А ) > 0 для любых s. Л, ГА. Отаода и из (31) 
индукцией по у немедленно получаем, что ^ Л ' (Г А )>0 . Следо­
вательно, q'!hl—согласованные конечномерные распределения и 
по теореме Колмогорова ([30], гл. Ill, § 3) существует мера 
Pkt на пространстве (Qa, fra) такая,.что 

Р/ЛсоАеГА) = ?ЛЧГл), T0t°. 
Отметим две полезные для дальнейшего формулы. Пусть 

o - < s < i . < t . Тогда 
п < rt?^ / Ф « ( - т . -^ХГ*,) при t < t ; 

Пусть t < t < « < v . Тогда 
~ (Ф„«{г*, r , . .XE,) при т < * ; 
Р « { « № , ^ = ^ } = (Ф с , , ( г , Tin) п р и rf._t. (1-41) 

.Для доказательства нужно воспользоваться формулами (29) — 

.(31) и леммой 2. 
JLLI а г 3. Построение мер P,d. Мы покажем, что Р ^ (у (Й0)) — 

= РЫ(Й") и сошлемся далее на лемму Д1.1. Начнем с некото­
рых вспомогательных построений. 

Зафиксируем произвольное счетное всюду плотное подмно-
.жество R прямой R1. Для s<t<u обозначим 

Bstu~{®,ZEs, й)( = а,, couGEu}. (1.42) 
Для неупорядоченной пары s, t положим 

С/--={<о - ^ , co,eE,}; С , = П U Cf. (1.43) 
8 sGR(i-e, i+E) 
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Заметим, что Р*К.-.,(в) —0, ввиду (28), (31) и (37). Покажем 
теперь, что РА.(С,-) = 0. Пусть s<r<t. Тогда С/cC^lJ Bsri. 
Поэтому 

Pkl( U С Л < Р „ ( С Д s<t. 

Аналогично 
PIH( U СЛ<Р«(С.") 

при t<n. Стало быть, для любого е > 0 
Р/гг(С()<Рй;(С'Ге) + Р,;(С,'+Е). 

Покажем, что оба слагаемых в правой части стремятся к О 
при е||0. Заметим, что Pw(C(~E) = 0, если t — е > т или t<o. 
Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда te.(a, x]. 
Но в этом случае, ввиду (40) и (18), величина PW(C'~E) может 
быть представлена в виде 

PAi(C^E)=-a(0V(^--5), MP), 
где ф>0—-некоторая функция, не зависящая от е и удовлет­
воряющая условию тп<(Ф)<со. В соответствии с леммой 1, 
•Риг(С;-Е)~>0 при еЦО. Аналогично рассматривается и второе 
слагаемое РА.(С'+Е). 

Обозначим £2д==Г [J Bstu\ U [ 1J СД. По доказанному., 
\s,t,uQK J \t£R J 

P * (£-*)-= Q. 
Пусть событие Cefa таково, что С П j (.--0) = 0 • В соот-

ветствии с ([30], Предложение III 3.2), найдется такое счетное 
подмножество JRczR1, что Саа{а>{, teR}. He ограничивая общ­
ности, можно считать R всюду плотным. Заметим, что если 
cogC и со,— со, при всех t(*R, то со также принадлежит С. Отсюда 
и из определения Q% нетрудно вывести, что Сс.0,% (иначе 
пересечение C[\j (QQ) окажется не пусто) и, стало быть» 
РА.(С)—0. Ввиду произвольности С, 

К<(Дй°))—-М-П 
Отсюда по лемме Д1Л существует мера Pki на (Q°, <P) такая, 
что 

Р«{л;леГл} — РйЛ»леГл} 
для любых A-czR1 и Гл'е.З'л. Кроме того, ?*;{&)-..,}<P/ii{cut=---aT}.-=0, 
ввиду (34). 

Ш а г 4. Построение меры Р. Определим меру Р равен­
ством (27). Покажем сначала, что 

Р{*л6Гл}=Ф~°о „(Л, ГА) (-.44) 
53 



для любых A={ti , . . . , Q c R 1 . Будем считать для простоты, 
что *i < . . .<£„ . Ввиду (28), Ры{̂ лбГл}-= 0, если нарушается 
хотя бы одно из неравенств 

a<ti, in<v, (1.45) 
где a, т, v определены в шаге 1. Если же условие (45) выпол­
нено, то 

со 

Vp {r fi1, 1_|Фот(А-. Гл) при тел, п ,fi, 

ввиду (18), (30). 
Обозначим N=m'm {k:ti^rh<tn}. В соответствии с только 

что сказанным, РЛ-(^л(-Гл}-0 для всех k>N. Пусть k<N. По­
ложим 

где, как и в п. 2° доказательства, ЛА_ — {гх, ..., г/.^}. Фор­
мула (44) — частный случай следующего равенства при /=.V~-1) 

N то 

2 2 Р*г{^еГ4 = Ф^-;»л:-; (Л, Гл). 
k—N-J (=1 

Эта формула для / = 0 немедленно следует из (46), леммы 2 и 
неравенства .-i<rw==T<i„, и доказывается индукцией по j 
с помощью (46) и леммы 2. 

Из формул (44) и (18) легко следуют соотношения (6) и (7). 
Остается проверить, что процесс X — (xt, @~°(J), P) марковский. 
Для этого будет достаточно показать, что 

P{xueTu\^Q
<t}^~p{t,xt;u, Ти) п. и. Р, ОД*-) (1.47) 

В свою очередь, равенство (47) эквивалентно соотношению 
Р (A, x„er„, x£Et) = P(IAp(t, xt\ и, Г„), (1-48) 

где А£&~<(. Ввиду следствия Д1.1, достаточно проверить спра­
ведливость (48) для простых событий A= {-х.л(-ГА}. A.<t. Но в 
этом случае (48) легко следует из формул (18) и (44). Одно­
временно мы доказали формулу (13). Формула (14) доказы­
вается аналогично. 

Найдем в заключение величину Р (£2°). Пусть Л —конечное 
подмножество R1. Обозначим Лл ={со:а<^<$ для некоторого 
/бЛ}. Очевидно, что Р(Лл)<Р(£-°) для любого конечного мно­
жества А. Далее, пусть Л« — расширяющаяся последователь-

*> Действительно, последовательно пользуясь (47), нетрудно показать, 
что .Р(В|.—-sf°) = P(B\Xt) п. н. Р, ta&, для любого простого события 
BBgr^t0. С помощью теоремы Д1.1 эту формулу можно распространить на 
все B<3gr>i0, что эквивалентно (2). 
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ность конечных множеств, объединение которых всюду плотно 
в R1. Тогда АА f Q-N^a..,} и, следовательно, 

P(Q°) — s u P P ( A A ) - s u p P ( A A ) — limP(AA )• 

Далее, если Л - { t u . . . , t„], t t < . . • <tn, то 
A A H W I K M A . ^6A}U • • • №-i—-, --лбЛ}-" 

Ho P{s$A, tek} = mt(Et) — mllt(E„Et), откуда Р(Л Л ) — 5л, где 
SA определено формулой (12). Теорема полностью доказана. 

1.3. Стохастические системы. Пусть система ст-алгебр 
F ( / ) в пространстве (Q, F , Р) удовлетворяет условиям ГА— 
Б. Будем называть ее стохастической системой (ср. [8]), если 
выполняется следующее условие 

L3.A. Пусть /nf/o- и Р„ — последовательность вероятност­
ных мер на сг-алгебрах F( / . , ) такая, что 

Pn(A)-P . ,+i(A) при .AeF(/..,). (1.49) 
Существует (и притом единственная) вероятностная мера Р = 
= Р„ на cr-алгебре F( /c - ) , совпадающая с Р„ на F( / - . ) («•-= 
= 1 ,2 , . . . ) . 

Пусть, например, каждому tQR1 отвечает борелеаское прост­
ранство (Et, kt). Рассмотрим пространство Й всех необрыва-
ющихся траекторий со(, /GR1, в пространствах состояний Et. 
Сопоставим каждому открытому интервалу /czR1 ст-алгебру 
F ( j ) --= сг{Ш(, Ш). Условия ГА—Б, очевидно, выполняются. Из 
теоремы Колмогорова (см. [30], гл. III, § 3) нетрудно вывести, 
что условие 3.A также выполнено. 

Описанный пример является практически единственным для 
случая необрывающихся траекторий. В случае же траекторий, 
определенных на случайном интервале, таких примеров значи­
тельно больше. Описанию некоторых наиболее важных из них 
посвящены следующие теоремы 2 и 3. 

Т е о р е м а Г2. Пусть Q0 — каноническое пространство, и 
0-алгебры F°(7) определены формулой (5). Набор ст-алгебр 
F ° ( / ) является стохастической системой, 

Доказательство проводится по тому же плану, что и 
шаг 3 п. 3° доказательства теоремы Г Пусть аи Et

a, 
(Qa, F") имеют тот же смысл, что и в доказательстве теоре­
мы Г Определим отображение / : Q°->-Qa формулой (26). Для 
каждого / отображение / является измеримым отображением 
пространства (Q°, F°(/))__B пространство (Qa, 3Ta(J)), где 
&~a(J) =cr{cut, t&J}. Пусть Р„ - мера на F" ( /„) , являющаяся 
образом меры Р„ при отображении /. Очевидно, Р„(Л) == 
= Pn+1(A) при A6F-( / n ) . По теореме Колмогорова (см. [30], 
гл. III, § 3) существует вероятностная мера Р на ст-алгебре 
F a ( / „ ) такая, что P(A) = Pn(A) при A63Ta(Jn). Остается пере-
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нести меру Р на пространство Q0. Зафиксируем некоторое счет­
ное всюду плотное подмножество R интервала ./»-. Определим 
события Beiu и С. формулами (42) и (43): Пусть s<t<u, s, t, 
ыб/со. Найдется такое п, что s, t, u&Jn. Но тогда Bstu&&~a(Jn) и 

Р ( - 3 - , ц ) — Р Л - 3 - ( ц ) = Р „ ( / м ( ^ ы ) ) = о , ^ 
так как i~l{Bs(u) — 0. По аналогичным причинам Р(С,) = 0 для 
любого 1-6.Л-. 

Дальнейшие рассуждения, как в теореме 1. Ц 
Пусть теперь (E, &) —5-пространство. Обозначим Q.\ (соот­

ветственно, Q2, £3з) пространство всех траекторий ш, со значе­
ниями в Et—E, определенных на всевозможных интервалах 
(а, р) и непрерывных справа на (а, р) (соответственно: непре­
рывных слева на (а, р); не имеющих разрывов второго рода 
внутри (а, р)). 

Т е о р е м а 1.3. Пусть Q совпадает с одним из пространств 
Qi, Q2, из. Qi.~IQ2, Q.flQ3, Й20&з. Набор сг-алгебр F( / ) -0{co , , 
t&J) образует стохастическую систему. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем считать, что Q{subset}Q° и 
F ( - 0 -=F° (/) 1 о, где Q° — каноническое пространство и ст-алгеб-
ры &~°(J) определены формулой (5). Пусть /„f-/- и последова­
тельность мер Рп удовлетворяет условию (49). Определим меры 
Qn на а-алгебрах F°(/-.) , полагая 

Qrt(A)-=Pn(AnQ), -4е.~°(/„). 
Последовательность мер Q„ также удовлетворяет (49), и по 
теореме 2 найдется мера Q на 5го(/«,), совпадающая с Q„ на 
F u ( / n ) . Покажем, что Q*(Q) = 1. 

В силу теоремы Д2.8, не ограничивая общности, мы можем 
считать, что Е — борелевское подмножество «гильбертова кир­
пича» Я - [ 0 , 1]°°. Для точки xQE будем обозначать x(1), x(2), ... 
ее координаты в Н. 

Пусть .^-произвольное счетное всюду плотное подмно­
жество R1 Для togQ- обозначим 

т)(«Ы = # liminf со(»), Ща, р), 

Tj(-).t —RlirasupcoW, te\a, P). 

Аналогично определим ц№-1 и ~<"2* +, t&(a, p]. Положим 
Е}+=ЫП->У Р}+-Ш'*Ь -е[с-.Р), 
^ _ - { л й ' + } , F;_—{r]S"j-n- щ«, я 

Пусть /{subset}/„-открытый интервал. Введем в рассмотрение 
множества 

A) = {E/ + =-E; + eE при всех te(a, P)fV}. 
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А) - [E, i=E;_6E при всех ..е(сс, р) П •/}> 
A i = {E*V — F/_ при всех t6(a, P) П Д 
A4y=={F/+ — (o, при всех te./? П (a, P) П •/}, 
Ay=={F/_-со, при всех г?6/? П («., Р) П-/"1-

Опираясь на ([43], гл. IV, Т17), нетрудно показать, что 
ограничение процессов F}±, F/+ на любой открытый интервал 
JczJoo измеримо по совокупности t и ш относительно S ( / ) X 
X^H-j)- Отсюда ввиду ([1], гл. I, T32) имеем AjQ^* (J 
для г = 1, 2, 3. В свою очередь, события А* и Aj, очевидно,. 
принадлежат 3го (./). 

Определим Aj с помощью следующей таблицы : 

а Лу 

4Г)4 
4п4 
4п4 

я 

QinQi 
o»nQt 

Лу 

4П-4уП4п4 
-4in-47n4 
4n4n4 

Заметим, что Aj^>Q. Поэтому Qrt(Ay ) = 1 и, стало быть, 
Q(A.,J = 1, так как A/oo = П A v 

Далее, пусть Сгэй и СеУ-(/-о)- В соответствии с ([30], 
Предложение Ш. 3.2], найдется такое счетное подмножество 
RczJco, что Сбо(со,, t£R}. Не ограничивая общности, мы можем 
считать R всюду плотным в /«•• Построим по множеству R 
событие Ajm. Событие AJga выбрано так, что для любого 
oPQAj^ найдется такое озб ,̂ что А (со0) П -/«,=А(ю) П-Л» и 
wt° — со, при всех t£R пА(со°). Стало быть, если Cr^Q, то 
Cz^AJoo и, следовательно, Q(C) = L Тем самым доказано, 
что Q*(Q)== L Следовательно, меру Q можно ограничить на Q. 
Легко проверить, что это ограничение и будет искомой 
мерой, щ 

Докажем в заключение одно полезное свойство стохастиче­
ских систем. 

Лемма ГЗ. Пусть F(/)—стохастическая система, / n f /„ 
и Р„ — последовательность а-конечных мер на а-алгебрах 
FCMi удовлетворяющая условию (49), Существует (и притом 
единственная) мера Р = РМ на сг-алгебре -S~(/-о), совпадающая 
с Рп на F (•/»). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию, существует набор по­
парно непересекающихся множеств -4hG.~~(/j), k = \, 2,..., со­
ставляющих в сумме й и таких, что Pi(Aft)<oo. Положим 
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р^(л)=рл(АплА), A&(jn). 
Так как F ( / ) — стохастическая система, для каждого k 
найдется мера Р(/!) на ^"(/--о), являющаяся продолжением всех 
мер Р^й), я — 1 , 2, . . . . Остается положить Р - = 2 Р < * ) . g-g 

З а м е ч а н и е 1.1. Распространение теорем 1—3 на случай 
универсальных пространств состояний не вызывает никаких 
трудностей. 

З а м е ч а н и е 1.2. Обобщение теоремы 1 на немарковский 
случай анонсировано в [51]. Утверждение, идейно близкое к 
теореме 3, см. в [54]. 

§ 2. Переходные функции 
и переходные вероятности марковских процессов 

2.1. Определение переходной функции. Назовем переходной 
функцией (в пространствах состояний £,) такое семейство 
субвероятностных &ш\ё?гяцер p(s, x; t, Г) ( s< / ) , что при лю­
бых s<t<.u, хбЕ„ Гб1Тц выполняется уравнение Колмогорова— 
Чепмена: 

j p ( s , х\ i, dy)p(t, у; и, F) = p(s, х; и, Г). (2.1) 
Bt 

Переходную функцию р назовем нормальной, если при всех s, 
xeE-

lim p(s, X) t, Et) = l. (2.2) 
t \ \ s 

Через Pt' будем обозначать оператор, связанный с ядром 
p(s,x;t,T). 

Пусть X=(xt, F ( / ) , P) — марковский процесс со случай­
ным интервалом жизни Д. Скажем, что переходная функция 
р отвечает процессу X (или является переходной функцией 
процесса X), если при s<t, Гб<?Т, 

P{x£r\F<s}^p(s,xs;t,T) п. н. Р, a<s, S6A. (2.3) 
Заменив всюду знаки неравенства на противоположные, мы 

получим определение копереходной функции. 
Чтобы исключить из дальнейшего рассмотрения патологиче­

ские примеры, введем следующее условие: 
2.1 .A. P{tGA}>0 для любого t&T. 
Сформулируем основное утверждение этого параграфа. 
Т е о р е м а 2.1. (ср. [26, 65l). Любой марковский процесс с 

открытым интервалом жизни имеет нормальную переходную 
(И нормальную копереходную) функцию. 

Аналогичный результат был получен в [77] для непрерыв­
ных справа без разрывов второго рода однородных строго мар­
ковских процессов. 

Так как определение марковского процесса симметрично 
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относительно обращения времени, достаточно будет доказать 
существование переходной функции. 

Чтобы подчеркнуть идейную сторону доказательства, мы 
подробно рассмотрим наиболее простой случай, когда E ,=E не 
зависит от t, интервал жизни Д(со)----Я1 неслучаен, а мера Р 
является вероятностной. Это будет сделано в п. 2. 

В общем случае появляются некоторые осложнения, путь 
преодоления которых будет кратко рассмотрен в п. 3. 

2.2. Построение переходной функции для процессов с неслу­
чайным интервалом жизни. Пусть (fi, F , Р) —вероятностное 
пространство и | , г| — две случайные величины со значениями 
в (X, 96) и (У, °У-), соответственно- Будем писать p~r\\\, если 
р — вероятностное S6 \ -^-ядро такое, что 

P{tieri6}=p(i, Г) п. н. Р. 
Пусть | , т], Z, — три случайные величины, принимающие зна­

чения, соответственно, в (X, 95), (У, °Ц), (Z, 2£). Назовем трой­
ку I, Л, £ марковской, если случайные величины | и £ условно 
независимы при известном т]. 

Основная идея доказательства теоремы 1 заключена в сле­
дующей лемме. 

Л е м м а 2.1. Пусть .£, ц, t, — марковская тройка, прост­
ранство Z — борелевское, а пространство У — несчетное боре-
левское. Для любого ,#?].2,-ядра р такого, что р ~ £ | | , найдутся 
#.?|-^-ядро Pi и -Vl^-ядро р2 такие, что р .~т | ]£ , р2~1,\т\ и р = 
= PlP2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме Д2.7 существуют 95\^-яд­
ро itt и <^|,2,-ядро л2 такие, что oxi -—"П | S и -rt2~£|'-l. По пред­
положению, пространство У является несчетным борелевским 
пространством и, в силу следствия Д2Л и теоремы Д2.1, най­
дется множество В&°1/ со следующими свойствами: а) Р ^ е В } — 
= 0; б) измеримые пространства (В, <-У|в) и (Z, 5£) изоморф­
ны. Пусть i : В—*Z — соответствующий изоморфизм. Положим 

Гл2(х,Г), х№, 

M-V-WW). «a. < 2 ' 4 > 

Функция рч является <V | .Ж-ядром, ввиду измеримости i к В. 
Кроме того, Рг"-• £|ть поскольку Р{т1бВ}--=0. Положим теперь 
х&Х\А, если 

3Tip2(x, -)=p{x, • ) . (2.5) 

Так как Z — борелевское пространство, равенство (5) экви­
валентно счетной системе равенств 

i-iPaC*. Ф) = p(x, Ф), Фб^г, 
где Wz — опорная система функций в пространстве Z (см. До­
бавление 2). Следовательно, множество А измеримо. Пусть 
Фб1^2. Ввиду марковости, имеем 
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niPa(g, Ф) = ->2(гь <р)1£} = Р{Р'{ф(«|£, r,}]|} = p(|, Ф) п. п. Р, 
и, следовательно, P{^<5A}=-0. 

ПОЛОЖИМ теперь 
(щ(х,Т), хЬА, 

'-<*'г>-и*;*<гпД)). *А. (2-6) 

Так как i — изоморфизм, то pi является ,Э?|-^-ядром. Кроме то­
го, p1-~Ti|i-, поскольку P{.|eA}=-0. Остается проверить, что 
Р\р2~Р- Если хЫ, то PiPi{x, -)=р(х, • ), ввиду определения 
множества А и формулы (6). Если же xeA, то pi(x, У \ Б ) =0, 
и ДЛЯ любого Г-З-Й,, ввиду (4), (6), имеем: 

Pip2(x,T)=\pl{x,dy)p2(y,T) = 
в 

= \pi(x, dy)Iv (i(y))-=\pi(x>dy)Ii-4T){y)^ 
в в 

=pl(x,i-1(T)r\B) = p(x,T). Ш 

Начиная с этого места, мы будем иметь дело с марковским 
•процессом X—(xt, F ( / ) , Р) в борелевском пространстве состоя­
ний (E, IT), определенном на фиксированном интервале ^=R 1 

и заданным вероятностной мерой Р. Не ограничивая общности, 
мы будем предполагать, что Q==£R1 —пространство всех траек­
торий со; со значениями в E, причем xi(со) = №.,, &"(jy=JP{J) и 
F = F ( R 1 ) . 

Наконец, утверждение теоремы для случая счетного или ко­
нечного Е хорошо известно (см., например, [2]). Поэтому мы 
будем считать, что пространство Е нес ч е т и о. Через W обозна­
чим счетную опорную систему функций в Е. 

Пусть LcR1. Назовем L-фунщией семейство вероятностных 
&\&-яд£$ p{s,x; t,F), (s<t, s,№L), удовлетворяющее услови­
ям (1) и (3) при s,t,u6L. Окажем, что //-функция р' является 
•продолжением L-функции р на множество U, если LcL' и 
Р=Р'lb-

Л е м м а 2.2. Пусть L<=Ri и t0$L. Д л я любой L-функции p 
существует ее продолжение на множество L' — LU{t0}. 

Обозначим s0 = (̂ 0)-- и и0 = (t0)L. Лемма 2 немедленно следует 
из леммы 1, если s06D и U(£L. А именно, лемму 1 нужно при­
менить к I = x - 0 , f\=Xtl), C--=xMo и к ядру p(s0, х\ и0, dz). 

В общем случае необходимы дополнительные построения и 
леммы 3—,7. Чтобы не загромождать изложение, мы рассмот­
рим наиболее интересный случай, когда s0 и «0 конечны и не 
принадлежат L. В других случаях доказательство только упро­
щается. До конца пункта L,so,U,u0 и p(s,x;t,T) будут иметь 
тот же смысл, что и в лемме 2. Зафиксируем '.последовательно­
сти sn6L, snf \s0 и unGL, ип\\ий. Будем обозначать Р\ оператор, 
отвечающий ядру p(s, х; t,T). 

Свяжем с множеством At—R1 о-алгебры ,f (A) = o{xt t£A} 
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и .Ж(Л).— ST(A[]L) (при этом а ( А ) = { 0 , Й}, если A n L - = 0 ) . 
Будем писать %>s, имея в виду £([s, oo)). Аналогичный смысл 
будут иметь £>s, £<s и 55<-. 

Пусть s6L, .xgE. В соответствии с теоремой Колмогорова 
(см. [30], гл. Ш, § 3), найдется и притом единственная вероят­
ностная мера PSlx на а-алгебре %>s такая, что для любого 
конечного множества A=-{s •= t- < t2 < • • • < М—--- и любых Г* .6$ 

Р.,,х{Хл£Гл}= J-- .^ x{dx x)p(tu л:., t2, dx 2 ) . . . . 
гА 

d*«), (2.7) 
где bx — единичная мера, сосредоточенная в х (обозначения ХА, 
Гл введены в § 1 (см. формулу (КЗ))). Нетрудно показать, что 
для s<t, s, teL, xeE, ле%>( 

P*.jc{-A|55[s, t]}^Pt,xt(A) п.н. Р,,- (2.8) 
и 

P{A| f « H P * . *,(---) п. и. Р. (2.9) 
Пусть Р'— вероятностная мера на %>Uo- Положим Р'бК, 

если для любых t > щ, t£L, Аб53>< 
Р'(Л) = Р'Р,,.ГДЛ) (2.10) 

(Класс К заведомо содержит меру Р и поэтому не пуст). Опре­
делим о-алгебру ОС в пространстве К, как наименьшую, отно­
сительно которой измеримы функции F (P') — P'(.A)> AQ£>UI>. 

Лемма 2.3. Мера Р' принадлежит К тогда и только 
тогда, когда 

Р'(А|£(и0 , Ц)-Р1,*{(А) п. и. Р' (2.11) 
для любых tQL, t>« 0 , A6£>f 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство (11) эквивалентно соотно­
шению 

P'(AB) = P'{IBPi,Xi(A)) (2.12) 
для любых AQZ>t, В&{щ, t]. Так как X (и0, t] = \r%[u„, t], 
достаточно проверить (12) для Вв$[ип, t]. Но в этом случае, 
в силу (10) и (8), 

Р' (А£) — Р'Р„л, ,,,я(А£) — Р'РЦ,,, ̂ ( / . вР / . . (А)) — 
.-Р'(/вР,,Х /(А)).Я 

Рассмотрим теперь измеримое пространство (M, М) = 
— (M.(.f))00. В соответствии с теоремами Д2.4 и Д2.5, про­
странство (М, Ж) — борелевское. 

Лемма 2.4 (ср. [5], § 3). Сопоставим каждому Р'бК набор мер 
М г ) - Р ' { * в я е г } , 1 = 1 , 2 , . . . (2.13) 
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Формула (13) устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между мерами Р'бК и теми наборами мер {[x„}6M, Для которых 

М / ) = ! ^Р"Г( / )> «=-- . - - . • . . (2.14) 
для всех f£W. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р'бК и Аб.5?>„ . Тогда 

P'(A) = ^n(dx)Pun,x(A) (2-15) 
и, стало быть, соответствие (13) взаимно однозначно. Далее, 
пусть Р'бК и меры [in определены равенством (13). Тогда для 
любого /&W 

(*- (/) ==Р'/ (*«„) = P ' P W XaJ (хВя) = ^+1Р"Г' (/). 
и, следовательно, верно (14). Обратно, пусть последователь­
ность мер \i„ удовлетворяет (14). Определим меру Р' на 
а-алгебре i£>U/, формулой (15). Ввиду (14) и (8), это определе­
ние корректно, т. е. не зависит от п. С помощью теоремы 
Колмогорова (см. [30], гл. III, § 3) меру Р' можно продолжить 
на ст-алгебру %>а,— V£>un- Используя (15) и (8), легко по­
казать, что Р'бК. Я 

Лемма 2.5 (см. [5], §3). Пространство (К, СК) борелевское. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Н множество всех 

{M.n}€M, удовлетворяющих, (14). Множество И измеримо, так как 
в обеих частях (14) стоят измеримые функции на пространст­
ве M. Стало быть, (Н, М\н) — борелевское пространство. 
Используя (15) и формулу ^п{Л = Р'/(хип), нетрудно показать, 
что определяемое (13) соответствие —изоморфизм пространств 
(К, .ЯГ) и (Н,М\Н).Ш 

Введем обозначения 

п п 

Лемма 2.6 (см. [5], §3). Существует измеримое отображе­
ние P<D:(Q, 5?+){to}(K, Ж) такое, что при любых Р'бК, А&>а, 

Р'(А\Х,)^РШ(А) п. н. Р', (2.16) 
P(A|;f<«0-l-) — Pa(A) п. н. Р. (2.17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отнесем со к Q+, если для всех п-
и всех функций /QW существует предел 

С (/)== ton-(«.-,, x« <(й>); и„, / ) . 
m-t-oo 

Для юбй+, в соответствии с Д2.А, найдутся такие вероят­
ностные Mepbija,™6Mi(g), что \С (/) = /«(/) при всех f&W. 
Отнесем ю к Q,., если co6-Q+ и последовательность мер {{mu}"} 
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удовлетворяет условию (14). Для СО6Й4 обозначим Рм элемент К, 
отвечающий набору {ц«} по лемме 4. Для ю<Ш+ положим Р0> = 
= P U . 

Докажем, что отображение Ри искомое. Так как W счетно, 
то множество й, и функции ц£ (/)•-= ln(f), /G.W, являются ^-из­
меримыми. Кроме того, в силу (7) — (9), 

P(Um, X„m\ U„, f)^P{/(xUn)\f<uJ п. Н. Р, 
и для любой меры Р'еК 

Р{и-т, х„т\ un, / ) = P'{/(x„n)|S(a0, и,„]} п. н. F . 
Следовательно, Р '^ ) - - - - ! , и 

!--2Ш = Р{/(-Ч)|Г<«.+} П- н. Р. (2.18) 
К(Л = Р'{/(Хия)\Х+} п. н. Р \ (2.19) 

Опираясь на Д2.Г, нетрудно показать, что для любой функ­
ции fQpS величина [А™(/) <35+-измерима и удовлетворяет усло­
виям (18), (19). 

Пусть feW и Р'бК. В силу (18) и леммы 3, 
К ( / )= р ' {/ (-4)1£+}=P' (P"^'f (х"пЛ ^ = 

= К+ЛКП+1Л"- н. Р'. (2.20) 
Кроме того, в обоих частях (20) стоят ^-измеримые функции. 
Следовательно, Q+Q%+ и P'(Q+)-=-T для всех Р'бК, в том числе 
и для меры Р. 

Пусть А^Х>и Из формул (15), (18) и (19) нетрудно вывести, 
что РШ(Л) ^-измеримо и выполнены (16) и (17). C помощью 
теоремы Д1.1 нетрудно распространить эти свойства на все 
Ae^>„0. и 

Рассмотрим измеримые пространства 
X = (Q, £_.), У = (Е, 8), Z - (K, Ж) (2,21) 

И ПОЛОЖИМ 

|---.Ш) ц-х,,, -.= РЮ. (2.22) 
Очевидно, | , ц, С —марковская тройка. 

Лемма 2.7. Существует такое .2L | З^-ядро р (со. Г), что 
/? —• С|̂  и для любых s<tQ, SQL, f£pff£, хвЕ, 

Р*. *{/(<•)№, s0)} = p(co, / ) п. н. PStX. (2.23) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим p„(co, Г) = Р- , Xs {С6Г}. 

В соответствии с леммой 5, пространство (К, СК) борелевское, 
и по теореме Д2.6 на нем можно указать опорную систему 
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функций WK. Положим co6{Omega}_, если для любой функции / б ^ к 
с уществует предел 

r ( / ) = limp„(o),/). 
л-юо 

При со6й_, ввиду Д2.А, существует такая вероятностная мера 
jt? (со, Г), что p(co, / ) = /ш(/) при всех feWK- Вне Й_ положим 
jc(со, Г)-—-[Л(Г), где [х(Г) —фиксированная мера. 

Очевидно, Q_&_ и функция /? (со, Г) является 5L | ̂ -ядром. 
Покажем, что ядро р — искомое. В соответствии с леммой 3 
для любых s6L, s<sn, xQE, feWK 

p„(<B,/) = P,,.,(/(C)|S[s,s /I]) п.н. Ps,x, 
-я(<в,/)-р(/(-;) |5.<-в) п.н. Р . 

Отсюда и из ([29], гл. V, T17) 
р , ,.,(Q_) = P(Q_)=-1 

при всех s€L, s<-V Кроме того, для всех /&WK. выполняется 
(23) и соотношение 

/>(со, / ) = P{/(C)|^<.,0} = P{/(g |^_} п. н. Р. (2.24) 
Используя свойство Д2.Г, нетрудно1 распространить (23) и (24) 
на все \ЬрЖ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Применим лемму 1 к мар­
ковской тройке |, г]. С, определенной формулами (21) — (22), и 
ядру р, построенному в лемме 7. Пусть p1 (со. Г) и p2(x> Г) — яд­
ра, построенные >в лемме 1. При s<.t0, sQL, xGE, Гб-f положим 

p ( s , * ; t 0 i r ) = P,,.,{McD.r).}. (2.25) 
При ieL, i>tQ, xGE, Гб$ положим 

p (t0, x; U Г) = 1" Pi (*, dP') P' {x^T}. (2.26) 
к 

При s, t&L положим p(s, x; t, T) = p(s, x; i, Г). Можно пока­
зать, что так определенное семейство ядер ~р удовлетворяет 
всем условиям леммы 2. Например, если s<.f0<#, s, wfiL, то, 
в силу (7), (16), (23), (25), (26), леммы 1 и включения Р-,л.бК. 
имеем 

J p(s, х\ tQ, dy)p(t0, у; а, Г) = 
£ 

=-f JP-,^{A(-O. dy)}p2(y, dP')P'{*uer}-

= \Ps,x{P(u,dP')}P'{xa£T}= 
к 

= Р,,л-Ри{^еГ}-Р,.^{л-ЦеГ}-=^(5, х;а, Г). 
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p(s,x; t, Г) = 

Аналогично производится проверка (1) и в случаях ~ < и < / 0 , 
t 0 < s < & . В свою очередь, если t&L, t>t0, то 

Р {x<er | xto}= Р {Р {^6Г | §<«„+} | xt,} = 

= Р{РИ{Х,6Г}|^ 0}- [p2(Xttt dP')P'{XteT} П. Н. Р, 
к 

в силу (17) и леммы I. Аналогично проверяется (3) и для 
s<j,~=t0, seL. m 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть 5<г. и p(s,x\ 
t, T)~xt\xs. Отправляясь от ядра p(s, x; t, Г) и последова­
тельно применяя лемму 2, мы можем построить ^-функцию 
p(s,x;t, Г), где .^ — счетное всюду плотное множество, 
содержащее s, t. 

Для каждого t$R найдется R U {^-функция pV) (s, x; и, Г), 
являющаяся продолжением R-функции р. ПОЛОЖИМ теперь 

р (s, x; t, Г) при s, t&R, 
pw(s, x; t, Г) при sGR, t$R, 
p{s) (s, x; t, Г) при siR, teR, (2-27) 
[pu)(s,x; r, dy)pw{r, y; t, Г) при s,t$R, 
E где r6.i-?(j.o —произвольно-

Нетрудно показать, что это определение корректно (не зависит 
от выбора rGRiett)) и задает переходную функцию, отвечающую 
процессу X. Щ 

2.3. Построение переходной функции в общем случае. В об­
щей ситуации ПОЯВЛЯЮТСЯ три основные трудности. Во-первых, 
возникающие здесь случайные величины имеют различные об­
ласти определения. Во-вторых, мера Р не является cr-конечной на 
некоторых подалгебрах F , без чего 'Невозможно строить регуляр­
ные условные вероятности. Наконец, .пространства состояний Et 
могут иметь разную мощность при разных t, однако лемма 1 в 
случае счетного У неверна. 

Итак, пусть (Q, F , Р) — пространство с ог-конечной мерой и 
I, Л — две случайные величины со значениями ъ X и У и с об­
ластями определения ЙЕ и Q„, соответственно. Будем писать 
Р"-"П|..-, если р—.субвероятностное й7|^-ядро такое, что 

РЙ6Г1, ^r2}=-P{/ r i(i)p(i, г2)}(г1е-27, г 2 д а (2.28) 
Пусть ,|, ii, Z, — три случайные величины со значениями в X, 

У, Z и областями определения Qb Q^, -Qj. Назовем (,g, TJ, if;) мар­
ковской тройкой, если: а) Распределение PdiSdy} (--конечно; 
б) P { ( Q t n Q t ) \ Q , } = 0 ; в) для любых ASS?, CG.-2, 

P{|6A, £6C|T]} = P{£eA|T]}P{£GC|Ti} п. н. Р, Йл. (2.29) 
Следующая лемма — модификация леммы 1. 
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Л е м м а 2.8. Пусть £, т|„ ё— марковская тройка, простран­
ства У и Z борелевекие, причем У несчетно, и распределение 
случайной величины £ сг-конечно. Для любого ^ { ^ - я д р а р та­
кого, что р~£Ц> найдутся ,Я? |-^-ядро р1 и ^ | ^ - я д р о p2 такие, 
что pi~Tjj|, ,02~£h и pip2<=p. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы ироводится по тому же 
•плану, что и доказательство леммы 1. При этом для проверки 
соотношения P{«|GA}= 0 используется (28)-И 

Определим 'понятие L-функци'и и ее продолжения как и 
в п. 2. 

Л е м м а 2.9. Пусть LcR 1 , t06L и Ett несчетно. Для лю­
бой L-функции р существует ее продолжение на множество 
L-ИШ-

Как и в п. 2, ПОЛОЖИМ s0 = (t0)L, u0 = (tQ) . Лемма 9 немед­
ленно следует из леммы 8, если s0, u0QL. Точнее, в лемме 8 
нужно положить l — xs„ г\ = х,0, С==л;н,, и p = p(s0, х; и0, dz). 

Как и о л. 2, чтобы избежать громоздких рассуждений, мы 
рассмотрим наиболее интересный 'Случай, 'когда s0 и и0 конечны 
и не принадлежат L. Пусть snf f.s0, sn£L и ип\\щ, un6L. 

Пусть a., Et
a, 8t

a, Q", F " имеют тот же смысл, что и в § 1 
(п. 3° доказательства теоремы 1.1). Для co6Q определим у (со) 
формулой (1.26). Обозначим Р образ меры Р при отображении 
/. Будем писать лг,а(со) вместо co(, xo£Qa. Положим Q, = {x,"tE(}. 

Свяжем с множеством AczR1 а-алгебры f (А) и Х(А) 
в пространстве Qa, полагая f (A) = a{xt

a, tQA} и Х(А) = 
= f(A[}L). Определим £>s, £<s, £>s, £<s, как в п. 2. 

Продолжим ядро р (s, x; t, Г) до вероятностного cSs
a | #,а-ядра, 

полагая 
p(s,x;t,at)<=l-p{s,x;t,Et), 

p(s,a,;t,T) = Iv(at). ( ^ U } 

Мы получаем при этом L-функцию в пространствах состоя­
ний Ef, и можем связать с ней семейство вероятностных мер 
Ps,x(A), AQ%>S, SQL, x6EA а также класс К вероятностных 
мер Р ' на X>Uo, удовлетворяющих условию 

Р '{Д |£ (и 0 , «„]}--Р„ ха (А) п. н. Р' (2.31) 

при Ав2>ия. 
Класс К не пуст, так как заведомо содержит меру Р0, 

определенную условием 

РоКбГл} — П/гД%), (2.32) 

где AczLn(«oi °° )• 
Как и в п. 2, семейство мер PSlX удовлетворяет следующим 

условиям: 
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Ps,x(A\£[s,t}) = Ptxa(A) п. н. PSiX 

при s<t, s, ieL, A&>t\ и 
Р И | Г « ) = Р^?(-4) п. н. Р, Q, 

при teL, Ae%>t. 
Лемма 3 полностью сохраняет свою силу. 
Обозначим через (M, <,#) произведение измеримых прост­

ранств 

м=Пм1(^у. 
Лемма 2.10. Сопоставим каждому Р'бК набор мер 

МГ)=Р'{*2вег}, re»SB, / t = U (2.зз> 
Формула (33) устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между мерами Р'бК и теми наборами мер {[хл}бЛГ, для которых 

М / ) = J \^n+i{dx)p(un+u x;un, / ) , ft = l, 2, . . . , (2.3 4) 
ВВ+1 

для всех f(Wn> гДе W« —опорная система функций в прост­
ранстве Еип-

Доказательство аналогично лемме 4.Ш 
Лемма 2.11. Пространство (К, CfC) — борелевское. 
Доказательство аналогично лемме 5. Ш 
Определим о-алгебры Х+ и £_, как в п. 2. 
Лемма 2.12. Существует измеримое отображение Ри из 

(Q, Х+) в (К, X) такое, что для любых Р'бК, А&>„, 
P'(A|£+)--=P<»(A) п. н. Р', (2.35> 

и 
Р (А | f<Ui+) = РШ (А) п. н. Р" Ига Inf Q„„, (2.36), 

где f<«G+— D f <•"„•• 
' " — 

Доказательство аналогично лемме 6. При этом вне Q+ нужно 
положить РИ=Р0 , где Р0 определено формулой (32). Для дока­
зательства (36) нужно использовать соотношение 
j--(Qtt.AllmInfQB..)==0, из которого следует равенство 
P(Q«,AHmlnfQe.,).=0, а также то, что мера Р о-конечна на 
пространстве (Q„„, #"<«„ | o„o). В 

Положим теперь 
X = (Q,S_), К ==(-<.. &.). Z = (K,^), (2.37> 

5* 67Г 



l = co, T)-=x?„, С--=РЙ, (2.38) 
flg •--••• limlnfQ,,.. Q,,.= Q,„ Q£-=liminf Qa„. (2.39) 

Формулы (37)-—(39) определяют марковскую тройку. Действи-
тельно, 

P((Qgn{cdot}5-c)\fi-i)-=P{y"4(--£nS:)\£M}--=P{0}=O. 
"Остальные соотношения вытекают из марковского свойства. 

Нам понадобятся еще две леммы. 
Лемма 2.13. Мера "Р оконечна на пространстве 

>(06.2_|0б). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно будет построить такую 

'-SL-измеримую случайную величину 6, что Ре/я.- < °° и б>0 п. н. 
Р , Qg. В силу 1.1.Д, найдется такая функция f&$Se, 0 < / < 1 , 
что Рр<оо для р == / (xj0) IQS . По марковскому свойству су­
ществуют такие функции fn<!ip$s , что 

/« (xy—P{P| f<- n }n . н .Р , й,„. 

Обозначим Qn = fn (xaA In и G=Tlm0„. Очевидно, 6G.2L-
Заметим, что р / п =р /п In п. н. Р для любых k<.n. 

sk sk sn 

В свою очередь, отсюда при к<_п 
^nSk^P{9losk\f<sn} П. Н. Р 

(вне Qs величины в обеих частях равны нулю). Опираясь на 
([29], гл. V, Т17 и T18), нетрудно показать, что 

е/п,д = Р{р/в,А|Г<*.} п. н. Р 
-•или, что то же самое, 

e=P{p|f<,.} п. н. р, иа,А- (2.40) 
А 

Стало быть, Рб/Qt < Р р < сю. Остается показать, что0>Оп. н 
Р , Ц . Рассмотрим событие Л----ЦП{6—0}63Г <-„. Поскольку. 
•Р(С^ЛО-.)-=0, то р>0_ п. н. "Р, А. Но, в силу (40), 
Р р / А = р е /— = 0 | откуда Р(Л)=0. Ш. 

Лемма 2.14. Существует такое J2L | ^-ядро р(со, Г), что 
•р~Щ и для любых s<t0, S6L, fQpCfC, x6E / 

Ps,x{f((.)\£[s, s0)} = p(©,/) п. н. P,iX. (2.41) 
Доказательство проводится по тому же плану, что и доказа­

тельство леммы 7. Щ 
•••• Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 9. Применим утверждение 
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леммы 8 к тройке I, •.-, g, заданной формулами (37)—(39)». 
Пусть pi (со. Г) и p2(x, Г) —ядра, построенные в лемме 8. При 
s<to, -S.6L, xGE„ T&(8t0 ПОЛОЖИМ 

p(s,x; tQ, V) = PSlJcPl(w, T)Iav (2.42). 
При t&, ^> t 0 , xeEh, TQgt ПОЛОЖИМ 

p(*Q] x; t, r ) = f p2(x, dP') P ' { -Ver j . (2.43) 
k 

Как и в лемме 2, проверяется, что формулы (42)—(43) опре­
деляют нужное продолжение L-функции р. Пусть, например., 
t0<t, teL, Фбр#;0, №p$t. ПОЛОЖИМ Ф(а/о)-='ф(а /)=-0. Тогда 

?{Ф С**,)Ф(^)}=Р(ФК)4>(-V)}-=P{ф (XI) /ПсР°Ч(х^)}== 

= Р {ф (х?в) J p2 (xl, dP')P' {я|э (xf)}} = Р {Ф (x,0) p (t0, *,,; t, у)},. 
к 

в силу (36), (42) и леммы 9. Ш 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. ПОЛОЖИМ tELo, еслт 

пространство Et счетно. Нетрудно показать (см., например., 
[2 ] , что Lo-функция p° всегда существует. Отправляясь от р*" 
и последовательно применяя лемму 9, мы можем построить. 
L-функцию р, где L содержит L0 и всюду плотно. Определим,, 
далее, функцию p(s, x; t, Г) формулой (27). Как и в п. 2, про­
веряется, что p(s, х; t, Г) —переходная функция. Остается мо­
дифицировать р так, чтобы сделать ее нормальной. Для ЭТОГО 
рассмотрим функцию 

А-(*)--- Hm p(s, x; t, Et). (2.44) 

Обозначим E,1 — {x:/z<(x) — l}. Ввиду (1.9), m,(Et\E,l)=-fh 
а ввиду l.A, mt (Ei

1)>0. Выберем при каждом t точку xp<*Et 
и положим 

р'(з,х^,ау)Цщ^Р^Х'{'ау)к'^П^П1(х)>^(2А5) F V {p(s,xs0; t, dy) -W при A-(JC) = 0 / 
Можно показать, что р' — нормальная переходная функция 
процесса X. Ц 

З а м е ч а н и е 2.1. Теорема 1 может быть распространена 
(см. [26]) на случай универсальных пространств состояний. 
Для более широкого класса счетно порожденных пространств 
состояний Et теорема неверна, так как в счетно порожденных 
пространствах нарушается теорема о существовании условных 
распределений (см. [32], § 21.1). 

2Л. Фундаментальная плотность. Пусть X — марковский 
процесс с открытым интервалом жизни и определяющей функ­
цией т,,. Назовем функцию p(s, х; t, у) (s<t) фундамента ль-



ной плотностью процесса X, если она неотрицательна, .3%Х 
Х-^гизмерима и удовлетворяет условиям 

m.t(dx, dy)=p(s, x; t, у) m,{dx) mt(dy), s<t, (2.46) 

p(s, x;u, 2) — J p ( s , x; t, y)mt(dy)p(t, y\ и, г), s<t<u, (2.47) 
Et 

где мера m. определена формулой (1.6). 
Пусть процесс X имеет фундаментальную плотность р. Тог­

да! формулы 
p(s, х; t, dy)^p(s, x; t, у) mt{dy), s<t- (2.48) 
p(t, y; s, dx)=p(s, x; t, y) ma(dx), s<t (2A9) 

задают соответственно переходную и копереходную функции 
процесса X. Назовем фундаментальную плотность р нормаль­
ной, если функции (48) и (49) нормальны. 

Введем следующее условие (ср. [9] и далее [8, 48, 51] и др.) 
2.4.А. (АС). Мера mBt абсолютно непрерывна относительно 

т.хт,. 
Т е о р е м а 2.2 (ср. [9, 8]). При условии 4.A марковский 

процесс с открытым интервалом жизни имеет нормальную фун­
даментальную плотность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме Радона—Никодима (см. 
1301, Предложение IV. 1.4) найдется такая неотрицательная 
функция n(s, х; t, г/)ей?.Хё?(, что 

mei(dx, dy)=n(s, x\ t, у) m,(dx) mt(dy), s<t. 
Обозначим 

p(s, x\ t, dy) = n(s, x; t, y)mf (dy), s<t; 
p{t, y; s, dx) = n(s, x;t, y)ms(dx), s<,t; 

n(s, x; t\ u, z)=-j n(s, x; t, y)mt(dy)n(t, y; u, z), s<.t<_it-
Et 

Аналогично определим_n{s, x; tu t2; u, z) для s<ti<t2<u и т. д. 
Заметим, что 

n(s, x; t; и, z)=n(s, х; и, z) п. в. m,Xm„ 
в силу (1.11). В свою очередь, отсюда 

n(s, x\ tu..., tn\ и, z) -J i (s , x\ th tn\ и, z) (2.50) 
для любых s < i ' i < . . . <tn<.u. 

Пусть Wt — опорная система функций в пространстве Et и 
R — счетное всюду плотное подмножество R1. Положим xGE/, 
•если 

Rllmp(s,x\t,Et) = \, (2.5I) 

т для любых s<t<u, t, u£R, <P£WU 

j n ( s , x; t\ и, y)'mu(dy)<f>(y) = p(s, x; и, ф). (2.52) 
Eu 

Аналогично положим t/GE</'. если 
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RUmp(u,y; z.,E() = l (2.53) 

и для любых s<t<_u, s, te/?, 4>&WS 

j " jt(s, x\ t; u, y)ms(dx)4(x) = p(a, y\ s, ф). (2.54) 
• - • -

Используя Д2.Г, легко проверить, что при х£Е/ равенство (52) 
выполнено для всех фбр<ЁГ.,. Аналогично, при у£Еи" равенство 
(54) верно для всех ydp&a. 

Пусть хяЕ/, у$Еи". Опираясь на (52) и (54), нетрудно по­
казать, что выражение n(s, х; г; и, у) не зависит от r6R(„ u). 
Далее, из (1.8) — (1.11) нетрудно вывести, что 

т.{Е.\Еш')=т,(Е.\Е,")=0. (2.55) 
Отсюда и из ГА множество Е,'(\Е," не пусто. Выберем в нем 
точку хв°. Положим 

P(s, x; t, y)=n{s, /V(x); r; tt /V (J/)), (2.56) 
где Jis(x) равно х на Е/ и xs° вне Е/; j \ ' (у) равно у на Et" 
и xt° вне Е", а г—произвольное число из A(s,t)- Как было | 
отмечено выше, правая часть (56) не зависит от rQR^.i). | 
Покажем, что функция (56) удовлетворяет условию (47). , 
Действительно, пусть s < r 1 < ^ < r 2 < « , r,, r2QR и x = jl

s{x), 
z = J2u(z). Тогда 

§ p(s, x\ t, y)mt(dy)p(t, у; и, z) = 
Et 

== n(s, x; ru t, r2; a, z) = n(s, x; г ь r a ; и, z) = 
— n(s,x;rx;u,z)==p(s,x;u,z), 

в силу (50) и (54). В свою очередь, (46) следует из (55) и 
определения п. Наконец, ввиду (51) и (53), фундаментальная 
плотность р нормальна. Щ 

2.5. Переходные вероятности. Пусть X = (xt, £ (J),P) — 
марковский процесс со случайным интервалом жизни А (со) (не | 
обязательно открытым). Пусть каждым tQT и х&Е{ сопостав­
лена вероятностная мера Pt,x на ст-алгебре f>t- Семейство 
мер Pi,x назовем переходными вероятностями процесса X, если 

2.5.А. Pt,x{t<a< оо}-=0. 
2.5.Б. Pt.x{A)Qe, для любого события A£tf>t. 
2.5.В. Для любых s<t, Aefr>t, x£Es 

P , , - { A | f (М]} = Р,,*ДА) п.н. P , , . , teA. (2.57) 
2.5.Г. Для любого AQf>t 

P{A\f<f} = PtlXt{A) п. н. P, a<t, i6A. (2.58) 
Для переходных вероятностей Р(,х и произвольной меры . 
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(J-eM(^) положим P/,n(.) = j (x(dx)P;iA:(.). Будем обозначать 
через &t совокупность всех мер PtiV., \iQMl (#,). 

Заменяя в 5.А—5.Г знаки неравенств на противоположные, 
мы получим определение копереходных вероятностей Р'"*\ как 
семейства мер, определенных на о-алгебрах £<{ и удовлет­
воряющих двойственным условиям 5.Ad-~5.Td. С копереходными 
вероятностями свяжем меры Р' |М, \х£М (JSt), и классы мер 
^ = { Р ' Л {mu}eMi (»,)}• 

Пусть Р<_х — переходные вероятности процесса X. Тогда 
функция 

p(5,x;t,r)-=P-,^{x,er} (2.59) 
является переходной функцией процесса X. Для канонического 
процесса верно и обратное. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть p(s, х; t, Г)-нормальная переходная 
функция процесса X. Тогда процесс X имеет и переходные 
вероятности Р*,*, удовлетворяющие условию (59). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем s и x6E.. Положим 
т (Ни ^^_fP(s,x;t,dy)p(t,y,u,dz)upns<t<u,9Pi()X mtu(ay,az) — ^Q в о с т а л ь н ы х случаях. t/.ouj 

Нетрудно показать, что miu — определяющая функция неко­
торого канонического марковского процесса. Обозначим QSfX 
задающую этот процесс меру на каноническом пространстве 
(Q0, f°) . Из (60), нормальности p(s, х; t, dy), соотношения (1-15) 
и уравнения Колмогорова-—Чэпмена легко вывести, что 

Q...*(G°)=Q..H«=--}--=-. (2{cdot}61) 
ПОЛОЖИМ PS,X — Q,S,X\&- • Из (61) нетрудно вывести спра­

ведливость 5.А. В свою очередь, условия 5.Б — 5.Г проверяются 
непосредственно для простых событий (1.3) и распространяют­
ся на произвольные события с помощью теоремы Д1.1. Ц 

С л е д с т в и е 2.1. Канонический марковский процесс имеет 
переходные и копереходные вероятности. 

О возможности построения переходных вероятностей по пе­
реходной функции для более узких пространств элементарных 
событий см. также ([3], гл. VI). 

2.6. Абсолютно непрерывные процессы. Существует еще одна 
группа марковских процессов, обладающих переходными и ко­
переходными вероятностями. 

Т е о р е м а 2.4 (ср. [8, 51]). Пусть процесс Х= (л,,, F ( / ) , 
Р) с открытым интервалом жизни имеет фундаментальную 
плотность p(s, x; t, у), а ст-алгебры F ( / ) образуют стохастиче­
скую систему. Тогда процесс X имеет переходные и копереход­
ные вероятности, связанные с фундаментальной плотностью 
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следующими соотношениями: 
PStX{A, tGA}-P(p(s, х; t, xt)IA) при s < t , А&ы; (2.62) 
Pt,y{B, s6A}-P(p(s, x/, t, у)1в) при s<t, Be&<s. (2.63) 

Процессы, переходные и копереходные вероятности которых 
удовлетворяют условиям (62) и (63), будем называть абсо­
лютно непрерывными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим переходную и копереход-
ную функции процесса X формулами (48) и (49). В соответствии 
с 1Л.В, событие Ви~ {р<й} — атом o-алгебр f>u и f>u. По­
ложим при s < « , А^ЗГ>и 

P%(A) = Pp(s, x\ и, xa)IA-\-I{BttC1A){\-p(s, х\ и, Eu)).(2.64) 
Пусть s<t<u. Покажем, что Р^(Л)---, P{J% (А) при А^Т>а. 

Для этого введем в рассмотрение функцию Gt(x), <?<к такую, что 
P ( A | F < / ) = 0<(A:,) п. н. Р, Ш. (2.65) 

Из (3) при t <и имеем 
at(x)=PJOtt{x) + 

+ I{Buc2A}(\—p(t, х; и, Еи)) п. в. mt(dx), (2.66) 
где оператор Ри

1 связан с ядром p(t, x; и, Г). 
В свою очередь, отсюда 

Pil,)x(A)^Pi"Gt{x) + I{B(C:A}(\-p(s,x; t, E,)) = 
= PU

SGU(X)-^I{BUC:A^(P(S,X; ^Et) — p(s, x\u, E„)) + 

+ I{Btc:A}{\— P(s,x; t, Et)). 
Остается заметить, что BtczBa и, стало быть, / р —А} = 

= IiBuaAX, ибо Ви — атом ff-алгебры •-*>„ (конечно, возможен 
еще случай В,=-0; но тогда автоматически р (s, х\ t, E-O-ssl). 

Итак, Pl',x(A) = Pi"x(A) при A6F>«. В соответствии 
с 1.3.A, найдется мера Ps,x на а-алгебре F>- такая, что 
Р*,Х(А) = Р?,Х(А) при Ae^>«-

Опираясь на (64)—-(66), нетрудно показать, что 
Р{Л|#-<-}=---Р-,,,(Л) п. н. Р, S6A 

при A^>s. В свою очередь, отсюда и из (64) можно вывести 
и S.B. Наконец, 5.A и (62) непосредственно следуют из (64).Я 

§ 3. Пространство входов. Эксцессивные меры 
3.1. Класс Кр. Пусть р (s, л:; г. Г)—нормальная переходная 

функция в борелевских пространствах состояний E.. Отнесем 
вероятностную меру на каноническом пространстве (fi°, F 0 ) к 
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классу К----!'?, если эта мера задает канонический марковский 
процесс с переходной функцией р. Легко проверить, ЧТО мера 
PeAJi(^"0) принадлежит К тогда и только тогда, когда 

Р(л, *ед, xueT)=p{iAP(t, Xt\ и, г)} (зл) 
для любых Ae.f</, Ге£„. 

Наша ближайшая цель — изучение структуры класса К. 
'Точнее, мы докажем, что класс К является симплексом. 

Определим ст-алгебру Ж в классе К как порожденную все­
ми функциями вида F(P) =P(A), Ав&~а. Пусть у&Мх{Ж) —ве­
роятностная мера. Положим 

Pn(A)-JjP'(-4MdP,){cdot} Aef°- (3.2) 
к 

Опираясь на (1), нетрудно показать, что РцбК. Пусть (Q°, f°) — 
каноническое пространство. Как легко видеть, а (со) — момент 
остановки относительно фильтрации f°<t+- Обозначим f°<a+ 
ст-алгебру, связанную с этим моментом остановки. 

Теорема 3.1 (ср. [5,6]). Измеримое пространство (К, СК) 
является: а) симплексом; б) борелевским пространством. Сово­
купность К- крайних точек К совпадает с множеством всех 
f <а+ — эргодических мер PgK. 

Доказательство будет разбито на отдельные леммы. 
Обозначим через Q-,.- вероятностную меру на каноническом 

пространстве, отвечающую определяющей функции (2.60), и 
через PSiX ограничение меры QSiX на а-алгебру f >-. В соот­
ветствии с теоремой 2.3, семейство мер Ps,x является общими 
переходными вероятностями для всех процессов из класса К. 

Зафиксируем счетное всюду плотное множество i^ciR1. Че­
рез Wt будем обозначать опорную систему функций в прост­
ранстве Et. 

Лемма 3.1. Семейство функций 
F{P)=Pf{xT), reR, feWr (3.3) 

разделяет точки К и порождает сг-алгебру Ж. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через s4- ff-алгебру, по­

рожденную функциями (3), Очевидно, бФ^Ж. Рассмотрим со­
вокупность 1$ всех событий A6F0, для которых функция F(P) — 
= P(A) является ^-измеримой. Пусть A •= {хл6Гл} — простое со­
бытие вида (1.3) и 1=ШША. Тогда 

Р(Л) = # ИтР{Л, геЛ} = Я ПгаР{Р-,, (А)) 
r\\l - f t ' 

и функции в правой части .^-измеримы, в силу Д2.Г. Опираясь 
на теорему Д1.1, нетрудно вывести отсюда, что 9—#"° и, сле­
довательно, зФ — Ж. Наконец, сг-алгебра Ж разделяет точки К.Щ 

Введем з рассмотрение измеримое пространство (M, Ж) = 
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=--11 Mj0 (#.,). В силу теорем Д2.4 и Д2.5, пространство М бо-

релевское. Пусть &t — счетная алгебра, порождающая сг-алгеб-
py %t. Отнесем точку {[it}t^QM к множеству Я, если ВЫПОЛ­
НЯЮТСЯ следующие условия 

(х,Р/(Г)<МГ), s<tt s,teR, Г6Э„ (3.4) 
Я \\m\isPt

s(Et)^t(Et), teR, (3.5) 

зир^ЛЯО + З ^ Д - Б ^ ) - ^ , . . ^ - ' ^ , ) ^ ! , (3.6) 
где супремум в (6) берется по всем конечным подмножествам 
A = \t0<.... <tn}czR. Поскольку в обеих частях соотношений 
(4) —(6) стоят Ж -измеримые функции, а множества R и и?* 
счетны, то множество Н принадлежит Ж. Обозначим Ж = М\ц. 

Меру РбК отнесем к классу К(0(«6[ —" °° • °°)). е с л и 

Р{а = *}.-1. 
Лемма 3.2. (Ср. с леммами 2.4 и 2.5, а также [5], § 3). 

Сопоставим каждой мере РбК точку {mt}tQR£M по формуле 
да.,(Г) = Р{*,бГ}. (3.7) 

Формула (7) задает изоморфизм пространства (К, УС) и борелев-
ского пространства (Н, Ж). Набор мер {{mu}f}/@tf6H отвечает мере 
РбК(и0) тогда и только тогда, когда 

ц,, (£,) = () при г.<и0, R lim щ (£"...) = 1, (3.8) 
t \ \и0 

|х,Р,*(Г)--=ц.,(Г) при «o<.s<i, s, t&R, T&t. (3.9 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть РбК. В силу (1.8) — (1.11) 

и теоремы 1.1, набор мер (7), очевидно, удовлетворяет (4)—-(6). 
Обратно, пусть {f-iJ/g/?6H. Положим 

щи{А, B)=Rlim [\isPf(dx)p(t, x; а, В), (3.10) 
J 1 1 ' ч 

А 
где АЪлВи ВВё'и. Покажем, что формула (10) задает определяю-' 
щую функцию некоторого 'марковского процесса из класса К. 

Заметим сначала, что неравенство (4) эквивалентно не­
равенству 

•|i,P«-<ji«*». (3.11) 
Действительно, .пусть r.G^i. Опираясь на теорему Д1.1, нетруд­
но показать, что для любого е > 0 найдутся множества Г„ T'B&t 
со следующими свойствами: r . - spsp , > s /Y ( r - \ r , ) < e . Отсюда 

*) Доказательство аналогичного утверждения в [6] некорректно (см. 
|6], теорема 3.3.) 
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lisPts (Г) < \isPts ( r . ) .+e<| i t (Г.) + г<\ц (Г) + е, 
и так как е произвольно, то ц-Р.;8(Г)-5£^(Г). 

ПОЛОЖИМ mt (Г) =R 1im \\,Pt'(T). В силу (5) и (11), m( = nt 

при tGi?. Кроме того, из (11), (2.1) и определения mt имеем: 
msPta<mt при .s<t, (3.12) 
msPt

s\mt при sf \t. 
Из (12) и нормальности переходной функции р легко следуют 
(1.8) и (1.9). Наконец, (1.11) следует из (2.1). Опираясь на 
лемму 1, легко показать, что соответствие (7) взаимно одно­
значно и в обе стороны 'измеримо. 

Чтобы доказать второе утверждение, заметим, ЧТО 
щ(Г)—4.1*Л'(Г)-Ри-*еГ, ss£a<fl . Ш 

Пусть A„c-i?, AnfR — последовательность конечных мно­
жеств. Обозначим хп = аАп. 

Л е м м а 3.3 (icp. [5], лемма 5.1). Для любых РбК, 

P{f(xu)\f°<a+} = \imp(tn, хх ; и, / ) п. н. Р, а<а. (3.13) 
п-*оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению, тл — этажные момен­
ты остановки относительно ,f</, причем хп\а при /z{to}oo. 
В соответствии с ([43], гл. IV) f°<a+ = П f <r • Пока-

я " 
жем, что 

R{/(x«)|f<T„} — p(f«> xt„; и, / ) п. н. Р, хп<и. (3.14) 

Действительно, пусть iG^f<-•... Тогда ^/{г,,--;}6й^^ и, в силу 
(2.3), имеем 

P£I{Tn=(}f(xu)} = P{ZI{Xn=i]p(t, xt; и, / )} = 
= P{ | / N = < } p(T„, xTn; и, / )} . (3.15) 

Суммируя соотношения (15) по всем ^GAn, получаем (14).Щ 
Доказательство теоремы 1 будет основано на теореме Д4.1. 

Положим сйб-Qi, если для всех u£R, и>а(а>) и всех /BWU су­
ществует предел 

Нт/?(*„, хх ; и, / ) = / ? ( / ) . (3.16) 
л-мх-

Ввиду Д2.А, для каждых собЙь и>а(со) найдется такая мера 
i xu -eM! 0 ^ ) , что 

!-^Ш(/) = / , / ( / ) при/Gt tV (3.17) 
Положим nf(E„)==0 при s<a(<u), sg/?. Обозначим через Q2 

множество всех таких собЦ, для которых набор мер {[if}tc/? 
удовлетворяет (8) и (9) с и0-=а(сй). Обозначим Р т элемент К, 
отвечающий по лемме 2 точке {[Lf}t£R&H. Вне й2 положим 
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Pt0 = P0, где Р0—некоторый фиксированный элемент К, напри­
мер, P0 = Q,iat.. 

Покажем, что построенное нами отображение Рт(А), А&£°, 
удовлетворяет условиям теоремы Д4.1 с Л — $г\&+. 

Действительно, по построение Цб,-'<а+. Кроме того, 
по лемме 3 Р (Qj) == 1 для всех мер РбК. Далее, из формул (16) 
и (17) функция v»(?(f) = lf{f) для всех t£R, f£Wt является 
£<а+-измеримой, и 

А / ) = Р{/(•*,)! f°<a+} п. и. Р, a<t, (3.18) 
для любой меры РбК- Опираясь на Д2.В, нетрудно показать, 
что эти свойства выполнены для всех fQbSs. , 

Пусть теперь "%&£ ><. Заметим, что 
Pftlf'°<а+} = Р{Р',х£\&<*+} п. н. Р,' « < / . (3.19) 

В частности, положив £ = Ir{xa), i < # , u&R, Г6.5Ц, имеем 
ц«(Г)-=|.1?Яв'(Г) п. н. Р, a < t . (3.20) 

Далее, случайные величины t„ = aA" являются ,f <0+-измери-
мыми. Кроме того, a < i на множестве {t„-=t}. Поэтому для 
любой меры РбК имеем 

I{r^t)\tf(Et) = P{a<t<¥>, *„-*|.f°< a +} п. н. Р. (3.21) 
Суммируя соотношения (21) по всем t£A.n, получаем отсюда 

[x? re(ETn)-P{a<t„<[3|.f!la+} п. н. Р 
и так как {a<t„<p}f Q°\{cu,.,} при /г-»-оо, TO 

Птц» (Er) = - п. н. Р. (3.22) 
п-юа П 

Из (20) и (22) нетрудно вывести, что Q2G,f<a+ и Р(й2)-—1 Для 
всех РбК. Нам нужно показать, что для любого РбК и любого 
Ш£° 

Pw6 — Pft|.r°<«+}n. н. Р. (3.23) 
В силу теоремы Д1.2, достаточно проверить (23) для индика- j 
торов простых событий А-{хЛбГл}, где А = { 0̂< tx < . . . <t„} 
и Ttfi&tr Заметим, что Pffl6K (a (со)) п. и. Р по построению. По- | 
этому Рм(А)=0 п. н. Р на множестве {а>2.0}. Следователь­
но, (23) выполняется на {a>t0}. Пусть теперь sQR, s < t 0 . 
Из (18) имеем 

Pw(A, a< s<p)-=РШР^ДЛ) = Р (P,.Xj(А)| £°<а+) = 

=Р(А , a < s < P | f ° < a + ) п. н. Р, a < s . (3.24) 
77 j 

1 

I 



Переходя к пределу в (24) при s\\t0, s6R, получаем (23). 
Наконец, класс К сепарабелен, в силу леммы 1. Утвержде­

ние теоремы следует теперь из теоремы Д4Л.Н 
З а м е ч а н и е ЗЛ. Без предположения нормальности пере­

ходной функции р теорема, вообще говоря, неверна (в [6], 
стр. 49 утверждалось обратное). Например, Кр — яе симплекс 
для следующей переходной функции в пространстве Г—R1: 
p(s,x; t, Г) =:/r(x)-'i-«;i»;|. Более точно, в этом случае множество 
Кр не пусто, но не имеет крайних точек. 

З а м е ч а н и е 3.2. Построенное отображение Рв несет боль­
шую информацию, чем это следует из формулировки теоремы 1. 
В частности, Р-бК,- п. н. К, в силу теоремы Д4.1, и формулу (23) 
можно переписать также в виде: 

P(A) = j P ' ( A ) P { P W } , - W ° . (3-25) 
к» 

Пространство (Ке, Ж\ке) называют .пространством «ходов. 
Чтобы пояснить смысл этого термина, вспомним, что Р-.еК. п. н. 
К. Точку Рш естественно назвать начальной точкой, или точкой 
входа траектории со, а меру y,(dP') = P{Pa6dP'i} •--.начальным 
распределением процесса Р. При этом Р = Р„ в силу (25), т. е. 
каждая мера РбК однозначно восстанавливается по своему на­
чальному распределению. Если же Р.6К-, то мера ц сосредоточе­
на в точке Р, и Р{Рш==Р}---1, т. е. почти все траектории процес­
са попадают в пространство состояний через один и тот же 
вход. 

Формальное дескриптивное определение пространства вхо­
дов см. в ([5], § 4). 

Пусть теперь Р — 0-конечная мера на F 0 , задающая марков­
ский процесс с переходной функцией р. Естественно задать во­
прос, когда мера Р представим а в виде (2) с сг-конечйой ме­
рой ji. 

Т е о р е м а 3.2. Мера Р представима в виде (2) с о-конечной 
мерой [Д.6М (X) тогда и только тогда, когда распределение 
Р\зг°ы+ "-"-конечно. При этом формулы (23) и (25) сохраняют 
силу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть мера Р представима в виде (2) 
с ст-конечной мерой (д.. Найдется .положительная ограниченная 
функция fQX такая, что fx(/) = I. Положим v = / ° ц и "Р-= Pv. 

Пусть РШ — отображение, построенное в доказательстве тео­
ремы 1. Положим £ (со) =/(Pffl). Если РбК,, то Р{ | (о)=/ (Р)} = 1. 
Стало быть, 

Р ( Л ) - = | P'(A)(A(dP') = j P ' ( - 4 ) / ( P ' ) v ( t f P ' ) — 

--=JF{i/4v(dP')-p(E^) 
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и так как £ строго положительна и f <а+-измерима, то мера Р 
а-конечна на .f °<a+. 

Обратно, пусть мера Р сг-конечна на f < a + . Найдется такая 
ограниченная положительная ^-..(.-измеримая величина 1(со), 
что P-j,= Г ПОЛОЖИМ Р — ̂ -Р. Опираясь на (1), нетрудно пока­
зать, что РбК. Стало быть, для любых функций t\Qpf°<a+y 
tepf0 в силу (23) имеем 

Р (т!".) = Р (Ti|--;) = Р ( .Г'Р01 (С)) — Р (Л • Рм (С)), (3.26) 
что эквивалентно соотношению (23) для меры Р. • 

Положим далее /(Р)=РЕ;, PgK. По определению, /—поло­
жительная ограниченная ^"-измеримая функция. Но в силу (26) 

P5 = PPai = j/(P /)P{PM6dP /}—l 
к 

и, стало быть, мера |o,(dP')~P{P%dP'} а-конечна. Наконец, 
P{Pm6KJ = Р{Ри€Ке}-=0, и мера |х сосредоточена на Ке. По­
этому из (26) следует (25). Ш 

Ввиду теоремы 2.1, естественно поинтересоваться, как 
зависит структура пространства входов Ке от переходной 
функции. Пусть каноническому процессу X = (xt, f°(J), P) 
с вероятностной мерой Р отвечают две нормальные переходные 
функции р, р. Обозначим К.= КР и К = К Р . В соответствии 
с теоремой 1 мере Р отвечают вероятностные меры {mu} на Ке 
и £ на Ке. 

Теорема 3.3. Зафиксируем произвольное счетное всюду 
плотное множество ^ c R 1 . Найдутся измеримые множества 
К е ' сК е и К-'_Ке такие, что: а) ц ( К е \ К / ) = [1 (К е \К в ') = 0'» 
б) каждой мере Р-бК/ отвечает и притом единственная мера 
P.GK/, такая что Pi|y(*)=-Pi|»rw, гДе &(/?) =--сг{.л:,, teR); 
в) указанное соответствие —изоморфизм измеримых пространств 
К / и К/ , переводящий меру ц, в меру (х. 

Для доказательства нам понадобится 
Лемма 3.4. Пусть /? — счетное всюду плотное множество, 

и каждому t<zR отвечает множестве^ Г^,_/ге((Г()----0. Найдутся 
множества Г,, t&R такие, что Г,с:Г,, /гаДГ()=0 и 

p(*, х\ а, Гы)=-0 при xbfit t, ueR. (3.27) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим по индукции последова­

тельность множеств Г/1, полагая Т{
г = Т{ и 

Г7+1=-1у»и.[ U {x:p(t,x;u,Tu»)>0}\. 
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Нетрудно показать, что множество Г,= иГ*п удовлетворяет 
п 

всем необходимым требованиям. Ш 
Пусть AQf° — некоторое событие. Обозначим КА = {Р6К, 

Р(Л)=0}. Аналогично определим КЛ. Из теоремы 1 и форму­
лы (2) легко вывести, что КА — симплекс и КД — его крайние 
точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Положим 
rt=Et\{x:p(t, x;u, -)=p(t, х; и, •) при ибЩ. (3.28) 

Опираясь на формулу (2.3), нетрудно показать, что те..(Г,-)=--0. 
Пусть Г, —множества, существование которых утверждается 
в лемме 4. ПОЛОЖИМ 

A = {xtQTt для некоторого tER}, 
К е '= Ке ) К/==К.-. 

Поскольку P6Kf П КА- то. ввиду (_), меры \i и JI сосредоточе­
ны на нужных множествах. 

Пусть M = nMi°(-f;)1 и множества Н и Н построены по К 

и К с помощью формул (4) —(6). ПОЛОЖИМ МА ={{[.-Л^/?, 
МГЛ^О}, НА=Н[\МА и НА = Н[\МА. В силу леммы 2, фор­
мула (7) задает изоморфизм между КА и НА, а также между 
Кл и ЙА. Но ввиду (27) и (28), НА^=НА. Поэтому равенство 

p.{x,er}—p.{x,er}, teR, ?&t (3-29) 
определяет изоморфизм /:Р1бКл->Р1(ЕКл. Опираясь на (27) и 
(28), нетрудно показать, что если Р^К4, Р-бКА и меры Pt и Р, 
связаны соотношением (29), то 

Pil^<*>----Ww). С3-30) 
Пусть теперь v — вероятностная мера на Кл и v — ее образ 

при отображении / . Пусть B^(R). В силу (30), имеем 

Pv (В) = J P' (В) v (dP') = j j (P') (В) v (dP') = 
К А К А 

= jP'(5)v(dP0-Pv~( .e), 

или, что то же самое, P~ = /(PV). Стало быть, отображение j 
сохраняет центр тяжести. Отсюда уже нетрудно вывести, 
что у(К<-)-=К- и [х-образ [А при отображении J. щ 
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В заключение этого пункта распространим утверждение 
теоремы 1 на случай универсальных пространств СОСТОЯНИЙ. 
Такое обобщение нетривиально, поскольку в доказательстве 
теоремы 1 существенно использовалось свойство Д2.А. 

Итак, пусть пространства состояний Et универсальны и 
p{s, x\ t, Г)—нормальная переходная функция в простран­
ствах (Еи &!*), т. е- .§%*|.2?.*-ядро, удовлетворяющее условиям 
(2.1) и (2.2). Свяжем с переходной функцией р класс К=К3>. 
Введем cr-алгебру Ж в К, как и в начале пункта. Определим 
центр тяжести Рц для {mu}GM1 (Ж) формулой (2). 

Теорема 3.4. Пространство (К, Ж) является универсаль­
ным пространством. Выпуклое пространство (К, Ж*) является 
симплексом. Множество К- совпадает с совокупностью всех 
•Зг°<я+-эргодических мер РбК. 

Переход к с-алгебре Ж* связан с тем, что К- принадлежит 
Ж* и, вообще говоря, не принадлежит Ж. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем счетное всюду плотное 
множество RczR1. В качестве первого шага для каждой меры 
РбК мы укажем такое событие AGF(R), что P(A)=0, и класс 
КА является: а) симплексом, б) борелевским пространством. 

По определению универсального пространства, для каждого 
ifg.fi, найдется такое Ft$St, что Р {xtQEt\Ft} = 0 и измеримое 
пространство (Ft, Ei\Ft) является борелевским. Далее, пусть 
$, (iQR) — счетная алгебра, порождающая а-алебру $t. По 
определению #.•*, найдется такое множество OfiSt, что 
P{xieEi\Qt}= 0 и для любых u>t, tfeR, VQ&U функция 
f (x) = p(i, x; и, Г) \о измерима относительно $t\o{. Положим 
теперь Yt = Et\{Ft{\Gi). Применим к системе множеств Г.. 
лемму 4. Пусть Г,. —построенные в ней множества. Положим 
Et=Et\Yt и »<-=••?,|-f (te./?)- Пространство (.£,, .?)) —борелев-
ское, и при s,teR функция p(s, x; t, T)\F является %s \ if .--яд-

-~ 
ром. _ 

Положим А = {х(£Г{ для некоторого tQR}. Заметим, что 
в доказательстве теоремы 1 фактически не использовались 
свойства пространств Et при г-•$/?. Опираясь на это замечание 
и повторяя рассуждения доказательства теоремы 1, нетрудно 
показать, что КА — симплекс и борелевское пространство, 
а множество К« является множеством крайних точек КА и 
совпадает с ,f <а+-эргодическими мерами РбКЛ. 

Перейдем к доказательству теоремы 4. Пусть мера Р при­
надлежит К-. Построим по мере Р соответствующее множество 
AGf (R)- Тогда мера Р принадлежит Kg и, стало быть, 
является f ^а+-эргодической. Пусть, наоборот, мера Р f °<а , -эр-
годична. Тогда РбКе и, стало быть, РеКе, ибо К^—KAf|K,,. 
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Итак, Ке совпадает с множеством всех 5Г <а+-эргодических 
мер. 

Покажем теперь, что Кй6^*. Действительно, пусть ц. — ве­
роятностная мера на X и Рд~ ее центр тяжести. Пусть 
AGf(R)~ событие, отвечающее мере Рд. Тогда {mu}(K/4)>=1 и, 
стало быть, 

ti(K^) — (x(K^u(K\KA)), (3.31) 
причем множества, стоящие в обеих частях (31), измеримы и 
аппроксимируют Ке. 

Мы показали также, что для любой меры fx6-Mi (X) найдет­
ся множество Кдс:К такое, что |л(Кл)-= 1 и (Кл, СГС\кА) — боре-
левское пространство. Отсюда с помощью теоремы Д2.9 не­
трудно вывести, что пространство (К, CfC) универсально. 

Покажем, наконец, что каждая мера PgK однозначно пред-
ставима в виде Р== Рд, где мера \х сосредоточена на Ке. 
Действительно, РбКд для некоторого подходящего A^f (R) и, 
стало быть, P = P|i, где {mu} сосредоточено на КАсгКе. 

Если же Р----Рд. = Рм — два представления меры Р, то 
{mu}! (KA)=(x2 (Кл) = 1 и, стало быть, \x.i — \x2, ибо КЛ — симплекс.• 

3.2. Эксцессивные меры и функции. Пусть p(s, x; t, Г) —пе­
реходная функция и каждому t&R1 отвечает мера vtGM(<gt). На­
зовем v=V( эксцессивной мерой (для переходной функции р), 
если 

vaF(
s<v, при s<t; (3-32) 

v„Pt
stv, при s\\t. (3.33) 

Пусть каждому t&R1 отвечает функция h'epdfj*. Назовем 
h—h* эксцессивной функцией (для переходной функции р), если 

Pt'h'^h* при s<t, (3.34) 
Pt'h'tA' при tUs. (3.35) 

Аналогично с копереходной функцией связываются понятия 
коэксцессивной меры — семейства мер v., удовлетворяющего 
(32") — (33d), и коэксцессивной функции — семейства функций 
h', удовлетворяющего (34d)— (35d). 

Пусть h— эксцессивная функция. Положим Et° = {x:hl(x) = 0}, 
Er — {A::A-(JC).---oo}, Et+=Et\[Ef°[}Er). В силу (34), 

р (s, x; t, ET) = 0 при х$ЕТ, (3.36) 
p(s, x; t, £ - \ .£.,-)=.= О при x6E.°. (3.37) 

Положим 
ph (s, x; i,dy) = hs (x)®p (s, x\ t, dy) hl (y). (3.38) 

Опираясь на (34) — (37), нетрудно проверить, что ph — пере­
ходная функция IB пространствах состояний (Еи е?(*). Более 
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того, ph — нормальная переходная функция в (универсальныхУ. 
пространствах состояний Et

+. 
Л е м м а 3.5. Пусть v=vt—эксцессивная мера и h—hx — 

эксцессивная функция, причем мера mf = h' - vt а-конечна.-
Формула 

msl(dx, dy)^vs(dx)p(s, х; t, dy)h'(y) (3.39) 
задает определяющую функцию некоторого канонического мар­
ковского процесса в пространствах состояний Et

+ с переходной 
функцией /У'. 

Доказательство состоит в непосредственной проверке усло­
вий теоремы 1.1; при этом нужно воспользоваться соотношения­
ми (32) — (37) и замечанием 1.1. Н 

Обозначим Pv'' меру на каноническом пространстве (Й°, 
5го), задающую процесс с определяющей функцией (39). Пусть 
Л= {t0<ti< • • • <^п}- Обозначим 

п 

( v, h > A--v ( DA42(v ( / J-v ( j ,Pj- ,A'f (3.40> 
1 

Положим 
(v , h) = P * ( a ) = lim < v , h > A , (3.41) 

Л->00 " 

где An\R, R всюду плотно. 
Зафиксируем эксцессивную функцию h и рассмотрим прост­

ранство V=\p-h всех эксцессивных мер v, удовлетворяющих 
условию <*v, /г>=1. Обозначим через Т ff-алгебру в пространстве 
V, порожденную функциями 

F(v)---v,.(q>),<pep«V (3.42) 
Для вероятностной меры \x6Mi(T) положим 

v>(r)==Jv,(r ) | i (dv) . (3.43) 
Опираясь на (32) —(33) и (40) — (41), легко показать, что 
v"6V. 

Остаток этого параграфа будет посвящен изучению струк­
туры выпуклого пространства V. Мы сделаем это при следую­
щем основном предположении: 

З.2.А. lim p{s, x; t, E..)>0 при всех s, x. 
i\ ф " 

От этого предположения нетрудно избавиться при ПОМОЩИ 
следующей леммы, доказательство которой несложно и предо­
ставляется читателю. 

Л е м м а 3.6. Пусть множество Fs=!x: lim p(s, x, t, E , ) > 0 1 
непусто при каждом s. Функция p'(s, x; t, T) = p(s, x; t, Г (]Ft) 
является переходной функцией в пространствах состояний Ft, 

*> В соответствии с нашими обозначениями (см. введение), выражение 
vsPtshl означает интеграл функции А* по мере v,J~V, или, что то же самое, 
интеграл функции Pt'h* по мере v... 
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•удовлетворяющей условию 2.А. Любая функция h, эксцессив" | 
<ная относительно р, эксцессивна и относительно р', и наобо- | 
рот. Формула v / ^ — v ^ r n E * ) задает изоморфизм прост­
ранств V и V' — Vp'''\ сохраняющий центр тяжести. Обратное 
-соответствие задается формулой vt(T)= \imv/Pt

s(T). ! 
- t f t ' 

Нам понадобится также следующая. ! 
Л е м м а 3. 7. Пусть veVe. Найдется i 6 [ - °° , оо ) такое, что г 

^ ( E J = 0 при .?<*, v sP,/ = v„ при / < s < « . (3.44) ; 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — действительное число. По- • 

.ложим vs
l=vs при 5 < / , v / = V..P,,' при t<s и v.2--=viS — v,s1. ( 

Нетрудно показать, что v \ v2 — эксцессивные меры. Из разло­
жений v — v ! + v 2 — i (v1+(v1+2v2))—~(v2-f(v2+2v1)) и того, ! 

что v —крайняя мера, нетрудно вывести, что либо v _ 0 , | 
либо v2==0. 

Итак, для любого t либо vs = 0 при всех s ^ , либо vtPu — vu , 
для всех u>t. Отсюда легко следует утверждение леммы,Щ 

Эксцессивные меры, удовлетворяющие (44), мы будем на- • 
зывать /-инвариантными. < 

Т е о р е м а З.5.А. Пусть эксцессивная функция h положи-
тельна. Тогда (V, Т*) —симплекс, а пространство (V, Т) — 
универсально. ? 

Б. Если функция h обращается в нуль, то найдется мера , 
vGV, не представимая в виде v-=vtl ни для какой меры ц, сосре­
доточенной на V,. ? 

Утверждение А в случае, когда функция h'(x) является t 
•^.-измеримой, было доказано в ([6], § 3) (см. также [50]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . А. Введем в рассмотрение класс К = 
= КрЛ, связанный с .переходной функцией ph в пространствах * 
состояний Et

+. Рассмотрим отображение /:v6V->-Pv'l.6K и дока- , 
жем, что / — изоморфизм измеримых пространств (V, Т) и 
(К, Ж). Действительно, пусть Р61< и mt определено формулой ' 

• (1.6). Положим v£ = 1/h* ° mj. Распространим vt(dx) с Et
+ на Еи , 

полагая vt(Er) =0. Из определения mi и К нетрудно видеть, 
•что v.(r) = P { / r (xt)/h*{xt)} и 

vsPt°(V)=P{p(s,xs;f,r)/h°(xs)}= r 
---P{pft(s, x.; t, / г / / г ' ) } -Р{ / а <- , IT (xt)/hl(xt)}. 

'Отсюда, ввиду (36) и положительности h, легко вывести, что 
•...мера v эксцессивна. Кроме того, f 

P{xsedx, xt.ed0=ms(dx)pll(s,x; t,dy) = ' " 
.=vs{dx)p{s,x; t,dy)ht{y), " 

ибо h s (x )<oo п. в. mg. 
Наконец, если v1, v-GV, то v^7i'<<v',h>---1 и, стало быть, * 

V i ^ F D =Vf2(F(°°) =0. Следовательно, если P V l ' - P v A то „ 
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hl ° vt — hf - Vi2, откуда v1---^-. Итак, отображение / взаимно од­
нозначно. Измеримость / и /_i следует из леммы 1 и СООТНО-
шения 

V* (Ф) == Pv'1 (Ф (^) М- (-Vf)) - Ф6Ь^. (3.45) 
Опираясь на (45), нетрудно показать, что отображение / пере­
водит центр тяжести меры ц в центр тяжести образа \i этой ме­
ры мри отображении /. Остается сослаться >на теорему 4, 

Б. Возникающий здесь эффект связан с 'появлением ненуле­
вых эксцессивных мер -v, для которых <у,Ю—0. 

Допустим, что каждая мера v.eV разложима по крайним.. 
Обозначим через Го (множество тех s, для которых £-° не пусто. 
Предположим сначала, что 0<fts(#i)<oo для 'некоторых s&T0, 
Xi&Es. Тогда множество Vs ^-инвариантных мер vGV не пусто. 
(например, оно содержит меру v-u(r)'-=p(s,xi; и,Г)/Л8(л:1)). 
Нетрудно показать, что если v=v|16Vs, то мера ц, также сосредо­
точена на Vs. Следовательно, 'множество VSDV- также «е пусто. 

Допустим, v — .s-инвариантная мера. Рассмотрим меру 
Kut{V) = [vt{dx)p(t, х; а, Г), t<u. 

В силу (37), Ku '(Eu\Eu
0) = 0. Отсюда, если ty<it2<.u, TO 

Ч,(Г)=^-°«(г)=^/:(^)р(^. у>«. г)< 

<\vhPtl(dy)p(t2,yt и, r)<xi-(r). 

Стало быть, существует предел v„(r)==1irax,/(Г). Положим 
' -1. -М 

V,. (Г)==0при и <5.Из очевидного соотношения ии-Р„а—х^,', - < й < 
<ti , следует, что v —s-инвариантная мера. Кроме того, vu(Eu\ 
\ £ И ° ) Е = 0, откуда < v,h > =0. Если же v—крайняя,то из представ­
ления v-=----^(v—v)+(v+v)], неравенства v < v и включения 
v-SV-'n V,. нетрудно вывести, что v=0 . В свою очередь, отсюда 
следует, что v = 0 для любой s-инвариантной меры v, разложи­
мой по крайним точкам. 

Остается построить такую .̂ -инвариантную меру v6VJ, для 
которой vФ0. Поскольку хбТо, т 0 /t-(.x2)----0 Дл я некоторого 
.X-.6E-. Положим ХЦ(Г) = р(>?, х2; и. Г) при и> s и ЯЦ(Г)—О 
при u<s. Мера %и является s-инвариантной мерой, отличной 
от 0, ввиду 2.А. Опираясь на (37), легко показать, что 
< %, h > = 0 и %=%. Пусть vGV*. Тогда v.-j-̂ eV-' и v - f ^ = v T -
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+VC-7--0, что противоречит разложимости по крайним точкам меры 
V+-X6V. 

Предположим теперь, что hs(x)-----оо вне Es° для любого 
sQT0. Тогда Vs пусто при s&T0 и предыдущее рассуждение не 
проходит. Заметим, что если sG~0, то, в силу 2.A и (37), [s,s']---
—То для некоторого s'>s. Поскольку V* пусто гари £6[s,s'], то, 
ввиду леммы 7, 

Vs/V-Vu 'при u.e[s,s'] (3.46) 
для любой меры v6V, разложимой по1 'крайним точкам. 

Пусть x2GEs°. Определим А.и(Г), как выше. Тогда ХиФО и 
<Д., А>'—0. Пусть теперь v<3V —- произвольная мера. Тогда у+Яб 
.€V. Но если и достаточно близко к s, TO Я«-?--0 и 

(vs+Ks)Pu
s=-vsPu

s<:vsPu
s+Xu<Vtl;+^u, 

что противоречит (46). И 
З а м е ч а н и е 3.3. Если функция Ы{х) является -If гпзмери-

мой, то в доказательстве части А вместо теоремы 4 можно ис­
пользовать теорему 1, за счет чего доказать, что (У,У)—бо-
релевское пространство 'и Ме%У (а не Y*). 

В заключение приведем одну лемму, которая понадобится 
нам в гл. Ш. 

Л е м м а 3.8 (ср. [6], лемма 3.2). Пусть EtssE и функция 
p(s,x\ t,T) измерима по совокупности tux для- любых s, Г. 
Тогда функция v£(ф), фбр^Г, измерима относительно F X ^ R 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что функция vs(F«) измери­
ма по совокупности t и v для любой неотрицательной функции 
Ft(x), измеримой по совокупности t и х. Этот факт .проверяется 
непосредственно для функций вида Ft{x)~f(x)g{t) я распро­
страняется на функции общего вида с помощью теоремы Д1..3. 
Утверждение леммы следует теперь из формулы 

v,(9) = limvV0P?« (0(cp), 

где g'niO—^Лд> Лп — возрастающая последовательность конеч­
ных множеств, объединение которых всюду плотно. Щ 

§ 4. Эксцессивные функции. 
Преобразование с помощью эксцессивных функций 

4.1. Разложение эксцессивных функций. Пусть p(s,x;t,T) — 
переходная функция и -v —- эксцессивная мера. Рассмотрим 
совокупность H = Hpv всех таких эксцессивных функций /г, что 
<y,h> — 1. Пусть Ж—ст-алгебра в Н. Назовем ее допустимой, 
если функция F(h, x)—hs(x) измерима относительно Жх^а*. 
ЕСЛИ ^ — допустимая а-алгебра и \i — вероятностная мера на 
3@, то можно определить центр тяжести распределения р, по 
, формуле 

86 



^(x)-jjh*(xMdh). (4.1) 
н 

Нетрудно проверить, что формула (1) задает эксцессивную функ­
цию h^H. Наша цель—изучение структуры выпуклого прост­
ранства Н. Мы сделаем это в предположении, что при каждом t 
мера л>( является ненулевой сг-конечной мерой. 

Введем в рассмотрение условие 
4.1.А. Если v ( ( r ) = 0 , то p(s,x; t, Г) = 0 при всех s<t,x.eE„. 
Т е о р е м а 4.1 (Ср. [15]). A. Пусть выполнено условие 1.А. 

Определим с-алгебру Ж как порожденную функциями вида 
t'(h)=Vs{hsIF ) , sdT, T№s. Тогда Ж допустима, а (Н, Ж) — 
симплекс и борелевское пространство. 

Б. Если условие 1.А не выполнено, то для любой допустимой 
о-алгебры 26 найдется функция /iGH, не представимая в виде 
Н = 1гц для меры \х, сосредоточенной на Н„. 

Часть A этой теоремы была при дополнительных предполо­
жениях доказана в [6] (см. [6], пп. 1.8 и 1.10). Эти дополни­
тельные предположения были отброшены в [15], где была так­
же доказана часть Б. 

Две следующие леммы, доказательство которых несложно и 
представляется читателю, позволяют отказаться от условия 
0-конечности меры v.. 

Л е м м а 4.1. Пусть (А, $Ф)—измеримое пространство и 
\i$M(s&). Мера |х однозначно представима в виде суммы р — 
=-|i.° + |j,I>°, где |л° — и-конечная мера, а у,™ сингулярна (г° и та­

кова, что цм(Г) =0 или с» для любого Гб.я£. 
Л е м м а 4.2. Пусть выполнено условие ГА, Vi-=vf

0+Yt00 — 
разложение меры y^M^t), описанное в лемме I, и F.0 и E.^, 
соответственно,-—носители vt° и v.". Функция p°{s, x\ t, Г)— 
=-p(s, х; t, rflF.0) является переходной функцией, а мера v° — 
эксцессивной мерой относительно р°. Более того, H."'V-=H.,°'V». 

Доказательство теоремы 1 будет разбито на леммы. 
Л е м м а 4.3. Пусть переходная функция р и эксцессивная 

мера v удовлетворяют условию 1.А. Найдется измеримая по 
совокупности х и у функция р (s, x;J, у) такая, что р (s, x; t, dy) = 
-=р (s, x; t,y)vt (dy), а функция p\t, у; s, dx) =p (s, x; t, y)ys (dx), 
s<t, является нормальной копереходной функцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы ДГЗ, найдется &аУ.&г 
измеримая функция p{s, x; t, у) такая, что 

p{s, х- t, dy)=p{s, x; t, y)vt(dy). 
Применив к функции р рассуждения, аналогичные проведен­
ным в доказательстве теоремы 2.2, можно модифицировать ее 
так, что будут выполняться соотношения 

[p(s, x;t, y)vt{dy)p(t, у; и, z) = p(s,x; и, z)\ (4.2) 
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J p ( s , x\ t, y)vs(dx)i 1 при .sftt, SQR, (4.3) 

где R счетно и всюду плотно. Опираясь на (2) и (3), легко про­
верить, что функция р удовлетворяет необходимым требова­
ниям. Щ 

Л е м м а 4A (ер. [6], лемма 4.2). Пусть выполнено усло­
вие 1.А. Тогда с-алгебра 3$, порожденная функциями F(h) = 
= vs(hsIp ) , Y£&s, допустима. Более точно, любая эксцессивная 
функция hs(x) является ^.-измеримой и & & X Ж-измеримой по 
совокупности х и h. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Опираясь на ГА, нетрудно показать, 
что P . V {х)£<£* д л я любой функции ф'брё?.*. Отсюда, в силу 
(3.35), hs&8s. Далее, с помощью теоремы ДГЗ проверяется, что 
функция Scp(x, у) \,(йу)к((у) измерима по совокупности х н h 
для любой JfsX^(-измеримой функции ф.г-0, в том числе для 
ф(х, y)=p(s, х; t, у). Стало быть, функция Р,'1г*(х) измерима 
по совокупности к и х для любых s<t. Устремляя t к s, полу­
чаем нужное утверждение. Ц 

Пусть'выполнено условие 1.А, и функция p(st x; t, у) удов­
летворяет условиям леммы 3. Рассмотрим функцию p(t, у; s, 
dx)=p(s, x\ t, y)vs(dx). В силу (2.2d), функция r'(y) = l коэкс-
дессивна. 

Л е м м а 4.5 (ср. [6], п. 1.8.). Пусть h—-эксцессивная функ­
ция. Мера Kt = ht°vi коэксцессивна, причем < v, h > = ( и, г ) ~\ 
где < ) - обозначает билинейную форму, построенную no p 
с помощью формул (3.40d) и (ЗЛИ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим PJ, t>s, операторы, 
отвечающие копереходной функции р. Как легко видеть, 
x<P/----P/h'ovJ. Отсюда и из (3.34)-- (3.35) нетрудно вывести 
коэксцессивность меры пг Далее, 

откуда <н, r>A"~ <v, h\ для любого конечного множества Л. 
Отсюда и из (3.41) и (3,41-) имеем <v, ti> = <%, r>d. Щ 

Верно и обратное утверждение. 
Л е м м а 4-6 (ср. [6], лемма 4.6). Пусть к — cr-конечная ко-

эксцессивная мера. Мера % однозначно представима в виде 
%i = htoyt, где h( — эксцессивная функция. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению р, мера mtP/ 
абсолютно непрерывна по мере v. для любой меры mt£M (#,), 
в частности, для mt—%t. Но HtPs

lf'ns при t^s. Стало быть, 
>-sCv-s и п ° теореме Радона —Никодима мера х, представима 
в виде х —• hs^vs. Но тогда х.аР(

и = Ра
1Ни^(, откуда 

P a 'A"<h- п. в. V,. (4.4) 
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Из (4) с помощью 1.А нетрудно вывести, что Р/Ъи<Р/кг 

при s<_t<_u. Следовательно, предел h' (х) = ИтРа'ки(х) 
ui. \1 

существует и задает эксцессивную функцию. Далее, в силу 
(3.33*-), 

к, (Г) — l i m х Д • (Г) = lim vs (1ТР{Ф) = vs (A-/ r), 
.f ф X -s. ' 1 -I..S 

или, что то же самое, v^ — h* - v.,. Остается доказать, единствен­
ность функции h. Действительно, пусть hi '- v.=-/i2' ° v. при 
всех t. Тогда в силу 1.А P^hi—P^hJ при всех s<^. Устремляя 
t\-\s, получаем отсюда hia = /i2

s. Щ 
Л е м м а 4.7. Пусть Ж — допустимая а-алгебра в Н и 

/гбН — крайняя функция. Найдется такое «б( -оо , {infty}], что 
h'(x)=0 при s>u; Pt

ah' = h' при s<t<u (4.5) 
Доказательство этой леммы полностью аналогично доказа­

тельству леммы 3.7. 
Эксцессивные функции, удовлетворяющие (5), будем назы­

вать и-инвариантными. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. A. Рассмотрим прост­

ранство V = V p , r всех таких коэксцессивных мер и, что 
( х , r)d = \. Заметим, что соответствие /:H~>V, установ> 

ленное в леммах 5 и 6, является изоморфизмом измеримых прост­
ранств. Действительно, J взаимно однозначно. Измеримость j и у'-1 

легко вывести из соотношения х((ф) =-v,(.V.cp) для K=j(h), 
фб<!Г,. Кроме того, / переводит центр тяжести распределения ц 
в центр тяжести образа ц, при отображении /. Остается сослать­
ся на теорему 3,5,А и замечание 3-3. 

Б. Как и в случае эксцессивиых мер, возникающий эффект 
связан с появлением ненулевых функций h, для которых <v,h> = 
=0- Как и в теореме 3,5,Б, предположим, что каждая функ­
ция hGH разлагается по крайним точкам. 

Пусть vu„(r) = 0, а функция p(s, x; щ, Г) не равна тож­
дественно нулю. Положим Ts — {x:p(s, x; и0, Г )>0} . Как легко 
видеть, v JPa,( r)= ,v«0(r), откуда vs(Ts)=0. Кроме того, если 
s<.t<u0, то p(s, x\ t, Г,.)>0 при всех ^6ГЛ. 

Положим s- = inf {s ; Г, не пусто}. Очевидно, s0<uo. Допу­
стим, что для некоторого -t6(s0, «о] множество ^-инвариантных 
функций /i6H непусто. Положим hi'(x)=p(s, х\щ,Т). при s<t 
и /11-0 при s>t. По построению, функция hi не равна тождест­
венно нулю, и <.v, hi>-=0. 

Пусть АбН—t-инвариантная функция. Проверяется, что 
выражение Pr

s(hrIvr)(x) монотонно убывает по г и стремится 
при r\\t к некоторому пределу ~hs(x). Нетрудно показать,, что 
функция %s(x) является t-инвариантной функцией, и < v, ~h ) =0. 
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Отсюда и из представления А =-----•-[(A — й)-ё-(й + А)] нетрудно 
увидеть, что если А — крайняя функция, то А = 0. Стало быть, 
если ^-инвариантная функция А разложима по крайним, то А 
также равно 0. С другой стороны, (h + A1)>h1=--А-=---0. 

Пусть теперь «.-инвариантных функций АбН не существует 
ни для какого Ĝ(So> Ko]- Используя лемму 7, можно показать, 
что Pt

shl=lis для любых s<J, s, te(s0,uQ). С другой стороны, 
это не так для функции А-[-А, где АбН и hs(x) = p(s, x\ t, Г<)/-<<, 
te({cdot}s0, «<-,)• • 

4.2. Некоторые леммы. Здесь мы приведем две леммы, кото­
рые понадобятся нам в дальнейшем. 

Пусть Л = {th ..., tj, ti< ... <tn — конечное подмножест­
во Г, и каждому t.-ЗЛ отвечает функция (pjBpS1^.- Легко про­
верить, что функция 

АЧ*)-=2/<<.Л.<№) (4-6) 
является эксцессииной. Обозначим через W совокупность всех 
функций вида (6). Следующая лемма понадобится нам в гла­
ве II. 

Л е м м а 4.8 (ср. [21]). Класс эксцессивных функций мож­
но описать как наименьший класс, содержащий %? и замкнутый 
относительно монотонного вверх предельного перехода. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть h — произвольная эксцессив-
ная функция. Для любого конечного множества А= {tlt..., /„}, 
f i< . . .<- , , положим 

л - 1 

Очевидно, hjfi'ff. Пусть A„tR, R всюду плотно в Т. Тогда 
/-*„ \h-m 

Следующая лемма усиливает утверждение леммы 4. Она бу­
дет использована нами в главе III. 

Л е м м а 4.9. Пусть £,•---£, и переходная функция p(s, х; t, 
Г) измерима по совокупности s и х при любых t и Г. Если вы­
полнено условие 1.A, то функция F(h, x, s)=h'(x) измерима по 
совокупности h, х, s относительно SffiXS'X&iR1), где Ж опреде­
лено в теореме 1.£|| 

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения проводится по то­
му же плану, что и доказательство лемм 4 и 3.8. Ц 

4.3. (g, А)-преобразование. Пусть Х= (xt, F ( / ) , Р) - абсо­
лютно непрерывный марковский процесс с открытым интерва­
лом жизни, p(s, x; t, у) —его нормальная фундаментальная 
ПЛОТНОСТЬ, а Р„х и P',w — соответственно его переходные и ко-
переходные вероятности. Обозначим через mt(dx) одномерные 
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распределения процесса X и через ms,(dx, dy) его определяю­
щую функцию. В соответствии с формулами (2.62) и (2.59) пе­
реходная функция р процесса X может быть найдена п© фор­
муле (2.48)„ а копереходная функция р — по двойственной 
формуле. 

Пусть h'(x) и g'{x) соответственно эксцессивная и коэксцес-
сивная функция такие, что 

m.{,y = c»}=m.{g3 = oo}---0 (4.7) 
В соответствии с леммой Б* мера va=g°ms является эксцес-
сивной, а формула 

mst (dx, dy) = gs (x) msi (dx, dy) h* (y) (4.8) 
задает ввиду леммы 3.5 определяющую функцию некоторого 
марковского процесса с открытым интервалом жизни. Здесь мы 
укажем такой способ построения марковского .процесса с опре­
деляющей функцией (8), при котором каждая траектория пре­
образованного процесса является частью некоторой траектории 
исходного процесса (с ПОМОЩЬЮ теоремы 1.1 мы можем по­
строить лишь канонический процесс). 

Мы будем предполагать, что 
4.З.А. Набор а-алгебр ST(J) —.стохастическая система. 
Обозначим СИМВОЛОМ б пространство всех открытых интер­

валов /CR 1 и положим й — Q.X&- Для / , JQO будем писать 
I-$J. если J содержит замыкание интервала / .Пусть I =(s, и) 
и A£f[s, «]. Положим 

А (А, I) -={(со, /):собА, s, и& П Л Н } . (4.9) 
Обозначим через f (соответственно, f (/)) наименьшую 

сг-алгебру, содержащую все события вида (9) (соотв. все собы­
тия A(A, J) c J-M). Для со--=(ш, / ) положим 

А(со) = /ПА(сй), -x<(0)==x<(cu) при teA(co). (4.10) 
Наша цель —доказательство следующего утверждения. 
Т е о р е м а 4.2 (cp. [20, 241J. Существует и притом единст­

венная мера Pg
h на о-алгебре f, такая, что Pg./i(A(co) = 0 ) = О и 

Р/(А (A, (s, и))}=РГ (*,) IAk«(xu). (4.И) 
При этом Pff

ft(Q)--= < v, h > , где vs^=gs°ms. Процессах = (xt, 
#"(•/), P/)—марковский процесс с интервалом ЖИЗНИ А и опре­
деляющей функцией (8). Переходные вероятности Р*,* процес­
са X строятся с помощью ^-преобразования Дуба [44]: 

Ps,x(A(A, (t, u))) = h~(x)©P-,x(/A .h"(xu)), (4.12) 
где s<it<cu. Копереходные вероятности преобразуются двой­
ственным образом с помощью функции g. 

З а м е ч а н и е 4.1. Из (12), в частности, следует, что 



P,,*{P<s}—l --Ри A-(*)---°. 00. (4.13) 
Доказательство теоремы 2 будет разбито на ряд лемм. 
Л е м м а 4.10. Пусть A~&f. Тогда 

Л^-{ш:((о,У)б-4}бГ(/). (4.14) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как (A*B)J — AJ*BJ, где *—-лю­

бая из операций П> U . \ . то достаточно рассмотреть случай 
~А^=~А(А, (s, и)). Но тогда А / = 0 при (s, u)-R>J и Aj=A{] 
D{s, иеД(©)}6^ [s, u]czf (J) при (s, a )H/ . Ш 

Л е м м а 4.11. Мера Р г
й определяется условием (11) одно­

значно. 
Для доказательства нужно сослаться на следствие Д1.1, 

формулу 
А(А, (s, и))[]А(А', (s\ u'))=A{A{\A't (sAs', u\Jti')) (4.15) 
и условие конечности (7). И 

Л е м м а 4.12. Пусть функции h и g являются соответственно 
s-инвариантной и «-инвариантной. Тогда мера Pg

h существует. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если s>« , то g'.h'ssO и условию (11) 

удовлетворяет нулевая мера. Пусть 'поэтому s < « . Обозначим 
y=-(s, и). Пусть J={t\, t2)~iJ. Введем меру Р- на а-алгебре 
F ( / ) , полагая 

Р/ (A) = P {gh Ы IAh<* (xh)}, Aef (I). 
Пусть s < t 1 ' < t i , . f 2 < ^ ' < t t и / — {ti, V ) . Опираясь на фор­
мулы 

VW* {ХгЛ\&<и) = Р%Ьи' i.xu) п- н- Р. ^бА, (4.16) 
P{gh'(Xn')\f»,}=P'l'gt'(xu) п. н. Р, ^еД, (4.17) 

нетрудно показать, что Pr |—(/j = Р/. Кроме того, каждая ме­
ра Р/ сг-конечна ввиду (7). В силу З.А и леммы 1.3 существует 
единственная мера Р/ на f (J), являющаяся продолжением 
меры Р/ для любого /-Ч/. Окончательно положим 

Pg"(A)^Pj(Aj), А&. (4.18) 
Формула (18) определяет меру на .f, поскольку отображе­

ние Л {to} Ay сохраняет операции над множествами. Покажем, 
что мера Pg

h удовлетворяет условию (11). Действительно, если 
A — A(A, (./1, t2)) и s<tx<t2<a, то А/=лп{*1, *2еД(--)}е 
£$F(ti', V ) Д л я любых ^ / < ^ i , t2'>t2. Стало быть, 

Р / (A) = Pj (Д,) =Pg-- ' (xtl.) IAh<•' ( x ^ — Pg'' (*.-,) /дА'« (*,,) 
ввиду (16) и (17).Н 

Л е м м а 4.13. Пусть эксцессивная функция h удовлетворяег 
условию конечности (7). Найдется эксцессивиая (мера vs(dx) 
такая, что v.,~m- и <*v, h><{infty}. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого t существует ограничен­
ная единицей положительная функция ср. (х) е«!Г., такая, что 
от,(/г'.ф()<Г Положим 

00 

G'(-«)-=_2- , ,/r. ,<..p(t, x; гп, Ф-л), 

где R=iru r2,...} — счетное всюду плотное множество. Легко 
видеть, что функция Gl(x) коэисцессивна, строго положительна 
и не превосходит единицы. Стало быть, мера vj = G (o mt эксцес-
сивна по лемме 5d и эквивалентна т . . Наконец, нетрудно прове­
рить, что 

со 

( v, h ) = ^ 2~"mrп(А'яф- п)<1. Ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Не ограничивая общ­
ности, мы можем считать, что обе функции g и h не равны тож­
дественно нулю (в противном случае можно положить P g ' l =0) . 
По леммам 13 и 13d найдутся эксцессивная мера v н коэкснес-
ситная мера и, такие, что1 <v,/i><oo и <x, g> d<oo, где < >d — 
билинейная форма, отвечающая копереходной функции р. Умно­
жая v и и на подходящие константы, мы можем считать, что 
<v,h> = <K,g>d—l (если <ч>, /г>---0, то /г==0 ввиду 1.A; аналогич­
ное замечание ОТНОСИТСЯ к g"). 

Обозначим Н (соотв. Н) пространство всех эксцеосивных 
(соотв. коэкецеесивных) функций, удовлетворяющих условию 
<v, /г> = 1 (соотв. <к, £><—1). Пусть Зё и Ж — or-алгебры в про­
странствах Н и Н соответственно, введенные в теоремах 1 и ld . 
В соответствии с теоремами 1 и ld функции g и h представимы 
в виде 

hs(x) = \ h-,(x)(x(dA), 

g'(.y)-=5?(i/)i~(rfiJ-
V 

Но для любых h6He, g6H- мера Р|- существует по леммам 12, 
"7 и 7-\ Положим 

Р / Й ) = § Jpf(A)}i(dA)ii(.ii), -W. (4.19) 

Чтобы придать точный смысл формуле (19), нужно показать, 
что функция F ( g , ^)—Pj(A) измерима по совокупности g и ft. 
Но если Л==А(Л, (s, и)), то в силу (11) 
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Ri (A)—5 jj -?* w л " • » p 1х&*> x*&v> А) 
и нужно воспользоваться теоремой Фубини. Чтобы перейти 
к произвольным событиям Лб̂ Г, нужно использовать теоре­
му Д1.1. 

Покажем, что мера (19) удовлетворяет условию (11). Дейст­
вительно, для А — ~А(А, (s, и)) по теореме Фубши имеем 

Р / (Л) =- jj jj Pg* (*,) /АА« (x„) ц (dA) {mu} (di) = 

I ".г 

V«, 
) |i (dg) \, /г" (xu) (x (dA) = Pg- (яа) /лА»(x„). 

Стало быть, мера Pg
h существует. ___ __ __ 

Остается показать, что процесс X = (xt, f (J),Pg
h) являет­

ся марковским процессом с нужными свойствами. Найдем 
его двумерные распределения. Пусть А = {л.еГ.., .х:ибГ2}. 
В силу (11) 

Р/{х,еГг, хиеТ,} = Р/{А(А, (s, и))}=-

=Pg- (х,) /г , (x.) /г, (x„) h" (xu) = § jj Г (•*.) Л" (У) msa (dx, dy). 
Г, Гг 

Устремляя им.?, нетрудно проверить, что Pg
h{xsQdx}= 

^g*(x)hs(x)ms{dx). 
Как легко видеть, процесс X — (xt,f(J),Ps

h) удовлетво­
ряет условиям 1.1.A-Д. Пусть x£Es. Положим g'(y) = 
= p(.s, х; t, у) и Р*,^ = Р~. При 0<А*(я)< со определим меру 
Р-,дг как ограничение меры As(x)®PJ.,x на ог-алгебру f>s. Если 
же hi'(j.)=0 или оо, то положим P-,,v{P>s}-0> P-,j.{P<s}-=1. 
Легко проверить, что семейство мер Ps,x_ удовлетворяет (12). 
Покажем, что процесс X марковский и Ps,x_—его переходные 
вероятности. Действительно, пусть А = А(А, (sv s2)), 
~В = А(В,(аи щ)) и .?2<^<г^. Тогда в силу (15) 

Р / ( j - j -Ф (x^))=P (g" W /лФ (xt) IBha* {xUl)) = 

= P (g-. (*„) /лФ (x,)P,,.*,FBh"2 (x»,))-
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что эквивалентно (1.2) вместе с (2.58). Ввиду произвольности g 
и определения Р-, х нетрудно вывести отсюда и (2.57). 

Аналогично разбирается случай кояереходных вероятно­
стей. Ц 

В случае, когда X—. необрывающийся процесс и g----1, мера 
Pg

h изоморфна мере Фелльмера (см. [54]) для супермартинга-
ла Xt = h<(xt). 

Глава II 

ПРАВЫЕ ПРОцЕССЫ 

§ 5. Регулярные процессы 
5.1. Фазовое пространство. Фильтрации, связанные с марков­

ским процессом. Пусть Х= (xt, F ( / ) , Р) — марковский процесс. 
Определим фазовое пространство как пространство Е = 
— {(t,х) : t&T, x&Et}. Пусть Pi, я — переходные вероятности 
процесса X. Свяжем с НИМИ а-алгебру S+ в пространстве Е, 
порожденную всеми функциями вида 

F ( * , x ) - / « „ P ^ , (5-1) 
где lGpbf>u. Аналогично, с копереходными вероятностями Р ,х 

свяжем сг-алгебру (£_ в пространстве Е, порожденную функциями 

G{t,x) = Ii>aPilXi\, (5.1<-) 
где r|Gp->F<s. Если процесс X имеет как переходные, так и ко-
переходные вероятности, то положим <5=-@+V -2_. 

Пусть R — счетное всюду плотное множество и Wr — опор­
ная система функций в 'пространстве Ет. 

Л е м м а 5.ГА. Счетная система 5^ функций 
E r ' ( p(^,x) = / , < - P , , ^ ( x f ) , r&R, 4>&Wr (5.2) 

вместе с функцией H(t, x) = t порождает а-алгебру @+. 
Б. 'Множество Е0 — {(/., x);P/,-{p> 2.)>0} принадлежит £_ — 

— о(2ё). Система функций ЩЪв порождает а-алгебру £+ |Е„. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, $+С(5+. Множество Е0 при­

надлежит £+, поскольку Е0 ={(t, x):E (t, x)-?--0 для некоторого 
F^M). Более того, Я (г., л)|Е„6-&+, так как # ( t , x ) | E - = 
= inf {r:-Pr,tp(t, х)ФО для некоторого Ф6\^Г}. Поэтому утвержде­
ние Б следует из утверждения А. 

Обозначим $2+ = $2+\/а(Н). Зафиксируем U.QT и обозначим 
символом & совокупность всех таких £66f ж для которых 
функция (1) принадлежит йф+. Ввиду Д2.Б & содержит вели­
чины 1 = <?(хг), r£R>u, Фб.— -. Пусть reR>u и |e&fr<~npOH3-
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вольная величина. Ввиду 1.1. В функция 1- постоянна на мно­
жестве {р<г}. Обозначим £0 ее значение на этом множестве. 
Положим также <p(x)=Pr,xl- Имеем 

Стало быть, \&§. Остается воспользоваться теоремой Д1.2 
и свойством 1Л.Б. Ш 

Множество TczE будем называть Р-недостижимым, если 
Р{(/, л;/)6Г для некоторого б̂(сс, Р)} = 0. Числовую функцию 
f(t,x) отнесем к классу <S+, если найдутся такие функции 
/ ь Л6-2+, что / i < / < / 2 и множество {/1-£/2} Р-недостижимо. 
Аналогично определим gll, <£р. 

Обозначим через 91 (соотв. Э1+, 9U) класс всех Р-недостижи-
мых множеств Гб@ (соответственно Г.б@+, Гб<5_). Отнесем мно­
жество Г6@ к классу ЗУ , если P((t, xt) 6Г для некоторого 
/б(а, р]}.-='0. В свою очередь, положим Т.Ша, если Г6@ и 
?{(t,xt)£T для некоторого te[a, р)} = 0. Обозначим д1+Р=ЗгРПй+ я 
Э1-Р==Э1'1П<£ Аналогично определим Э1+а и К-Л К а к легко в и д е т ь , 
91 -—ЕЯ11 в с л у ч а е А = (а, р) или Д [ а , р ) . Наоборот , 31-=31а в с л у ч а е 
А =-• (а , ,Р') и л и А = (а, |3]. 

Пусть Х = (х„ § (У), Р) —марковский процесс. Введем филь­
трацию Шгр = {MVt}tcT, определяя J(p

t как пересечение по всем 
u~>t а-алгебр, порожденных §<tl и всеми Р-пренебрежимыми 
множествами из f р . Двойственным образом определим кофиль-
трацию -Ж-»-— {^p}/gr. 

Пусть Р(,л—переходные вероятности процесса X и P'G.-V 
Введем фильтрацию 9DJP', определяя Jtl't (t>s) как пересече­
ние по всем w>/ tf-алгебр, порожденных f (s, и) и всеми 
Р'-пренебрежимыми множествами из $F>S. Наконец, положим 
,Ж = fl „#£1. Аналогично с копереходными вероятностями P' , J f 

р,6Д-
свяжем кофильтрации Жр. = {.#р'},<„, Р'е$", и ЭДн--= {-#"')'<"• 

Лемма 5.2. Пусть т6<^(Жр). Мера Q(A) = Р{Д, а < т } 
а-конечна на а-алгебре Ж\— 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно будет указать такую 
случайную величину \&М\-, положительную на множестве 
{а<т}, что Р{£/а<т}<"'-». Пусть R={ги г2, ...}—счетное 
всюду плотное подмножество Т. Для каждого А—1,2 , . . . 
в силу 1.1.Г найдется такая функция <рк(х)&гм, 0<Ф/г<1, 
что Р{Ф* (.*/•,..) Ла.Р> (/"/.)}<-• Положим теперь 

s--=.22~*/«<'*(p-(jc'-*)-'--<-• (5-3) 
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Очевидно, !->0 на множестве {а<т} и Р { | / а < т } < 1 . Остается 
заметить, что случайная величина .5й-=/а<-ЛФА(^лА) измерима 
относительно Л\к- Поэтому каждое слагаемое в формуле (3) 
Ж%_-измеримо, ц 

Пусть марковский процесс X имеет переходные вероятности 
Ps.jf. Следующая простая лемма позволяет сводить многие 
утверждения, относящиеся к мере Р, к аналогичным утверж­
дениям для мер Р'6$*. 

Лемма 5.3. Пусть sgT и функция h,£p£<.s такова, что 
Р{ ! 5- Г а<^/д(5)} = 1- ПОЛОЖИМ 

Q (А) ==Р {£/*/«<,/* (S)}, А&. 
Тогда Q|y>46«,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию, мера ^(r) = Q{x,Gr}, 
r.3tfs, является вероятностной мерой на Es, и нужно заметить 
лИШЬ, ЧТО, В Силу 2-5.Г, Q | g r -—Pj.li. Щ 

Пусть г].(со)—.числовой случайный .процесс. Назовем его 
прогрессивно измеримым (относительно семейства а-алгебр 
ST (./)), если для любого открытого интервала J функция 
т)t(со) |jXQ измерима относительно ${J) X F ( / ) . 

Пусть ЛсТх{Omega} и процесс U(t,a) прогрессивно измерим от­
носительно F * (/). Положим 

fA(s) = lnf{i:i>s, (t, cu)6At6A}, 

Лемма 5.4. Функция hs
A(x) эксцессивна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Опираясь на ([1], гл. I, T32), не­
трудно показать, что tA(s)6f>-. В свою очередь, отсюда легко 
вывести универсальную измеримость h"\. Наконец, 

Р{к'к (x)=Ps,xe-^{t^Ps,xe~x^s) = Ai (x) 
при t\\s, поскольку тл(0 «е убывает и непрерывно справа. П 

5.2. Регулярные процессы. Пусть X—марковский процесс с 
интервалом жизни вида А==[а, JJ). Его переходные вероятности 
Р(,зс назовем регулярными (ср. [7, 8]), если 

5.2.А. Для любых s<« , lQbf>u функция Pt,Xjl непрерывна 
справа на [s, иЛР) п. н. $„. 

Процесс X назовем регулярным, если его переходные вероят-
.ности регулярны. 

Двойственным образом, для процесса с интервалом жизни 
вида Л=•((-, р] определим ионятие регулярных коиереходных 
вероятностей как удовлетворяющих двойственному условию 
2.Ad. Процессы с регулярными копереходными вероятностями 
мы будем называть регулярными в обращенном времени, в от-
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личие от «орегулярных процессов, которые будут изучаться в 
следующем параграфе. 

В этом параграфе мы будем рассматривать ТОЛЬКО процессы 
с интервалом жизни 'вида Д={а, р). 

Скажем, что процесс X является строго марковским, если 
выполняется следующее свойство: 

5.2.Б. Пусть s<u, P'6.fts и T6F(-ffi-p'){cdot} Тогда для любого 

• Р'(Е|-*«)=--Рт...-ТЕ п. н. Р ' , т < й Л Р . (5.4) 
Назовем процесс X почти опциональным, если для любой 

функции E6€+ выполняется следующее свойство: 
5.2.B. Для любых se7\ Р'еЯ- процесс F(t,xt)Is<l Р'-неот-

личим от некоторого случайного процесса, опционального отно­
сительно фильтрации JZf

s't. 
Т е о р е м а 6.1 (ср. [23]). Для того, чтобы марковский про­

цесс X являлся регулярным, необходимо и достаточно, чтобы 
процесс X был строго марковским и почти опциональным. 

Б однородной теории такого типа результаты см. -в [53, 
часть IV, § 7]. Строго марковское свойство для регулярных 
процессов было доказано в [7, § 3]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . l°.2.A{Rightarrow}2.B. Пусть Р'ея., 30t = &'(s,t] 
и t6F (H) —этажный момент остановки относительно 3&t. Д л я 
ЛЮбЫХ t&[S, U), Т)бЬ<Жс и м е е м 

Р' {Wx-tU (0}- Р' Wx-Pt.xtl} - Р' Wt-Px.xxVt-
Суммируя эти соотношения по 'всевозможным значениям t мо­
мента т, получаем отсюда равенство 

Р '{£ |^ Т } — РТ ) ,Т | п. н. Р', т < к л р (5.5) 
Пусть теперь %£ST(4R/') —произвольный момент остановки. 
B силу ([43], гл. IV, T59), найдется момент остановки о* относи­
тельно 3%t+, такой, что Р'{т=7--о,}---0. Положим crn'= (fe-+1) • 2—" 
при k{cdot}2"n<o< (k+1) -2_". Как легко видеть, ап — этажные мо­
менты остановки относительно Ж%. B силу (5), 

Р ' {Ц^сг„} -Р а п , . ч 1 п. н. Р', 0„<иЛР- (5.6) 
Переходя к пределу в (6) при «{to}oo, получаем (4), ©виду 2.А, 
([1], гл. Ill, T34) и ([43], гл. IV, T59). 

2°. 2.А--.-2.В. Обозначим через Ж совокупность всех E6S+, 
для которых справедливо 2.B. Множество Ж замкнуто относи­
тельно линейных операций, предельного перехода и умножения, 
Поэтому достаточно проверить, что 2.В выполнено для функ­
ций F вида (1). Зафиксируем S&T и обозначим {Omega}- событие {a<.s ; 
F(t,xt) непрерывно справа на [s, р)}. По условию, Р'(Q0)£.-_; 1 
для любой меры P'G$S. Стало быть, процесс z — I&JF (t, xt) / л < ; ) 
неотличим (для любой меры Р 'б^ ) от процесса F(t, xt) /s<ci, 
Но процесс zt опционален по теореме ([1], гл. IV, T27). 
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3°. (2.Б и 2.B)=>2.A. Пусть s6F, Р'бЛ, и функция F(t,xt) 
имеет вид (1). По условию, процесс F(t,xt)lt>s Р'-неотличим 
от некоторого опционального процесса zt. Кроме того, для: 
любого refits') 

Р'(61 «*«)---Рт.хг6-=«т п. н. Р, г<иЛ(3. 
Отсюда, если хп, r„.I.t — убывающая последовательность момен­
тов остановки, то 

P'Zrn^P'(U4<a^)^P'Zr 

и по ([1], гл. IV, Т28) процесс zt непрерывен справа п. н. Р'. 
Стало быть, и процесс Pt,xfi, непрерывен справа п. н. Р' на 
[s, мЛР)- • 

Для регулярного процесса X свойства, аналогичные 2.А — 
2.В, выполняются и по мере Р. А именно, верна следующая тео­
рема: 

Теорема 5.2. Пусть X—-регулярный процесс Тогда: 
A. Пусть %£bf>u. Процесс Pt,Xll непрерывен справа на 

(а, иЛР) п. н. Р. 
Б. Пусть %eb£>u и гбсГ ($ВгР). Тогда 

Р(£| •*?)•---Р,,,.£ п.н. Р, а < т . (5.7) 
В. Пусть F6S+. Процесс F(t, xt)Ia<t Р-неотличнм от неко­

торого процесса, опционального относительно JCf. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . A. Зафиксируем произвольное sQT 

и положим cr—s/a<J-|-cw •/-.>.,. Воспользовавшись леммой 3, 
нетрудно показать, что процесс Pt.xfc непрерывен справа на 
[<-„, РЛ") п.н. Р. Но если R счетное всюду плотное множество 
в Г, то (а,рЛ«)—иК, РЛи). 

-6Л 

Б. Повторяя рассуждения п. 1° доказательства теоремы 1, 
получаем аналог соотношения (5) для этажных моментов оста­
новки. Чтобы вывести (7) дли произвольных т, нужно сослать­
ся на п. A, лемму 2 и свойства условных математических ожи­
даний. 

B. Как и в п. 2° доказательства теоремы 1, достаточно 
проверить утверждение для функций F вида (1). Обозначим 
Ц - • {F(t, xt) непрерывно справа на (а, р)}. В силу п. А 
Р(й\й0)==0. Остается заметить, что процесс zt = Ia,I<x,<iX. 
XF(t,xt) опционален в силу ([1], гл. IV, T27) как предел 
непрерывных справа согласованных процессов zt

n = ziIa,-\-\in<t- Щ 
Следующее утверждение легко выводится из условия 2.А 

и теоремы 2. 
С л е д с т в и е 5.1. Для любых s<tt, PrB$s, l&bf>u (или 
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P'ftl-f (s, t + )} = PiiXtl п.н. P', s < t < w A p , 
Р { 6 | ^ « + } = Р * . ^ п. и, Р, а < * < и л Р . 

5.3. Эксцессивные функции. Приведем результаты, относя­
щиеся к поведению эксцессивных функций вдоль траекторий ре­
гулярного процесса X. Дадим некоторые вспомогательные опре­
деления. 

Пусть X— регулярный процесс, s6 - и P'6$s. Множество 
Г с Е будем называть Р'-недостижимым, если Р'{(£, лг4) 6Г для 
некоторого t>s} = 0. 

Пусть теперь f(t, х) -— числовая функция на Е. Положим 
f€(g+n, если f6(g+

p и для любых sG7, P'e.fi.e найдутся такие 
функции fi, /2б@+, что fi<f<fa и множество ifi^fs) Р'-недости-
жимо. 

Т е о р е м а 5.3 (ср. [7], теорема 5.1). Пусть h — эксцессив-
ная функция. Тогда Лбб+n и процесс hl{xt) непрерывен справа 
на [s, p) п. н. .$?s и на (а, Р) п. н. Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим символом Ш совокупность 
всех эксцессивных функций, для которых справедливо утверж­
дение теоремы. Покажем, что 2f6 содержит класс "g7 функций 
вида (4.6). Действительно, пусть фбр<??и*, и 

Л' (x) == /««ЯЦ 'Ф (л) = /««Р/.-Ф (л:а). 
По определению, найдутся также <р1> фгбр.З'а. ф^ф-^Фг, что 
Р{ф1(-с.1)=?-=ф2(x«)> а < и < р } = 0. Положим 

Л/(*)- / ,<цР, , . -Ф.(*ы) , i - 1 , 2 . (5.8) 
По определению, hi, /i26@+. В силу теоремы 2 процессы /ij'(xt) 
непрерывны справа на (а, р) п. н. Р. Кроме того, h\<h<*h%. По­
кажем, ЧТО множество {hi=^=h2} Р-недостижимо. Действительно, 
если, это не так, то по теореме 2 и ([1], гл. IV) найдется 
такой момент остановки тб-£Г(.ДОр ), что P{hi

x(x,)=^=h2
x(xx), a< 

,<т<р}>0 . Но в силу теоремы 2 

А1(л:-) = Р{ф 1 (л ц ) | ^} -Р{ф 2 (х и ) | ^Г т
Р } = Лт

2(^) п.н. Р, 
а < т : < Р Л и , 

•H/.1
t(x t)sh2 'c(xt)—0 при х>и. Отсюда heg+

p и функция 
^(х,) непрерывна справа на (а, р) п. н. Р. Аналогично доказы­
вается непрерывность справ по мерам Р'е$8 и включение 
нт+

п. 
Итак, Я^Ш и остается убедиться, что класс Ж замкнут от­

носительно монотонного вверх предельного перехода. Пусть 
К^Зв, rtnfh- Очевидно, что h№+

n. Для любых s£T, P'ejf, про­
цессы hi"(xi) являются непрерывными справа супермартингала-
ми относительно ЗЯЯ

 р' и Р'. В соответствии с ([29], гл. VI, 
T16) процесс h'(xt) = limhn '(x() —также непрерывный справа 

Л-к-о 
п. н. Р' супермартингал. Чтобы показать, что функция /t'(x») 
непрерывна справа на (а, р) п. н. Р, нужно повторить теперь 
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рассуждения п. A доказательства теоремы 2. Доказательство 
теоремы завершается ССЫЛКОЙ на лемму 4.8. Ш 

Справедлива также следующая теорема об остановке: 
Т е о р е м а 5.4. Пусть h — эксцессивная функция, Р'б$„ и 

t<cr , t . а&Г[ЯЯ*'). Тогда 
Р' {h° (x0) \Ж*„}< А* (хх) п . н . Р ' . (5.9) 

Пусть т < а , т, ае|Г(жр). Тогда 

P[ha(xa)\J?,*}<kx{xx) п. н. Р, а<тг . (5.10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ц—А^л;,). Ввиду теоре­

мы 3 процесс i- i /oj —непрерывный справа супермартингал 
относительно Jilt и меры Р ' . По теореме ([29], гл. VI, T13) 
для любого с>0 

Р ' { - 1 а Л с | ^ т } < л Т Л с < Л Т
 п- н- Р'-

Устремляя теперь с->оо, получаем (9). Чтобы доказать (10), 
выберем произвольное s({T. По условию \Л.Г, найдется такая 
положительная функция Ф^рё,,, что Р{ф (xs)Ia<x<P}= \. Поло­
жим Q(A) = P{9(xJ/ a<-<-.-M. Процесс r[tIt>s является непре­
рывным справа супермартингалом относительно фильтрации Jtf, 
t>s, и меры Q. Повторяя предыдущие рассуждения, имеем 

Q{t|!,v.i|.^?v*}<'ntv.- п- н- Q. ( 5 л 1 ) 
Пусть \%рЖ\. Тогда | / т > -> а -ф (хг)врЖ*ы*- Отсюда и из (11) 
имеем 

Р {/->->«H.lff) < Р {/т>*>а£-1т}, 
что эквивалентно соотношению 

р { ' П о | ^ } < Л т п. н. Р, т > ~ > а . 
Остается заметить, что сумма по всем рациональным s собы­
тий { a < s < t } совпадает с событием ( a < t } . H >-ч 

5А, Строго марковское свойство. В простейшей форме 2.Б 
строгая марковость уже была доказана в теореме 1. Однако 
эта форма неудобна для практического использования. Здесь 
мы докажем сложную форму строго марковского свойства. 

Пусть X — произвольный марковский процесс. Обозначим 
Qo совокупность процессов вида 

r\t=*r\U<M, 4&pbf>a- (5.12) 
Пусть r\{, i\t'(t£T) — числовые ограниченные случайные про-

цессы. Будем писать ir<i.r)'(modP), если процессы 4\tIt>i. и 
•l/ ' joa Р-неотличимы и найдется такое множество Т@Я%, что 
для любых (г., x)t$r 

Т],<Г1/ П. H. Pl,x-

101 



Если ц < т]' (mod Р) и г | ' < т] (mod Р), то будем писать ч\ж 
~т] ' (mod Р) . 

Пусть r\t
n — ограниченная последовательность числовых 

процессов. Будем писать г\п =-> r\ (mod P) (соответственно, г]п-> 
{to}T](modP)), если Нтт]" ̂ т,-.-ЗТ1тт]" (modP) (соответственно, 
lim if » TJ » l i m if (mod P)). 

Класс «3̂  ограниченных числовых процессов будем называть 
Р-замкнутым, если он обладает следующим свойством: если 
Tj-, т\2£Ж и TI'^TI -^-(mod P), то \ЧЖ. 

Обозначим <ЩР) наименьший Р-замкнутый 'класс ограни­
ченных процессов, содержащий йо и замкнутый относительно 
линейных операций и сходимости ->-(mod P). 

Пусть теперь X —. регулярный процесс. 
Т е о р е м а 5.5 (ер. [18, 21, 25]). Пусть rj,6@(P). Найдется 

такое множество Г-1б5и+, что ц0р^х при (г., х)йТ^ и функция 
E t^ t , x) — 7E\rT1(-;i x)VtlXf\t S+-измерима. Если т6:-|Г(ЭДР), то 

P{4x\J^}^F^(x, хг) п. и. Р, a<t<p. (5.13) 
Подобное утверждение для другого (более узкого) класса 

процессов можно найти в ([3], гл. V). Отметим здесь же, что 
утверждение такого типа в [8] некорректно (см. [8], § 3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Ж совокупность 
всех ограниченных процессов г\, для которых справедливо 
утверждение теоремы 5. Ввиду теоремы 2, Ж содержит @0. 
Очевидно, Ж замкнуто относительно линейных операций. Пока­
жем, что Ж замкнуто относительно сходимости -у (mod P). 
Пусть т|"б-5 ,̂ T]"{to}T)(modP). По определению, это означает, что 
процессы r\tlt>a и \\тц/Ч1>а P-неотличимы, и найдется такое 

множество ГЁЗ?!}., ЧТО для (t, x)$F 

HmiV—l* п- и- р',х- (5-14) 

ПОЛОЖИМ ГТ1==Ги{и Г-..*}- И3 (-4) вытекает, ЧТО i\tGf^Jix при 
(t, лОАТ,,, и ПО теореме Лебега F n-b-F^ вне Гп. Но поскольку 

Гг.б5йр+. то Р {(т, .дст)еГт1, г > а } — 0 для любого момента останов­
ки т, и можно перейти к пределу при ге-> оо в формуле (13). 

Пусть, наконец, if-dr|.dif(rnodP) и if, у\2£Ж. Покажем, что 
г^Ж. В соответствии с теоремой 2 найдутся опциональные 
процессы z/ (i-=l,2), Р-неотличимые соответственно от про­
цессов wt

l = F^(t,xt)Ia<t. Ввиду (13) z\-=z\ п .н. Р для 
любого момента остановки х относительно М*. Отсюда в силу 
([1], гл. IV, Т10] процессы zt

l и zt
2, а с ними и процессы •to,1 

и wt
2, Р-неотличимы. Стало быть, множество r-={F-.t-?-.ET|-} 
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принадлежит 3i+. Далее, по условию найдется такое множест­
во Г'еЗ..+ , что при (г., хЦ.Т' 

У<*!/<т|,2 п. и. Р.-,*. 
Положим Г^-Г U Г' UIV [J Г..-,. Тогда ч 0 %.* при {t, х)ЬГц-
Кроме того, /7-=/ : ' , ). = F.,. вне Гп. Наконец, ввиду включения 
Г„63}+ процессы wt = F^(t, xt)Ia<t и wt

x Р-иеотличимы, как и 
процессы r\tIt>a и r\tlIi>a. Отсюда легко вывести (13). Ш 

Аналогичное свойство выполняется и по всем мерам P'6SS, 
s£T. Более точно, будем писать т]-^г|' (tnodP'), если процессы 
i)tli>s и 4t'It>s Р'-неотличимы и для некоторого Р'-недостижи-
мого множества Г 

ц(<г\/ п. н. PitX при (i, х)$Г, t^s. 
Заменив в дальнейших определениях начала п. 4 Р на Р', мы 
получаем класс процессов @(Р'). Следующая теорема доказы­
вается аналогично теореме 5. 

Теорема 5.6 (ср. [21, 22]). Пусть Р'бЛ,, т](6@(Р')- Най­
дется такое Р'-недостижимое множество Г,-6@+, что r\tQf^jx 

При / > S , (t, x ) f | r n , И фуНКцИЯ -/=,-(*, x) = It^lEW^Pt.j:^ 
<£+-измерима. Если %&£Г (SRj')> то 

Р ' Ы ^ Л - ^ п ^ . xT) п.н. Р', s<%<$. (5.15) 
Приведем некоторые свойства классов @(Р) и @(Р'). 
Л е м м а 5.5. (ср. [25]). Пусть r\t(со) — ограниченный про­

цесс, измеримый по совокупности t и оз относительно а(@.(Р)). 
Тогда t,6@(P). Аналогичным свойством обладает @(Р')> P'6-S-V 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим класс Ш (Р) (случай 
<§.(Р')> Р '6^ разбирается аналогично). Ввиду теоремы Д1.2 
нам достаточно показать, что класс @(Р) замкнут относи­
тельно умножения. 

Пусть т]Ш0. Обозначим через Жх совокупность всех огра­
ниченных процессов g, таких, что i..ri6<S(P). Очевидна, @,^аШх. 
Нетрудно проверить, что класс Шх Р-замкнут и замкнут отно­
сительно линейных операций и сходимости-»-(modP). Стало 
быть, ^ ! - @ ( Р ) . 

Далее, положим $0$ъ если ;~г)е<Ш(Р) для любого процесса 
TiGp@(P). По доказанному выше, @0-<^2. и нетрудно проверить, 
что класс ^ з также P-замкнут и замкнут относительно линей­
ных операций и сходимости-* (mod P). Стало быть, 2ё2п@.(Р). 

Пусть т)1, т]2б@(Р).Мы показали тем самым, что ^ • ^ © ( Р ) , 
если только' т]2>0. Для произвольного Ti26@(P) найдется такая 
константа с>0 , что |т]2|<с. Но тогда 

V i f - i f (Ti2+с) — сцШ (Р).Н 
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Следствие 5.2. Пусть щ — неотрицательный числовой 
процесс, измеримый по совокупности t и «в относительно 
а (© (Р)). Для процесса r\t выполнено утверждение теоремы 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим rf== т[/\п. По лемме 5 
Ti"6@(P). Остается устремить n-> со и заметить, что EyfE-, 
вне Гт,= ur~f.il 

Лемма 5.6. Класс @, (Р) можно описать как наименьший 
класс @_, содержащий Ш0 и замкнутый относительно линейных 
операций и сходимости =->(modP). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ ' -^^^(modP). Тогда 
т)1Лч2=^ч: '̂П1 Vn2(m0C^P), и следовательно последовательность 
f\\ if, V, if.. •. сходится к ti в смысле сходимости--* (mod P). 
Поэтому |р@(Р) . Остается показать, что @(Р) замкнуто от-
носительно сходимости-*-(mod P). Действительно, пусть 
Tf=->Ti(modP). Ввиду леммы 5 @(Р) = Ьв{©(Р)}. Стало быть, 
процессы Нппт7 и lirmr- принадлежат @(Р). Но limrf -̂ r\.-.г? 
-^nimT]n(modP). Ш 

Аналогичное утверждение верно и для классов Ш(Р')> 
р'ея,-

Следующая лемма 7 дает примеры процессов из @(Р) и 
<Ш(Р'), Р'€*,. 

Лемма 5.7 (ср. [25]). A. Пусть ограниченный процесс r\t 
при каждом t измерим относительно .">,•, и г\а непрерывно 
справа по и на (а, оо) п. н. Р и на [t, со) п. н. % Тогда 
Г|6@(Р). 

Б. Пусть Р'6$-, ограниченный процесс r\t при каждом t>s 
измерим относительно &%t и для каждого t функция ци непре­
рывна справа на [t, со) п. н. ®t. Тогда г\Ш(Р')-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем утверждение A (утверж­
дение Б доказывается аналогично). Пусть R — счетное всюду 
плотное множество в Т. Для каждого t£R найдутся такие 
случайные величины £,, it&F>t, что |,<<'-Ъ<^ и Р{-2<-7-=У = 0. 
Пусть Л„ —возрастающая последовательность конечных мно-
жеств, составляющих в сумме JR. Положим ^"---^л. и •,," = 
= ^tAn- Процессы £/• и С;" являются конечными линейными ком­
бинациями процессов (12) _и_стало быть, принадлежат Ш(Р). 
Положим £°°-=llm£n и CM — Iim>. Ввиду леммы 5 f, С8е^(Р). 
Но, как легко видеть, £°°->in-> C°°(modP). Ш 

Пусть г)Ё@(Р) и ix\09r
>t для каждого t. Тогда функция 

E( t , x) — Pt,xr\t всюду определена, и (̂ -измерима в силу тео­
ремы 5. Укажем условия, при которых функция F является 
•5,-измеримой. 

Обозначим через Щ. наименьший класс ограниченных число­
вых случайных процессов, замкнутый относительно линейных 
операций и ограниченного 'предельного перехода и содержащий 
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класс Ш\ всех таких процессов r\t, что т̂ б®--,., и у\и непрерывно 
справа по и на [t, {infty}) п. н, ®t. 

Пусть У\(0Ш\- Опираясь на лемму 3, нетрудно показать, что 
г]( непрерывно справа на (а, оо) п. п. Р (ср. доказательство 
теоремы 2). Отсюда и из леммы 7 (ШссЩР) и @с@(Р') для 
любого Р'б-Я,. Кроме того Ш = Ьа{Шх) по теореме Д1.2. 

Теорема 5.7 (ср. [18]). Пусть г\Ш- Функция E(i.,x)--= 
— Pt,xt\t <.5+-измерима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду теоремы Д 1.2 достаточно до­
казать утверждение для процессов т]б@. Пусть Л... —конечные 
множества, и An^R, R всюду плотно. Положим r\t

n = ц лл и 
Fn{t, ^)-=P/,-.lA Функция Fn(t,x) является линейной комби­
нацией функций вида (1) и потому @+-измерима. Но F(t, x) = 
= HmF„(t, x). Ш 
Лемма 5.8. Пусть /е&<5+ и а>0. Тогда f(t + a, х(+а)Ш{Р)-
Если же /ей.2.Дто / ( t + a, хш)Ш{Р') для любых s, Р'еЯ,. 

ЕСЛИ /&<ё+, то f{t + a, хиа)Ш. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду предыдущей леммы доказы­

ваемое утверждение выполнено для функций / вида (1), а с 
ними —в силу леммы 5—-и для любых /6ft<5+. Пусть теперь 
/ i . f<0®+, / i < / < • / . . и множество Г—{/1=7--/2} Р-недостижимо. 
Тогда процесс т]( — /(г.-fa, x/4fl) It>a Р-неотличим от процес­
сов ^ . « / - ( f + a, *,+..-)/,>« и V = / 2 {t + a,xt+a) /<>«, откуда 
V - ^ T i ^ ^ - ^ o d P ) . Стало быть, /(t + a, xi+a)/<>a6@(P) для 
любой функции /GS+. Аналогично проверяются остальные 
утверждения. 6 

В качестве первого применения теоремы 5 докажем следую­
щее утверждение. 

С л е д с т в и е 5.3 (ср. [22]). Пусть Х-регулярный процесс 
и тб<£Г($Шр). Тогда /и,(Г) = Р { а < т < р , (т.яОеГ}-а-конечная 
мера на -2V 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что множество 
Г0-{(г., л.):Р<,.*{Р<.4>°} Р-недостижимо. Действительно, £ -
- / р « непрерывна справа по t при всех © и f >.-измерима при 
всех t. Стало быть, .-,б@(Р) по лемме 7- Ввиду теоремы 2 и 
[1, гл. IV, ТЮ] нам достаточно будет показать, что 
PF6(t, xT)/->a=0 для любого момента остановки те." (ЭДР). Но 
по теореме 5 

PE^ t , xT) /a<-==Pi;t/{alpha}<{tau}<p==0. 

Пусть теперь JR = {ru г2, ...}-счетное всюду плотное под­
множество Т. Для каждого к в силу 1.1 .Г найдется такая по­
ложительная функция Фйб-̂ г/,, ЧТО ф/. < 1 и Р {/a<rft<B X 
X9ft({cdot}xr4U<l. Положим 
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% = EW-4^)/a<-,. (5.16) 
1 

Очевидно, функция щ не возрастает, непрерывна справа при 
всех со, и r\ftf>t при всех t. Стало быть, i\f&&- Как легко ви­
деть, функция Fn(t, x) = Pt,xr\t положительна всюду, кроме 
множества Г0. Но так как Г0 является Р-недостижимым, то 
тт(Г0)==0,стало быть, Eri>0 п. в. тх. В свою очередь, по тео­
реме 5 

P E - , ( t , x T ) Ia<x = p T ) t / a < T < p < P I 2 2"ACP* (-*rft) Ia<rk J < - -B 

B заключение параграфа кратко охарактеризуем, другие ре­
зультаты, относящиеся к регулярным процессам. 

B работе [7] доказана недостижимость точек ветвления (см. 
ниже замечание 7.1 и комментарии к теореме 7.1) % указан спо­
соб построения регулярных процессов по марковскому процессу 
с переходной функцией р (см. ниже комментарий к теореме 9.1). 

Работа [39] посвящена описанию аддитивных функционалов 
с помощью их потенциалов. Аддитивный функционал опреде­
ляется как случайная мера А(®, dt) на прямой R1, удовлетво­
ряющая условиям 8.2.A, 8.2.В и условию конечности: 
A ( a , t ] < o o п. н. Р, а < а . < Р ; A(s,t]<ao п. н. P U l t < p . 
(Более точно, в [39] предполагается, что меры PSiX определе­
ны на всей 0-алгебре f, а не £>S, причем Р-1ЛГ{о..----s} = 1). 
Основным результатом работы [39] является следующее 
утверждение. 

Назовем функцию Ы (x) ^.-эксцессивнои, если функция 
e~uhl(x) эксцессивна. 

П р е д л о ж е н и е 5.1 (см. [39]). Пусть Ы (x) — Я.-эксцес-
сивная функция такая, ЧТО процесс e~uh{{xt)— потенциал 
класса (D) (см., например, [1], гл. V). Существует и притом 
единственный аддитивный функционал A(J) такой, что про­
цесс A (a, t] предсказуем относительно фильтрации J(v

t, и свя­
занный с функцией h соотношением 

со 

Р{,х\е-^1-")А(с111) = М{х). 
t 

Функцию h называют супермедианной, если она удовлетво­
ряет условию (3.34). В работе [40] изучаются условия, при 
которых супермедианная функция отличается от эксцессивнои 
на полуполярном множестве (см. п. 7.4). В работе [38] изуча­
ются свойства множеств вида МТ ={(/ , со) : (t, xO'-T}- В пред­
положении, что множество Г содержит все регулярные точки 
(см. п. 7.4), доказывается существование предсказуемого ло­
кального времени. 
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§ 6. Корегулярные процессы 

6.1. Корегулярность. Пусть X —марковский процесс 
с интервалом жизни вида Д = (а, р]. Его переходные вероят­
ности Pt,x будем называть корегулярными, если 

6Л.А. ДЛЯ любых s < " , l£bf>u функция Ре ,^ ! непрерывна 
слева на (s, ггдр] п. н. &,. 

Процесс X назовем корегулярным, если его переходные ве­
роятности корегулярны. В случае абсолютно непрерывных про­
цессов близкие определения вводились в [8]. В однородной си­
туации родственные вопросы рассматривались в ([53], часть V) 
и [41]. 

Двойственным образом для процесса X с интервалом жизни 
.вида Д-= [а, р) вводится понятие корегулярных копереходных 
вероятностей как удовлетворяющих условию 1.A-. Процессы с 
корегулярными копереходными вероятностями мы будем назы­
вать корегулярными в обращенном времени. 

В этом параграфе мы будем иметь дело только с процесса­
ми, определенными на интервале жизни вида Д= (а, р]. 

Скажем, что процесс X является умеренно марковским, если 
выполняется следующее свойство: 

6.1.Б. Пусть s<u, Р'б®.. и tefpfal')- Тогда для любого 

P 'U l^« - ) -=P t .x . c 6 П. Н. Р ' , 5 < Т < и Л Р . (6.1) 
Назовем процесс X почти предсказуемым, если для любой 

функции F6®+ выполнено следующее свойство: 
6.1.В, Для любых хбТиР'б^ процесс F (t, xt)Is<t неотли­

чим по мере Р ' от некоторого случайного процесса, предска­
зуемого относительно фильтрации Jtf

si. 
Т е о р е м а 6.1 (ср. [23]). Для того, чтобы марковский 

процесс X являлся корегулярным, необходимо и достаточно, 
чтобы X был умеренно марковским и почти предсказуемым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1°. 1.А.-И.Б. Пусть sG7\ Р'бЯ. и 30,= 
= F ( s , t]. Как и в доказательстве теоремы 5.1, проверяется, что 
для любого этажного момента остановки х&Г(ф) и любого 
/|('6F>U 

Р'Й|5»т}-=Рт.*т6 п. н. Р' , 5 < т < и Л Р . (6-2) 
Пусть теперь те£ГР(-Ш,р' ). Ввиду ([1], гл. IV, T12) и ([43] 

гл. IV, T78, T56 и T73) найдется строго возрастающая последо­
вательность предсказуемых этажных моментов остановки ап от­
носительно Эё{, такая, что an\t п. н. Р' и ап<х п. н. Р' на мно­
жестве { t>s} . Для каждого ст„ выполнено соотношение (2). 
Переходя к пределу при n-*oo и учитывая результаты ([1], 
гл. Ill, T35) и ([43], гл. IV, T78), получаем отсюда (1). 
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2°. 1.A--M.B. Эта часть доказательства полностью аналогич­
на соответствующим рассуждениям в п. 2° доказательства тео­
ремы 5.1. 

3°. (1.Б и ГВ)=> 1.А. Пусть seT, Р'6-*- и функция F(i, х) 
имеет вид (5.1). Ввиду 1.В процесс F(t, xt)I{>, Р'-неотличим 
от некоторого предсказуемого процесса wt. Кроме того, для 
любого хе£Гр(ЯЯ1') ввиду 1.Б P'wx = P'(Z,Is<i<uAfi), где величи­
на g участвует в формуле (5.1). Отсюда для возрастающей 
последовательности т:„ f r, хп£3~р(№*) 

Р'Щ.4: {to}P'tfyT> 

и в силу [1, гл. IV, Т24] процессы tat и F(i, xt)It>s непрерыв­
ны слева. IS 

Свойства, аналогичные ГА — ГВ, выполняются и по мере Р. 
Т е о р е м а 6.2. Пусть X—корегулярный процесс. Тогда: 
A. Для любого l&f>u функция Pt, - £ непрерывна слева 

на (а, иДр] п. н. Р. 
Б. Пусть l£bf>u и тб<Гр(5Шр). Тогда 

P (E|-?- ) -=Pt ,^ t . i п. н. Р, а < г < и Л ! 3 . (6.3) 
B. Для любой функции F6S+ процесс F (t, xt) Р-неотличим 

от некоторого процесса, предсказуемого относительно Mv
t. 

Доказательство этой теоремы полностью аналогично дока­
зательству теоремы 5.2. Щ 

Из 1.А и теоремы 2 легко выводится 
С л е д с т в и е 6.1. Для любых s < « , Р ' б ^ , l&bf>u 

Р ' (1 |Г (5 , t)) = PtiXtt п. н. Р', s<t<uA$, 
и 

V(Z\£<t) = Pt,xtt п. н. Р, а < / < и Л Р . 
6.2. Умеренно марковское свойство. Здесь мы приведем ана­

логи утверждений п. 5.4, доказательства которых автоматиче­
ски переносятся на случай нерегулярных процессов. 

Т е о р е м а 6.3 (ср. [21, 22, 25]). Пусть ч\&@(Р). 
Найдется такое множество Тц&Я+, что ч\0PJ; x при (t, х)$.Тц 
и функция F4(t, x) = IE\T1i(t, x)Pt,xr\t ё+-измерима. Если 
тбГр(2ЛР), то 

P{T]T |^_} = FTi(~. -̂ т) п. н. Р, а < т < р . (6.4) 
Пусть теперь sGT, Р'.бЙ.. Множество Гс=Е назовем Р'-недо-

стнжимым, если 
Р'ф.л-ОбГ для некоторого ^>s}=0 . (6.5) 

В соответствии с этим определением 'введем соотношения < , ->, 
{to}(mod Р') и класс Ш (?'), как в п. 5.4. 

Т е о р е м а 6.4. Пусть P'e«„ т^еЩР')- Найдется такое Р -
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недостижимое ГТ)б@+, что ri,6;F > j х при (t, x)€r-i, и функция 
En(^,x)----iE\rT ,(^ x)Pt,xr\t ё+-измерима. Если тб-р(ЭДГ), то 

P ' { % | ^ t - } — Fr,(t, Хг) П. Н. Р' , " < * < ? . (6.6) 

Леммы 5.5-5 .7 и следствие 5.2 ПОЛНОСТЬЮ сохраняют свою 
силу. 

Определим класс Ш как в п. 5.4. 
Т е о р е м а 6.5. Пусть •цШ- Функция F (t, x) = Pt, x^t -2+-из-

мерима. 
3. Эксцессивные функции. Пусть X - корегулярный процесс. 

Определим а-алгебру ®+
п как в § 5. 

Т е о р е м а 6.6 (ср. [21])*'. Пусть Л—,эксцессивная функ­
ция. Тогда Лб@+

П и .процесс hl(xt) не имеет разрывов второго 
рода на [s, р] п, н. ®s и на (а, р] п. и. Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а< Ъ — неотрицательные числ а, 
.и Л = lWi, . . . ,«„ '} , n i < . . . < « n — конечное множество. Обозна­
чим U(h,A, [а, Ь]) число переходов вверх через [а, Ь] функцией 
ft'(xt) на множестве Л. Определим Us(h,[a,b]) как верхнюю 
грань U{h, Л, [а, Ь]) повеем 'конечным 'подмножествам Л"-
<=-(s, оо). 

Обозначим через 9ё совокупность всех таких эксцессивных 
функций, что Ле@+" и для любой меры Р'6^я найдется такое 
Ы&>*. что 

U'{h, [а, Ь])<1, P'Kj^- (6.7) 

Пусть фбр^и*. Как и .при доказательстве теоремы 5.3, про­
веряется, что функция Ы{х) =P<,-:cp(xu)-ri<:-i 'принадлежит -З+n я 
процесс /i'(x() непрерывен слева т.н. ks всюду на (s, р] кроме, 
быть может, точки и, в которой существуют (п. н. $в) пределы 
справа и слева. Пусть теперь функция h имеет вид (4.6). Тогда 
функция Ы (xt) «e имеет разрывов второго рода на (s, р] п. и. ®„. 
Более того, функция hl(xt) непрерывна слева и.н. $t3 всюду на 
(s, p], кроме, быть может, точек tft. Отсюда и из ([29] гл. VI, 
Т1) нетрудно вывести, что hG-Ж 

Покажем, что класс S/S замкнут относительно монотонного 
вверх предельного перехода. Действительно, пусть hnG2*e, hn\h. 
Зафиксируем меру P'6-fs. Для любого конечного множества А<= 
<=(s,oo),B силу ([29], гл. IV, 21), 

U(fi, Л, [a, b})<limU(hn, Л, [a, b])<limUs{hn, [а, &])<Шп£в, 
где 1п — случайные величины, отвечающие в соответствии с (7) 
функциям кп. Следовательно, 

U°(h,[a,b])<l = \imtn 

*)В однородной теории близкое утверждение доказано в [41]. 
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и по лемме Фату Р' |<Ь/(Ь—а). Кроме того, h6<5+
n. Поэтому 

hG-Ж 
В соответствии с леммой 4.8 >мы показали тем самым, что 

класс Ж совпадает с классом всех э-ксцесеивиых функций. 
Остается заметить, что для функций ЫЭ6 выполнено утвержде­
ние теоремы. Действительно, из (7) h-(xt) не имеет разрывов 
второго рода на [5, р] п. н. .ft,,. Чтобы доказать аналогичное 
утверждение по мере Р, нужно воспользоваться леммой 5.3 и 
повторить рассуждения п.А доказательства теоремы 5.2. g | 

Следующая теорема — вариант теоремы об остановке для 
корегуляриого случая. 

Т е о р е м а 6.7 (ср. [21]). Пусть Р'6®-, h —эксцессивная 
функция, и т<ог, т, об-Жр (ЖГ)• Тогда 

Р ' [k° {ха) | J*m < hx (xT) п. н. Р', t < p . (6.S) 
Если же т < а , т, аб^"р (3ftp), то 

Р ( ^ ( ^ ) | Л Г Р _ ) < / г т ( х т ) п. и. Р, а < т < р . (6,9) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим совокупность всех эксцее-

сивных функций, для которых 'выполнено1 утверждение теоремы, 
через 2/ё. Из теорем 3 и 4 непосредственно следует, что утверж­
дение теоремы справедливо для функций h вида 

/11(х)=1(<ир(,хч{ха), Фер»„*. 
Действительно, тогда 

h° (x0) = / 0 < Я Р ' [<Р (x„) | J r P ;_} < Р ' {/т<«Ф (x«) I -Mia-} П. Н. Р ' 
откуда легко следует (8). Аналогично проверяется и (9). Да­
лее, класс 5S#, очевидно, замкнут относительно сложения и моно­
тонного вверх предельного перехода. По лемме 4.8 Ж содержит 
все эксдессивные функции. Ц 

Доказанное утверждение можно дополнить следующим об­
разом. 

Т е о р е м а 6.8. Пусть h — эксцессивная функция и ч- — 
= 1imA'(x,). Тогда для любого x^f р ($)ЛР) 

Р{т]т|.*?_}--= Л'(Хт) П. н. Р, a < t < p . (6.10) 

В свою очередь, для любых s, P'&®s и любого тб-Fp (ЭДГ ) 
P '{ r i - | ^ p ; _ l=h T (x T ) п. н. Р' , s < t < p . (6.И) 

Нам понадобится следующая лемма. 
Л е м м а 6.1. Пусть hs (х)—эксцессивная функция и R — 

счетное, всюду плотное множество в Т. Тогда 
А - И = РЛЛ#1-тА-(.к ()}. 

t \ \s 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы Фату и ([29], гл. VI, 

Т4), имеем 
по 



fts {x)>Ps,xR\im k1 {xt-)>Ps,xhl (^t), t>s. 
t i, \s 

Остается устремить t к s. щ 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 8. Пусть ^ — счетное 

всюду плотное подмножество Т. Положим r\/= R\[mha(xu). 
_ u~f\t 
Поскольку процессы г\/ и r\t ввиду теоремы 6 Р-неотличимы 
и Р'-неотличимы для любой меры Р'е%, достаточно доказать 
справедливость (10) и (11) с заменой ц на if. Заметим, что 
~1/е(Ш(Р)Л( П й (?')), в силу теоремы Д3.2 и лемм 5.5 и 5.7. 
Применяя к процессу г\/ теоремы 3 и 4, получаем в силу лем­
мы 1 (10) и (И). т 

С л е д с т в и е 6.2. Пусть xe3~p($Rs) и t > s . Тогда 
hs(x)>Ps,xhx{xx) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу ([1], гл. IV, Til), найдется 
последовательность anQfp (Ж^-х), такая, что s<cr„<t и a„|s. 
Вследствие теоремы 7 последовательность h°'l(xa ) образует 
супермартингал относительно Mv

s
s
a'x_ и меры Ps,x- Отсюда в силу 

([29], гл. VI, T4), теоремы 6 и леммы 1 
Ps,xfix {xx)<Ps>xh°n (xa„) <Ps,x Him Ap« (xffn)} = 

-=P-,4lim A'(-*.)}== A* (•*)• ц 
t \ \.s 

Для некоторых более узких классов эксцессивных функций 
утверждение теоремы 6 удается усилить. 

Пусть эксцессивная функция h всюду конечна, т. е. hs(x) < 
< оо при всех 5, x. Назовем ее регулярной, если для любой 
меры Р'б^ и любой возрастающей последовательности 

P'AT.-(xtn){to}P'hT(xT). 
Теорема 6.9 (ср. [21]). Пусть эвсцеосивная функция h ре­

гулярна. Тогда hl{xt) непрерывна слева на (s, p] п. н. 8S и на 
(a,j3] п.н. Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р'-=Ря,„е^-. По условию, 
найдется положительная функция q>_(x)Gp#- такая, что ц(ф)==1 
и ц(ф.А")< оо. Положим v = 9°[x и Р== P-,v- Так как меры Р 
и Р' эквивалентны, то в силу теоремы 6, свойства LB и ([1] 
гл. IV, T24) нам достаточно будет показать, что для любой 
возрастающей последовательности xne.fp{Ws), Vf"." 

£...= НтАт«(*тп) = Ат(•*.--) п. н. Р. 
(предел I существует в силу теоремы 6). По теореме 7 
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h T n ( x t „ ) > P { ^ ( x T ) H f T , - } п. н. Р . (6.12) 
Но так как РАт(л:т)<ц(ф-А'!) < ОО по следствию 2, то правая 
часть (12) п. и. Р стремится к hx(xx), и поэтому !; > А* (х,.) 
п. н. Р. В свою очередь из регулярности А и леммы Фату сле­
дует, что 

Р£ < lim РА+* (xtn) = РАт (xT) < оо. 

Поэтому {xi} = AT(xT) п. н. Р. Утверждение для меры Р выводит-
ся отсюда с помощью леммы 5.3. И 

Т е о р е м а 6.10. Пусть А —всюду конечная эксцессивиая 
функция, и для некоторых s и х&3~р (-Ж.) справедливо соотно­
шение 

Ps,A4xx) = h°(x). (6.13) 
Тогда hl{xt) непрерывно слева «a (s, тЛр] п.н. $-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу ([1], гл. IV, Т24) и 1.В, нам 
достаточно показать, что 

E« = Acr«AT(xrJnAT){to}^ = AffAT(xcAt) п. н. Р ' , x/\o>s, 
для любой возрастающей последовательности ап^Гр (®fs ), ст„|а, 
<УП > s. 

В силу ([43], гл. IV, Т78) можно ограничиться рассмотре­
нием последовательностей anG&~ P (Wls) • Пусть x£Es и а&7~р{Ше), 
- 3 < c < t . Заметим, что 

^ ( ^ - P - . ^ A ^ x O i - ^ - ) п. н. Ps<x, a < p , (6.14) 
в силу следствия 2 и теоремы 7. Из (14) имеем £п-*•!«> п. н. 
P-.j:. Остается заметить, ЧТО если Р —Р .̂цб.®-, то 

P'{\in]ln^^}={i\i(dx)PSiX{\lmlri^loO} = 0. Ш 

Докажем в заключение аналог следствия 5.3. 
С л е д с т в и е 6.3. Пусть X — корегулярный процесс и 

хе£Гр(<Я11р). Тогда мера 
тх (Г) = Р{« < х < р , (т, хх) 6Г} 

а-конечна на @+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Е0 — {(t, x):Pt,x{$> t }>0} . 

Как и в § 5, доказывается, что мера тх a-конечна на Е0. Ос­
тается показать, что P{(t, xT) $E0, P > t } = 0. Для этого рас­
смотрим процесс т]..=-/р>1(6@(Р). В соответствии с теоремой 3 
имеем 

Р{т]т |«^?-}—^(t , JCt) п. н. Р, а < т < р 
и так как /Е„(Т, ХХ)£МХ- в силу ([1], гл. IV, Т20), то 

Р{(т, лгт)№0! P>t}--=P(/?-1(t, xx)IEao(x,xx)^Q. Ш 
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§ 7. Правые и левые процессы 

7.1. Определения. Пусть X — марковский процесс с интерва­
лом жизни вида Л--- [а, р). Назовем его правым (ср. [25]), ес­
ли его переходные вероятности регулярны, а копереходные — 
корегулярны. 

Пусть X —марковский процесс с интервалом жизни вида 
(а, р]. Назовем его левым, если его переходные вероятности 
корегулярны, а копереходные — регулярны. 

Поскольку правый процесс является одновременно и регу­
лярным, и корегулярным в обращенном времени, то к правым 
процессам применимы результаты §§ 5—6. Однако для правых 
процессов значительную часть результатов можно усилить. 
Этому и будет посвящен настоящий параграф. 

Всюду в этом параграфе будет предполагаться выполнен­
ным следующее естественное условие: 

7Л.А. Если Р Л х = P(i„ и Р' '*-=р-'-\ то х=ч/. 
Назовем п р а в ы й процесс X сильно измеримым, если вы­

полняется следующее свойство. 
7.1.Б. Для любой функции fGb<3 и любого ne(—те, оо] про­

цесс wt = f(t, xt) копредсказуем относительно кофильтрации 
•St = ^{t, и), i<u. 

Аналогично, назовем л е в ы й процесс X сильно измеримым, 
если выполняется следующее свойство. 

7.1.Б-. Для любой функции fefrGs и любого se[—{infty}, oo) про­
цесс w, — f(t, xt) предсказуем относительно фильтрации 5^.-= 
-=F(s, t), t>s. 

Условие 1.Б (соотв. 1.Б'1) выполняется, например, если X — 
непрерывный справа (соотв. слева) процесс в В-пространствс 
Е, а переходные вероятности Р<,~ и копереходные вероятности 
Р'1* измеримы по совокупности t и х. 

Пусть Х-—сильно измеримый правый процесс. Из условия 
сильной измеримости в сочетании с 1.А, очевидно, вытекают не­
которые другие свойства измеримости, в том числе. 

7.1 ,В. Для любого f&b® процесс f(/, xt) прогрессивно изме­
рим относительно F ( - 0 . 

7.1.Г. Отображение x. измеримо относительно ST(t, t+). 
7.1.Д. Для любого fBbd процесс f{t, xt) принадлежит Ш\. 
При доказательстве 1.Г нужно .воспользоваться ГА и тео­

ремой Д2.3. 
Приведем одно усиление теоремы 5.2, Б для правых процес­

сов. 
Л е м м а 7.1. Пусть X —правый процесс и FQb®. Процесс 

F (г., xt) It>a Р-неотличим от некоторого процесса, опциональ­
ного относительно Jtv

t. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в п. 2° доказательства теоре­

мы 5.1, нетрудно показать, что утверждение леммы выполнено 
8-5632 ИЗ 



для функций вида (5.1) и (5.1"). Далее нужно сослаться на 
теорему Д1.2. Ш 

Начиная с этого места и до конца параграфа мы будем рас­
сматривать без каких-либо оговорок т о л ь к о с и л ь н о и з ­
м е р и м ы е п р о ц е с с ы . Тем не менее, нужно отметить, что 
для части результатов условие сильной измеримости можно 
заменить более слабыми (но более громоздкими) предположе­
ниями, например подходящей комбинацией условий 1.В—1.Д. 
Соответствующие формулировки можно найти в [21, 22, 25]. 

Кроме того, сделав подходящее непрерывное монотонное 
преобразование времени, мы можем считать, что 7— [—{infty}, со). 

З а м е ч а н и е 7.1. Результаты, аналогичные приводимым 
ниже в пп. 2—4 (но не п. 5), могут быть получены и для регу­
лярных (либо корегулярных) процессов. При этом условие 1.A 
нужно естественным образом усилить, заменив его на 

7.I.E. ЕСЛИ Pt,x = Pt,y, то x = «/. 
В свою очередь, условие сильной измеримости в подобной си­
туации можно опустить. Соответствующие утверждения доказы­
ваются по тому же плану, что и приводимые ниже в пп. 2—4; 
доказательства лишь упрощаются, так как можно ограничиться 
рассмотрением переходных вероятностей. Мы предпочли рас­
смотреть здесь более интересный случай правых (и левых) про­
цессов, поскольку вывод результатов для правых процессов из 
соответствующих утверждений для регулярных процессов либо 
невозможен (как в случае теорем l—2), либо осуществим при 
весьма неестественном сочетании условий 1.Е и 1.Е- вместо 1.A 
(как в п. 4). 

7.2. ТОЧКИ ветвления. Пусть X — правый процесс Точку x&Et 
назовем существенной, если Pl!X {xt =x}=-T. В противном слу­
чае назовем х точкой ветвления. Обозначим множество всех 
точек ветвления через Ей. 

Т е о р е м а 7.1 (ср. [18, 22, 25]). Множество Еь принадле­
жит @ и является Р-недостижимым и Р'-недостижимым для лю­
бой меры P'G®8. 

Для регулярных процессов, удовлетворяющих условию 1-Е, 
аналогичный результат был получен в [7]. 

Доказательство основывается на следующих леммах. 
Л е м м а 7.2 (см. [22]). Множество Ей принадлежит (.?. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть JR — счетное всюду плотное 

множество в R1 и ^ — опорная система функций на" E r . Опре­
делим класс Ж формулой (5,2) и класс Жл дуальной форму­
лой (5.2d). Ввиду лемм 5.1 и 5Ла соотношение рЛл-{л: — x} = 1 
эквивалентно счетной системе соотношений 

Р* ,ЛР<-}=0 , P^,4F (" . x ) -E (* ,x . . ) ] 2 = 0, 
где F пробегает классы Ж и 2f6d. Действительно, ввиду усло­
вия 1.A и лемм 5.1 и 5. И счетная система функций Ж [J Жа 
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разделяет точки Еэ = {(̂ , x):Pt,x{$> t}>0}. Учитывая, что про. 
цесс /;р</} согласован с f>i, непрерывен справа и следова­
тельно принадлежит Ш, из теоремы 5.7 и условия 1.Д полу­
чаем EfteS.H 

Определим меру Р.° на а-алгебре f>- соотношением 
p o ^ J l . если{р< 5}^0 H{|5<s}cA, (7>1) 
rs l-v \р, в остальных случаях. 

Лемма 7.3 (см. [22]). Для любых s, Р'6$,., l£bf>s 

ъ,,^гг, , ч, fp°^ п- н- Р ' ' s 6 A ' Р ' ^ ^ 5 + » = ( р д п.н.Р', sU. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть этого утверждения вы­

текает из следствия 5.1, а вторая—-из условия 1Л.В, соотно­
шения P ' { s < a < оо}=0 и того, что Р Д —значение g на атоме 
$<s} a-алгебры f>sM 

Лемма 7.4 (см. [22]). P/{x.6E6}-=0 для любой меры Р'в$,. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала мера Р' является 

f (s, 5 + )-эргодической. Тогда в силу 1.Г либо P'{|3<:s} — 1, 
либо Р'{л„—х} = \ для некоторого XQES. В первом случае 
утверждение выполняется автоматически. Во втором случае 
для любого i£bf>s по следствию 5.1 

Р'.-—РФ-,.-^ = Р - , , | 
т. е. Р'-=Р, х- Стало быть, точка х — существенна я, и 
РЧ*-— x}-P '{*№}== 1-

Положим теперь Р м - Ps,xs при sQ[a, Р) и Pt0----PJ.° при 
s<3[a, Р). В соответствии с леммой З и теоремой Д4.1 мера Pw 

п. н. Sis является f (s, 5 + )-эргодической*). Стало быть, по лем­
ме З Р'КбЕ,}--=Р'Ра{^еЕ;,}=0.И 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы \. Пусть P'6-V Ввиду 
леммы 2, теоремы 5.1 и ([1], гл. IV, T10) нам достаточно по­
казать, что Р'{(т., .x-)6E-,} = 0 для любого тб,- (ЭДГ). Но в силу 
леммы 2 и свойства ГД r\t — ^b(t, х{)Ш(Р')-

Стало быть, ввиду теоремы 5.6 и леммы 4 
Р'{(т, xJeEb} = P% = P'F,(x, ^ « o . 

Итак, множество Еь Р'-недостижимо для любого P'G-J?... От­
сюда и из леммы 5.З нетрудно вывести, что множество Е-, Р-не-
достижимо. • 

Приведем еще одно полезное утверждение, касающееся су­
щественных точек. 

Лемма 7.5. Пусть Х-правый процесс и xQEt — сущест­
венная точка. Мера Р.-,* является f (t, £ + )-эргодической. 

*> Теорему Д4.1 нужно применить к классу мер К, являющемуся вы­
пуклой оболочкой класса .К» и меры Р Л 

8* 115 



Д о к а з а т е л ь с т в о . По следствию 5.1 для любого 
:l£bf(t, !• + ) имеем 

•! — Р л Л 1 | - - Н М + )} — Р л - , - 5 - Р / , ^ п. н. Р / > х 

и стало быть, случайная величина l£b£F(t, t + ) постоянна п. н. 
Pt,x.m 

Заметим, что функция hs(x)=\ эксцессивна для любого 
регулярного процесса X. Приведем одно важное следствие 
леммы 5. 

С л е д с т в и е 7.1. Если xgE-существенная точка, 
то мера V;(r)=--Is<ip(s, x\ i, Г) является крайней точкой 
в пространстве V —V1 эксцессивных мер, удовлетворяющих 
условию < v, 1 > --= 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть xGE- и Р.1, —мера на канони­
ческом пространстве (Qo, jT°), существование которой утверж­
дается в лемме 3.5. Рассмотрим отображение /:Q{to}Q°, сопо­
ставляющее точке со£Й траекторию а^=х((а), Ща, р). Нетрудно 

показать, что мера P.J1 g- является образом меры Р-, х 

при отображении J. Кроме того, Р Д а = s}-= \. Отсюда и из лем­
мы 5 нетрудно вывести, что мера р{, является F>(s, s + )-spro-
д ической. 

В силу теоремы 3.5 достаточно будет показать, что мера 
Pv

! — крайняя точка класса К----^. Допустим, что мера P v ' — 
центр тяжести некоторой вероятностной меры \х на К. По­
скольку Pv-6K(s), то и мера ц сосредоточена на K(s). Более 
того, так как Pv' является F°(s , .- + )-эргодичной, то мера р. 
сосредоточена на мерах PGK(s), совпадающих с Р,.1 на F ° ( s , 
s + ) . Но если меры Р', P"eK(s) совпадают на F°(5, s + ) , то 
они совпадают всюду — это следует из соотношения 

Р ' (Л |.^o(s, s + )) = #limP?..r, (A) п. н. Р ' , 
t \ \ s 

где A6f>«, u>s и Р?, JC—общие переходные вероятности про­
цессов из класса К. 

Итак, Pv1 — крайняя точка класса К. В 
7.3. Метрика в фазовом пространстве. Пусть £—В-прост-

ранство и процесс X непрерывен справа, строго марковский и 
умеренно марковский в обращенном времени. Тогда в 'силу 

•теорем 5.1 и 6.1- процесс X является правым. В некотором 
•смысле верно и обратное утверждение. 

Т е о р е м а 7.2. Пусть X —правый процесс. Существует мет­
рика ,р в пространстве Е, такая, что 

7.З.А. Е — сепарабелы-юе метрическое пространство, <3 — 
•=J? (E ) . 
• Г-7.3.Б. Процесс (t, xt) непрерывен справа (в метрике р) на 
(а, 0) п. и. Р. 
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7.З.В. Пусть Н — пополнение Е в метрике p. Процесс (t, xt) 
как процесс СО значениями в Н имеет пределы слева на (а, |5) 
п. н. Р. 

Для абсолютно непрерывных процессов такое утверждение 
можно найти в [17]. Для двусторонне регулярных процессов 
(т. е. регулярных в прямом и обращенном времени) подобные 
теоремы см. в [48, 47]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем счетное всюду плотное мно­
жество /^crR1 и для каждого гб/? опорную систему функций 
Wr в пространстве Ег. Определим классы функций 3& и 2ёа 

формулами (5.2) и (5.2d). Положим a(t)==0V(.<A-). Если функ­
ция F —Ff,4'$0& задана формулой (5.2), то положим 

f^(s, x) = a(r~s)Fr>9(s, х). 
Аналогично, для функции G = Or,^6d, определенной форму­
лой (5.2-), положим 

gr,v{s, x)--=a(s — r)G-,<-(s, x) . 
По леммам 5.1 и 5.\d счетная система функций 

-Т+ТТр f'*(s,x), gr,cp(s,x) (7.2) 
порождает cr-алгебру @ и следовательно разделяет точки Е вви­
ду ГА. Стало быть, система функций (2) задает взаимноодно­
значное вложение Е в гильбертов кирпич [—1, 1]°°. Тем самым 
в Е индуцируется некоторая метрика, удовлетворяющая усло­
вию 3.A. 

Свойства З.Б и З.В следуют из теоремы 5.1 и 6.1d и конкрет­
ного вида функций (2). • 

7.4. Регулярные точки и полуполярные множества. Пусть X 
правый (или левый) процесс и ГС®. Положим 

•tv{s) = lni{t>s:(t,xt)&}. (7.3) 
Из ([1], гл. Ш, T23) нетрудно вывести, что tr(s) — момент 
остановки относительно Msi. Кроме того, tr(s) непрерывно 
справа no s, откуда по лемме 5.7 tr(s)e@(P)n( П @(Р'))-

р ,ея, 
Ввиду леммы 5.4 функция 

<&(х)=Р,>хе-*М (7.4) 
является эксцессивной, а в силу теорем 5.5 и 5.6 функция 
<7r(s, x)=-=Pi,jf{tr(s) — s} принадлежит @+". 

Пусть, для определенности. Х-правый процесс. Из теоре­
мы 5.6 нетрудно вывести, что для любых s, P'6$* и любого 
ое£Г « ' ) 

V'{xT(o) = o\A?
s'a}=-.qF(<j,xa) п.н.Р', a<P, (7.5) 

P'{e-Tr<0)|.jC} — Or(xD) п. н. Р', с-<р. (7.6) 
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Аналогичные свойства выполнены и по мере Р. 
Если же X —левый процесс, то для любых s, P'6$- и любого 

оеЗГр (ЯС) имеем 
P'(tr(с) = а И ^ Л = <?г(<*••*<-<) п.н. Р', s < 0 < p (7.7) 
Р'{е"Т г ( а ) |^а-}=Фг(*~) п> н> р/, s < ( T < p . (7.8) 

Подобные соотношения справедливы и для меры Р. 
Точку (s, x) назовем регулярной для множества Г, если 

qv(s, x) = l. Множество всех регулярных точек будем обозна­
чать Гге8. Множество T6S назовем тонким, если qr(s,x) = 0 
для любой точки (s, x)6E. Назовем Г вполне тонким, если 
Фг (•*:)<бе"-' для всех (s, л;)бГ, где 0 < 9 < Г Наконец, назовем 
Г полуполярным, если оно представимо в виде объединения 
не более чем счетного числа тонких множеств. 

Обращая время в этих определениях, мы придем к поня­
тиям корегулярной точки, котоикого, вполне котонкого и КОПО-
Луполярного множества. 

З а м е ч а н и е 7.2. Если X —правый процесс и .xeE.. —суще­
ственная точка, то по лемме 5 qT(t, x) = IrTee(t> x). 

Лемма 7.6 (ср. [47] и [41]). Пусть Г—-вполне тонкое мно­
жество и s, teR1. Тогда число Ns' попаданий процесса в мно­
жество Г на интервале [s, t] конечно п. н. ®s и п. н. Р, a < s . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала X —правый процесс 
и Р'б^,. Тогда в силу теоремы 5.3 функция Фг (x() непрерывна 
справа по t п. н. Р'. Отсюда, в частности, следует, что для 
любого 0б£Г(9йГ) 

Фг(.«т)<ее-- п. и. Р', (7.9) 
где 1 = xv{a). 

Определим по индукции последовательность моментов оста­
новки оп формулами: 

cf0 = s, а,,+1 = тГ(а„). (7.10) 
Ввиду (6) и (9) имеем 

р ' ^ н х у — Ф ; ^ , , ) ^ - 0 " п. я. р', 0„<р. (7.11) 
Стало быть, Р'ё~°п<.Ъпег* и 

P'{N.'>ft} = P'{0„<^}<e'P/e_0.-<e--Je"{to}0. (7-12) 
Пусть теперь Х-левый процесс и Р'б®.,. СВОЙСТВО (9), 

вообще говоря, может не иметь места. Кроме тога, момент 
остановки t r(o), вообще говоря, не предсказуем. Поэтому до­
казательство следует несколько видоизменить. Определим 
моменты о„ формулой (10). Положим 0oo-=lim0„. Допустим, что 
Р'{0о-<*•)>(). Положим to = 0o — s и при п>\ 
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J<r„, если (ст„, хСТл)еГ и 1п-1<оп, 
\ со в остальных случаях. 

(7.13) 
Ввиду 7Л.Ъа и ([1], гл. IV, T16) -тв —предсказуемые моменты 
остановки относительно jfit, и легко видеть, что -;„=--ст„ на 
множестве {сгл<стК1}. Ввиду (13) и (8) имеем при n > l ; 

Р'{е-ТН^т,,-, <Ф;« (хХп) <е<тт- п. н. Р', -.„<<». 
_ ! 

Отсюда Р'в т»<ов",Р/е--'<ев"1в--', и, как и в формуле (12), [ 
получаем далее, что \ 

P'{oao<t, c»<<Joo при всех п} = 0. ' 
Стало быть, момент остановки о» является п. н. Р' предель­
ным справа для моментов пребывания в множестве Г. Опираясь 
на ([1], гл. IV, T10 и гл. Ill, T29 и Т4Э), нетрудно построить 
такую последовательность •т-пб '̂/-(ЗЯГ), что 

Р'{я,<*}>0 (7.14) 
и на множестве {лп < oo} выполнены соотношения а«. < пп+1 < я„ 
•и [лп,хйп}&Г. Очевидно, я„_->тг(.гсп). Стало быть, |' 

Р' (е-"»-. | Л%я__) < Р' {е-ъЫ | Ж»;Яп_} - -
==Фг'<(хЯ;()<е<Гя" п. н. Р', я„<р. \ 

Отсюда i' 
Р'с-я1<0"Р'с_яп<е"е--->о, 

что противоречит (14). 
Утверждения, относящиеся к мере Р, нетрудно вывести из 

леммы 5.3. Ш 
Следствие 7.2. Вполне тонкое множество является тон­

ким и посещается процессом п. н. Si, и п. н. Р не более счетно- j 
го числа раз. | 

Доказательство очевидно. • | 
Теорема 7.3 (ср. [70] или [47]). Пусть X —правый (или [ 

левый) процесс, и Гб@. Любое множество Се@, С.=Г\Гг-е no- \ 
луполярио*'. " | 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (s, x) eC. Положим 
С„ — Сп{фЗД<-~<г*} 

Множества Сп являются тонкими по следствию 2 и очевидному 
неравенству Фсп<Фс. Но, поскольку Фс(-с)<Фг(л;)<е"- при 
(s, х)еС, то С ---= U С„ и, стало быть, С полуполярно. Ш 

Из доказательства теоремы 3 нетрудно вывести также, что 
тонкое множество представимо в виде суммы счетного числа 

*) Само множество Г\ГГег, вообще говоря, не принадлежит Qj. 
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вполне тонких. Отсюда и из следствия 2 легко вытекает: 
Т е о р е м а 7.4. Пусть X—правый (или левый) процесс. 

Полуполярное множество посещается процессом п. н. $- и п. н. 
Р не более счетного числа раз. 

Покажем, что в определенном смысле верно и обратное. 
Множество Гб<5р назовем Р-редким, если оно посещается 

процессом xt л. н. Р не более счетного числа раз. 
Т е о р е м а 7. 5. Пусть X — правый (или левый) процесс и 

TG<SP —-Р-редкое множество. Тогда Г представимо в виде Г = 
•=Г1иГ2, где Г2 Р-недостижимо, а Г^® является одновременно 
полуполярным и кополуполярньш. 

Для однородных процессов, обладающих эталонной мерой, 
подобный результат (с Г2 = 0 ) был доказан в [42] (см. также 
[41]). Аналогичное утверждение для абсолютно непрерывных 
неоднородных процессов см. в [34] и [49]. Гипотеза о справед­
ливости подобного результата для регулярных процессов без 
условия абсолютной непрерывности принадлежит М. Байкулес-
ку (М. Buiculescu). 

З а м е ч а н и е 7.3. Множества, являющиеся одновременно 
полуполярными и кополуполярньши, будем называть редкими 
(в работах [21], [22], [25] этот термин употреблялся в более 
широком смысле). 

Ввиду определения @р нам достаточно рассмотреть случай 
ГбС Для доказательства нам потребуются две леммы. 

Л е м м а 7.7. Пусть X —правый (соотв. левый) процесс и 
'Г6<5—P-редкое множество. Тогда найдется не более чем счетное 
число моментов апвЗ~ ($ЯР) (соотв. опчЖр (®JP)) таких, что 

It>aIr(t, -*<) = 2/о-г=-' ПРИ в с е х - п- н' р- (7Л5) 
и 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Нужно сослаться на лемму 1 (соотв. 
условие 1.Б") и ([1], гл. VI, ТЗЗ).В 

Л е м м а 7.8 (ср. [70] или [49]). Пусть X правый или ле­
вый процесс, и Гб®—Р-редкое множество, причем замыкание 
множества Л = { / ; {t, xt)£T} п. н. Р не более чем счетно, а мно­
жество TNTreg Р-недостижимо. Тогда Г также Р-недостижимо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, например,-X — правый процесс 
и ап — моменты остановки, описанные в лемме 7. Поскольку 
TWmg — Р-недостижимое множество, то из (15) следует, что 

?{е-гт(еп)\м1) = ®а
т>г{хап)=е-'3» п. н. Р. 

Следовательно т;Г (<-„)•— ст„ п. н. Р, и все точки Л(а>) являются 
п. н. Р предельными справа для точек Л (to). Стало быть 
А (со) п. н. Р не имеет изолированных точек, и не может быть 
счетным и непустым одновременно. 

Случай левого процесса разбирается аналогично. • 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Достаточно показать, 
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что множество Г] может быть выбрано полуполярным. Далее,, 
применяя к Г1 двойственное утверждение, мы получим пред­
ставление Г1 = Г'иГ//, где Г' кополуполярно, а Г" Р-недоетижи-
мо. Тогда Г = Г/и(Г"иГ2) —искомое разложение, так как Г' не 
только кополуполярно, но и полуполярно как часть полуполяр-
ного множества Г.. 

Пусть, например, X —правый процесс и ап — моменты оста­
новки, описанные в лемме 7. По лемме 5.2 найдутся такие по­
ложительные величины £„б,#£п_, что Р£„=1 . Положим 

v(c)=p2EB/2"-/c(<r„, х„п), сеч. 
п 

Обозначим через vo точную верхнюю грань v(C) по всем полу-
полярным множествам Сб<3. Поскольку сумма счетного числа 
полуполярных множеств полуполярна, найдется такое полупо-
лярное множество Г1, что v(r i )=v- . Очевидно, можно считать, 
что Г1---Г. Положим Г 2 =Г\Г1 и покажем, что Г2 Р-недостижи-
мо. Для этого достаточно показать, что v ( r 2 ) = 0 . 

Допустим, что v (Гг) >0. В соответствии с теоремой 2 най­
дется такая метрика р в пространстве Е, что выполняются 
3.A—3.B. Обозначим через Н пополнение Е в метрике р и через 
S/ё ст-алгебру борелевских подмножеств в Н. Для AЬЖ поло­
жим (x(A)=|x(AnE)=v(Anr2); при этом |л(Я) =v{T2) >0. 

Пусть ВчЗё таково, что .ЗПЕ---Г2. Поскольку Я — польское 
пространство, найдется такой компакт КаВ, что \х(К)>0. По­
ложим Гз = -£(ПГ2. Ввиду теоремы 3 множество Гз^Гзгсе яв­
ляется Р-иедостижимым (иначе мы пришли бы к противоречию 
с определением v0 и ГО. Кроме того, множество А (со)-={.': (/, 
xj) <-Гз} п. н. Р не более чем счетно. Далее, ввиду З.Б—З.В и 
компактности К 

А (ш)дА(т) U {-:*<'*.*.-} п- н- р> 
где x,_ — левый предел процесса x. в пространстве Н. По­
скольку второе множество п. н. Р не более чем счетно, к мно­
жеству Гз применима лемма 8, согласно которой Г3 Р-недости-
жимо. Стало быть, v(T2) — 0. 

Случай, когда X — левый процесс, разбирается аналогично. 
7.5. Эксцессивные функции. Пусть X — левый процесс. Наша 

цель — усилить утверждение теоремы 6.6, а именно описать 
множество моментов разрыва слева функции h'(xt). 

Т е о р е м а 7.6 (ср. [21, 25]). Пусть А — эксцессивная 
функция. Найдется такое редкое множество Гб@, что мно­
жество ft: Hm hs(xs)¥>h' {xt)\ п. н. Р совпадает с множеством 

1 И t- ' 
{t;(t, xt)&\. 

Доказательство будет разбито на леммы. 
Пусть X —правый процесс, и функция /g@ такова, что про­

цесс <.t = f(tiXt)Ia<t п. н. Р н е имеет разрывов второго рода 
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на (a, f5). Пусть a<b — два действительных числа. Положим 
t£A.a

b, если а < £ < р и 
С,<а, т]/(со)—lim.;„>ft. 

Соответственно, t£Lb
a, если 

С,>£, <(©)----nmt;„< а. 

Обозначим 
С а = { / < а } . С = {/>&}, ra" = C0nCr

ft
eg, Г , -«С»ПС И Ч . 

Лемма 7.9 (ср. [21]). Пусть a<b'<b<b". Тогда 
AS"g{<:(t,x,)er/, *>с.}дл£' п. н. р. (7.16) 

Если а'<а<а"<Ь, то 
Afc{t:(t, xt)eTb

a, t>a}CAf п. н. Р. (7.17) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Убедимся в справедливости равенст­

ва (16) (второе соотношение доказывается аналогично). Инди­
каторы множеств Л*' и Л* обозначим z/ и z" соответственно. 
Положим £,t(<i>) = Irb(t, xt)It>a. В соответствии с леммой 1 
процессы %t и Ct Р-неотличимы от некоторых процессов £, и С,, 
опциональных относительно Ж*. По условию, аналогичным 
свойством обладает и процесс V (а вслед за ним и процессы 
z / , г/'), являющийся согласованным, непрерывным справа 
п. и. Р. Поэтому в силу ([1], гл. IV, T10) соотношение (16) 
будет доказано, если мы покажем, что для любого аб~(?Кр), 
а > а 

K<la<z'an. и. Р. 
Ho из (5), теоремы 1 и замечания 2 имеем 

£•»<—) = ha<alcb (ff> Xa) = ha<aqrb (О, Ха) = 

- - / t e < » P ( t c ( ( . ) - - . | ^ | п. н. Р. 

Остается заметить, что {%>b"}c.[x ь(а) = о}д.[цв>Ь'}, и т]'а, 
Ноб^а ввиду LB и ([43], гл. IV, T90 и Т64).Ш . 

Лемма 7.10 (ср. [21]). Пусть Х — правый процесс, и функ­
ция /б@ такова, что f{t,xt)It>a ие имеет разрывов второго 
рода на (a, P) п. н. Р. Тогда найдется такое редкое множест­
во Г, что множества A(co) = /^: lim f(u, xu)^f(t, xt), t > a \ и 

l и I 1 1 f 
£(a) = {t:(t, x;)er, t>a} совпадают п. н. Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Г объединение по 
всем парам рациональных г, q, r<q множеств Г^иГу. Заметим, 
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что множество A (©) совпадает с объединением по всем г, q, 
r<q множеств Лг

9иЛд
г. Поэтому в силу леммы 9 A (со)---Б(со) 

п. н. Р. Далее, по условию леммы множество Л(со) п. н. Р не 
более чем счетно. Стало быть, построенное множество является 
Р-редким, ц по теореме 5Г=-Г111Г2, где Г-.—-редкое, а Г2 Р-не-
достижимо. Остается заметить, что при замене Г на Г1 соот­
ношение A (со) =.8 (со) п. н. Р не нарушится. 9 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6. Пусть h — эксцессив-
ная функция, в соответствии с теоремой 6.6 /z6g+

n, и найдется 
такая функция fe@, что множество {f^h} Р-недостижимо. При­
меним к функции f утверждение леммы 10". Нетрудно убедить­
ся, что построенное в ней множество Г удовлетворяет всем не­
обходимым условиям.Я 

Теорема 7.7 (ср. [21]). Пусть X —правый процесс и 
h — коэксцессивная функция. Существует такая функция Ле<5+, 
что 

Л* (л:,) = lim hu(xu) при всех a<zf<p п. н. Р. 
п и 

При этом множество {h<h} Р-недостижимо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 6.6rf, найдется такая 

функция /6®-, что множество {f=f=h} Р-недостижимо. Положим 
ri, — llnT/(a, xu)Ia<t- Опираясь на теорему ДЗ.З, 1.В и лем-

и! 11 
мы 5.7 и 5.5, нетрудно показать, что ri,e@(P){cdot} Воспользовав­
шись теоремой 5.5, положим h' (,х:)==En^, x). В силу теорем 5.2 
и 6.6d процессы hl (xt) Ia<i и r\t Р-неотличимы от некоторых 
опциональных относительно Ж\ процессов. Стало быть, вследст­
вие ([1], гл. IV, T10) нам достаточно будет проверить, что 

А° (.*:<,)-=i-a п. н. Р 
для любого а^(Щр). Но 

ha(xa) = P{i\a\Jfi} п. н. Р 
в силу теоремы 5.5. Наконец, ввиду ([43], гл. IV, T9Q и T64), 
г^б^с. _ 

Остается показать, что множество {h<h} Р-недостижимо. 
Удобнее перейти к двойственной ситуации. Итак, пусть Х--
левый процесс, А — эксцессивная функция, и функция he<5-
такова, что 

~Ь (xt) =-= limhs(xs) при всех a < t < p п. н. Р 
st t ' 

В силу ГБ", теоремы 6.6 и ([1], гл. IV, T10) нам достаточно 
убедиться, что 

7ia{xa)>ha{Xa) п. н. Р, а < р (7.1 8) 
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для любого ае£Гр(Щ). Пусть последовательность апе£Гр (5ШР) 
такова, что а , | " и с,.<сг. По следствию 6.3 найдется такая 
всюду положительная функция Ф(^, .x)6S+ что 

Р{ф(а, x o ) / 0 < P }<c.o . 

Поэтому из теоремы 6.7 имеем 

hen(xan)>V{ha (xa)\Jtln-}> 

>P{ha(x0)Ac4>(a, хв)1а<»\ЛЪп-) п. н. Р. 

Устремляя в этой формуле сначала n{to}oo, а затем c{to}oo, полу­
чаем (18). Ш 

7.6. а-правые процессы. Множества, недостижимые снаружи. 
Пусть Х=- (хи F ( / ) , Р) —правый процесс. Назовем его о-пра-
вым, если 

.7.6.А. Мера Р 0-конечна на о-алгебре F.- a+. 
7.6.Б. Мера mt(dx) = P{xtQdx} о-конечна при каждом t, 

и для любых Ae^</> B£&>t 

Р ( Л . 5 | ^ ) - = Р ( Л | ^ ) Р ( 5 | ^ ) п. н. Р, teA (7.19) 

7.6.В. Для любых и, 1&#>и функция P.-,.-g непрерывна 
справа по t на [а, РЛи) п. н. Р. 

Условия 6.А—6.В усиливают соответствующие свойства пра­
вых процессов, а именно лемму 5.2, теорему 5.2 и свойства 1.1 .Д 
и (L2). Двойственным образом определяются cr-левые процессы. 

Для 0-правых процессов ряд результатов, в том числе 
теоремы 5.1—5.5, а также теоремы Г 2 и др., можно усилить, 
добавив утверждения, относящиеся к моменту а. При этом 
класс Р-недостижимых множеств 91 и класс З?^ — З1+ заменяются 
соответственно на классы Df и 31+. В частности, определение 
класса Ш (Р) модифицируется по следующей схеме. Будем 

а 
писать ir-.-vn' (modP), если процессы t\tIt>a и f\t'It>a Р-неотли-
чимы и найдется такое множество Г6З1+, что r]f-<ii/ п. н. 
Pt,x для любых (t, х)<ЗГ. Заменив в дальнейших 
построениях отношение =-3 на --!, мы получим определение 
класса (<§<-(Р). 

Подчеркнем, что свойства процесса X в момент а относи­
тельно меры Р не сводятся к свойствам относительно мер 
Р'В&и, но не доказываются независимо по тому же плану. 

Некоторые результаты, касающиеся сг-правых процессов, не 
имеют достаточно хороших аналогов в классе правых процес­
сов. Например, так обстоит дело с операцией выбрасывания не­
достижимых множеств. 
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Пусть ГбЗг". Назовем множество Г недостижимым снаружи 
(ср. [18]), если для (t, х)<$Г множество Г является Р^-недо-
стижимым и Р'' -̂недостижимым. 

Т е о р е м а 7.8 (ср. [18]). Пусть X — СИЛЬНО измеримый 
«-правый процесс. Любое множество Гб31а_содержится в неко­
тором недостижимом снаружи множестве Г6-.5. 

Пусть АсГ. Положим 
&л И- -= ln f{ l - / г (*.*,)}• (7.20) 

• ел 
Лемма 7.11 (ср. [18]). Пусть Х-— а-правый (соотв. левый) 

процесс. Процесс ч- — -5и,-°, (соотв. % — £(*,<»)) принадлежит 
@а(Р) (соотв. Ш(Р)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала Х--а-правый процесс 
В соответствии с 1.Б и леммами 5.5 и 5.7 g - 1 — / r ( s , xs)Q 
6@o(P). Так как ^==^.1(4, «.о), а функция |(,-, те) непрерывна справа 
при каждом со, то в силу леммы 5.7 достаточно показать, что 
|--=^(„>co)g.f>s. Но множество {1 = 0} является проекцией на Q 
множества 

A = {t>s, {t, xt)$r}, 
которое .33(5, oo) х .f >5-измеримо ввиду 1.В. Остается сослать­
ся на [1, гл. I, T32]. Аналогично рассматривается случай ле­
вого процесса. Ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 8. В силу леммы 1 
и теорем 5.5 и 6.3, найдется такое множество Г1зГ0 = Г, 
Г.бЯ", что при (t, х)$.Тх множество Г0 является Pti .«-недости­
жимым и Р',л:-недостижимым. По индукции строим возрастаю­
щую последовательность множеств Г„Ша таких, что при (t, х)&Тп 
множество Гя_1 является Р., -̂-недостижимым и Р'^-недости-
жимым. Искомое множество определяется формулой Г = иГп- Ш 

п 
Обозначим Г —{x:x6E<, {t, x)£T}. 
В дальнейшем нам будет полезна следующая лемма. 
Лемма 7.12. Пусть Х-а-правый процесс и Г6<2-множест­

во, недостижимое снаружи. Пусть мера цб-Mi (<-ч) такова, что 
р,(Г,.).= 0. Тогда множество Г является Р.^-недостижимым 
и РМ1-недостижимым. 

• Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим \<t и £>< формулой (20). 
Достаточно показать, что Рлц{!>*} = 0 и P M l {£<*} — 0. Как 
и при доказательстве леммы 11, из ГБ и [1, гл. I, Т32] 
нетрудно вывести, что l>tef*>t

 и 6«6.f< r Но тогда Pt,p.l>t = 
= \ \i(dx)Pt, ^ > ( = 0 , поскольку ^(Г,) = 0 и Г недостижимо 
•снаружи. По аналогичным причинам Р ' ' ^{^z}-0 . Ш 
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Чтобы исключить патологические примеры, будем рассмат­
ривать процессы, удовлетворяющие условию 

Р { а < « < р ) > 0 для любого W6R-. (7.21) 
Пусть X = (x{cdot}, f (J), P) и X—(x t, f(J), P) —два о-правых 

процесса, имеющих общее пространство элементарных событий 
(Q, f, P), о-алгебры f ( /) и интервал жизни А (со), но, вообще 
говоря, разные пространства состояний Et и Et. Скажем, что 
процессы X и X неотличимы, если найдутся подмножества 
FiCEj и FtdEt и изоморфизм yt:Ft-+Ft такие, что при xgE, 

p , , , = P,,Y t , , ) ; p ' -* - - - -p '^> , (7.22) 

xaQFu И хи = уи(хи) при всех u>t п. н. Р,,л-, (7.23) 
xseFs и xs — ys(xs) при всех s < ^ п. н. Р'"*, (7-24) 

xtQFt и xt = yt(xt) при всех z. п. н. Р. (7.25) 
Заметим, что множество T = {{t, х) : xeEt\Ft}czE, так же 

как и аналогичное множество Г, являются недостижимыми сна­
ружи. Следующая теорема показывает, что можно выкинуть из 
пространства состояний любое недостижимое снаружи мно­
жество, а ввиду теоремы 8 — и любое множество Г-ЗЭ1а. 

Т е о р е м а 7.9 (ср. [22]). Пусть X —0-правый процесс, 
и Гб-2 —недостижимое снаружи множество. Найдется (сильно 
измеримый) а-правый процессX, неотличимый от процесса^ X, 
для которого в формулах (22) —(25) можно положить Et—F{ = 
=Fi-=Ei\Vl и определить yt как тождественное отображение. 

Процесс X, существование которого утверждается в тео­
реме 9, будем обозначать X —Х|Е \г . 

Л е м м а 7.1З (ср. [22]). Пусть X — правый процесс, и 
Т.Ш. Можно сопоставить каждому /GR1 точку xt°GEt так, что 
xt4Tt ни при каком teR1, и функция F(t, xt°) измерима no t 
для любой .FG®. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим t6A(s), если требуемое 
отображение существует на интервале [s, t). Заметим, что 
w = supA(s) 6A(s), поскольку [s, u)=[}[s, ип), где ип\\и и 
a,,GA(s). Достаточно будет показать, что n = supA(s) =={infty} для 
любого seR1. Допустим, что это не так. По условию (21) най-
дается такое щ, что а(со0)<«<р(.а0) и х.(сйО)ФГ< при всех f>u, 
f<P(co0). Положим х1°=х1(щ) при Щи, р(со0))- Очевидно, 
xt4Tt. Кроме того, F(t,xt°) измеримо по t на [и, р (со0)) в силу 
условия 1.Б. Стало быть, w=---supA(s). Противоречие. Я 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы^ 9. Положим Et—Et\Tt. 
Определим траектории xt, полагая x{^xt, еслил^Г.., и ~xt = xt°, 
если xtQTt. Заметим, что класс Ж, совпадает с совокупностью 
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всех таких мер Р...Ц, для которых [i(r<) = 0. Отсюда и из лем­
мы 12 следует, что процесс Х — а-правый. Далее, ввиду 1.Б 
множество {(г., m):{t, х{)£Г} копредсказуемо относительно &а. 
Кроме того, @ = (.§||--. Поэтому из леммы 13 нетрудно вывести 
сильную измеримость процесса X. Ц 

Опираясь на теоремы 1, 8, 9, нетрудно для о-правого про­
цесса построить неотличимый от него процесс без точек ветвле­
ния (ср. [18, 22]). 

З а м е ч а н и е 7.3. В работе [22] правые (соответственно, 
сг-правые) процессы в смысле настоящей работы именовались 
ш-правыми (соответственно, правыми). Здесь же ошибочно 
утверждалось, что теорема 8 может быть распространена на 
весь класс правых процессов. 

§ 8. Регулярный расщепленный процесс. 
Аддитивные функционалы 

8Л. Определение расщепленного процесса. Пусть Х+-= 
= (x;+> §• (-/). Р) и X_.-=(x,._, f (J), Р), соответственно, правый 
и левый процессы, имеющие общее пространство элементарных 
событий (Q, f, Р) и общие сг-алгебры f (У) (но определенные, 
вообще говоря, в разных пространствах состояний Et+ и E,_ 
соответственно). Пусть Р(+,х и Р ••_,* — переходные, a pt+,x 

и р'~,х — копереходные вероятности процессов Х+и Х_ соответ­
ственно. 

Скажем, что (Х+, Х_) —регулярный расщепленный процесс, 
если inf Д — Inf A_==a, supД —supД_ = Р и выполняются сле­
дующее свойство 1.А и двойственное ему l.Arf. 

8.1.А. Если s<t, AQf>t, x£Es+, то 
Ps+,X{A, t^)^Pt+,J?i-,xt,(A). (8.1) 

Если s-< t, Aef>t, xQEs_, то 
P-_,,(A, ^<p) — P-_,,P4 . . , , ,+ (A). (8.2) 

Обозначим $s+ (соотв. $,._) класс вероятностных мер, свя­
занный с переходными вероятностями Ps+,x (соотв. Ps-,x) 
Аналогичный смысл будет иметь $'* и Р~. Из ГА, в частности, 
следует, что %_C$ J+ и Р ' |~>7.e^-f- для любой меры Р'еЖ-+, 
s < t. В свою очередь, отсюда и из 5.2.А —Ad, 6.1 .А—-Аа 

и следствий 5.1, 5Ла, 6.1 и 6.1d нетрудно вывести справедли­
вость следующего условия 1.Б и двойственного ему \.Bd: 

8.1.Б. (ср.([21], 9.А) и ([18J, З.А)). Пусть s<a, Ag.f>„. 
Тогда п.н. &s+ функция Pt+,xu(A) непрерывна справа на 
[s, иЛР) и имеет своим пределом слева на (s, «ЛР] функцию 
Р,-.,,_(.А). 
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Регулярный расщепленный процесс (Х+, Х_) можно рассмат­
ривать (ср. [8, 16, 18, 22]) как единый случайный процесс, па­
раметрическим множеством которого является расщепленная 
прямая Т. Последняя определяется как совокупность всех точек 
t+, t6[—.oo, оо), и t—, t&(—oo, оо]; отношение порядка в у 
определяется формулами t—<t-\- и s ± < i ± при 5 < ^ 3 д е с ь мы 
предпочитаем не использовать понятия расщепленной прямой. 

Пусть (Х+, Х_) — регулярный расщепленный процесс, и 
ht+(x) — э'кецессивная функция для процесса Х+. Легко прове­
рить, что формула 

h'-(x) = Pt-,xh**(xi+) (8.3) 
задает экоцеосивную функцию для Х_. При этом ht+(x) вооста-
навливается с помощью соотношения 

h ' + ( x ) - l i m P ( + , ^ " - ( x u _ ) . (8.4) 

Поэтому между эксцессивными функциями для Х+ и для Х_ 
есть взаимно однозначное соответствие. Пару h — {ht+{x), 
hl~ (x)} соответствующих друг Другу эисцессивных функций бу­
дем называть эксцессивной функцией для (Х+, Х_) (ср. [16,21]). 

Т е о р е м а 8.1 (ср. [21]). Пусть (Х+, Х_)—.регулярный рас­
щепленный процесс и h — эксцессивная функция для (Х+, Х_). 
Тогда 

№*(хи) = lira h"-(xaJ) при всех tQ(a, р) п. н. Р 

и для любых s, P'G$-+ 
ht+ (-^+) = .lim hu~(xuJ) при всех tQ[s, p) п. и. P ' . 

Теорема 1 легко следует из теорем 5.3 и 6.5, формулы (3) и 
следующей леммы, имеющей и самостоятельный интерес. 

Л е м м а 8.1. Пусть (Х+, Х_) — регулярный расщепленный 
процесс. Для любого s множество 

A = {t>s .P, + 1 *, + -£P,_.,,._} 

не более чем счетно п. и. $,,.,. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть R — счетное всюду плотное 

множество в R1, й6/?>-, Wu+—опорная система функций в про­
странстве Еил и f£Wur Рассмотрим множество 

А(и, f)={t-<*Vs<t<ttA$, Pt+,,-tJ(xu,)^P(-.lXtJ(xu+)}. 
В силу 1.Б это множество не более чем счетно п. н. $s+. Ста­
ло быть, и объединение Л множеств А. (и, / ) по всем ttQR>s И 
/BWtt+ также не более чем счетно п. н. ®s+. 

С другой стороны, если t$K, то для всех uQR>s и всех 

^+.^J(xtt+) = Pt.,XlJ(xa+). (8.5) 
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Учитывая ГА и используя лемму 5.1, из (5) нетрудно вывести, 
что J>i+iX^ = p(_iX(_. Стало быть, Л = Л . Ш 

Пусть (Х+, Х_) —регулярный расщепленный процесс и каж­
дый из процессов Х+, Х_ удовлетворяет условию 7. ГА. Отне­
сем точку xQEt+ к множеству Du, если Pt+iX = Pt-,y и P'+"* = 
= Pi~,y для некоторой точки y£Et.. Аналогично определим мно­
жество Dt_czEt„. Множества Dt+ я £>,_ являются проекциями 
на Еи и .£,._ соответственно множества 

D,-={(x, y):Pl+iX = Pt_,y, P ' + ^ P ' - ^ J C ^ X ^ H 
измеримого относительно &t+X%>t- в силу лемм 5.1 и 5.1d. Опи­
раясь на 7.ГА и теорему Д2.3, нетрудно показать, что D.+<3<??.+ и 
D._6<gV. Сопоставляя точке x6D4+ такую точку t/6D._, что (х,у)£ 
6D<, мы устанавливаем .взаимно однозначное соответствие меж­
ду Di+ и Д_. 

Положим теперь 
Et = E.+U (Et-\Dt.) = Di_U (Et+\Dt+). 

Пространства Et+ и Et- естественным образом вкладываются в 
пространство Et, и мы можем и будем далее рассматривать про­
цессы Х+ и Х_ как процессы в одних и тех же пространствах со­
стояний, 'имеющие одинаковые переходные и копереходные веро­
ятности. 

Предположим, что процессы Х+ и Х- сильно измеримы и 
удовлетворяют условию 7. ГА. Следующая теорема доказывается 
аналогично теореме 7.2. 

Т е о р е м а 8.2 (ср. [17]). Существует метрика р в простран­
стве Е такая, что: а) Е — сепарабельное метрическое простран­
ство и <3=,$(Е); б) Процесс xt+ непрерывен справа на (а, р) и 
имеет пределом слева на (а, |3) процесс х>;_ (пи. Р). 

8.2. Аддитивные функционалы. Пусть система ..-.-алгебр 
F ( 7 ) удовлетворяет условиям Г ГА—В. Случайную меру 
A(a>,di.) на прямой R1 называют 'конечным аддитивным функ­
ционалом (ср. [49]), если выполняются следующие свойства 
2.А—Г. 

8.2.А. A(co , / )6F( / ) p для любого открытого интервала /. 
8.2.Б. A (ю, (s, и)) < о о п. н. Р на множестве ( a < s < « < p } . 
8.2.B. Мера A(a>,dt) сосредоточена «а (a, P). 
Назовем a-алгеброй солидных множеств (ср. [49]) наимень­

шую ff-алгебру в R1 X {Omega}, относительно которой измеримы про­
цессы, Р-неотличимые от предсказуемых процессов относитель­
но фильтрации f </+, и процессы, Р-неотличимые от копред-
сказуемых процессов относительно кофильтрации f>t— 

8.2.Г. Функция rn(co) =A(w, Ш) измерима относительно о-ал­
гебры солидных множеств. 

Случайную меру A (со, dt) называют а-функционалом, если 
она представ им а в виде A=2A n , где An — конечные аддитив-
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иые функционалы. Два функционала А я А отождествляются, 
если они совпадают Р — п. н. 

Задача описания всех а-функционалов рассматривалась в 
[49] (см. также [47] и [48]). При условии, что система сг-ал-
гебр F ( / ) является гипермарковской, т. е. а-алгебры F<t и F > s 
условно независимы относительно F"(s, t) для любых s<t, каж­
дому сг-фун'Кционалу однозначно сопоставляется мера на неко­
торой а-алгебре в R-XQ (так называемой а-алгебре централь­
ных множеств — см. [49]), обращающаяся в 0 на лренебрежи-
мых множествах. Здесь мы приведем вариант утверждения [49] 
для случая, 'когда а-алгебры F ( / ) связаны с регулярным рас­
щепленным процессом (Х+, X,-). 

Пусть (Х+, Х_) — регулярный расщепленный процесс. Поло­
жим Zt=EtxEt, 2, — (x(_, xu), и при z — (x, y)&Zt Р/,г — Pt,y; 
p ' ' z = p'- j :. Нетрудно убедиться, что процесс^ X = (zt, f (/), Р), 
определенный на открытом интервале жизни А— (а, р), удовлет­
воряет условиям 5.2.A и 5.2.kd. Пусть Z-фазовое простран­
ство процесса X и %-~-а-алгебра в Z, связанная с переходны­
ми и копереходными вероятностями процесса X. 

Пусть А (со, dt) — а-функционал. Сопоставим ему меру на 
а-алгебре g но формуле 

со 

|i (Г) = Р jj Iv(t, xt„ x/+) А (со, dt). (8.6) 
-—со 

Теорема 8.3 (см. [49]). Пусть F(/)—.гипермарковская 
система. Формула (6) устанавливает взаимно однозначное соот­
ветствие между а-функционалами « мерами ц,&М(3), обращаю­
щимися в 0 на Р-недостижимых множествах Г.63. 

Заметим, в частности, что система а-алгебр Jf(J) — aixi+, xt-\ 
t£j} всегда является гипермарковской. 

Доказательство этой теоремы см. в [49]. §§ 
Применение этого результата к однородной ситуации анон­

сировано в [48]. 

§ 9. Регуляризация марковского процесса 
9.1. Определение и простейшие свойства. Пусть Х= (xt, 

F(.O, P) и X+=(xt+, •3r(/), P) —два марковских процесса, 
имеющие общее 'пространство элементарных событий и общие 
а-алгебры F ( / ) (но .принимающие значения, вообще говоря, в 
разных пространствах состояний Et и Ei+; соответственно, xt+ 
обозначает траекторию процесса Х+1 а не правый предел xt (не 
имеющий смысла)). Скажем, что Х+-правая регуляризация X, 
если Х+— сильно измеримый правый процесс, такой что 
infA+—infA и supA+=supA. Аналогично определяется левая 
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регуляризация. Подчеркнем, что здесь не предполагается су­
ществование у процесса X переходных и копереходных вероят­
ностей. Следующая простая лемма устанавливает связь между 
траекториями процесса X и его регуляризации. 

Л е м м а 9.1 (ср. [18, 22]). Пусть X — правая регуляриза­
ция X и Pi+,x (соотв. рЧ~'х)_.переходные (соотв. копереход-
ные) вероятности Х+. Тогда для любого события Aef >« и лю­
бого счетного всюду плотного множества £? 

P , + , . r , + (A)-=/? l imP(A|x. ) при всех а < г . < 8 Л " п. н. Р. (9.1) 

В свою очередь,'для любого события Eef<-
p '+ . .» '+ ( .S )=- lim P (-S | л:Г) при всех « V s < ^ < 8 п. н. Р. (9.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение легко вывести из 
следствий 5.1 и 6. К Действительно, в силу марковского свойст­
ва выражения в обеих частях (1) непрерывны справа л. н. Р и 
при каждом фиксированном t п. н. Р равны величине 
/0,<(.P(AI|F<(+). Для проверки (2) нужно провести аналогичное 
рассуждение. 

9.2. Регуляризация канонического процесса. Чтобы избе­
жать громоздких рассуждений, будем предполагать выполнен­
ным условие 2.1.А. Одним из основных результатов этого пара­
графа является следующее утверждение. 

Т е о р е м а 9.1 (ср. [18, 19, 22]). Пусть X = ( x , , F ( / ) , P ) — 
марковский процесс с открытым интервалом жизни Л, имеющий 
переходные и ««переходные вероятности P-j, ~ и Р',ж, я пусть 
^(Л) —стохастическая 'система. Тогда процесс X имеет как 
правую, так и левую регуляризацию. 

В частности, в силу теорем 1.2 и 2.4 теорема 1 применима к 
любому каноническому процессу. 

Близкое утверждение для абсолютно непрерывных процес­
сов было доказано в [8] (построенная в [8] регуляризация не 
является сильно измеримой). Ранее утверждение такого типа 
было доказано в [7], где по каноническому процессу, обладаю­
щему переходной функцией, был построен регулярный процесс. 

В однородной теории близкой тематикой является построе­
ние компактификаций процессов. С содержательной точки зре­
ния аналогом регуляризации является комлактификация Рэя— 
Найта (см. [46, 53, 56, 60, 61, 74] и др., а также идейно близкие 
работы [62, 63]). Отдельные идеи конструкций близки к ком-
пактификадии Мартина (см. [4, 59, 64] и др.). 

Доказательство этого утверждения будет разбито на отдель­
ные леммы. 

Сделав подходящее монотонное непрерывное преобразова­
ние времени, мы можем считать, что I--R1 . 
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Чтобы не загромождать изложение, будем предполагать, что 
множества {р<# и {a>ti непусты при всех £6R-. 

Пусть — оо < t < оо . Отнесем меру Р'б-М- (f>t) к классу В,, 
•если 

Р '^<а<оо}--=0 (9.3) 
и для любых uyt, £,&£>и 

P'lU(u) = P'Pu.xul. (9.4) 
Введем сг-алгебру 33( в классе В,, порожденную функциями 
F(P')^P% Ъ£$>(. 

Определим меру Р..-1 равенством (7.1). Легко проверить, что 
эта мера принадлежит классу В... 

Лемма 9.2 (ср. с леммой 2.3). Пусть мера P'6Mi (.?'>.•') 
удовлетворяет условию (3). Мера Р' принадлежит В, тогда и 
только тогда, когда для любых W>t, l&tf>a 

P'{lW{t,u\) = Pa,Xul п. и. Р', И6А. (9-5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р'бВ,, t<u и ЫЬ&~>и- Пока­

жем, что Р' обладает свойством-(5). Достаточно проверить, 
что 

P'nf(xu)l = P'v\f(xu)Pu,xat 
для любых u>t, Tig6.-~(/, и), /Qb&u. В силу Г1.Б, достаточно 
ограничиться случаем r\£b&~(r, и), t<r<u. Но в силу (3) —(4) 
и 2.S.B 

Р'(П/(Хи)1)=Р'{Рг,ХгГ\/(ХиЩ = 
= P'[Pr,x,[4f(Xu)Pu.xul)) = P,1lf(Xlt)Pu,xut-

Обратное утверждение очевидноШ 
Зафиксируем счетное всюду плотное множество /^crR1. Co. 

поставим каждой мере Р'бВ, набор мер [i^Mi0 (<--'.-)• -~GR >t 
,по формуле 

^(Г)-Р'{-«"6Г}. (9.6) 
Следующая лемма—-аналог лемм 2.4, 2.5 и 3.2. 

Лемма 9.3. A. Формула (6) устанавливает взаимно одно­
значное соответствие между мерами Р'бВ,. и теми наборами мер 
{М-«}"6̂ ><' ДЛЯ K0T0Pbix 

И-«.РЙФ-=Ц«,(Ф). Ф6\Ги2 (9.7) 
.для всех «!<&-, щ, и2б-/?>ь где Wа — опорная система функ-
щий в пространстве Еи. При этом 

Р'®<и}~\-\хи(Еи). (9.8) 
Б. Пространство (В,, 83t) — борелевское. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р'бВ,., ti£R>t и г09г

>й. Заме­
тим, что 
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Р'ч — Р~.ивЛ + ( - - М Я и ) ) Р в - ч . (9-9> 
Отсюда нетрудно вывести взаимную однозначность соответст­
вия (6), а также соотношения (7) и (8). Наоборот, если набор 
мер i\iu} удовлетворяет условию (7), то формула (9) задает 
согласованную последовательность мер на с-алгебрах F> u , и в 
силу 1.3.A — вероятностную меру на cr-алгебре F > ( . Нетрудно 
показать, что эта мера принадлежит В,. 

Борелевость В, доказывается как в леммах 2.5 и 3.2,Щ 
Эта лемма — единственное место, где используется условие 

1.З.А. 
Отнесем множество Л---(—{infty}, oo] XQ к сг-алгебре <?- если для 

любого s процесс IA(t, со) предсказуем относительно фильтра­
ции <2̂ , = F ( s , t). Аналогично, отнесем множество Л:=[—оо„ 
{infty}) XQ к cr-алгебре -I7+, если для любого и процесс /Л(/> со) 
копредсказуем относительно кофильтрации (§t—ff~{t, и). 

Основным этапом построения регуляризации является сле­
дующая лемма: 

Л е мм а 9.4 (ср. [18, 22]). Существуют меры П<+1 ШбВ„ 
t6[a, р), и П/_, ибВ,, Ща, Р], обладающие следующими свойствами: 

9.2.А. Пусть T]6psr
>,.. Процесс г, —7/<„П<•-._, ,,,т] измерим 

относительно ?+, а процесс wt — It<i№-t-, юГ\ — относительно S"_.. 
9.2.Б. Пусть - oo < K « < oo, Р'бВ,- и г\&р^>„. Тогда 

P'{r\\sr(s> и + )} — П„+>тт1 п. н. Р ' , и < р . (9.10) 
Если же s < « , то 

P '{ r ) |^ (s , и)} — П„_1(0т) п. и. Р ' , и<р. (9.11) 
9.2.В. Пусть — o o < s < w < o o и ч\<5.рЬ9г

>и. Тогда п. н. В5 
функция П<+|№т1 непрерывна справа на [s, иЛР) и имеет своим 
пределом слева на (s, иЛР] функцию П^_, вдг|. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ш а г 1. Построение П,+>(|) и n^_f С0. 
Пусть wgR, Wu — опорная система функций в пространстве 

Еи, и №WU, ПОЛОЖИМ u>6Q,+ («, ф), если существует предел 
т),+ (и. Ф)=-/? Hm Il<uPr,xrЦ>(ха). (9.12) 

Положим а>бО.,г(и, ф), если существует предел 
Л,-(и, Ф)---Я Ит /««Р , ,* Ф(*„). (9.13) 

Обозначим через {Omega}/*" пересечение {Omega}t
+(w, ф) по всем иб/?, 

Фб№«. При СОЁЙ,+ и Ща, р) для всех u%R>t в силу Д2.А найдет­
ся субвероятностная мера m^+'^idx) на Еи такая, что 

^ + ' м ( ф ) —%,.(&, Ф) при всех Ф6\^„. (9.14) 

Положим оби/*, если t$[a, p) или же tG[a, P), «6{Omega}/+ и система 
мер (т'+ • &\t(.R удовлетворяет условию (7). При cogs* 
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tQ[a, p) семейство мер htit
u

+'(S>} определяет некоторую меру из 
класса В,. Обозначим ее П..+, ffi. При CU$Q,+, t{in}[a, P) положим 
П,+,[й----Р/>. 

Аналогично по множествам £2<-(и,ф) строятся множества 
Qf, меры «•:>"• №, множества Q,- и, наконец, меры П.-, Ю. 

Ш а г 2. Свойства множеств Qt
+, Ц~ и мер т'и+'ш и т1->®. 

Пусть каждому t сопоставлено множество A,c:Q. Для про­
извольного множества LcrR1 положим Ai= [\ At. Назовем 

графиком At и обозначим < At > множество 
< At > ={(*, co):cD6AJ. 

Опираясь на теорему Д3.3~\ нетрудно показать, что мно­
жество <Й,н"(и,Ф)> и функции т]<+(и,ф) и/[а,р)(2.) измеримы 
относительно .9"+. Поскольку множество R, и опорная система 
функций счетны, тем же свойством обладает и множество < Q* ) • 
С помощью Д2.В нетрудно показать, что функция /f<um/+' т (ф) , 
Ф6&<ои, также измерима относительно 9>+. Аналогичные свойства 
справедливы для множеств Q,f и мер т1~> ш. 

Пусть теперь — oo < s < oo и usR>s, Ф€^«. В силу леммы 2 
и ([29], гл. VI, ТЗ) множество £.$,„• {и, ф) является В.-досто-
верным. Следовательно, В^-достоверно также множество .-^100), 
являющееся пересечением по всем u^JR>s и всем 4>aWu множеств 
®[s,u) (а> СР)- Аналогично обстоит дело и с множеством {Omega}^,-.-). 

Пусть Р'бВ-. Из формул (12)--(14) при aeR>.„ ШУи имеем 
<+•«- (Ф) — РЧСР(^)1£ Г(5. ' + )} п.н. Р ' , s<t<u/\¥>, (9.15) 

m«+ '0 1 W j.<P непрерывно справа по г! на [s, и) п.н. Р ' , (9.16) 

<-•<- (Ф) — Р ' { Ф ( ^ Ж ( « , 0} п. п. Р ' , s < ^ < « A p , (9-17) 
mu"_'co (fP) It<$ непрерывно слева по t на (s, и] п.н. Р ' . (9.18) 

Опираясь на Д2.В, ([29], гл. VI, T16) и теоремы ДГ5 и Д3.1, 
заключаем, что свойства (15)-(17) выполняются для всех 
q>6£#tt и <Р6рё'и, а свойство (18) — для всех Ф6-->#в и всех таких 
<P6p#„, что Р'Ф(д:ц)< оо. 

Шаг 3. Свойства множеств Ц+ и Й(~. 
Множество Qt

+ определяется как пересечение множества Qt
+ 

и счетной совокупности множеств вида 

I V (иь щ, Ч)={тт£>а{Р%Ч)*=т£1а(Ч)\, 
где и1<и26-9>г и tftWu,- Стало быть, в соответствии с пре­

дыдущим шагом ( Й,+ ) 6^'+. Аналогично обстоит дело и с мно­
жеством Qt~. 
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Пусть — o o < s < o o , щКщеЯ^ и y£WUl. Покажем, что 
множество Й .̂и.) (иь «2, Ф) является В.-достоверным. Действи­
тельно, в силу (-15) и (5) для любого фиксированного t£[s, цх) 
и любой меры Р'бВ„ имеем 

^ • ш [Р',Ы = Р ' {РГ«;Ф (•*«,) I -*• (s, t + ) } = 
-=-Р'{Р'{Ф(-*«Ж(--\ ttiDI-»"^, / + )}==/Л|+-а(Ф) 

п .н .Р ' , te[s, ttiAP)- (9.19) 
Следовательно, (19) п. н. Р' выполняется одновременно для 

всех tQR{SlUl). Но в си1лу (16) обе части (19) п. н. Р' непрерыв­
ны справа по t. Стало быть, множество й£,Н1) (ии и2, ф), а 
с ним и множество £$,«,), является В -̂достоверным. 

По той же схеме проверяется В^-достоверность множества 
й .̂оо) (при этом, чтобы сослаться на (18), мы используем огра­
ниченность функций из опорной системы). 

Ш а г 4. Свойства П,+1,„ и H,_rtt). 
Пусть "[0г

>и. Из 1.1 .В нетрудно вывести, что функция РД) 
постоянна при ^<и . Отсюда и из шагов 1 — 3 с помощью 
теоремы Д1.3 нетрудно получить 2.A. 

Обозначим через Ж совокупность всех т)6&#">в> для которых 
справедливо 2.Б. Из (15), (17) и шага 3 следует, что Ж содер­
жит величины x\ = q>(xv), Ф6&#0, f6.9>«. Далее, пусть г| =--=/-,<-,, 
t>dR>u- Из (8), (15) и (17) нетрудно вывести, что 1,6-9$. 

Пусть теперь x0f>v, vQR>u. В силу 1Л.В г\1 $<•</$§. Пока­
жем, ЧТО Т)/р>.-6с5®. ДЛЯ ЭТОгО ПОЛОЖИМ Ф(Л:) = Р-",лгТ1 И "П — 
— ф(л.„). В силу (4) Р'т)' = Р'т]/р>,. для любой меры Р'еВ,, t<v. 
Стало быть, правые части (10) и (11) не изменяются от замены 
г| на т\'. Ио в силу (5) левые части также не изменяются. 
Стало быть, т)/к>0б5^, а с ним и г0ё. Воспользовавшись тео­
ремой Д1.2 и 1.1 .Б, нетрудно показать, что &.f>.1c3^. Далее 
уже нетрудно распространить 2.Б на величины ,r\Qpf>u-

Обозначим теперь через Ж' совокупность всех T0{cdot}-r>u, для 
которых справедливо 2.В. В силу (15)—-(18) Ж' содержит ве­
личины Т1 = ф(л:„), ~6R>u, Фе&#->. В силу (8) Ж' содержит 
величину ./><-,, veR>a. Случай •ffeb&'>v, <o&R>a, как и выше, 
сводится к уже рассмотренному. 

Пусть теперь r\Qb&'>u. По уже доказанному, для любого 
« ' < # функция П/+,щ'П п. н. В̂  непрерывна справа на [s, ы.'АР) 
и стало быть, на [s, йДР)- По аналогичным соображениям функ­
ция П<_(ШТ1 непрерывна слева и является левым пределом функ­
ции цг+.ш'П на интервале (s, и)П(«. Р1 п. н. Р \ Но в силу (И) 

1imn,_iWTi= limP'{ri |^(s, t)}=--P'{i-|^(s, й)}=-
tffи 11 \u 

==ПЦ_|(0т1 п. H. P', « < p . 
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Стало быть, v0e'. И 
Лемма 9.5 (ср. [22]). Для любого t распределение 

P{H/+,o,6dP'> а<£<|3} —сг-конечная мера на 53,. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что 

n.+iCO{|3<*}-=0 п. н. Р, iG(a,P). (9.20) 
В силу 1.1.Г для каждого t найдется такая положительная 
функция ф, (х) е&$о что РФ,(-*.,)----Г Положим Q — ФД.к.О-Р!^,. 
Опираясь на 2.5.Г, нетрудно показать, что QgB,. Но в силу 
(10) и (3) 

0 = Q{p<tl«r(t, t + )}-=n<+ilB{p<t} п. н. Q, t<$, 
откуда и следует (20). 

Пусть R{subset}R' счетно и всюду плотно. Перенумеруем элемен­
ты ./•.?, обозначив через ti(ii) номер числа u&R, и положим 

% = 2 2-"«-)ФЛ^в)//<- (9-21) 

В силу (20) Jli+i(0r\t>0 п. н. P, на множестве а<г.<(3. 
С ДругОЙ СТОроНЫ, Р ( / а < . < 0 П < + , с о ' П / ) < Р % < - - • 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть В., Щ— оо, оо]— 
классы вероятностных мер на a-алгебрах s r « , связанных с ко-
переходными вероятностями соотношениями (3й) и (4d). Пусть 
П, + ,<- и П'-"0—элементы В', построенные в двойственной лем­
ме 4d. Для tQR1 положим 

i V = E,_ — B,xB<, A+ = [a,i3), A_ = (a,№ (9.22) 
xt —(П,+,И,П'+'Ю), ^бА+; (9.23) 
•«,--= (n,_lB, П'~'ю), *бД_. (9.24) 

ДЛЯ Х = (Р', P")£Et+ = Et. ПОЛОЖИМ 

Pt+iX = Pt_iJe = P>; p ' + " - _ p - - - - _ F ' . (9.25) 
Для t=— со положим Eu — Bt, xu = U(+i(0; если х = Р'вЕи, 
то Pt+,X = P', а мера р'+,х тривиальна, поскольку &~<t = {0, Щ. 
Аналогично разбирается случай t= оо . 

Покажем, что X+=(xt+, - r ( / ) , P) — сильно измеримый правый 
процесс в пространствах состояний Еи, с переходными и копе-
реходными вероятностями соответственно Р .•+,,.- и Pi+'x. 

По определению В,,, меры Р{+,х и Pt-,x удовлетворяют усло­
виям 2.5.А—Б. 

Заметим, что, в силу 2.А, х{+ измеримо относительно 
&~(t, t-\-), a xt„ — относительно -""(t—-, t). Кроме того, 

Р'+.-*/+==---Ч-.--' Vt—,xt_ = П.'-.ш. 
Отсюда с помощью (10) и (11) нетрудно проверить, что меры 
Pt+,x и Pt-.х удовлетворяют условию 2.5.В. 
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Далее, пусть £е/>-*"«+ и Р(Е/ в < ( < р ) = 1. Положим 
Q —-|/а<<<р°Р. Нетрудно видеть, что О ^ ^ б В , . Поэтому дли 
любого •x0&>t в силу (10) 

n,+l(0ri=-Q{Ti|^(f, t + )} п. н. Q, t < p , 
что ввиду теоремы Д Г 4 и 1.1.Г эквивалентно соотношению 

Р{ч | 5 Г <^} = п '-ь»11-Р.ч,.",+т1 п. н. Р, а < г . < р . (9.26) 
Отсюда и из леммы 5 Х+-марковский процесс с переходными ве 
роятиостями Pi+,x- Покажем теперь, что Pt-)X — переходные 
вероятности процесса Х_. Для этого достаточно показать, что 

г)} (9.27) 
для любых 1&р^<и, ц£рьвг>и. Обозначим через 2ё совокупность 
всех таких Ыр^<и, что P{.s/a<u}< •-*= и выполнено соотноше­
ние (27). Пусть iepF<tU P { g / a < / } < со, где . < « . Переходя 
к мере Q.=-Ua,<taP\sr>l, легко проверить, что £/ а < /б5#. Отсю­
да с помощью теоремы Д1.4 и'леммы 5.2 нетрудно показать, 
что Ж содержит все %ер^<и, для которых Р {Ъ1а<и}< <».Отсю­
да уже немедленно выводится (27). 

Двойственным образом проверяется, что Pt+:X и р'~'х — ко-
переходные вероятности процессов Х+ и Х_. 

Далее, пусть [х —вероятностная мера на Et+. Нетрудно ви- • 
деть, что Р/+.№6В„ а Р'+ , ЦеВ'. Стало быть, из 2.В и 2.В* легко 
следуют 5.2.А и 6.1.Ad. Стало быть, X — правый процесс. Его 
сильная измеримость следует из 2.А. 

Аналогично обстоит дело с процессом Х_.Н 
З а м е ч а н и е 9 .1 . Аналогично лемме 3.2 нетрудно показать, 

что для построенного процесса Х+ пространство (Е, (2) — боре-
левское (ср. [18, 22]). 

З а м е ч а н и е 9.2. Пусть мера Р ст-конечна на а-алгебре 
&"<а+- Как показано в J22], построенный нами процесс Х+ бу­
дет а-правым. Если Р cr-конечиа на #">р_, то двойственными 
свойствами обладает процесс Х_. 

9.3. Топологический случай. Пусть £.---•£— ^-пространство. 
В этом случае не совсем естественно предположение о том, 
что пространство элементарных србытий — каноническое. Если 
же пространство Q не является каноническим, то наличие у ис­
ходного процесса переходных и копереходных вероятностей не 
может быть обосновано без дополнительных предположений. 
Поэтому желательно указать такой вариант теоремы 1, в кото­
ром бы не предполагалось наличие переходных и копереходных 
вероятностей, а заодно и того, что F ( / ) —стохастическая си­
стема. 

Определим пространства Qb Q2, Из как в § 1, п. 3. Обозна­
чим через Q<1 (соотв. fis) пространство всех траекторий, имею­
щих предел при t^\a (соотв. £|{р). 
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