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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1959 МА ТЕМА ТИКА № 5 (12) 

М. А. Красносельский, Л. А. Ладыженский 

ОБ ОБЪЁМЕ ПОНЯТИЯ йо-ВОГНУТОГО ОПЕРАТОРА 
П. С. Урысон в статье [1] исследовал вопрос о существовании 

ненулевых неотрицательных решений у нелинейного интегрального 
уравнения 

* 
f G[x, у, <?(y)]dy+f(x) = l<?(x) 
F 

при некоторых предположениях о ядре G{x, у, и), основными иа 
которых являются предположения о положительности и убывании 
производной Ga(x, у, и) при возрастании и. Грубо говоря, требова­
ния П. С. Урысона заключались в предположении вогнутости по и 
функций G(x, у, и). 

Авторы, используя методы теории конусов [2] и развивая идеи 
статьи [3], получили [4] аналогичные результаты для абстрактных 
операторных уравнений со специальными положительными операто­
рами, названными «о-вогнутыми. В [4] показано, что результаты 
П. С. Урысона вытекают из общих теорем. Однако, область приме­
нимости общих результатов к исследованию уравнения П. С. Уры­
сона оказалась более широкой, Это объясняется тем, что оператор 

A?(x) = fG[x, у, <?(y)]dy (1) 
F 

оказывается ао-вогнутым при менее ограничительных условиях, 
чем условия П. С. Урысона. Эти условия Ио-вогнутости оператораь 
(1) указываются в настоящей статье. 

Излагаемые ниже предложения были установлены еще в 1955 г. 
Авторам приятно отметить, что эти предложения нашли применение 
и были дополнены И. А. Бахтиным и Я. Д. Мамедовым. 

В статье используются обычные понятия теории банаховых про­
странств, упорядоченных при помощи некоторого конуса ([2], см. 
также [4]). Для обозначения соотношения упорядоченности исполь­
зуется обычный знак неравенства^. Через F всюду обозначается 
ограниченное замкнутое множество конечномерного эвклидова про­
странства. 

1. Оператор А, действующий в банаховом пространстве Е, полу­
упорядоченном при помощи конуса К, называется и0-вогнутым, 
если этот оператор положителен и монотонен и если найдется та­
кой положительный элемент йо, что выполняются следующие два 
условия: 

а) для любого элемента <р£/С (|| <Р || #• 0) найдутся такие положи­
тельные числа а и р , что 

аи0 < Av < p«o; (2) 
б) для любого элемента «р £ К такого, что 9 > Т«о (у > 0) и для 
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любых чисел 0 < а < ^ & < 1 можно указать такое, положительное 
ЧИСЛО 7], ЧТО 

: ' A(ty^(l-^n)tAf ( а < Г < 6 ) . , ; (3> 
Как уже указывалось, Ио-вогнутые операторы обладают рядом 

важных и интересных свойств. В [4J дано достаточно полное описа­
ние структуры множества положительных собственных векторов: 
таких операторов, а также подробно изучена совокупность соб­
ственных значений, которым соответствуют положительные соб­
ственные векторы. 

2. Всюду в дальнейшем, не оговаривая этого особо, будем пред­
полагать, что функция G(x, у, и) возрастает при возрастании и 
и что 0(х, у, 0)==0. 

Наряду с функцией 0(х, у, и) нам придется рассматривать 
функцию ' 

Н(х, у, u) = — G(x, у, и). 
и 

Будем говорить, что функция Н(х, у, и) почти всюду убывает 
при возрастании и, если эта функция не возрастает по и и если при 
любом фиксированном x£F и лри любых фиксированных «2>^i 
неравенство 

Щх, $, и1)-Н(х>у,и2)У0 *. ; (4> 
выполняется почти при всех y£F. 

Пусть функция Н(х, у, и) почти всюду убывает при возраста­
нии и. Тогда, как легко видеть, при любом x£F и любом а > 0 
неравенство 

G(x, у, и ) > 0 ( « > а ) (5) 

выполняется почти при всех y^F. 
Ниже используется следующее обозначение: 

Ио = И о ( х ) ^ 1 . 

Т е о р е м а 1. Пусть оператор (1) действует в пространстве С 
непрерывных на F функций. Пусть функция Н{х, у, и) почти всюду 
убывает при возрастании и. Тогда оператор (1) будет щ-вогнут 
в пространстве С относительно конуса неотрицательных 
функций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <р (х) £ С, <р (х) ф 0. Так как опера­
тор (1) действует в С, то функция А<р(х) также непрерывна и, сле­
довательно, ограничена: 

Л<р(х)<Рйо. (6) 
Пусть функция <р(л) принадлежит конусу К неотрицательных функ­
ций. Тогда можно указать такое а>>0, что множество Fi тех x£F, 
в которых••?%х)>а, имеет положительную меру. Тогда, в силу (5,),. 

А<?(х) = f Gfc, ,у, <?(y)]dy>J G[x,y,<?(y)}dy>0'''..(J£F). 
• p . ; . - - - , • , • . : • • ; p ' v , . • 

Это означает, что непрерывная на компакте F функция Ау(х) поло­
жительна. Следовательно, Л? (х) ограничена снизу положительным 
числом: ' ' 

А<? (х) > duo. 
Б-258. Математика — 8 
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Перейдем к доказательству справедливости соотношения (3). 
Зададим положительные числа у, т0> а и Ъ такие, что т<Ло 

и 0 < . а < & < 1 . Пусть ^ — произвольное число из сегмента [а, Ь]. 
Выберем целое число п так, чтобы выполнялось неравенство 

п ^ 2 
и разобьем сегмент [by, у0] на п равных частей точками 

#r = So<5i<\. .<6» = То. 
Пусть 

И€[Т. То] и ?/_1<йи<$г. 
Тогда, очевидно, 

й = &и + ( 1 - 6 ) и > е / _ 1 + (1-6)т>?<-1 + 2 - 1 ^ : : ^ - = г г + 1 . 
Поэтому 

0(х, у, ta) — tG(x, у, a) — tu[H(x, у, tu) — H(x, у, и)]> 
>ау[Щх, у, Ьи) — Н(х, у, и)] = ау{[Н(х, у, Ьи)-Н(х, у, «,)] + 

+ [Н(х, у, Ь)-Н(х, у, ii+i)]+[H(x, у, Ь+0 — Н(х, у, «)]}> 
>ау[Я(л, у, Ъ) — Н(х, у, 6|+1)] 

и в силу убывания функции / / (*, у, и) неравенство 

О (х, у, tu) — tQ (х, у, и) > 0 (7) 

выполняется при каждом х£г для любых t£[a, b], и£[у, To] почти 
при всех у. 

Пусть теперь <?(у) — положительная непрерывная на F функция. 
Положим T = niin<p(_y), To = tnax<p(.y). Из (7) вытекает, что 

A [if (х)] - tA<?(х) =-f{0[х, у, t?(у)]- tQ[x, у, ?(y)]\dy>0. 
F 

Поэтому найдется такое н-!>0, что 

A (if) — tA<?>pug, 
откуда, в силу (6), 

А (*р) — М? > — Л? > — tA<f 

или 
А(*р)>(1 + -^-)м?. 

Теорема доказана. 
В условиях теоремы 1 содержится требование, чтобы оператор А 

действовал в пространстве С непрерывных функций. Укажем неко­
торые условия, при которых А действует в С. 

Очевидно, оператор А действует в С, если функция О (х, у, и) 
непрерывна по совокупности переменных. В [5] показано, что А 
действует в С при следующих, более общих предположениях: если 
для любого а > 0 

/ 
sup | G(х, у, и)|rfy<оо 
и | < а 
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lim Г sup \G(x-\-h, у, u)—G(x,y, u)\dy = 0. 
й->0 J I и | < a 

F 

Более .того, если, кроме этого, функция G (х, у, и) непрерывна 
по и при всех x£F и почти при всех y£F, то оператор А вполне 
непрерывен в С. 

3. Будем говорить, что Н(х, у, и) равномерно убывает при воз­
растании и, если разность Н(х, у, и\)— Н(х,у, «2)npH«i<«2 имеет 
положительный infimum no x, y£F. 

Аналогичными рассуждениями можно доказать следующую тео­
рему. 

Т е о р е м а 2. Пусть функция Н(х, у, и) равномерно убывает 
при возрастании и. Пусть производная Gu (x, у, 0) удовлетворяет 
условию 

sup Г | Q'u(х, у, 0)! р~1 dy < оо (р > 1). 
F 

Тогда оператор (1) «о— вогнут в пространстве Lp относительно 
конуса неотрицательных функций (Й 0(Л:)= 1) : ) . 

Заметим здесь же, что Н(х, у, и) равномерно убывает при воз­
растании и, если при и !> 0 существует производная Ga (x, у, и), если 
G (х, у, и) имеет при каждом фиксированном и положительный 
infimum по х, y£F и если найдется такая функция <р(и) (и^>0), что 

0 < < Р ( Й ) < 1 
и 

uGJx, у, и) 
" < ? ( " ) (х, y£F; » > 0 ) . (8) G(x, у, и) 

Отсюда, в частности, следует, что Н(х, у, и) равномерно убы­
вает при возрастании и в условиях П. С. Урысона [1]. 

4. Перейдем теперь к рассмотрению условий дифференцируе-
мости оператора Урысона [1]. Будем говорить, что оператор 
А (АЬ = 6) дифференцируем в точке 6 по конусу К, если суще­
ствует такой линейный оператор Р, что 

lim " №Lz*L = o. 
II <f и - > о, 9 е к || 9 И 

Оператор Р при этом будем называть производной Фреше по ко­
нусу. Легко видеть, что все теоремы из [4] о дифференцируемых 
в обычном смысле операторах остаются справедливыми в предпо­
ложении, что рассматриваемые операторы дифференцируемы только 
по конусу. 

Т е о р е м а 3. Пусть существует производная 
G'u{x, у, 0) = Р(х, V). 

Пусть операторы (1) и Р 
P?(x)=fP(x,y)<p(y)dy 

!) Из результатов статьи [6] вытекает, что в условиях теоремы 2 оператор А 
будет вполне непрерывным оператором в LP, если только функция G(x, у, и) не­
прерывна по и. ; . 
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действуют в пространстве С. Пусть, наконец, функция Н(х, у, и$ 
почти всюду убывает при возрастании и. Тогда оператор (1) диф­
ференцируем в нуле по конусу К неотрицательных функций про­
странства С, причем его производной Фрешь по конусу является 
оператор Р. 

'Х^Яказател ь ство . Пусть <?п(х) (п = 1, 2,'...)' — последователь­
ность' Непрерывных неотрицательных функций, равномерно сходя­
щаяся,^ нулю. Без ограничения можно считать, что ||фп| монотонно 
убывают. Обозначим через Fn{ri = 1, 2,...) множество тех x£F, для 
которых [ fn (х) | ]> 0. Очевидно, 

S {Р(х, y)vn(y)-G[x, у, <?n(y)]\dy 
'WMn-PfnW m„„F 
' '• I I T B I I • x 

J\P{x,y)~ 
= max—5 

'•'• - - 1 1 % II •••••• • ' 

-H[x, y, '•?„(y)]}<t„(y)dy 

: — — - < 
x ||<Ря!1 

<шах С {P{x, y)~H[x, у, <?n(y)]\dy; 
; J • • . . , 

, ' • ' • ' . ' " ' ' У '•• . ' • ' . . . • - • . > • • • • • 

В силу убывания почти всюду функции Н{х, у, и), следует, что 

I Мп - Р<?п I < max С[Р(х, у) — Н(х, у, \\<?„\\)}dy. (9) 
II ?• II 

Функции 

/ я (х) = Ри0 - --1— А (| | ?„!! ЙО) = Си Р (х, у) — Н(х, у, || <fn ||)] dy 
ll?nll J 

' ' • > ' • ' - ' • " , - f 

непрерывны, ; так как операторы..Я.и А действуют в С. Подынтег­
ральные, выр'акения при всех х и у сходятся к нулю. При каждом 
фиксированном л: под знаком интеграла можно перейти к пределу, 
так как неотрицательные подынтегральные выражения монотонно 
убывают. Следовательно, fn{x) сходятся к нулю, монотонно убывая. 
В силу теоремы Дини, последовательность fn (x) сходится к нулю-
равномерно. 

Поэтому из (9) вытекает, что ,; : -.•-. 

. Ч ф . ' • ' : " • • ; • ; • / • • , i i m l ^ - £ ^ = 0, : - - • \ ^ ' ' % : , : Л 

Теорема доказана. 
5. Введенное в [7] понятие асимптотической линейности опера­

тора может быть несколько обобщено. Будем говорить, что опера­
тор А асимптотически линеен по конусу К, если существует такой 
линейный оператор Q, что 

Urn H A n k i ^ ' o . (10) 

Мы укажем некоторые условия асимптотической линейности но ко^ 
нусу оператора (1). 
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Если функция Н(х, у, и) убывает при возрастании и, то суще­
ствует предел | , , 

1 lim Н(х, у, u) = Q(x, у). (11) 
U—>оо 

Функция Q (х, у) определяет интегральный оператор 

Q? {x) = fQ <Х У) <Р ( J') йУ-
F . 

Т е о р е м а 4 . Пусть функция Н(х, у, и) убывает при возраста­
нии и; операторы (1) и Q действуют в С; существует производ­
ная G'U{X, у, 0), причем 

С 0'и(х, у, 0)'dy<т<оо (x£F), 

Тогда оператор А асимптотически близок по конусу неотрица­
тельных функций пространства С к линейному оператору Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что <р«(х) (п= 1, 2,...) — 
последовательность непрерывных неотрицательных функций такая, 
для которой 
тать, что ||<рл 

„ц—-оо. Без ограничения общности можно счи-
монотонно возрастают. 

Пусть задано е^>0. Обозначим через Fn множество тех x^F., 
для которых ?л (х) > е || <ря ||. Тогда 

•Q[x, У, ?п(У)}<•«|1 in|| G'u(x, У, 0) (У (:F\Fn), 
откуда 

\\Afn — Q<pn\\ / „ Г ш [ . .. „ / , , u r\t„ ,л\'^п(У) < 
1?л1 

max С{Н[х,у, <?n(y)]-Q(x, y))**±&dy,+ 
х J ll fa 11 

+ - — - m a x С 0[х, у, <?n(y)]dy^ 
\\9n\\ . x J 

^ F n : , 

< m a x С {H\x, y, s||<p„|| ] — Q(x, y)\dy-\- me, 
X J 

F • • ' - ' • 

Аналогично тому, как была доказана теорема 3, можно показать, 
ч т о ' ^ ' ''-• ' . ' " ' • ' • " ' •' . '_' 

lim max С {Н[х, у, е||<рл|Ц — Q(x, y)}dy ±='0. •••'•• <•••>• 
И->оо Я » / 

Поэтому • ; 
lim • I ^ - Q * " " < / n e > 

•:•• .n—«> : 11<Рв11 
откуда, в силу произвольности е, следует'(10). Теорема доказана; 

Укажем теперь условия дифференцируемости по конусу и уело,-
вия асимптотической линейности по конусу для оператора (1) для 
случая, когда этот оператор действует в пространстве Lp(p^>l). 

Ниже будет использовано следующее неравенство, очевидным: 
образом вытекающее из неравенства Гельдера: 

, . , , . . , . . .-.1 

{ Л I ^х'у) ? ̂  dy p dx}Р ^ 
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\P-OL . . . ~ 
<||*||£,(mes^) M {ff\f(x,y)\'dxdy} , (12) 

F F 

где 
, _ Р q = —i— s=max[p, q). 

р — 1 
Т е о рема 5. Пусть Н(х, у, и) убывает при возрастании и 

и существует производная G'u (Х, у, 0) = Р (х, у), причем 
ff\P(x,y)\°dxdy<oo, (13) 
F F 

где s = max \p, q\. 
Тогда оператор (1) имеет в нуле производную Фреше по ко­

нусу неотрицательных функций пространства LP, причем этой 
производной является оператор Р 

P9(x) = fp(x,y)?(y)dy. 
F 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что из (13) и убы­
вания функции Н(х, у, и) следует, что оператор (1) определен на 
неотрицательных функциях пространства Lp и множество его значе­
ний лежит в Lp. Действительно, если ^{x)^Lp, <?(x)^0, то в силу 
убывания функции Н(х, у, и) и неравенства (12) 

JL _L 
{f\f 0[x, у, vmdy^dx^ ^{j^j P{x, y)<?(y)dy^dx}P >C 

F F , F F 

<||?||iP(mes/7) m {ff\P(*. y)\sdxdy}S < ~ , 
F F 

то есть A<p(x)£Lp. 
Пусть задано e > 0 . 
В силу абсолютной непрерывности; интеграла (13), можно указать 

такое § > 0 , что для любого множества MOFxF из m e s M < 8 бу­
дет следовать 

1 

(Я Р(х, y)\sdxdy\ <s. (14) 
м 

На основании теоремы Егорова можно указать такое множество 
MbCFKF, что mesfFX-O'VWsj^S и на Мь последовательность функ­
ций пв(х, у, — ) = Н(х, у, — ) сходится кР(х, у) равномерно. Вы­
берем т так, чтобы при й > « о выполнялось неравенство 

\пО(х,у,±)-Р(х,у)\^е ({x,y)£Mt). (15) 

Выберем, наконец, такое натуральное число k, что 
Л о - ( А - 1 > Р < _ ! _ . 

mes/7 
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Пусть <?(х)— такая неотрицательная функция из Lp, что 

11?!1<Ло-*-
Обозначим через Fi множество тех x.£F, для которых выполняется 
неравенство у{х)~^>п^1- Тогда 

~>\\<?\\ = {j\?(x)\pdx}P >{f\<?(x)\Pdx}P >^(mesF1)P , 

откуда 

mes F\ < —-—— < 1 ^ 8 (16> 
f^k-\)p mesF 

Через Fo обозначим множество тех x£F, для которых ?(л;)>0.ь 
Очевидно, 

h> I II«р [J \J • 
F F0 

1 

-H[x, y, ? (y)])9(y) dy\Pdx} P < / 1 + /2, 

где 
i 

/ i = = ~ r j / | / { / > ( ^ j O - t f [ * . ^T(jf)]}?(j/)dy\Pdx}P 

P p\ 
и 

i 

/2 = - ~ { J | /{Я(х, зО-Я[*, j / , ?(y)]\i(y)dy\pdxy . 
P Po\Pi 

Оценим отдельно каждое слагаемое h и h. 
Неравенство (12) в применении к первому слагаемому дает 

1 
\р-ч\ — 

h < (mes F) т { j J \P (x, у) - H[x,y, <p (у)] |* dxdy} , 
F F, 

откуда 
\P-9\ -j-

h^(mesF) pq 1С С \P(x, y)\sdxdy\ 
F F-, 

и, в силу (16) и (14), 
\р-ч\ 

h^B(mesF) M . 

Введем обозначения: 

Mi = Мь П [F X (^oXFi)], M2 = [F X (/7o\/7i)]\Af i. 
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Неравенство (12) в применении к h дает 
\р-а\ 

/2<(raesF) m {ff\P&, У)-Н[х,у, v\y)\\°dxdy + 

JL 
+ ff\p(x> У)-Н[х, У, i(y)]\edxdy}S . 

м. 
Легко видеть, что mes7W2<^S. Поэтому, в силу (14), 

Г Г IР(х, У) - Н[х, у, <р(у)]\dxdy < С С \Р(х, у) \sdxdy <e*. 

В силу (15) 
ff\P(x, у)-Н[х, у. <?(y)]\°dxdy^ 

: . : • • м г - ' •- • . : • : • 

< Г f\p(x, y)-n0ofx,y,j-s\^dxdy^s'(mesFf. 
ML 

Из последних двух оценок вытекает, что 
|р-<?|, i_ 

/2<e(mes/;')/'? [l +(mes/7)2J* . 
Таким образом, при |[<рf| ^я<Г* выполняется неравенство 

\р-я\. i_ 
1!Рф^Л ? Ц < е ( т е 5 / г ) « { l - f [ i + (mfesF)»]* }. 

II? II 
Отсюда следует 

11ш ,|р?-^я=а 
l | ? i l ! - > 0 , ¥ ( д г ) > 0 ||<Р|| 

Теорема доказана. При помощи аналогичных рассуждений может 
быть доказана * 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены- условия теоремы 5. Тогда опе­
ратор (1) асимптотически близок по конусу неотрицательных 
функций пространства Lp к линейному интегральному опера­
тору Q, ядро которого определяется формулой (11). 

7. В качестве примера применения полученных результатов к за­
дачам теории нелинейных интегральных уравнений приведем две 
теоремы, вытекающие из результатов статьи [4] (см. также [8]). 

Условимся называть позитивным спектром оператора (1) сово­
купность таких значений X, при которых уравнение 

J 0[x,y,?(y)}dy^U(x) (17) 
F 

имеет неотрицательные решения, отличные от тождественного нуля. 
Так как Q(x, у, 0) = 0 и О (х, у, и) > 0 при и > 0, то все X из пози­
тивного спектра будут положительными числами. 

Т е о р е м а 7. Пусть при любых а^>0, x£F 

С sup \G(x, у, u)\dy<< 
J | и ! <a 

file:///dxdy
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Hm (sup | G (х + h, у, и) — G (х, у, и) \ dy= 0. 
Л-»0 J | и | < а 

F 

Допустим, функция G{x, у, и) непрерывна по и почти при всех 
y£F и при всех x£F, а функция Н(х, у, и) почти всюду убывает 
при возрастании и. Тогда все неотрицательные непрерывные ре­
шения уравнения (17) будут положительными функциями. Пози­
тивный спектр оператора (1) при этом полностью заполняет не­
который интервал, каждой точке которого соответствует един­
ственное положительное решение уравнения (17). 

Т е о р е м а 8. Пусть функция G(x, у, и) непрерывна по и 
почти при всех {х, y\(zF\F и удовлетворяет условиям: 

а) функция Н(х, у, и) равномерно убывает при возрастании и; 
б) производная Gu(x, у, 0) удовлетворяет неравенству 

| \Gu(x,y,0)\sdyi£m<oo, 
F 

где s = max{p, q\; 
в) справедливо неравенство Н(х, у, м ) > - а > 0 (x, y^F, и > 0 ) . 
Тогда позитивный спектр оператора (1) образует интервал 

(а, В), где а и В — положительные собственные числа линейных 
интегральных операторов 

F 

Q?(*)== Г lim H(x, у, n)y(y)dy, 
F 

которым соответствуют положительные собственные функции^ 
Каждой точке интервала (а, В) соответствует единственное по­
ложительное решение уравнения (17) из Lp. Ненулевые решения 
убывают при возрастании и. 
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