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Группа & называется правоупорядочиваемой, если в & мо­
жно определить отношение линейного порядка » < " ,инвариантное от­
носительно правого умножения, т . е . а. < £ должно влечь<аг<£sc 
для любого элемента J C C ^ . Понятие правоупорядочиваемой группы 
принадлежит М.И.Зайцевой [ I ] . В настоящей статье изучается груп­
па всех автоморфизмов Ф& целочисленного группового коль­
ца произвольной правоупорядочиваемой группы £ . Мы по­
казываем, что группа Ф(2[&~\) для любой правоупорядочиваемой 
группы & изоморфна полупрямому произведению группы всех автомор­
физмов ФС&) группы Р на некоторую подгруппу полного прямого 
произведения циклических групп второго порядка. В частности, если 
фактор-группа по коммутанту & / & А правоупорядочиваемой группы 

# является 2-полной, то имеет место и з о м о р ф и з м Ф С > № \ . 
Основной в работе является следующая теорема: пусть & - абсолют­
но свободная группа произвольного ранга £ , /9 - нормальный де­
литель в ^ , содержащийся в коммутанте группы f ; если 
фактор-группа f/rf правоупорядочиваема, то группа 0(Z[S^//7]) 
изоморфна полупрямому Произведению группы ФС?//?) на полное 
прямое произведение в точности Z циклических групп второго по­
рядка. В частности, полагая в этой теореме М е к получим описа -
ние группы Ф(2 И)через группу всех автоморфизмов Ф(7) труп -
пы / 

§ 1 

ТЕОРЕМА I . П у C T b J g - п р о и з в о л ь н о е ( а с с о ­
ц и а т и в н о е и л и н е а с с о ц и а т и в н о е ) к о л ь -
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ц о б е з д е л и т е л е й н у л я . Т о г д а г р у п ­
п о в а я а л г е б р a J ? [ ^ ] л ю б о й п р а в о у п о ­
р я д о ч и в а е м о й г р у п п ы ^ н а д к о л ь ц о м ^ 
н е с о д е р ж и т д е л и т е л е й н у л я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Фиксируем какой-нибудь правый порядок в груп­
пе & . Каждый элемент и алгебры , отличный от нуля , 
обладает единственной записью вида 

где j > / ,gi , лг<^£, Ki*o Ct**j,2,...,*) и 

9*>9> > 

Допустим, что для некоторых элементов и , v алгебры J ? о т ­
личных от нуля, имеет место равенство 

UU=0 . 

Запишем элемент и в виде ( I ) и положим: 

Тогда г/ у =/- ,е+/<ла£-^... + / с^<а^ , где а г 

Так как otf>o9>...>Oi, и линейный порядок в множестве <& ин­
вариантен относительно правого умножения, то 

е?а2 > . . . > а.^ . 
Далее, легко проверить, что элемент i/} * о .Запишем элемент гх^ 
такте в форме ( I ) : 

Неравенство еУ Q.I влечет 6у —€бу> 6у У4J£~t). 
Таким образом, имеют место неравенства: . 

Из определения элементов , следует, что 

lLtffj =• utr = о . 

С другой стороны, элемент илг>^ допускает следующую запись: 

(2) 
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*виду ( 2 ) , должно быть: к,тг, = 0 . Однако это противоречит 
условию, что в кольце J^? нет делителей нуля, так как К^О и 
Пг^О . Теорема I доказана. 

Эта теорема возникла в связи с известной проблемой И.Кзплэн-
с к о г о [ 2 ] : монет ли групповая алгебра группы без круче -
ния & над каким-либо полем содержать делители нуля? Близ -
кий к теореме I результат был получен А.А.Бовди [з] . 

Дальнейшее изложение будет основываться на следующем утверж­
дении, принадлежащем А.А.Бовди [ 3 ] . 

ТЕОРЕМА 2 . П у с т ь ^ - а с с о ц и а т и в н о - к о м-
м у т а т и в н о е к о л ь ц о с ^ и б е з д е л и т е ­
л е й н у л я , & - п р а в о у п о р я д о ч и в а е м а я 
г р у п п а и - г р у п п о в а я а л г е б р а 
г р у п п ы ^ н а д к о л ь ц о и д . Т о г д а г р у п ­
п а о б р а т и м ы х э л е м е н т о в ^ * а л г е б -
р ы и м в е т в и д 

г д е i ? * е с т ь г р у п п а о б р а т и м ы х э л е ­
м е н т о в к о л ь ц а 

Мы ограничимся даже случаем, когда & = Z есть кольцо 
целых чисел. Групповая алгебра группы & над кольцом 2 
будет называться просто групповым кольцом и обозначаться Z\9]t 

СЛЕ ДСТЗИЕ . Г р у п п а о б р а т и м ы х э л е м е н ­
т о в - ^ * г р у п п о в о г о к о л ь ц а ] п р а в о ­
у п о р я д о ч и в а е м о й г р у п п ы ^ р а з л о ж и ­
л а в п р я м о е п р о и з в е д е н и е 

т д е ^ ={-€ \ - ц и к л и ч е с к а я г р у п п а 2-г о 
п о р я д к а , п о р о ж д е н н а я э л е м е н т о ы(-е). 

• Действительно, подгруппы ^ i Р группы ^ * поэлементно 
перестановочны, так как д"'(-е)д^ -е. для любого элемента о 
из & . Далее, каждый £лемент^« *= & * представим в виде 
п* =-ор , где & , р с Р , так как по теореме 2-

группа ^ * 
состоит из элементов вида i , где - произволь-

•{-
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ный элемент группы § . Наконец, запись у *=^<^>-<=L^/> е: ft) 
однозначна, так как & П ft ~ \€ ) 

§ 2 

ЛЕММА I . Е с л и г р у п п а ^ п р а в о у п о р я д о -
ч и в а е ы а , т о д л я л ю б о г о а в т о м о р ф и з ^ -
м а V* г р у п п ы о б р а т и м ы х э л е м е н т о в ^ * 
г р у п п о в о г о к о л ь ц а Z и м е е т м е с т о 
т о ж д е с т в о 

г д е д - п р о и з в о л ь н ы й э л е м е н т г р у п ­
п ы ^ . * 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ. Согласно следствию из теоремы 2,имеем:# -
= Р , г д е Р . По условию группа & - без кручения 
и поэтому ft совпадает с множеством всех элементов конечного по­
рядка группы ^ * . Таким образом,-подгруппа ft характеристична 
в группе ^ * , откуда элемент t-e)V*€Lp . поскольку V*- ав­
томорфизм группы & * , то ее)<р*+е . С л е д о в а т е л ь н о , ^ ^ 
- - е , так как Р состоит всего лишь и двух элементов е 

и -е . Пусть - произвольный элемент из . Тогда 

и лемма I доказана. ' 
ТЕОРЕМА 3. Г р у п п а в с е х а в т о м о р ф и з м о в 

^ г в т п п о в о г о к о л ь ц а Z\P1 п р а в о у п о р я -
д о ч и в а е м о й г р у п п ы ^ и з о м о р ф н а г р у п -
п е в с е х 

а в т о м о р ф и з м о в Ф* г р у п п ы о б ¬ 
р а т..и м ы х э л е м е н т о в ^ * " к о л ь ц а ^ [ ^ ] . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Группа инвариантна относительно любого 
автоморфизма ¥> кольца Z\P1 . Действительно, везшее то 
в кольце существует такой элемент is , ч т о ^ = г ^ = е . 
QtowbCuvXW'CWKwJ-e , *.Q,U.V - обратимый элемент в 
кольце и поэтому ия> е ^ * 

Обозначим через автоморфизм группы , индуцирован -
ный данным автоморфизмом <р кольца, г [^ .Отображение 

— - V * 
является гомоморфизмом группы в группу Ф * . "Ядро этого г о ­
моморфизма состоит лишь из тождественного автоморфизма к о л ь ц а ^ ] , 
так как если автоморфизм <Р кольца Z[&] тождествен на груп­
пе & * , то он тождествен , в частности, на ее подгруппе £ , а 
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следовательно, и навеем кольце . Нам остается доказать,что 
является эпиморфизмом. Для этого достаточно показать, что вся­

кий автоморфизм группы & * можно продолжить до автоморфизма коль­
ца Z[&~\ . 

Итак, пусть <Р* - произвольный автоморфизм группы & . Для 
каждого элемента LX. кольца Z\_§^\^и=?^^/ 
Съ^£ е § ) , полагаем: 

Отображение <е будет, очевидно, эндоморфизмом кольца Z { 4 \ Лег -
ко показать, однако, что. у будет эпиэндоморфизмом. Действительно, 
п у о т ь ^ с я ^ ] ^ ^ ^ ^ ^ . . ^ / ^ ' ^ f i - По~ 
скольку V 7 * - автоморфизм группы & * и ^ « ^ ^ , то в У суще­
ствуют такие элементы Л * , что 

По теореме zA?~2j <*-j . где ± / . По лемме I </</<? 0 <? 
получаем: 

Полагая г*-Сх&)а-*+. • • ^)о.^ , будем иметь г ^ ^ - & ' 
Покажем, что ядро эпиморфизма <? кольца Z\&\ равно нулю. 

Пусть 

причем d > / и QZI...,Q± - различные элементы группы # . По 
теореме 2 л ^ ^ & З : . где 6г £ ^ 4 = ± / С*-* . . , , 4* Пока -
жи.ошчвлГ « o < f c W \ при ^ . Допустим, ч т о ^ = ^ - ^ ^ > > . 
Так как£>- и - автоморфизм группы ^ * \ ^"З^ ^ * • 
Следовательно^ . * .е .#—<Ъ • Получаем: 

что невозможно в кольце Z [ # ] . Итак, имеем: 

где г£ . - , ^ - различные элементы группы ^ . Следователь-
'но, должна быть: ^ - ^ 4 " . . откуда л г ^ г * - . . -
.. .=72^о , т . е . = о . 

Нам остается показать, что автоморфизм <fi кольца 3 f [ # J сов ­
падает с <^*на группе . Действительно, если у , то gr<f -

по определению отображения ^ . По лемме I мы имеем также 

" С-?)<Р- -cpv") =c-y;<s*. 

г 
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Теорема 3 доказана. 
ЛЕММА 2. В с я к и й а в т о м о р ф и з м п р а в о у -

п о р я д о ч и в а е м о й г р у п п ы ^ п р а д о л ж а е м 
и п р и т о м е д и н с т в е н н ым с п о с о б о м д о 
а в т о м о р ф и з м а г р у п п ы о б р а т и м ы х 
э л е м е н т о в ^ * г р у п п о в о г о к о л ь ц а ^ [ # ] . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 2 группа •& является прямым мно­
жителем для группы § * : & *Р , где J ^ { - < ? } . Поэтому для 
всякого автоморфизма <Р группы & можно построить автоморфизм ^ 
группы # * \ продолжающий V . Для этого достаточно положить, на¬ 
пример,^y^Cg'yJp для каждого элемента^^урС^е:^, p<s.Pj> . 
Однако в условиях леммы такое продолжение будет единственным. В 
самом деле, пусть & * - произвольный автоморфизм группы сов­
падающий с <? на группе & . Тогда <S * ддя всяко­
го С} е:& . По лемме I имеем также: 

Таким o e p a e i f ^ * ^ - ? * ^ - " ' ^ л ю б о г о СлеГента ^"группы 
т . е . ^ * ' = ^ * . 

ТЕОРЕМА 4. Г р у п п а в с е х а в т о м о р ф и з м о в 
# * r p j n - T i H о б р а т и м ы х э л е м е н т о в & * 

г р у п п о в о г о к о л ь ц а 2[Я л ю б о й п р а в о у ­
п о р я д о ч и в а е м о й ' г р у п п ы Р и з о м о р ф н а 
п о л у п р я м о iT у п р о и з в е д е н о г р у п п ы 
в с ' е х а в т о м о р ф и з м о в ^ г р у п п ы # н а 
г р у п п у у с т\> й ч и в о с т и 9 р я д а 

$* => Р => \е\ 

- ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как уже отмечалось, имеет место разложение & = 
= ^ х Р ( причем подгруппа характеристична в группе ^ * . 
По определению Л.А.Калугина/ группа устойчивости нормального ря­
да произвольной группы Ж ' состоит из всех автоморфизмов группы 
J£ , которые оставляют неподвижными члены этого ряда и индуцируют 
тождественные автоморфизмы в его факторах. По лемме I каждый авто­
морфизм ~<Р * группы # * порождает тождественный автоморфизм в под­
группе Р . Поэтому группа устойчивости 9 ряда # *zDftz?{e) 
состоит из тех и только тех'автоморфизмов группы & * , которые 
порождают тождественный автоморфизм в фактор-группе $ */Р . От­
сюда, в частности, следует, что 9 является нормальным делителем 
в группе• ' Ф * . 

Пусть - произвольный автоморфизм группы & * и ¥ - е с ­
тественный изоморфизм группы на , фактор-группу # . 
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Положим: _ 

где о е & u=fU С с с . Легко проверить, что C<?A)v> = 
< < & " J O £ > ; для любых элементов а, А из ^ . Далее, е с -
л / W = £ . т о у ^ е Я , о т к у д а и поэтому^ = е , 
так как &пРАе\ . Наконец, уравнение х ? =CL разрешимо в 

$ для любого элемента . В самом деле, в группе 
найдется такой элемента , ч т о < ^ * = а . Vqm&cc-6/> ,где 
в^Ф . Ю г д а ^ " = С ^ > , откуда 
и поэтому 6(/ —а. . Таким образом, & является автоморфизмом 
группы b • По лемме 2 существует^ притом единственный)автомор­
физм 1> группы $ ? продолжающий автоморфизм группы ^ . Для 
произвольного элемента у из ^ имеем: 

Таким образом, автоморфизм 9 > * ^ г " / порождает тождественный ав­
томорфизм в фактор-группе -§*/iP и поэтому принадлежит <5> . 
Отсюда получаем: 

^ * = ^ ? 

Обозначим через 0 группу автоморфизмов группы •, про -
должающих автоморфизмы'из Ф группы ^ . Предыдущее равенство 
показывает, что 

ф* = Ф9 . 
Кроме того, ФП9 , где £ - тождественный автомор -
физм группы . Действительно ,^ш^СФПО) и продолжает 
автоморфизм V группы ^ , то G&=Q<S =Q , откуда^ '^г-^Де^ 
Поскольку^/?Р = { 4 , т о ^ 1 Ь - ? . Ввиду произвольного вы­
бора элемента Q ± & имеем: . _ 

Итак, £ ? * = есть полупрямое произведение групп Ф , 
В . Остается заметить лишь, что группа Ф изоморфна группе 

всех автоморфизмов Ф группы . Теорема 4 доказана. 
Пусть § - произвольная правоупорядочиваемая группа и & * -

группа обратимых элементов группового кольца Z£&2 группы 9 . 
Выберем в группе ^ произвольную систему порождающих ^ k ^ * - ^ ^ 
и образуем полное прямое произведение (fe* е \т ; групп i^ , 
изоморфных группеР={-£1_.Группу устойчивости <9 р я д а £ * ^ P b g } 
можно вложить в группу Ф посредством отображения (см. [ > ] 
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где О - произвольный элемент группы & . Таким образом, из тео­
рем 3, 4 вытекает такое 

СЛЕДСТВИЕ I . Г р у п п а в с е х а в т о м о р ф и з -
и о ъ Ф г р у п п о в о г о к о л ь ц а п р о и з ­
в о л ь н о й п р а в о у п о р я д о ч и в а е м о й г р 'у п -
п а ^ и з о м о р ф н а п о л у п р я м о м у п р о и з -
в в е д е н и ю г р у п п ы в с е х а в т о м о р ф и з м о в 
Ф г р у п п ы I н а н е к о т о р у ю п о д г р у п п у 
в п о л н о г о п р я м о г о п р о и з в е д е н и я ^ 
ц и к л и ч е с к и х г р у п п в т о р о г о п о р я д к а , 
г д е X.- ч и с л о п о р о ж д а ю щ и х г р у п п ы ^ . 

Отсюда при помощи леммы I из работы А.И.Мальцева[ 5 J получаем 
СЛЕДСТВИЕ 2. Г . у п п а в с е х а в т о м о р ф и з -

м о в GO г р у п п о в о г о к о л ь ц а ^ ] к о н е ч ­
н о п о р о ж д е н н о й п р а в о у п о р я д о ч и в а е ­
м о й г р у п п ы т о г д а и т о л ь к о т о г д а 
и з о м о р ф н о п р е д с т а в и м а м а т р и ц а м и 
( ф и н и т н о а п п р о к с и м и р у е м а ) , к о г д а ' с о ­
о т в е т с т в у ю щ и м с в о й с т,в о м о б л а д а е т 
г р у п п а в с е х а в т., о м о р ф и з м о в Ф г р у п ­
п ы % 

Группа Ж называется 2-полной, если для любого её элемента, 
А. уравнение J C * = Л имеет в ^ хотя бы одно решение. 

ТЕОРЕМА 5. Е с л и ф а к т о р - г р у . п и а п о к о м ­
м у т а н т у п р а в о у п о р я д о ч и в а е м о й 
г р у п п ы ^ я в л я е т с я 2 - л о д н о й * т о г р у п-
п а в с е х 

а в т о м о р ф и з м о в ^ г р у п п о в о г о 
к о л ь ц а Z [&] и з о м о р ф н а г р у п п е в с е х 
а в т о м о р ф и з м о в Ф г р у п п ы & 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ф* - группа всех .автоморфизмов группы 
обратимых элементов кольца .Согласно теореме 3,име­
ет место изоморфизм Ф = Ф*. Поэтому-достаточно рассмотреть лишь 
группу Ф * . По теореме 4 группа Ф изоморфна полупрямрму про­
изведению группы Ф на группу устойчивости 6 ряда ^ ^=Ч?1 

Пусть 9f , - коммутанты групп ^ . Так как ^ *"= 
х iP , то ^ / - ^ ^ П о л о ж и м ^ У & г , ^ " = # / ^ г 

<Р=Р%/% . Получим х ^ . Пусть - бернсайдово мно­
гообразие групп показателя 2. Переходя к вербальным подгруппам,от­
вечающим этому многообразию, будем иметь: 

образом, нам остается показать лишь, 
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Поскольку Р-Р**^ ^о^С&^^ф) . По условию же груп­
па & является 2-полной и поэтому порождается квадратами своих 
элементов, i . e . ^ J - ^ . Таким о б р а з m & < f * j . Этим, в _ 
частности, доказано, что подгруппа § характеристична в группе^**, 
а подгруппа 9 характеристична в группе . 

Пусть . Т о г д а ^ ' Ь = й ? б ^ , от­
куда " ' 

С л е д о в а т е л ь н о . ^ ^ - д л я любого• элемента £ * группы с? f т . е . 
в =£• 

Теорема 5 доказана. 
Из неё получаем, в частности, такое 
СЛЕДСТВИЕ. Е с л и п р а в , о у п о р я д о ч и в а е м а я 

г р%у п п а & . я в л я й с я 2 - п о л н о й и л и с о в ¬ 
п а д а е т с о < с в о:и м к о м м у т а н т о м ^ , т о 
г р , у п п а в с е х а в т о м о р ф и з м о в Ф г р у п ­
п е в о г о к о Я'ь ц а - ^ О ] . и з о м о р ф н а г р у п п е 
в с е х а в т о м- о р ф и з м о в . ^ . г р у п п ы ^ 

И § 3 
'ТЕОРЕМА 6. П у с т ь ^ " - а б с о л ю т н о с в о б о д -

к а я , г р у п п а п р о и з в о л ь н о г о р а н г а м . 
Е с л и ф а к т о р - г р у п п а ^ п о н о р м а л ь н о ­
м у / д е л и т е л ю / ? . с о д е р ж а щ е м у с я в к о м ­
м у т а н т г р у п п ы 7 , п р а в о у п о р я д о -
ч и в а е м а , Т ' О , г р у п п а в с е х а в т о м о р ф и з ­
м о в <Р г р у п п о в о г о к о л ь ц ъ2\?/#Л г р у п п ы 
^ и з о м о р ф н а п о л у п р я м о м у п р о и з в е -
д е я н и ю г р у п п ы в с е х а в т о м о р ф и з м о в 

Ф г р у п п ы н а п о л н о е п р я м о е п р о ­
и з в е д е н и е м ц и к л и ч е с к и х г р у п п В Т О -
р о г о п о р я д к а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала (основной) случай, когда 
нормальный делитель/? = { < г } . Как известно, свободная группа^" 
правоупорядочиваема (и даже линейно упорядочиваема [б] ) . В силу 
теорем 3,4 группа всех автоморфизмов Ф кольца изоморф­
на полупрямому произведению Фв группы всех автоморфизмов Ф 
группы 9" на группу устойчивости в ряда 7*-^$* = (Л , где 

- группа обратимых элементов кольца Z [ i ^ J , а У={-е} . 
Мы должны доказать лишь, что группа 9 изоморфна полному прямому 
произведению в точности г. циклических групп второго порядка. 

Г 
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Рассмотрим множество Х-\х^,-я^\<рссСГ) , состоящее из 
неизвестных х^ , свободно порождающих группу £ ~ , и им проти­
воположных элементов в кольце Z{_9"[ . Подстановку множества 
X :Xi-C-X-J, C-x^J^x^ х^—х^р-х^-с-х^С^ * ^обозначим 

кратко 

~Сху} —х у > ) . 

Покажем, что эта подстановка определяет (и притом единственный) 
автоморфизм группы 7 * . 

Пусть . Так как по теореме 2 имеет место прямое 
разложение 7 *—!/ * Р , то элемент ttX*~ записывается однозначно 
в виде 

Элемент их обладает единственной несократимой записью через сво­
бодные порождающие зс^О*-^-? ) 

ьх-оУ(х^х>х , • ..txi ) . 
Положим: 

Покажем, что отображение 1сГ*-^оХ*&<> является автоморфизмом груп­
пы ¥ , который на множестве X будет совпадать,очевидно,с под­
становкой . 

Пусть ,£$(иг) - длина слова их относительно х$ , т . е . число 
вхождений неизвестного х$ в несократимую запись слова их . Из оп­
ределения получаем: 

для всякого элемента иХ е : 7 . Пусть 

Тогда 

Cux*u}?)Q^= СоХиХ^рр^С-Ю^^^иХиХ^рр, . 
Так как для любых слов г*х , их} из 9" имеет место равенство 

то 

Для каждого элемента иг*-а&сг**7,р можно указать такой 
элемент и7* из 7*, что г*?/в? = г*г* . Для этого достаточно по-
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л ожить tir* = ujpi , где pY =р , если иХО^> , и Р*~-р , ког­
да u?Q^ = -ur . Таким образом, отображение г^*-^г*г*6\> является 
эпиморфизмом группы J^* . Легко проверить, однако, что ядро, этого 
эпиморфизма равно [е\ . Действительно, пусть к?*в^=е. . С другой 
стороны,имеем: 

ur*Q^> = г^\С-Уу^СиГр] . 

Следователи о,<и/*е , ^О^у = о,р = е , откуда иг* = С . Итак,ото­
бражение иг*-+ь<?*в>является автоморфизмом группы 7* . Заметим, 
ч т о ^ е г б ' и поэтому<96>„=б> рв для любого элемента <9<г 8 
так как группа в абелева. 

Рассмотрим полное прямое произведение 

Z циклических групп 2-го порядка, порожденных автоморфизмами 
в-р(у>^-72 группы . Элементы группы 8 будем записывать 
краткое® , г д е ^ = о или У . Покажем, что 9—8 . 

Пусть в е б 1 • Тогда для каждого v> е имеет место равен­
ство 

xfi6> = х$&/ , 

г д е < ^ , = о , если JTv>^ =• дг р , и < ^ =v , если х#&--^.Соответ­
ствие 

определяет изоморфизм группы 8 в группу 8 . Действительно,ес­
ли & / - другой элемент из 9 , причем j r ^ ^ - T p t f , / , то 

XtCeeO-CX^e'-XiG^Q'-Xve'ef =х,&^В> . 
Отсюда получаем: 

Если , где С £ ; - единичный элемент группы 9 , то для 
каждого будем иметь #>-о и п о э т о м у ^ © • Следова­
тельно, Q будет тождественным автоморфизмом группы .Нам о с ­
тается показать, что для каждого элемента в - Coy j и з с у ­
ществует такой автоморфизм б> из 6° , для которого - <§" 

Группа £ изоморфна группе тех взаимно однозначных отображе­
ний множества X на себя, которые оставляют инвариантным каждое 
его двухэлементное подмножество вида ix-o, —xjj . Поэтому каждый 
элементе"-Св% 9 ) из 9 определяет взаимно однозначное отобра -
жение множества X на себя, которое для каждого *€:СГ либо оста-
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вляет элементы х$ -зс$ неподвижными, либо переводит их один в 
другой. Мы будем обозначать это отображение также <9 . Пусть 
ur*e:S?* , и?* =ир СиЯ&,р<=7>) тьХ=аЮ&, . - несокра -
тимая запись элемента иг через свободные порождающие''хх Сасе У?. 
Положим: 

иго = ь * С х . • ух^& ), иУ*&=С Р • 

Так как х$&=х?^ и подстановку^^ множества X можно продол­
жить, по доказанному, до автоморфизма <9Р группы У~*\ то 

иго-и-Сх,©^, ...,х^ &^>ию с<*£), 
где <?<^;=6?j4.. .9Р£ - автоморфизм группы ^ .Следователь­
но, е с л и ^ г ^ с ^ , . . . , ^ ; - другой элемент из 7 , то 

CuJurpG -Сигитрсэс^, $у=Сиге9)Сг**&) -
Таким образом, для любых двух элементов г^г* и7* группы У~* бу­
дем т*ьгСг^и?)*-<**>Хи?е>. Так как а в т о м о р ф и з м ^ ^ 
то , полагаяx*=urp / , г д е / ? 7 = ± / ? в зависимости от того, будет 
ли элемент а7&С<*,&) равным иг или -itX , получим:.г*<9=<Гг*Б>^£ 
= г<^£>=ггг* . мы доказали, таким образом, что О есть эпиморфизм 
группы 7* . 

Наконец, если гг7%> = е , то легко установить, что и?* = & . 
Действительно, имеем: 

UTQ =и?Сх^ QJ?* ...х^ ИГ, 

где 

^ = & y < b * * t , +... +CnCurj ^ . 
Равенство и?ГС-*?р>е дает: , откуда ггГ*= г . 
Итак, б> есть автоморфизм группы У , совпадающий с отображени­
ем ё на множестве X . Поскольку , то для случаяrf=\e} 
теорема 6 доказана. 

Пусть /7 - произвольный нормальный делитель свободной груп­
пы 7 , удовлетворяющий условиям теоремы б, т . е . / ^ s 7Z и фак­
тор-группа ^ / / 7 правоупорядочиваема. По теореме 2 обратимые эле­
менты кольца g[7//f] имеют вид ± / f г*г , где и? - произволь­
ный элемент из Т' . Следовательно, группа обратимых элементов 
этого кольца есть фактор-группа 7 У/7 (где 7* - группа обрати­
мых элементов кольца %\?Ъ • Таким образом, доказательство тео­
ремы б в общем случае сводится (в силу теорем 3, 4) к рассмотрению 
группы устойчивости ряда 

=> {е} . 



Группы автоморфизмов групповых колец 
правоупорядочиваемых групп 43 

Покажем, однако, что группа устойчивости этого ряда (будем обозна­
чать её 60 ) изоморфна группе устойчивости О ряда 

Заметим, что каждый элемент у из У^ переходит в себя при 
любом автоморфизме О из Q . Действительно, элемент f записы­
вается в виде произведения конечного числа коммутаторов элементов 
из У~ . Однако если г ^ ^ е ^ , то г * £ < 9 г д е / ^ е : ^ , 
с =/,<2 . Отсюда 

а поэтому также fo =j- . Так j c a K / ^ е Ур , то , в ч а с т н о с т и , / ^ ? ? 
при любому е:в . Таким образом, каждый автоморфизм о из 6> 
индуцирует автоморфизм 6>С группы 9*//7 по правилу 

где ггГ* - произвольный элемент группы у " * . 
Отображение б> °УД е т изоморфизмом группы <9 в труп¬ 

пу 9 так как если ЙСиХэ)=/виХ для каждого элемента гг/-е У" , 
то элемент кР'С^принадлежит пересечению/^/7^ ={е) при лю -
бом ггГ из У~ , т . е . <9 будет тождественным автоморфизмом груп­
пы Нам остается установить лишь, что отображение О яв­
ляется эпиморфизмом. Пусть е 0 - произвольный элемент из группы 
Для каждого ш*ыСДх>)б>0-Дх*Р* • *1»Р>*Р- Следо­
вательно, 

где^о = о при/Хр=е и <^>=У пои/?р = -<е . По доказанному, су ­
ществует автоморфизм 0 группы У * из 8 , определяемый ото -
б р а ж е н и е м ^ С б ^ Х - Р е У ; множества X на себя. Еслиггг'кУ , 

U*=u7PCuJ^,p^;- , то 

/5^г^*<9; =ЛСиГв)p=P(u7&)p=Crfur) 00р = СР^т*) &а . 
Таким образом, автоморфизм О группы У ^ , принадлежащий груп­
пе 9 , индуцирует в 7*/Р заданный автоморфизм &0 е. 0о . 

Теорема 6 доказана. 
Содержание теоремы б проиллюстрируем следующим примером . 

Пусть У - абсолютно свободная группа. Следуя Ф.Холлу (см. [ 8 ] ) , 
для произвольных целых чисел о 2. , С£>о определим 

Здесь и?СХ^}...ро^в-иГОС^е..,x^G j . 
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где У с - с -й член нижнего центрального ряда Jf=?J^^>Jg=?..груп­
пы , а У 6 ^ - -й член производного ряда У ^ У ^ У " ^ . . . 
при Ы>о и 7со;>=\е^ . Далее, определим индуктивно 

При <з£=q/= . . . - а£-<? фактор-группа ?/?Сс„а£;...;<гЛ^Называет­
ся свободной полинильпогентной группой. Справедливо следующее ут­
верждение. 

СЛЕДСТВИЕ. П у с т ь У 7 - а б с о л ю т н о с в о б о д ­
н а я г р у п п а п р о и з в о л ь н о г о р а н г а г. ; 

с * , - Ц е л ы е ч и с л а , б о л ь ш и е У ; ^ - . v ^ -
н е о т р и ц а т е л ь н ы е ц е л ы е ч и с л а и т г > / . 
Е с л и ф а к т о р - г р у . п п а г р у п п ы ^ п о 
н е к о т о р о м у н о р м а л ь н о м у д е-Я.и т е л ю /7 
о б л а д а е т н о р м а л ь н о й с и с т е м о й с а б е¬ 
л е в ы м и ф а к т о р а м и ( т . е. я в л я е т с я п р о ­
и з в о л ь н о й ^ - г р у п п о й ) , т о г р у п п а 
в с е х а в т о м о р ф и з м о в Ф г р у п п о в о г о 
к о л ь ц а 

г\У//7сс,,а£;...;Сп,с/л)1 
и з о м о р ф н а п о л у п р я м о м у п р о и з в е д _ е -
н и ю г р у п п ы в с е х а в т о м о р ф и з м о в ^ 
г р . у п п н У / ^ Л ; . . . ; с П ; ^ н а - п о л н о е п р я м о е 
п р о и з в е д е н и е г ц и к л и ч е с к и х г р у п п 
в т о р о г о п о р я д к а . 

Действительно, так как п >./ , с,»г , то 

В силу теоремы 2 из [ 7 ] группа обладает нормальной систе -
мой, все факторы которой являются свободными абелевыми группами. 
По теореме Ф.Холла (см. [ 8 ] ) , фактор-группа ^Рсс,^;...;^^) 
допускает конечный нормальный ряд с абелевыми факторами без круче­
ния. По теореме М.И.Зайцевой [ i ] фактор-группа 

правоупорядочиваема. Так как РСс.а!,с»,с/пш% , т о к rovn-
пе 7 / ^ ; . . . ; ^ ; применима теорема 6. 

Поступила в редакцию 
8.X.I964 г . 



Группы автоморфизмов групповых колец 
правоупорядочиваемых групп 45 

Л и т е р а т у р а 

1. Зайцева М.И. Правоупорядоченные группы, Уч. зап. Шуйск. г о с -
педин-та, 6 (1958), 205-226. 

2. Kaplansky J. Problems in the theory of rings, Puhl. tfat.Acad. 
Sci. - Nat. Res. Council, № 502 (1957), 1-3. 

3. Бовди А.А. О скрещенных произведениях полугруппы и кольца, 
ДАН СССР, 137, № 6 (1961), 1267-1269. 

4. Смирнов Д.м. Об одном классе бесконечных групп, Уч. зап. Ива­
новен, госпедин-та, физ.-матем. науки, 5 (1954), 
57-60. 

5. Мальцев А.И. Об изоморфном представлении бесконечных групп 
матрицами, Матем. с б . , 8 (50) (1940), 405-422. 

6. Шимбирева Е.П. К теории частично упорядоченных групп, Матем. 
с б . , 20 (62) (1947), 145-175. 

7. Смирнов Д.М. Об обобщенно разрешимых группах и их групповых 
кольцах, ДАН СССР, 155, № 3 (1964), 535-537. 

8. Baumslag G. Wreath products and extensions, Math. Zeitschr., 
81, № 4 (1963), 286-299. 


