
УДК 515-142,426 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ В КОБОРДИЗМАХ 
И ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИЙ 

ОДНОЗНАЧНЫХ И ДВУЗНАЧНЫХ ФОРМАЛЬНЫХ ГРУПП 

В. М. Бухштабер 

I • В В Е Д Е Н И Е 

Фундаментальные вопросы топологии — реализация циклов 
многообразия, гомотопическая классификация непрерывных 
отображений, классификация гладких многообразий — привели 
к возникновению и развитию понятия кобордизма [41], [40], 
[44], [34], [71], [43]. Коротко говоря, два замкнутых много­
образия называются кобордантными, если их несвязное объеди­
нение является границей некоторого многообразия. Важнейшим 
свойством кобордизма является то, что характеристические чис­
ла кобордантных многообразий равны. Это позволяет в ряде 
задач топологии, анализа и алгебраической геометрии сводить 
вопросы, относящиеся к данному многообразию, к. вопросам, 
относящимся к его классу кобордизмов, [45], [35], [28]. • • 

На основе кобордизма многообразий строятся теории гомо­
логии и когомологий клеточных комплексов, так называемые 
теории бордизмов и кобордизмрв. Эти теории играют ведущую 
роль в современном аппарате алгебраической топологии, так 
как практически все основные теории гомологии и когомологий 
при помощи гомологической алгебры могут быть получены -из 
теорий бордизмов и кобордизмов [29], [36], [51].' 

Развитие теории кобордизмов явилось источником новых 
фундаментальных связей топологии с рядом разделов алгебры 
и анализа- Здесь в первую очередь необходимо выделить глу­
бокую сцязь с теорией формальных групп Ли, открытую 
С. П. Новиковым и А. С. Мищенко, [36]. 

Рождение теории формальных групп Ли (особенно над поля­
ми характеристики р>0) было первоначально стимулировано 
запросами теории алгебраических групп [32]. Интересно отме­
тить, что первые публикации здесь появились в 1954—-1955 го­
дах [68], [67], [58], т. е. тогда же, когда вышла работа Тома 
[44], положившая начало теории кобордизмов. В настоящее 
время теория формальных групп Ли представляет собой раз­
витую отрасль современной алгебраической геометрии. .Связь 
ее аппарата (биалгебры, или алгебры Хопфа) с аппаратом 
алгебраической топологии отмечалась давно (см. [32], стр. 5), 
но только благодаря работе [36], а затем работам [74], [8]., 
[22] произошло интенсивное проникновение результатов теории 
формальных групп Ли в алгебраическую топологию (см. об­
зоры [20], [15], [21], [48], [14], [64] и монографии [55]:, 
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[82]. Одновременно сама эта теория обогатилась новыми по­
становками задач, которые уже привлекли внимание специали­
стов по алгебре. 

Предлагаемая работа посвящена детальному изложению 
связей топологии с теорией формальных групп. В центре вни­
мания— теория характеристических классов векторных расслое­
ний, лежащая в основе этих связей. Содержание работы по 
параграфам следующее: 

В § 1 вводятся основные понятия теории формальных групп 
и излагаются результаты Лазара [67] и Картье [56] об уни­
версальных одномерных формальных группах. Формулировки 
теорем и их доказательства даны в том виде, в каком они 
используются в топологических приложениях. Разработанный 
автором метод классификации двузначных формальных групп 
применен в § 1 для вычисления универсальной формальной 
группы Лазара, и поэтому этот параграф можно рассматривать 
также как вводный ко второй главе. 

В первой части § 2 обсуждается понятие ориентированной, в 
•смысле Дольда [25], теории когомологий и дается обзор ре­
зультатов, лежащих в основе конструкции характеристических 
классов Коннера и Флойда [29]. Во второй части § 2 дан обзор 
результатов Ландвебера [65] и С. П. 1-1овнкова [36] о когомо­
логических операциях в кобордизмах. 

Конструкция Коннера и Флойда дает классы Штнфеля — 
Уитни. lF{cdot}(.) вещественных расслоений, классы Чженя с'1(') 
комплексных расслоений и классы Понтрягина Pll(-) симплек-
тическцх расслоений- Применение этой конструкции для по­
строения, например, классов Понтрягина вещественных рас­
слоений приводит только к частному результату, не охватываю­
щему важные теории КОГОМОЛОГИЙ /&*(•) (см- [43])-

В § 3 полностью решен вопрос о том, какие условия на тео­
рию когомологий h*{•) необходимы и достаточны, чтобы в ней 
существовали классы Понтрягина Ч-л(-) вещественных расслое­
ний. Пусть СО*{•) —теория кобордизмов, построенная по 
гладким многообразиям, касательные расслоения которых яв­
ляются. комплсксификацией вещественных расслоений, [43]. 
Доказано, что существуют классы Понтрягина 5)3со(-) вещест­
венных расслоений и что теория кобордизмов СО*[-) является 
универсальной среди теорий п*(-), в которых существуют клас­
сы Понтрягина ф'1 (•) вещественных расслоений. 

В § 4 построены характеристические классы sp(т-; SC) комп­
лексных самосопряженных расслоений, совпадающие в соот­
ветствующих частных случаях с классами Понтрягина симплек-
тических расслоений и классами Понтрягина вещественных 
расслоений. Доказательство результатов § 3 и § 4 опирается на 
существование и свойства отображений переноса. В связи с 
этим в § 3 включен обзор работ Беккера, Готлиба [52], [53], 
а в § 4.— обзор работы Дольда [59]. 
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§ 5 посвящен формальной группе геометрических кобордиз-
мов Ec/("ь "г), [36]. Изложена общая конструкция формальной 
группы F/i(Wi, "2), ассоциированной с теорией когомологий 
/г"!(.), доказана формула 

„ , . tti + Bi + S[.ff(n,, n,)]uf'ag' 
ru(ttl,tt2)— СР (в,) СР (в,) ' U ) 

где CP(u) = 1 + 2[CP(n)]wn , СР(п)—комплексное п-мерное 
проективное пространство и Н {пи /г2) —известное многообразие 
Милнора, задаваемое уравнением 

xoi/o+xii/i-b . .. +хпуп = 0 
в СР{пх) хСР(п2), где xh 0{le}i{le}nb г/j, 0</<-n2>— однородные 
координаты и n=-mtn(nb я 2 )>0 . 

Классический характер Чженя для каждого комплекса X 
задает кольцевой гомоморфизм 

ch=2ch.:^CX)-*H*(X.Q). 

такой, что ch®Q — изоморфизм, где /<(•)—комплексный 
/(-функтор. Приложения характера Чженя широко известны: 
он участвует в формулировке теоремы Римана — Роха — Атья — 
Хирцебруха и используется для получения теорем целочислен­
ное™ [6], [84], [5]; используется для построения гомотопиче­
ских инвариантов непрерывных отображений [47], [70], [2], 
[23]; играет важную роль в решении задачи о реализации цик­

лов [7]. В работе Дольда [25] доказано, что для любой теории 
h*(-) существует единственное преобразование 

. ch; l:/1*(-){to}/-/*(-; fi/.®Q) 
такое, что ch/, ® Q — изоморфизм теорий, где Qh — h* (точка). 
Преобразование ch/, для Z/2 — градуированной /(-теории сов­
падает с характером Чженя ch и поэтому оно названо харак­
тером Чженя— Дольда [8]. 

В первой части § 6 дана конструкция и обзор общих свойств 
характера Чженя — Дольда ch;,. Вторая часть параграфа посвя­
щена изложению результатов автора о характере Чженя — 
Дольда в кобордизмах, [8]. Первоначально работа [8] была 
стимулирована следующей задачей С. П. Новикова: Дать эф­
фективное описание отображения f : Mn-+Mm комплексных мно­
гообразий в терминах группы комплексных бордизмов 
U... (Mm) ®Q. Решение этой задачи, полученное в [8], основы­
вается на формуле для харктера Чженя — Дольда ch,.. В § 6 
дан вывод формул для характеров Чженя — Дольда в комплекс­
ных и симплектических кобордизмах. Одним из основных ре­
зультатов § 6 является формула, устанавливающая связь 
преобразования ch/. с формальной группой Fu(uuu2): 
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Пусть u = cy(i)£U2(CP(oo)) и t--=c{' $)eH2(CP(oo);Z} 
первые классы Чженя универсального расслоения £{to}C.P (оо). 
Обозначим через £(/) ряд с\и£Н*{СР (со); QU®Q)^%®Q [[*]]. 
Тогда 

g(t)=gaHt), т. e. gu(g(t))^t, (2> 
где gu(u) —логарифм формальной группы в теории комплекс­
ных кобордизмов. Формула (2) имеет ряд приложений [8], 
[22], [38], [39], [23]. 

Пусть ._--#/. — кольцо Стинрода стабильных операций в муль­
типликативной теории Л*(-). Для каждого X введем в кольце 
Н*(Х; Qu®Q) структуру ^-модуля, индуцированную действием. 
s4-h на Qh, Тогда характер Чженя — Дольда является гомомор­
физмом ^.-модулей. В § 6 показано, что это свойство играет 
важную роль в приложениях преобразования chh ([8], затем 
[38], [39J). В качестве иллюстрации к разработанному методу 
построения гомотопических инвариантов приведено вычисление 
инвариантов классов кобордизмов комплексных многообразий 
с оснащением на границе. Опираясь на этот результат, Н. В. Па­
нов получил полное решение вопроса о соотношениях между 
числами Чженя таких многообразий ([38], затем [66], [63]). 

В § 7 изложен общий подход к топологической интерпрета­
ции результатов теории одномерных формальных групп. В ка­
честве иллюстрации приведено доказательство ряда известных. 
теорем алгебраической топологии, а именно, теорем Стонга — 
Хаттори [86], [61] Дж. Козна [57], Квиллена [74] и Брауна — 
Петерсона — Квиллена [54]. 

В работе С. П. Новикова и автора [22] предъявлена конст­
рукция над формальной группой Fu(uu щ), приводящая к 
квадратному уравнению 

.Гя-01(*, y)f + Ba(x, z/)=0, (3), 
где Qi(x, y)£Qu[[x, у]], /= 1, 2, Решения уравнения (3) над, 
некоторым расширением кольца йи[[л-, у]] обладают своеоб­
разной ассоциативностью, и поэтому уравнение (3) было назва­
но двузначной формальной группой. Первоначально интерес тс 
уравнению (3) объяснялся тем, что подкольцо AczQUt порож­
денное коэффициентами рядов Bi(x,y) и 0 (х,у), тесно связано. 
с образом в Qu кольца симплектических кобордизмов QSp. 
Дальнейшие исследования автора показали, что все результаты 
изучения групп симплектических кобордизмов средствами тео­
рии унитарных кобордизмов выражаются через двузначную-
формальную группу. Опираясь на богатый опыт приложений. 
теории формальных групп, естественно было ожидать, что ал­
гебраические результаты о двузначных формальных группах 
будут иметь важные топологические приложения. В связи с 
этим возникла задача: Построить алгебраическую теорию дву-
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значных формальных групп. Изложению решения этой задачи. 
посвящена вторая глава. 

В § 8 дано аксиоматическое определение n-значной формаль­
ной группы над коммутативным кольцом A c единицей, вве­
дены понятия гомоморфизма п-значных групп и универсальной-
n-значной группы. 

В § 9 получены результаты о двузначных формальных груп­
пах 

F - - 0 ( x , y ) F + e 2 ( x , # ) = O (4> 
над кольцом A, непосредственно следующие из аксиом. Пока­
зано, что двузначная формальная группа (4) задает элементар­
ную двузначную формальную группу вида 

- 2 _ 2 ( x + j / ) F + ( x ~ + Y - « / + y 2 )=0, (5) 
где (у—-2)2(у + 2) =0, у&А. Двузначные формальные группы с 
у— —2 названы двузначными формальными группами первого-
типа, а с 7 = 2 двузначными формальными группами второго 
типа. 

В § 10 введены и исследованы коалгебры, ассоциированные 
с двузначными формальными группами. 

B § 11 введен и исследован сдвиг 
Axv.A[[x]]-+A[[x,y\] (6> 

на двузначной формальной группе и вычислено кольцо диффе­
ренциальных операторов &>, инвариантных относительно этого 
сдвига. Показано, что кольцо-®® Q является кольцом полино­
мов, порожденным дифференциальным оператором 

где М х ) - - ^ „ „ и ^ х ) - - ^ .. п, a «(*, у) = ду у-0 ' =0 Ti\ / fly 
-62 (х, у) — 402 (х, у) — дискриминант уравнения (4). 

В § 12 проведено исследование двузначных формальных 
групп методами теории операторов обобщенного сдвига [30]. 

B § 13 получена полная классификация относительно силь­
ного изоморфизма двузначных формальных групп первого и 
второго типа над Q-алгебрами. 

§§ 14—17 посвящены исследованию универсальных двузнач­
ных формальных групп первого и второго типа. Доказательства 
результатов здесь существенно опираются на новые методы. 
B основе этих методов лежит тот факт, что уравнения ассоциа­
тивности для двузначных формальных групп в соответствующем' 
факторкольце A основного кольца A записываются в терминах 
градуированной алгебры Ли, построенной по кольцу когомоло-
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гий кольца дифференциальных операторов Ф, инвариантных 
относительно сдвига (6) на двузначной формальной группе. 

В § 14 дано описание уравнений ассоциативности двузнач­
ных формальных групп в терминах бар-резольвенты кольца 
инвариантных дифференциальных операторов 2D. 

В § 15 получены все необходимые результаты о градуиро­
ванной алгебре Ли кольца когомологий дифференциальных 
операторов, инвариантных относительно сдвига на двузначной 
формальной группе первого типа. 

В § 16 вычислена универсальная двузначная формальная 
группа первого типа. Показано, что основное кольцо этой дву­
значной формальной группы после тензорного умножения на 
КОЛЬЦО Z[-y ] становится кольцом полиномов. 

В § 17 показано, что основное КОЛЬЦО универсальной дву­
значной формальной группы второго типа устроено более 
сложно и имеет элементы конечного порядка р для всех 
простых нечетных чисел р. Основным следствием результатов 
§ 17 является теорема: 

Пусть кольцо А не имеет нильпотентных элементов. Тогда 
любая двузначная формальная группа второго типа над A 
имеет вид ( f — f(x, г/)) —0, где f(x, у) —формальная группа 
над А [т-г]. 

Третья глава (§§ 18—24) посвящена топологическим прило­
жениям теории двузначных формальных групп. 

В § 18 дана топологическая интерпретация основных резуль­
татов главы П. В терминах классов Понтрягпна вещественных 
расслоений ф с о( .) построена двузначная формальная группа в 
кобордизмах, доказано, что она задается уравнением (3) и сов­
падает с универсальной двузначной формальной группой пер­
вого типа- Указано выражение канонических координат (лога­
рифма) этой универсальной группы через характер Чженя — 
Дольда симплектнческнх кобордизмов и построена геометриче­
ская реализация обобщенного сдвига на ней. 

В §§ 19, 20 построен аппарат вычисления функтора Л * (X) = 
*=Нот Au(U*(MSp), U*(X)), играющего важную роль в изуче­
нии симплектических кобордизмов методом спектральной по­
следовательности Адамса — Новикова [36]. Отметим, что если 
конечный комплекс не имеет 2-кручения в гомологиях, то груп­
па Л*'(X) является минимальным прямым слагаемым в группе 
U*(X), содержащим образ группы Sp*(X). Особый интерес, как 
обычно, представляет кольцоЛ=Л* (точка), которое содержит 
все классы кобордизмов комплексных многообразий с операто­
ром самосопряжения в стабильном касательном расслоении. 

В § 20 дано следующее описание кольца Л: Пусть Л!—-под-
кольцо в Л порожденное коэффициентами рядов — 01 (я, у) 
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и 02(х, у). Тогда Ai —кольцо полиномов Z [а„,/г> 1], dega„ — 
— —4/t, и Л----Л1П.--С/. 

В § 21 дано вычисление колец Л* (X) для основных нетри­
виальных случаев, когда X является произведением комплекс­
ных проективных пространств. Полученные результаты позволи­
ли применить аппарат теории двузначных формальных групп для 
эффективного описания классов кобордизмов многообразий 
Стонга [87]. Многообразия Стонга М(ч>; q) определяются для 
любого набора четного числа неотрицательных целых чисел 
w = (/%,, ...,&2-) и целого числа q и являются подмногообразия­
ми в произведении комплексных проективных пространств 
2" 

П CP(2A,+ 1) (см. § 22). Они дают основные примеры многооб-
/-=i 
разий с симплектической структурой в стабильном касательном 
расслоении и широко используются в ряде работ [87], [79], 
[77], [331. 

В § 22 доказано: Пусть А —сдвиг на двузначной формальной 
группе в кобордизмах и di = —?i (.х)-/—b-jT2(x) j ^ — п е р в ы й 
канонический дифференциальный оператор, инвариантный отно­
сительно этого сдвига. Обозначим через чТ,- {х) GA®Q \[x\] един­
ственное решение уравнения d,4!',7 (х)-~-хч при условии 
Wq (0) = 0, и положим Hq (х>у) = ^ щ ДХГ- (x) =- 21 ck ,i (<?) .* V • 
Тогда: 1) ch ,(.7) является классом кобордизма комплексного 
многообразия с оператором самосопряжения в стабильном каса­
тельном расслоении; 2) 2ск ,{q) = — [M(A, l\ q)\\ 3) #o (x . #) = 0> 
Нх(0, 0) = 1 и H„+i(x, y)-=9i(x, l/)H„(x, y) — 02(x> y)Hq-i(x, у), 
q~>\; 4) класс кобордизмов [М (и>; q)] любого многообразия 
Стонга M(io;<~) является полиномом от классов с,,,(-7), где 
.7 = 1, 2 и 3. 

В § 23 решен ряд задач о классах кобордизмов, ассоцииро­
ванных с универсальными классами Понтрягина, в том числе 
получено развитие результатов работ [83], [22], [77], [50], 
[81], [78], [33], [76]. 

В § 24 вычислены основные характеристики кольца кобор­
дизмов SC — многообразий, т. е. комплексных многообразий с 
оператором самосопряжения в стабильном касательном рас­
слоении, а именно: 1) вычислена /-характеристика, задаваемая 
старшим числом Чженя; 2) вычислен образ при проекторе 
Брауна — Петерсона; 3) вычислен образ в кольце кобордизмов 
неориентированных многообразий (положительное решение во­
проса Флойда [60]). Более того, указан ряд специфических 
соотношений делимости чисел Чженя 5С-многообразий. 

Результаты автора, изложенные в настоящей работе, пер­
воначально были опубликованы в работах [9], [10], [13], [16], 
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[18], [19] (см. также. [49])- По материалам этих работ были 
прочитаны доклады на VI и VII Всесоюзных топологических 
конференциях, [12], [22], на заседаниях Московского Матема­
тического общества, [11], [17], и в 10-ой (1972 г.) и 14-ой 
(1977 г.) летних математических школах в г. Кацивели. 

Г лава I " " 
ФОРМАЛЬНЫЕ ГРУППЫ, 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ 
И ХАРАКТЕР ЧЖЕНЯ-ДОЛЬДА 

§ 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ГРУПП 

Пусть А — коммутативное кольцо с единицей, A [xi, Хг,... 
. . .]—кольцо полиномов и A[[-Vi, x2, •••]]—кольцо формаль­
ных рядов от независимых переменных х\, хг, . . . . 

О п р е д е л е н и е 1.1. Коммутативной одномерной фор­
мальной группой над А называется формальный ряд F(x, у) б 
GA [ [х, у]], такой, что: 

1° F(x, 0)=x, 
2° F(F(x, у), z)=F{x>F(y, z)), 

3° F(*, y)=F(y, x). 
Заметим, что из условия 1° вытекает существование «обрат­

ного» элемента в формальной группе F(x, у), т. е. такого ряда 
хеА[[х]], 4TOF(X,1C)=0. 

Для краткости формальные ряды мы будем далее называть 
просто рядами, а коммутативные одномерные формальные груп­
пы называть ф. группами. 

Первые примеры ф. групп над А: 
1.2. Линейная группа 

•Mx, У)=х+у 
1.3. Мультипликативная группа 

FM(x» у)=х+у—аху. 
О п р е д е л е н и е 1.4. Гомоморфизмом ф. групп ф : F1{to}F2 

над A называется ряд ty(x) <-A[M] такой, что: 
Г г|>(0)=0, 

2° 4(Fi(x, y))-F2^(x), у (у)). 
Гомоморфизм 1]): F1{to}F2 называется сильным изоморфизмом, 

если ty(x) =х+ (х2). 
12 



Пусть HomA(F1, E2)—множество всех гомоморфизмов 
ф. группы Fi в ф- группу F2 над A. Для любых двух гомомор­
физмов i|3i, ij)26HomA(Fi, F2) ряд F2(^i(x)> il>{%)) также задает 
гомоморфизм из F\ в F%. Положим 

(Ь + Ь) (x)=F2(i|31(x), %(*) ) , Фь i|>2-HomA(Fu E2) (1.5) 
Множество HomA(Ei, E2) относительно операции (1.5) являет­
ся коммутативной группой. Для каждой ф. группы F над А 
положим EndA(F) — HomA(F, F) . Группа EndA(F) является 
кольцом с единицей [x]i=x, умножение в котором задается 
композицией гомоморфизмов. 

Пусть Z — кольцо целых чисел. Определен канонический 
кольцевой гомоморфизм [ ] : Z{to}EndA (i7) : l{to}[x]i=x. 

Имеем: [x]_i= ~х и I-xL--=E(|x]i, [x]„_i) — kx + (x2). Ясно, 
что если некоторое число k обратимо в кольце А, то гомомор­
физм [ ] продолжается до кольцевого гомоморфизма 
| ]:Z т {to}EndA(F). Гомоморфизм [ ] играет фундаментальную 
роль в теории ф. групп. 

Пусть Q — поле рациональных чисел. 
Л е м м а 1.6. Любая ф. группа F(x,y) над кольцом -4<S>Q 

•сильно изоморфна линейной группе F„ (х, у) = х-\-у. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (см. [46]). Положим 

, ч dF(x,z) w (x) = J-
dz 

•и отметим, что m(0) — 1. Тогда: 

dF(F(x, у) г) дР{х,г) 

z=0 

г=0 

dF {x, г) dz 

Следовательно, 

dF(x,y) , ч 
=o ox v ' 

dx dF (x, y) 
a>{x)~~(o(F (x, y)Y 

где 

dF(x,y)=*dF%y) dx. 

Положим 
x 

0 
(X) 

Тогда dgF{x)=dgF{F(x, у)) и, следовательно gF(F(x, y)) = 
=gF{x)+£. Так как F(0, y)=y, а g>(0) =0, то c = gF(y). Та-
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ким образом, для ряда g>(x) =х + (х2) имеет место формула 
gP(F(x, y))=gF(x)+gF{y), Ш . 

О п р е д е л е н и е 1.7. Для данной ф. группы E(x, у) над 
A ряд gp(x)^A[[x]], задающий сильный изоморфизм 
g> : F(x, y)-*Fn(x, y)=x + y, называется логарифмом этой 
ф. группы. 

Как видно из доказательства леммы 1.6 для ф- групп F(x, у) 
над Q-алгебрами А логарифм g>(x) всегда существует и вы­
числяется по формуле: 

х 
i \ С dx i к dF (х, г) ,л 0Ч 

о 

Подчеркнем, что дифференциал dgF(x) является инвариантным 
относительно сдвига A[[x]]{to}A[[x, у]] : cp(.v){to}cp(F(x, у)) на 
ф. группе F(x, у). 

П р и м е р . Логарифм gM(x) мультипликативной группы 
F--(x, у) —х+у—аху над A ®Q имеет вид: 

guix)=x + a% + ...+a^+.... 

Пусть г : Д {to} A-—-кольцевой гомоморфизм. Для ряда 
cp(xb . . . ,xk, . . . )-= 2fl<Dxt-'6Ai[[xi1 . . . ,л л , ••."]], где ш = 
= (iu ... , iu,...) —мульти индекс и xa = x'j .. .xk

k... обозна­
чим через г |<p](xi, . . . ,x f t, . . . ) ряд Ег(аи)хи . 

Пусть E(x, у) — некоторая ф. группа над Ах и r:Ai{to}A2 — 
кольцевой гомоморфизм. Тогда ряд r[F](x,y) является 
ф. группой над A2-

О п р е д е л е н и е 1.8. Ф. группа F0(x,y) над данным 
кольцом «"# называется универсальной для некоторой совокуп­
ности ф. групп, если из того, что ф. группа F(x, у) над некото­
рым кольцом А принадлежит этой совокупности, следует, что 
существует единственный кольцевой гомоморфизм г : -̂{to}A> 
такой, что F(x, y)=r[F0](x, у). Ф. группа F0(x, у) называется 
универсальной, если она универсальна для совокупности всех 
ф. групп. 

П р и м е р . Мультипликативная группа FM(x,y)=x-\-y— 
—$ху над кольцом Z[p] является универсальной для совокуп­
ности всех мультипликативных групп. 

Рассмотрим градуированное кольцо B = 2Bn=Z[bh b2l . . . ] , 
degb„=—2n, n > l , и ряд g0(x)= x+2b nx n + I . Положим: 

Fo(x,y)=g^(g0(x)i-g<i(y)) = 2aijxW, g^(ga(x)) = x. (1.9) 

Из леммы 1.6 получаем: 
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С л е д с т в и е 1.10. Ф- группа (1.9) над кольцом -3®Q 
является универсальной для совокупности всех ф. групп над 
Q-алгебрамм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F(x, у) — ф. группа над неко­
торым КОЛЬЦАМ A®Q. Но лемме 1.6 существует ряд g(x)—x+ 
+ Zanx^eA®Q[[x]], такой, что F{x, y)=g~l{g(x) +g(y))-
Рассмотрим кольцевой гомоморфизм г :5®Q{to}A®Q, r(bn)=an. 
Тогда r[gQ] (x)=g(x) и поэтому r[F0] (x, y)=F(x, у).Ш 

Обозначим через Ло подкольцо в В, порожденное коэффи­
циентами aij ф. группы F0(x> у) (см. 1.9) и через га:Ао~+В 
гомоморфизм вложения. Коэффициенты aij ЯВЛЯЮТСЯ однород­
ными полиномами степени — 2(t + /—1) от образующих Ъп и 
поэтому S4-Q — градуированное подкольцо в В. Имеем: ^ о = 2--^оп. 
где s&onczBn. 

Т е о р е м а Л а з ара . 1.11. 1) Ф. группа F(х, у) над коль­
цом Ай является универсальной ф. группой. 

2) Аъ — Ъ\аъаъ ...], degart=-- —2n, п>\. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим аугментацию s;B->Zr 

&(bn) = 0, / t > l , и положим S+ = kere. Обозначим через .5(2) = 
= ЪВп

(г) кольцо B/(B+f и через е(2) : В-> В (2) каноническую 
проекцию. Легко проверить, что е2 [g^1] {х) =- х—Ее (2) (&n)x'{cdot}+1 

Поэтому 
£(2)[E0](x,r/) = 

= x + «/-2E(2)(/7„)((x-biVr+1 — x ^ 1 - . r + 1 ) - (1-12) 

Следовательно, е(2) (aLj)-= —-l1 "t ' je (2)(&.+;_.) и в группе 
В (2)2,,----Z с образующим в (2) (Ьп) подгруппа е (2) Л\п изоморфна 
группе Z с образующим т(п-\- 1)е(2)(6;1), где 

, . (р, если n~p!i, для простого р 
/»(п)-=Н. О. Д. | L j ; 0<£</г1=—I и некоторого q, 

J U, в остальных случаях. 
Отметим, что вложение i0 индуцирует изоморфизм .y£0®Q~ 
---•.8®Q. Далее, рассмотрим градуированное кольцо полиномов 
E = Z[a.,j], i > 0 , у > 0 , d e g a ^ - = - 2 ( i + y — 1), и ряд й(х,г/) = 
.—x + # + 2a/y.v,'V. Образуем ряды е(е(х, у), z)=--x-\-y-\-z-\-
-f S a ^ x - y z * и е(х, е(у, z)) = x-\-yJ

rz-\-I.a,"i.lixlyJzli. Коэф­
фициенты a'ijk и а .̂/е являются однородными полиномами сте­
пени — 2 (i + у + k — 1) от образующих a,tJ. Обозначим через Е0 
градуированное факторкольцо кольца Е по идеалу, порожден­
ному однородными полиномами (а^ — ауг) и (а.'гь — а"г/1), и через 
тс :Е {to} E0 — каноническую проекцию. Положим к[е](х, у) = 
= е0{х,у). Ясно, что еа(х, у) является ср. группой. 

Пусть теперь F(x, у) =x+y + T,aijXiyi — произвольная 
ф. группа над произвольным кольцом А. Рассмотрим гомомор-
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физм г : Е-+А, г(сщ)=а{,. По построению кольца Е0, гомомор-
я 

физм г разлагается в КОМПОЗИЦИЮ гомоморфизмов E{to}Eo->-A, 
т. е. ф. группа е0(х, у) над Е0 является универсальной ф. груп­
пой. Таким образом, для доказательства теоремы достаточно 

показать, что гомоморфизм г0: Е<г*~&о, классифицирующий 
группу Ео(х,у), является изоморфизмом. Отметим, что по по­
строению кольца Ли гомоморфизм г0 является эпиморфизмом. 

Рассмотрим аугментацию e:E0-->Z, ете(а,,) = 0 и ПОЛОЖИМ 
E+ = kere. Пусть E0(2) = E0/(E+)2 и е(2):E0{to}E0(2)-канони­
ческая проекция. Представим формальный ряд е{(х, у) = 
-=e(2)[e0](x, у) в виде x + * / + 2 -Mx. #). гДе -Mx, У) —одно-

п>1 
родный полином общей степени п по х и у. Из условий ассо­
циативности и коммутативности ф. группы в\{х, у) следует, 
что для всех п ПОЛИНОМЫ hn(x, у) удовлетворяют условиям: 

hn(x, i/) + ^„(x + -/> z) = hn(y, z)-\-h,l{x, y+z), (113) 

hn(x,y) = hn(y,x). (1-14) 

О п р е д е л е н и е 1.15. Однородный полином h(x, у), 
удовлетворяющий условию (1.13), называется полиномом Ла-
зара. 

Покажем, что задача классификации полиномов Лазара эк­
вивалентна некоторой задаче из гомологической алгебры (см. 
[14], [68], [69]). 

Далее, кольца формальных рядов:A[[xb х%, . . . ] ] мы будем 
-рассматривать как топологические кольца с ^-адической топо-
.логией, где ? ядро аргументации е : А[[хих2,... ]]{to}A, e(l) = l 
и e(xn)=0, n > 0 . 

Пусть Z — кольцо целых чисел. Обозначим через SD кольцо 
всех непрерывных дифференциальных операторов на Z[[x]] 
инвариантных относительно сдвига: 

A:Z[[x]]-+Z[[x,y]], Дф(х) = Ф (*+#). 

Известно (см., например, [27]), что аддитивно кольцо 3) 
•изоморфно кольцу Hom^(Z[[jc]], Z) и порождено вместе с тож­
дественным оператором I дифференциальными операторами 

( 1 dn *i —••——•}• Умножение в кольце 3) двойственно сдвигу А и 
в Z —базисе dn задается формулой: 

dndm^(n+n
m)dn+m. (1.15) 

Фиксируем в кольце Z структуру 2)-модуля при помощи 
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аугментации e:25->Z, e(l) = 1, e(dft) — 0, k > 0 и рассмотрим 
стандартную резольвенту Z над 25 (см. например, [1], [31]); 

е., Bs 

0 ч- Z ч~ L0 -с- Z- •<- . . . -<-LJ_1--r-Ls-{- , . . , (1.16) 
где .£,=-25.8(1)», Z=-ker {e:25{to}Z}, (L)° = Z, (L)J — Z® (Г)-"1 для 
s > 0 и гомоморфизм eJ:LJ{to}Li!_i задается формулой: 

e , ( i o [ i i U 2 | . . . | M ) - W i [ / 2 | . . . | U + 
• s — 1 

+ 2 ( - l ) ^ 0 [ / 2 | . . . | V f + l | " - | M -
r - 1 

Пусть A, как и выше, произвольное коммутативное кольцо 
с единицей. Фиксируем в А структуру 25-модуля при помощи 
гомоморфизма Е Д : 25 -УА, Ед(1)-—1, eA(d,.)=0, и заметим, что 

Hom@(Ls, A)-^Homz((L>, A)=*A[[xu . •. . xs}], 

где A[[x1, . . . , x-]]—- идеал в кольце Л [[ЛГ1, ...,xs]\, порожден­
ный элементом X i - . , x . . Применяя функтор Ногп-т,( ; А) к ре­
зольвенте (1.16), получаем комплекс 

А^А[[Х]]1А[[ХЪ Х2}}~> . . . -+А[[хи • • -, xs]]2\ .., (1.17) 
где все гомоморфизмы е* являются непрерывными и в тополо­
гическом базисе из мономов х^.-.х1/ задаются формулой: 

<И'- • .J#) = 2 ( - - ) '*{ ' • . -x^Lx1;) xl;#. ..х1/+1 (1.18) 
и 

lxl; = Lx'; - х'г - х1;+1 = (хг + л:г+1)г' - х'г - х1/+г' 

Рассмотрим более детально следующий отрезок последова­
тельности (1.18), положив предварительно xi=x, х^ — у, х 3=г 

Е2 8 3 

Ap]]{to}Ap, у]]^А[\х, у, г]]. 
Пусть h (х, у) некоторый однородный полином. Из формулы 

для гомоморфизма в*3 следует: 

E*/z(x, y)--=—h(x-\-y, z) + h(x, z) + h(y, z)-\-!i(x, y-\-z) — 
— h(x, y) — h(x, z). 

Следовательно, группа ker е'з(А[[л:, у]\) изоморфна подгруппе в 
2—35 IT 



А \[х, у]] порожденной однородными полиномами h (х, у), удов­
летворяющими соотношению 

— h(xA-y, z)-h(x, y)A-h(x, z/+~-) + /z(z/, z)=0, 

т. е. отношению (Г 13). 
Таким образом, задача классификации полиномов Лазаря' 

эквивалентна задаче вычисления группы (ker s3*) в комплексе 
(1.17). 

Заметим теперь, что имеет место точная последовательность: 
0->ims*->kere*->Ext^(Z,A){to}0. (1.19) 

Топологический аддитивный базис кольца A[[*]] образуют 
мономы хп, n>0, поэтому группа im ег* как топологический 
A-модуль порождена полиномами (х+у)п—хп—уп, п>\. 

Группа E\tg)(Z,A) когомологий комплекса 1.17 не зависит 
от выбора резольвенты (1.16), поэтому для вычисления группы 
Ext_g)(Z, А) можно привлечь аппарат гомологической алгебры. 

Введем в кольце 3) градуировку, полагая degd„=2n. Тогда 
т 

Ext^ (Z, A) = lim2 Ext^(Z, A): 

В с п о м о г а т е л ь н а я лемма 1. Пусть р — простое число. 
И Л —кольцо, являющееся 2//?-алгеброй. Тогда 

+2 , j Ext^(Z,A). 
'A, если s = 2pi, q>0, 
A, если .s=2(p- + p'), r>t>0, 
.0 в остальных случаях. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как кольцо А является Z/p-
алгеброй, то имеет место изоморфизм 

Ext^ (Z, A)-Ext<--p (Zip, A), (1.20) 
где %p=3)®Zip. 

Рассмотрим градуированное кольцо С = lim ®С-1, где 
С,— Z/p[C?]/(C^), degC- = 2p", и гомоморфизм 

0:C{to}.25p> ' 0(С-)-=^ ? . 

Из формулы (1.15) легко следует, что гомоморфизм корректно 
определен и является изоморфизмом градуированных колец. 
Таким образом, 

Ext <->p (Zip, A)-=-Extc (Z/p, A). (1.21) 
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Для поля lip как модуля над кольцом С- минимальная 
резольвента имеет следующий простой вид: 

o^ziptc*„Z-c\*-... «-c^ic;-*-.... (1.22) 
где Cs

q — одномерный С<~-модуль с образующим us и гомомор­
физм BS задается фо£мулой 

\ спиа_ъ если s —нечетное число, 
5 s~~\ Cq~lus_u если -s —четное число. 

Применяя функтор Home (; A) к (1-22), получаем комплекс 
с нулевыми дифференциалами: 

„* „* 

1 s 
Л0 {to} Л1 {to} ...--> Л .._-->-Л, {to}..., 

где As — одномерный Л-модуль. Следовательно: 
Extl

Cq(Zip, A) = Ex\blP"{IiP, A) = A, (1-23) 
Ext2

c„(Z/p, A)^Ext2clP"+1 (Up, A) = A. 
Используя изоморфизмы (1.20), (1.21) и формулы 1.23, полу­

чаем при ПОМОЩИ теоремы Кюннета о когомологиях тензорного 
произведения комплексов окончательное вычисление групп 
Ext|>f(Z, Л).В 

ПОЛОЖИМ 

L»(x> У)-1ЦПГ((Х + УУ1-ХП--У")- (L24) 
Легко проверить, что Ln(x, у) является ПОЛИНОМОМ Лазара над 
кольцом целых чисел. 

В с п о м о г а т е л ь н а я лемма 2. Пусть A— некоторая 
г//7-алгебра, где р — простое число. Тогда любой ПОЛИНОМ 
Лазара h(x,y) над А степени /г>1 имеет следующий вид: 

А , ч (.ЧМ*, У) + ^хргур\ если п=рг-[-р*, г >*>()-.• 
^ ' lx-L„(x,y) в остальных случаях, 

где X;gA, £=1,2. В частности, если дополнительно, h(x,y) — 
= h(y, х), то k(x,*y) = \Ln(x, у) для всех п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся точной последователь­
ностью (1Л9). 

Пусть п = рг-\-р(, r>t>0. Тогда 
(кег£*)2„^0тер-„-1-Ех42'г(г, А) = А + А, 

где Л--модуль (ime^2n порождается полиномом Лазара 
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L„(x, y) = &lxn. Легко проверить, что в качестве образующего 
одномерного Л-модуля Ex t 2 ^ +р } (Z, A), r > t , можно взять 
полином хРгуР (Выбор полинома хргур подсказывается, напри­
мер, мультипликативной структурой кольца Ext^Z, A) так как 
моном хрГ является образующим группы Ext^,2p (Z, Л) = Л). 
Заметим теперь, что так как хрГур фхр урГ для r>t, то из 
дополнительного усломя h(x, у) —ft {у, х) следует, что 
h(x,y) — 'kLn(x, у). Пусть п — рг. Тогда (imsj)2n-=--0i и следо­
вательно 

(kerep2 -Ex t^"(Z, A)-A. 
Пусть пфрг, pr-\-pl, r>t>0. Тогда Ext%2ll(Z, A) = 0, и сле­
довательно 

(k er s*)2« = (im е̂ )2,г = Л. 
Для всех п полином Лазара Ln (x, у), как полином над 

полем Zip не равен нулю. Следовательно, для пфрг-\-р1, г > 
>г!>0, полином Лазара можно взять в качестве образующего 
одномерного A-модуля (kere*)2,,. щ 

Возвращаясь теперь к кольцу Eo(2)> получаем, что имеет 
место: 

Вспомогательная лемма 3. В градуированном кольце 
Eo(2) = Z + 2^о(--)2" все однородные составляющие E0(--)2" 
изоморфны группам Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и выше, рассмотрим формальный 
ряд: 

ei(x, z/) = x + y+2/z„(x> У)-
л>1 

Из построения кольца Fo(2) и ряда е{(х,у) следует, что группа 
Eo(2)2n порождается коэффициентами полинома Лазара 
hn+i(x,y). Рассмотрим каноническую проекцию п:Е0(2)-+-
r->-Fo(2) ®Z/p. Тогда, с одной стороны группа E0(2)2n®Z/p по­
рождается коэффициентами полинома Лазара n[hn+{\{x,y), 
а с другой стороны, полином Лазара n[hn+i](x,y) имеет вид 
ePinLn+i(x,y) для некоторого элемента ePinBE0(2)2n® Z/p. 
Сопоставляя эти два факта, получаем, что для любого простого 
р группа E0(2)2n®Z/p является одномерным Z/p-модулем с об­
разующим ep,n. Так как группа Eo(2)2n является конечнопорож-
денной, то из этого вытекает, что группа Ей(2)2п изморофна 
группе Z. . 

Теперь мы можем закончить доказательство теоремы 1.11. 
Обозначим через еп, я>0 , образующие групп E0(2)2n = Z и 
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фиксируем в каждой группе E0
2n по одному элементу ап, тако­

му, что e(2)an = en. Рассмотрим кольцевой гомоморфизм 
y:-e = Z[bi, £>-,.. .]{to}£0, y{bn)=an. 

Так как элементы ап мультипликативно порождают кольцо E0> 
то гомоморфизм y является эпиморфизмом. По построению го­
моморфизм Eo-^^o также эпиморфизм, а так как вложение 
iu:AoczB индуцирует изоморфизм AU®Q—B®Q., то композиция 
гомоморфизмов B-+E0-+-J,o является мономорфизмом и поэтому 
гомоморфизмы y:S{to}E0 и Е0-+<Ао являются изоморфизмами. 
Следовательно, 

Eo—^o — Z[a1, a2, ...}. Ш 
Для каждого простого числа р введем градуированное 

кольцо 

Bp = 2B*=:Z/p[bn], n>0, п^рч-1, deg bn=-2n. 

Рассмотрим ряд gp(x) — x + 2 bпхпПбВр[[х]] и Ф- труппу 
пфрЧ-\ 

Fp(x, y) = x-\-y-yZal]xly}=g-'(gp{x) + gp{ij)). 
Заметим, что для ф. группы E p (x , у) ф. ряд [x]p имеет вид 
gp^iPgpix^eBpllx}}, и следовательно, [л]р — 0. 

Т е о р е м а Л а з а р а 1.25. Ф. группа Fp (х, у) над кольцом bv 
является универсальной ф. группой для совокупности всех 
ф. групп F(x,y), удовлетворяющих условию [x]p-=0. 

З а м е ч а й и я. 
1) Так как [x]p=-px+(х2), то для того, чтобы ф. группа 

F(x,y) над некоторым кольцом А удовлетворяла условию 
[х]р = 0, необходимо, чтобы кольцо А являлось Z/p-алгеброй. 

2) Доказательство теоремы 1.25 можно провести двумя спо­
собами. Во-первых смоделировать доказательство теоремы 1.11, 
заметив в нужный момент, что из условия [л.]р = 0 следует, что 
при п = рч коэффициент ер,„ при полиноме Лазара Ln(x,y) рав­
няется нулю. Во-вторых, получить теорему 1.25 в качестве след­
ствия теоремы ГЦ. Мы применим второй способ, так как он 
позволяет попутно получить важную информацию о том, как 
кольцо Л а вложено в кольцо В. 

Доказательство теоремы 1.25. Рассмотрим универсальную 
ф. группу FQ(X, у) над кольцом .у£- = Z [a b a2)...] и обозначим 
через Iр идеал в кольце Аъ, порожденный коэффициентами 
ряда [x]p = px+Ta,..x"+1Mo[[x]]- Обозначим через •j-p:,^o->.^0/-r

)-
каноническую проекцию. Ясно, что ф. группа -

p[Eo] (•*, У) над 
кольцом Ао/1р является универсальной ф. группой для сово­
купности всех ф. групп, удовлетворяющих условию [ x ] p - 0 . 
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Пусть i 0 :^oc5 = Z[61b2,...] описанное выше вложение. Так 
как iaWxjpl^g-'ipgoix)), где g-0(x)-=x + 26„x»+1, то I ptzpB 
и, следовательно, определен гомоморфизм 

ip:J0/Ip-±B/pB^Zip[t)u b2,...]. 

Обозначим через #-„ идеал в В, порожденный элементами 
6" <7_i, <7 > 0 , и ЧИСЛОМ p. Имеем: B/fp = Bp. Покажем, что го­
моморфизм ip индуцирует изоморфизм ip:J,0/Ip->Bp. Рассмотрим 
композицию гомоморфизмов \.P-T,P:J.{)->AQIIP->BI^P = BP. Как 
показано выше, мультипликативные образующие кольца AQ при ; 
вложении iQ:AoCzB переходят в элементы т(п-\-1) й1-|

Г(С8+)^), • 
а так так/n(n+l)-?-0modp , если пфрч — \, то гомоморфизм : 
. , . 1 - р является эпиморфизмом. Коэффициенты а.„ ряда [х]р при ' 
вложении iQ:AocB переходят в элементы (p — p"+1) Ьп + ((в+)2). \ 
(Напомним, что в кольце Вф)—-В1(В*)2 имеет место формула: : 
е (2) [g~lPgo](х)=рх+рг(2) [g0](x)-s (2) [g0] (px). Следовательно | 
коэффициенты a -_,, <7>0, можно взять за мультипликативные j 
образующие кольца AalpAo в размерности — 2(p? — l), и ПОЭТО- \ 
му гомоморфизм ip:J0/fр-+Вр является изоморфизмом. И \ 

С л е д с т в и е 1.26. Каждая ф. группа F(x,y) над А, удовлет- I 
воряющая условию [••<•]-, = О, обладает логарифмом. Среди всех I 
логарифмов такой ф. группы существует единственный (назы- I 
ваемый каноническим) у которого все коэффициенты при xV, ) 
•7>0, равны нулю. \ 

Доказательство непосредственно следует из конструкции \ 
ф. группы Fp(x, у) над Вр. j 

, Т е о р е м а .1.27. Пусть Fn(x, У) универсальная ф. группа j 
над Ао~2[аи аъ...\ и B = Z[bu *2-{cdot}{cdot}-]> где br — коэффициен- | 
ты логарифма ф. группы E0(x. У) и пусть i0:Auc.B каноничес- 1 
кое вложение. Существуют полиномиальные образующие а*п, J 
я > 1 , кольца AQ И Й*, п>\, кольца В такие, что 
"'. i0cfn=m{n+\)bl. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого простого р, как и выше, 1 
п 1 

обозначим через а •-_,, <7>0, коэффициенты при хр ряда [x]p. 
При доказательстве теоремы L25 было показано, что в кольце 
В существуют элементы §pq_v такие, что a t-_1 = pp -_.. Для 
даннных полиномииальных образующих ап кольца AQ и Ьп коль­
ца В0 положим: 

а* =|%«-1+/"' ' '~1й-?-г е с л и ft=pq — \ для простого р и неко­
торого <7>0, ап в остальных случаях. 
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((V_1 + pp?-2io(.V.'--1). е с л и n — p"—- Для простого р и 
Ь*п~' некоторого -у > О, 

.i0an B остальных случаях. 
Построенные элементы а\ и Ъ*п таковы, что 

•од;—да (я+1)6 ; , 
б;г—&л + ((5+)-). 

Следовательно, эти элементы а*п и &* являются искомыми 
полиномиальными образующими колец <А0 и В, соответственно. 

Обозначим через F*n(x, у) ф. группу над .в[Р], deg p-=—2 
•сильно изоморфную мультипликативной группе FM.(X, у) = 
— x + y —-f-яу, при помощи ряда g0(x)=--A:+.S&,,Jc"+1, т. е. 

EM (x, У) -= go-1 (go (x) + go (У) - t-go (x) go (У)). 
Теорема L28. Гомоморфизм iM:^o->-5[P]. классифици­

рующий ф. группу F'^(x,y), является мономорфизмом на прямое 
слагаемое. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что гомо­
морфизм 

ift®Z//>: Av®Zip ->B\§\®Zip 
является мономорфизмом для всех простых р. 

Пусть а*п и Ъ*п полиномиальные образующие из теоремы 1.27. 
Тогда для всех п имеет место формула: 

1ма: = т(л + 1)^ + (р). 
Следовательно, для всех пфр4 — 1 элементы (iM®Z/p)a 
алгебраически независимы в кольце В \$]®2/р. 

Пусть п = р" — 1. Тогда по построению, 
(iM®Z/p) a*,_! = (iM®Z/p) а р -_ г 

Нетрудно проверить, что для ф. группы FM.(X, у) = х + у — $ху 
над Z[[3] имеет место формула 

[ x ] „ - i ( l - ( l - P x ) " ) , - o o < n < o o . 

Из определения гомоморфизма iM следует тогда, что элемент 
(t

M®Z//7)ap-_1 равен коэффициенту при хрч у ряда 
go-1 ( ( - i r 1 ! 3 "" 1 ^ (по ­

следовательно, 
(iM®Z/^)a;_1 = (-lr1[3^, 
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(tM®Z/p) a*pq_x = (— 1 Г 1 Г 1 ^ - - . _ 1 + ([32'"-1»), 0 1 . 

Таким образом показано, что для всех п>\ элементы 
(.д. ® Z/p) а„* алгебраически независимы в кольце 5[Р] <g>Z/p 
и, следовательно, гомоморфизм iM®Z/p является мономорфиз­
мом. • 

Рассмотрим опять произвольную ф. группу F(x,y) над не­
которым кольцом А. 

О п р е д е л е н и е 1.29. Каждый формальный ряд <p(#)6 
6A[[x]], такой что ф(0)=0 называется кривой над А, Кривая 
ф0(л;) -х называется канонической. 

Пусть ф1(.к) и ф2(х) две кривые над А. ПОЛОЖИМ 

(Ф1+УФ2)(*)=-Р(Ф1М. ф2(*)). (1,30) 
Множество всех кривых над А относительно операции (1,30) 

образует коммутативную группу, обозначаемую через CF. 
Л е м м а 1.31. Любую кривую cp(x)£CF можно однозначно 

представить в виде: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <p(x)6A[[x]] и ^(х)=--^х + 
+ cp2x- + (x3). тогда cpjx)--(Cp lX)(p2^2) + (^3). Допустим по 

индукции, что <?(x) = yiP<?ixl + (x>"+1) для всех /re<m0. Тогда 
.-=1 

однозначно определен элемент cpmo+igA, такой, что 
от-

Т (•*) - 2 ^ ' • * ' = cPm„+lxOT"+1 + (Хт°+2). 

Следовательно, <p(x)--=-_/r<p;x' + (x'*°+2). Шаг индукции 
проведен. И 

О п р е д е л е н и е L3L Оператором Фробениуса Ф„ = ф ^ 
п>\, на ф. группе F (х, у) называется гомоморфизм: 

Ф„:С^С„:(Ф„ср) (x) = 2.,<P Ue"*"), 
ft-0 

где 4>(X)QCF И s - первообразный корень степени п из l 
Пример . Пусть F(xt(j) = x + y и cp(x)---S^x'eCp. Тогда 

сю 

(ФлТ)(л) = й_2тЯ(у+1)Х/+1. 
./-о 
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Рассмотрим универсальную ф. группу Fo(x, У) над кольцом 
^ c B - = Z | M 2 , . . • ] . Для каждого простого числа р пред­
ставим ряд ®F

P°{x) в виде 

фЗД-=2^.«*т- (1-32> 

г=»о 

Из определения оператора Фробениуса имеем: 
go®p°(x) = 2 g r o U ^ p i = ^ 2 bp.,-ix>. (1.33> 

С другой стороны из формулы (1.32) следует формула: 

*0Ф?(*)--3 *о (?,.«*")• <L34> 

Таким образом: 
9 P i l-pft-, ,+ i)-- + ( ( W (L35> 

Используя формулу (1.35), получаем следующий результат.. 
ЛеТма 1.36 ЙоУольцо в В, порожденное элементами 

с/-2(-"('+1--1)
) t > 0 , где Р пробегает все простые 

^p',-!l-^'--.п.-пярт го всем кольцом .^о. 
числа, совпадает совсем и коэффициенты при 

ПОЛОЖИМ ф_ .,.7_1 = 0-7+1' V - ^ u - ^ F a - ^ 

^ у представлений (1.33) и (1.34) для ряда g0Op-(x), полу-
чаем формулу: 

"РХ"Гккого а
П™с™о%ГсРла% рассмотрим ряд {cdot}-wW-

СО 

- x + S v - i ^ H положим 

' " E(P) (*, У)-=^ГР> CffcP) W + ^ w « 5 И*- *--• 
1 ад Ф rovnna F(P)(x,y) над 5 является 

Теорема Ь38- Ф- груша г о ^ о р ф и 3 м г:Л^Л, клас-
ф, группой над кольцом Л е й и го / ч

 пр0еКТором на 
сифвдирующий ф. грушу F(P) (*, W. * н 
П ° Т п Т Я ° 3 а п л & ь с т в о С По построению Ф. группы F\p)(x,y). Д о к а з а т е л ь с ! классифицирующий эту ф. груп-
над В гомоморфизм r - ^ ° ^ f ' о Л ^ R T ( & / = 0 , если п^р"-1, 
пу, индуцирован " Р ^ ° у

Р я Лемме 1 36 Отождествим кольцо Я,. 
^Го^ольДОМРв"-3, порожденным элементами T p V l где *>а 
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и р' пробегает все простые числа. Имеем: g{p) (x ) -= /" [g 0 ] (x ) . 
И з формул (1.33) и (1.34) следует тогда: 

чГ- ( 0, если р'фР\. 
§*»<'<v.~-w>-u..»_1--,'l •—• •--• (Ь39) 

Из (1.39) получаем, что r{<?p-, i) = 0, если р'Фр или 1фр" — \ 
11 Г(СР" p-7_i) — ^ . p - z - i ^ ^ b b <7>0 . Следовательно образом гомо­
морфизма r:J,f)-^B является подкольцо Z[{)ь-&2, • • .]сЛоС:В, 
а так как г(&д) — ®я, q>0, то г задает проектор AQ^-AQ. Щ 

О п р е д е л е н и е 1.40. YlyzThF(x,y) некоторая ф. группа 
над кольцом А и р — простое число. Кривая <?(х)£Ср назы­
вается ^типической, если (Ф^ср)(х) —0 д л я в с е х / г > 1 взаим­
но простых с p. Ф. группа F(x,y) называется p-типической-
если каноническая кривая <po(x) = x является p-типической 

П р и м е р . Пусть F(x,у) некоторая р-типическая ф. группа 
над А . Тогда для любого целого числа п ряд [х]п является 
р-типической кривой. 

Пусть Z(j-)— кольцо рациональных чисел со знаменателями 
взаимно простыми с р . Положим J,<,P) = 2{p)[%u %2, ...]czJ,o®Z^p). 

Т е о р е м а К а р т ь е 1.41. 1) Ф. группа F(P)(x,y), рассмат­
риваемая над кольцом J,{P), является универсальной для сово­
купности /7-типических ф. групп над г ^ - а л г е б р а м и . 

2) Ф. группа F(p) (x, у) над Ла®1{р) сильно изоморфна 
универсальной ф. группе F0(x,y), причем сильный изоморфизм 
E<J-)-->Fo задается рядом к{р)(х) = ^ л[^лфГЧ-*)1|*(/0.. гД е Vn 

(п, р) = \ п 
гомоморфизм CF-^CF-.U}(х)-+<?(хп), (j.(п) — функция Мебиуса. 

Напомним, что функцией Мебиуса ,j.(n) называется следую­
щ а я функция: |j,(l) = 1, р.(«)-=(— 1)~, если каноническое раз­
ложение 11 на простые множители имеет вид р г . . . р 3 , и |j.(я.) =-0 
в остальных случаях. Непосредственно из определения функции 
\з.(п) выводится хорошо известная формула: 

.S{cdot}-w-{o:™!l>i: : с-41» 
d/n 

Доказательство теоремы. 
1) Для каждого п положим 

и обозначим через I (р) идеал в кольце J,u, порожденный эле­
ментами <?n,i для г > 0 и всех п, взаимно простых с р . Тогда 
:из определения p-типической ф . группы следует, что универ, 
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•сальная p-типическая ф. группа над 2{р) — алгебрами задана 
над кольцом .J(p,-=(-/40/./(p))®Z(p). 

га—-1 J 

Пусть (n, p ) - l . Тогда g{p)Qfa (x) = 2 £(*> ( е ^ " ) = °-

Следовательно, ФД(Р) (x)=--0 для всех /г, взаимно простых с р, 
и поэтому ф. группа Fip) (х, у) является р —-типической. 

Таким образом, проектор г:1Ай®Ъ{Р)-+Л(Р) разлагается 
в композицию канонической проекции Л®7.(р)-^Л(Р) и гомомор­
физма Г(Р)\Л(р)^А(р-)1 классифицирующего р — типическую 
ф. группу F{P)(x,ij). Используя формулу (1.35) получаем, нако­
нец, что эпиморфизм Г(Р) является изоморфизмом. 

2) Кольцо .^0®Z(P) не имеет кручения, поэтому для доказа­
тельства формулы T-(p,E(p) (x, y)-=Eo(1-(p) (x)> "(л) (.x)) достаточно 
доказать, что в кольце .̂ 0<8>Q-=-5®Q имеет место формула: 

g^P)(x)^go{r4p){x)). 
Имеем: 

f о Ы) (х)) = ^ ^~ Vn { 2 So Vxh) = 
( л , р , - 1 \'--=0 / 

OQ # DO 

== 2 Kn)2&--v-^,w'=2 f 2 Mn)W^m=== 
(я, p)=l y - l m - = l \ ( n , p ) = l / 

n/m 

= = 2 bPi-iX>'''=g{p)(x).w 
.7-0 

•§ 2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЙ 
И КОГОМОЛОГИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 

Рассмотрим вещественное «-мерное расслоение £{to}X над 
клеточным комплексом X с отмеченной точкой •&. Обозначим че­
рез Tt, пространство Тома расслоения Z, и через t0:S'1{to}-"£ вложе­
ние одноточечной компактификации слоя над отмеченной точ­
кой -)f. 

Пусть 1г*{-) некоторая обобщенная мультипликативная тео­
рия когомологий. Положим h* (точка) -=Q,i. 

О п р е д е л е н и е 2.Г Расслоение £{to}X называется /^^ориен­
тируемым, если в группе hn(Tt,) существует элемент u(Q, назы­
ваемый ориентацией, такой, что элемент iQ*u(Q является обра­
зующим одномерного Йл-модуля hn(Sn). 

Ориентацию и (I,) Qhn (Tt) расслоения g-vX часто называют 
классом Тома расслоения i. Это объясняется следующим важ­
ным фактом: , 
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Т е о р е м а 2.2. ([25]). Пусть и(£)бЛ»(Т5) -ориентация рас­
слоения £{to}X. Тогда гомоморфизм 

tu:h*{X)-3i*{m :tu(a)=auCQ 

является изоморфизмом, называемым изоморфизмом Тома. 
Пусть К обозначает либо поле вещественных чисел R, либо 

поле комплексных чисел С, либо тело кватернионов Н и пусть 
k = uimRK. Рассмотрим бесконечномерное пространство Л-Р(оо) 
над К и универсальное /( — линейное расслоение g{to}̂ P({infty}). 

О п р е д е л е н и е 2.3. Теория когомологий h*(-) называется 
./(-ориентируемой, если расслоение 1~>КР(оо) является h*-opi-i-
ентируемым. ./(-ориентируемая теория Л*(.) вместе с фиксиро­
ванной ориентацией м(|) расслоения g{to}/(P(oo) называется 
/(-ориентированной. 

Т е о р е м а 2.4. ([29]). Пусть (&*(•), »(&)) некоторая К-
ориентированная теория когомологий. Существует единственная 
функция, сопоставляющая каждому /С-расслоенига С->АГ класс 
о* (С) = 1 + of (С) + . . . + а* (С) + . . . , где .-£ (С)ей*п (X) такой; что: 

1° o^(t;)—0, если /ra>dim/(rC; 
2° oft(/*C)=/*-ft(C), где f:Xi-+X непрерывное отображение; 
3° o'1(i;i+&)-=cy'l(-;i)(j"(S2), где g, и £2 /(-расслоения над X; 
4° ah(l) .= l + « ( | ) , где g{to}/(P(6o) —универсальное /(-линей­

ное расслоение. 
Класс .-''(С) = 1 + в* (С) + . . . + с* (С) + . . . называется полным 

характеристическим классом Коннера и Флойда, а класс ~„г(С) — 
я-тьщ характеристическим классом Коннера и Флойда. Свойство 
3° класса а'1 называется формулой Уитни. В частных случаях 
классы ол (С) и а* (С) имеют также следующие специальные назва­
ния и обозначения: 
a) /(=/? — классы Штифеля—Уитни WR(Q; 
b) / (=С — классы Чженя (Черна) ch(t,); 
c) К=Н — симплектические классы Понтрягина Ph(t,) . 

В тех случаях, когда это не вызывает недоразумений индекс 
h в обозначениях характеристических классов мы будем опус­
кать. 

В основе конструкции Коннера и Флойда характеристическо­
го класса сг(Е;) лежит следующий результат Дольда: 

Пусть I некоторое m-мерное векторное /(-расслоение. Обозна­
чим через п:КРЦ)^Х проективизацию над К расслоения £ и 

через £i{to}/£P(£) каноническое /(-линейное расслоение Рассмот­
рим отображение /:/(P(£){to}/(/>(co) такое, что f*t, = £i 

Т е о р е м а 2.5 ([25]). Пусть (/.*(.), Ц(£)) некоторая /(-ори­
ентированная теория когомологий. Положим а=/*и(П Кольца 
h*(KP(£)) является свободным h* (X) -модулем (структура мо­
дуля задается гомоморфизмом я*) от образующих 1, а,..., а™~К 
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Коннер и Флойд определяли классы an (..;), как такие одно­
значно определенные согласно теореме 2.5 элементы, для кото­
рых в кольце h*(KP{t,)) имеет место соотношение: 
.а«—a»--1n*ai (£) + . . . +(—1)'n~ ,an*am_1 (!;) + (—1)"-я*отШ=0. 

Рассмотрим пару /С-°(£) —:Я-Р(^+1). Известно, что /<Р(^+1)/ 

Т е о р е м а 2.6 ([43]). Пусть (h*(-), и{$) некоторая 
/(-ориентированная теория когомологий. Имеет место точная 
лоследовательность 

(k-A* (KP(O)^-h* (KP (£+1)) t h * (П)+-0, 
где образом гомоморфизма р является идеал, порожденный 
классом 

ПОЛОЖИМ и(£) = и—p_1(a). 
Т е о р е м а 2.7 ([43]). Класс и(£,)eh*(TQ является ^-ориен­

тацией расслоения £—>-X, такой, что: 
Г u{f%)—\*u{t,), где f:T(f*%)-^Tt, — отображение, индуциро­
ванное непрерывным отображением f :X.{to}X 
2° и({,1 + Ы=и^\)и{&), где £i{to}Xb ^2-^-^2—K-расслоения, 
?i+.^2=^iX,?2->-X1XX2. (Формула 2° имеет смысл, так как про­
странство T(t,i + t,2) гомеоморфно пространству Т^Л-Пд). 
•3° В кольце h*(Tt) имеет место формула: 

и - ( а = и Ч г . ( Е ) - и ф - - М М £ ) ) -
4° Пусть i-.X-^-Tt, вложение нулевого сечения. Тогда i*u(t,) = 
= om{Q. 

О п р е д е л е н и е 2.8. Класс и(£) =p--(«)Gh*(-£) называется 
каноническим классом Тома расслоения £ в данной ориентиро­
ванной теории (/г* (•), "(•!)). 

Пусть {L{n;K)\ in\ Цп\ K)czL(n+l; К), n = 1, 2 , . . . } обо­
значает серию ортогональных групп {О(п)} для K=R, серию 
унитарных групп {U(n)} для К=С и серию симплектических 
групп {Sp(n)} для К=Н. Положим 

L( i ( )=l imL(n; / ( ) . 

Рассмотрим универсальное векторное Л'—расслоение 1{п\К)-> 
->BL(n;K) и обозначим через TL(K) спектр Тома {71 (n; К): 
Ttn:Zm(ii; 1<) = Т(Цп; К)-\-\)^ТЦп+\;К)}, где - "^ -ото ­
бражение пространств Тома, индуцированное отображением 
(Bin):BL(n;K)-+3L(n-\-\; К)- Теорию когомологий, порожден­
ную спектром TL(K), обозначим через I(/<")*(•). Таким обра­
зом, теория L (/<)*(.) обозначает теорию неориентированных 
кобордизмов О* (•) для K = R, теорию комплексных кобордиз-
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мов £/*(•) Для /С---С и теорию симплектических кобордизмов 
Sp*(A для К=Н, [78]. Канонический гомеоморфизм КР{оо) = 
= BL(l К)**Т1, где 1 = 1(1; К), определяет последовательность 
отображений Ъ»кКР{оо)-+П{п+1; К) и тем самым элемент ив 
QL(K)h(KP(oo)). Этот элемент и и задает геометрическую ори­
ентацию и(Ь расслоения 1~>-КР{°°)• 

Т е о р е м а 2.9 ([43]). Пусть (/•*(•), и(Ш некоторая 
/^-ориентированная теория КОГОМОЛОГИИ. Рассмотрим отображе-
ние y:IlKP(°°)-+-BL(n;K), индуцированное вложением 
1(1; К)Х...ХЦ1\ K)czL(n; К). Тогда 

1) h*(RKP{oo))^Qh[[uu...,un]], где ^„ — ориентация 
H(.t)=<Ti(S) универсального расслоения над m-тым сомножите­
лем пространства 1ЖР(оо); 

2) h*{BL{w,K)) = Qh\H^--^% где <==<(? («; jO); 

3) Отображение ср индуцирует мономорфизм 

«р*:-2лк. • • • - ^ н - ^ л к • • • • й-ц, ? ч = ° и . 
где ij(rn) —элементарный симметрический полином S«i . . . , ««-• 
и следовательно, кольцо /тер* совпадает с кольцом симметрич­
ных форМалЬнЫХ рЯДОВ ОТ Ц], . . . , Un. 

Обозначим через и(п; К) канонический класс Тома и(1(п; К)) 
универсального расслоения |(n; K)~*-BL(n; К). Из теоремы 2.9 
вытекает: 

С л е д с т в и е 2.10. Пусть i:BL(n;K)->~Tl(n;K) вложение 
нулевого сечения. Тогда гомоморфизм 

cp*i*:/i*(T£(n; /()){to}/i*(n/(P(oo))' 

является мономорфизмом и образ его совпадает с кольцом всех 
симметричных формальных рядов от щ,..., ип кратных моному 

Последовательность канонических классов Тома {и{п\К))Ъ 
&L(K)hn{Tl{n; К)), П---1, 2 , . . .} определяет универсальный класс 
Тома u(K)£L(K)°(TL(K)), отвечающий тождественному отобра­
жению спектра TL(K)-+TL{K). Таким образом, каждое преоб­
разование теорий когомологии a:L(")*(.){to}h*(.) однозначно 
определяется своими значениями на элементах и(п; К) и, следо­
вательно, на элементах щ ... un&L{K)hn(ILKP (оо)) для всех п. 

С л е д с т в и е 2.11 ([36]). Существует взаимооднозначное 
соответствие между множеством всех мультипликативных пре­
образований a:L(/C)*(.){to}/i*(.) и множеством всех формальных 
рядов вида а(х)=х+(х2) над кольцом Qh. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждое мультипликативное преобра­
зование a:L(K)*(-)-+h*(.) однозначно задается своим значе­
нием на каноническом классе Тома u^L(K)h (КР( оо)) Имеем 
aueh*(KP(oo))^Qh[[ui]]f где a=ai--~(g), щ^Ц). Таким 
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образом, операции а однозначно сопоставляется формальный 
ряд а(и) =-a- + ai«+(n2) . Рассмотрим вложение г.5'!->Г1|----
—КР (оо) одноточечной компактификащш слоя над отмеченной • 
ТОЧКОЙ >!<. Так как класс и является ориентацией расслоения |,. 
то гомоморфизм ti*ul'-Qil->~h*(Sk):tUi (a) =ai*ni совпадает с изо­
морфизмом надстройки. Так как преобразование а должно ком­
мутировать с изоморфизмом надстройки, то ai*n---i*cri'l(g) =i*ui, 
и поэтому i*a(Ui)=i*U\, т. е. о.о-=0, ai = L Обратно, пусть а(«.) 
произвольный формальный ряд над Qh вида а(«.) =ы1+(и.2).. 
Тогда существует последовательность элементов {аи(п;К)}г 
таких, что ф*1*аи(п;/С)=а(«1, О . . . a(un ,|), определяющих 
единственный класс аи(К) £h* (ТК) и тем самым мультиплика­
тивное преобразование теорий когомологий L(K)*(-)-+h*(•). 

Согласно следствию 2.11 для каждой АТ-ориентированной 
теории (/г*(-), °i(5)) определенно единственное мультиплика­
тивное преобразование ^w-.LiK)* (•)-*• h* (•) такое, что 
\xf^,<:) (aW) (.;)) — o'l (S). Таким образом, имеет место: 

Т е о р е м а 2.12. Теория кобордизмов L(K)* (•) является 
универсальной АТ-ориентированной теорией когомологий. 

Обозначим через Zn
+ полугруппу всех n-мерных векторов с 

целочисленными неотрицательными координатами. Положим 
Z™=-limZ". Пусть (<~)6Z" такой бесконечномерный вектор, у 
которого все координаты кроме д-той равны нулю, а <7-тая 
координата равна 1. Тогда полугруппа Z°̂  совпадает с полу­
группой всех конечных линейных комбинаций 2nq(q) где пд — 
неотрицательные целые числа. Для каждого элемента <о-= 
= Ъпч(q) положим |Н| = Stiq-q и H ——V Обозначим через а(ш),. 
где <л = ~ZnQ (q)QZ^_, наименьший симметрический полином от 
«I . . .. ип, п> 1<о|, содержащий моном (щ . . . к-,) («„1+1- • •42

nt+n)-
( < + « , + ! • • •<+- .+« . ) • • • • и ч е р е з а'«£(^К)) единственный 
элемент кольца h*(BL(n;K)), n > H такой, что <р*о£ (Si (п; К)) — 
—<з(ш). Например, полином "((•?)) равен полиному Ньюто­
на ~S,u\, полином о («! (1)) —элементарному симметрическому по­
линому 2Й1 • . . ип,, а класс o*i(1) (-; (/г; AT)) —классу о*,. 

Д л я каждого wgZ^ 'положим s£ „=-?£(# (n; Af)) = 
— н: (я; AT) с* (6 (я; А-))е/г*('г+»ш11) (П {п\ К))- Из 'свойства функто-
риальности класса Тома а (•;; К) и характеристических классов 
ch (|) следует, что последовательность элементов {s*,.., n=-
— 1 ,2 , . . . } определяет элемент 

s* бА*1И1(Т1(.АГ))-=ИтЛ*(Я+11»11)(П(л; АО)-
Используя предыдущие вычисления получаем, что элемен­

ты s* , u-6Z~ задают топологический базис свободного Й/г —мо­
дуля0/?* (Г! (/С)). 
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Т е о р е м а 2.13. ([36], [65]). Группа всех стабильных кого 
мологических преобразований теории кобордизмов Z,(AT)*(.) в 
данную К—ориентированную теорию когомологий (h*(-), -f(-i)) 
изоморфна топологическому свободному 2Д-модулю c тополо­
гическим базисом s£ , «6-Z^. 

Обозначим через Л\ группу всех стабильных когомологичес­
ких операций степени п теории /.-*(•) в себя. Положим Ah = 
=UJ,ft, — о о < « < о о . Относительно композиции операций 
группа Ah является градуированным кольцом, называемым 
иногда кольцом Стинрода теории /г*(.). Если теория /г*(.) 
мультипликативна, то оператор умножения на «скаляр» a£Qh 
является стабильной когомологической операцией- Поэтому 
.определено вложение колец йлс„^А и кольцо <Ah является мо­
дулем (будем считать его левым) над кольцом 2Л. Согласно 
теореме 2.13 кольцо Лцк) изоморфно кольцу &цк)®5цю, где 
SUK) — SS "OT I n— О»-, 2> • • • > свободная топологическая ком-
.мутативная группа с топологическим базисом sL^K\ u>6Z™. 

Т е о р е м а 2.14 ([36], [65]). 1°. Группа S I ( / 0 =SS2( /o яв­
ляется ПОДКОЛЬцОМ В AL(K)-
2) Кольцо Бцю является алгеброй Хопфа с симметричной 
диагональю 

to 1+ш-=о> 

3) Умножение в кольце SL{K) однозначно восстанавливается по 
следующим фактам: 
а) Для любого n > l кольцо Z [[и1, . . . , и,,]] является модулем 
над алгеброй Хопфа 5Z(/C) таким, что s(q)um = ui+l и ^ и — О, 
если со---- (q) для всех т= 1,.. ., я, и sffl (a • (3) = 2 V (a) S.JP) 

CDt+ffls—CO 

.для всех а и pgZ[[«i, ...,гг,.]] 
в) Элемент a^Sl{K) равен нулю тогда и только тогда, когда 
равен нулю элемент aa для всех aGZ[[#i, . . . , и„]] 

Явный вид формулы для композиции sa s операций sa и 
5Шг очень сложный ([65]). Далее нам потребуются только сле­
дующие частные случаи: 

V)S^H«+Us ( 2 „ )+2V)' (2.15) 
^-"(m) = ('»+-)-"(-+«)+ *(-)+(«, (2-16) 

Т е о р е м а 2.17. ([36]). В кольце Лцк) имеет место сле­
дующая формула: 

5 •<--= *У, a* ( s i s , аРЙ-1-' 
<->l-)-[0!-=C0 
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где элемент о* (а) — sa (о) 6?~(.$",|щ''1 определяется следующим 
образом: 

Пусть представителем класса кобордизмов а6.2~(^г) является 
гладкое ^-мерное многообразие М с нормальным Л"-расслоени-
ем v. Тогда с£(о)-=325<#*> (v), где 25:L(^)*(M){to}L(/<:);f!(M) — 
изоморфизм двойственности Пуанкаре~Атья и е:L(К)*(М){to} 
{to} S£ —гомоморфизм, индуцированный проекцией М{to}(точка). 
Теорема 2.14 и 2.17 завершают описание алгебры 

АЦК) = &ЦК) ® SL(if) • 

! § 3. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ ПОНТРЯГИНЛ 
ВЕЩЕСТВЕННЫХ ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЙ 

Рассмотрим серию ортогональных групп 
{0 (n) : i n :0 (n)c ;0 (n+ l ) , in ,т:0{п) хО(т)-+-0(п+т), 

п,т = 1, 2 , . . . } 
и соответствующую серию универсальных вещественных вектор­
ных расслоений 

{l(n;R)-+BO(n):Bin:Un;R)+l-+t(n+l;R), 
.Bin. m-.l{n\ R) +l(m; #){to}|(n+m; R)}. 

Обозначим через g(/t; С—-R) комплексификацию | (n ; R)<8>C 
расслоения | (n; R). 

Пусть ТСО мультипликативный спектр Тома 
{TCO(2n) =ТЦп; C~R) :Tln:2*TCO(2n)-+L*TCO{2n + 2), 

Tin,m:TCO(2n) /\TCO{2m)-+-TCO{2n+2m)} 
и СО*(-) мультипликативная теория когомологий, порожденная 
этим спектром. Теория СО*(-) является теорией кобордизмов, 
построенной по гладким многообразиям, в нормальном расслое­
нии которых фиксирован класс эквивалентности структуры ком-
плексификации вещественного расслоения [43]. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Мультипликативная теория когомоло­
гий /i*(-) называется С—/^-ориентируемой, если существует по­
следовательность /^'-ориентации {и{п\С—R) £Ь?п{Т%(п; С—R)), 
п = 1, 2 , . . . } расслоений %(п; С—R) такая, что (П п )*« (п+1 ; 
С—R)=s>u(n;C—R) и {Tin,m)*u(n + m; C—R) =u(n; C—R) ® 
<g,u(m\C—R), где s2 — изоморфизм надстройки. С—^-ориенти­
руемая теория /.•*(•) вместе с фиксированной последователь­
ностью {и(п; С—R)} называется С—^-ориентированной теорией. 

Тождественное отображение спектра ТСО-^ТСО определяет 
каноническую С—^-ориентацию теории кобордизмов СО*(-). 
Непосредственно из определения 3.1 следует -

Т е о р е м а 3.2. Теория кобордизмов СО*(-) является уни­
версальной С—^-ориентированной теорией КОГОМОЛОГИЙ. 
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Так как каждое расслоение £(n; C-R) является комплек­
сным, то каждая С-ориентированная теория когомологии (п [•), 
йЧЮ) обладает С—Л-ориентацией Ы(п\ C—R)=u{l{n;L-4t<)), 
« = 1 ,2 , . . . } , где u(|(n; С—Я))—канонический класс Тома 
теории СО*\-). Обратное утверждение неверно. Например, тео­
рия СО*{-) не является С-ориентируемой. 

О п р е д е л е н и е 3.3. Пусть (ft*(-), {u(n; С - Я ) еА-»(Г£(«; 
C—R)), ii=l, 2,...}) некоторая C—R-ориентированная теория 
когомологии. Полным классом Понтрягина вещественных век­
торных расслоений называется функция сопоставляющая кале-
дому вещественному векторному расслоению £{to}X класс 

Г в==1+Ф? (•:)+..• .+«)+••• 
где ф* (С) 6Л4" (АО такой, что: 
Г $* (С)-0, если 2m > dim С; 
2 s ф"(/*С)--=/*5р'ЧС), где /:Xi{to}X непрерывное отображение 
3° ф(С + 1) — -$/г(С), где (1)-вещественное одномерное три­
виальное расслоение над X; 
4° ДЛЯ любого m > 0 элемент 

т 

ft-0 

имеет в группе h4m(X) конечный 2-нримарный порядок, где С 
и Сг расслоения над X 
5- ?р*п (.- (2/i; #)) = ( - 1)"/2> (2/г; С - /?). 
где J2n:BO(2ti)-^T^(2n; C — R-) вложение нулевого сечения. 

Т е о р е м а 3.4. В любой С—^-ориентированной теории кого­
мологии (h*(-), {u(n\ C—R)}) определен полный класс Понт­
рягина вещественных векторных расслоений. Функция, сопостав­
ляющая расслоению £{to}X класс Понтрягина %l

h(Q, m>\ опре­
делена однозначно с, ТОЧНОСТЬЮ до элементов конечного 2-при-
марного порядка. 

Оставшаяся часть параграфа будет в основном посвящена 
доказательству теоремы 3.4. Построение характеристических. 
классов Понтрягина использует отображение переноса (the-
transfer map), введенное Беккером и Готлибом [52], [53]. 

Обозначим через X* несвязное объединение пространства X 
и отмеченной точки * . Пусть р:Е->В расслоение со слоем F и 
структурной группой G, где В — клеточный комплекс, F - глад­
кое многообразие и G — компактная группа Ли гладких преоб­
разований многообразия F. 

Т е о р е м а 3.5 ([52], [53]). В категории стабильных типов-
(в 6-категории) существует отображение переноса 

х{р) :5+{to}£-.-, 

обладающее следующими свойствами: 
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1° Пусть (Ei, Pu -Si), i —1, 2, расслоения со слоем F .и груп­
пой G. Тогда, если ср: (E1, pi, -31) = (E2> P2, В2) отображение рас­
слоений, ТО T(p2) •ф = ф-т(/-11). 
2° Пусть X клеточный комплекс Положим Ei = XXЕ, B1 = XX-3, 
p^lXp. Тогда T(pi) = l A t ( p ) . 
3° Пусть расслоение р\Е^-В разлагается в композицию 

pi p2 
Е->Е{->В, где pi'.E-vEi расслоение со слоем F1 и группой O t. 
Тогда отображение - (p):.fi+->E+ разлагается в композицию 

Х(рг) ,".(/>') 

B*-±Et -±E*-
А°. Пусть lf-кб главное С-расслоение, F гладкое замкнутое 
О-многообразие, F:czF гладкое замкнутое б-инвариантное.под­
многообразие и W замкнутая G-инвариантная трубчатая окрест­
ность подмногообразия F-iCzF. Обозначим через р\Е-*-В и 
рх\Е\-+В расслоения со слоями F и F\, ассоциированные с рас­
слоением <2f{to}6, и через t:E1{to}E вложение, индуцированное вло­
жением F i c F . Тогда, если многообразие F\W обладает нену­
левым G-эквивариантным векторным полем, ограничение которо­
го на границу d ( F \ W ) =dW лежит в касательном расслоении к 
8W, то, отображение переноса х{р):В+^-Е+ разлагается в ком­
позицию i-x(pi) :B+{to}Ei+{to}£+. 
5°. Пусть E — F, В = {Точка}. Тогда степень отображения 
pT(p) :.B+->-E+—>-Б+ равна эйлеровой характеристике -^.многооб­
разия F. ' • •• : ••• 

Пусть h* — некоторая мультипликативная теория когомоло-
гий. 
6°. Для любых x£h*(B+) и y&h*(E+) имеет место формула 

%(р)Ч(р*х)у)=:хх(р)*у. 
Существует несколько вариантов конструкции- отображения 

переноса х{р). 
Идея всех конструкций хорошо иллюстрируется на следую­

щем важном примере. Пусть р:Е-+В гладкое расслоение, у ко­
торого база В и слой F являются гладкими компактными замк­
нутыми многообразиями. Рассмотрим некоторое гладкое вложе­
ние i;E{to}R™ многообразия Е в Rn, где n > d i m E . Пусть £i{to}£ 
нормальное расслоение вложения pXi; E—кбХ-Rn и &{to}E— ка­
сательное расслоение вдоль слоев расслоения p:E{to}B. Тогда 
вложение pXt индуцирует тривиализацию ij):.;i + .̂ {to}EX-Rn. 
Отображение переноса t(p) определяется в этом случае как 
композиция: 

5+AS"-^n1{to}r(C1 + C2){to}E+AS", 
где t — отображение Понтрягина—Тома для нормальной трубки 
вложения pXt (см. [43]) и ..' — каноническое вложение. 

Перейдем теперь к построению классов Понтрягина. 
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Пусть (ft*(-), и(п; С—R)) некоторая С—R-ориентирован-
ная теория. Положим согласно свойству 5°: 

^(5(2я; R) ) - ( - l )»y ;„« (2n ; C-R). 

Пусть £{to}X произвольное вещественное векторное расслое­
ние размерности 2n. Тогда существует классифицирующее ото­
бражение g:X->-BO(2n) :g*Z,(2n; R) —£,. Положим, согласно 
свойству 2°, 

W = SW(2/r,/?)). 
С л е д с т в и е 3.6. Пусть 2«-мерное вещественное векторное 

расслоение -!;->X обладает ненулевым сечением. Тогда 
^(С) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /:X{to}7,(£<g>C') вложение нуле­
вого сечения и Tg:T(t, ®C)->7'i-(2n; С—R) отображение про­
странств Тома, индуцированное классифирующии отображением 
g. Из конструкции класса g)n'

l(£) получаем: 

ад = ( - - ) я М . > ( 2 л ; C-R) = (-\)*J*(Tg)*u(2n; C-R). 

Из того, ЧТО расслоение £ обладает ненулевым сечением, сле­
дует, что отображение / гомотопно отображению в точку, а так 
как класс «(2n; C—R) принадлежит приведенной группе 
Нап(Щ2п; C—R)}, то J*{Tg)*u(2n; C—R) =0. • 

Обозначим через 
p:/->G2,.,2m(C){to}X, m<n, 

расслоение со слоем вещественное многообразие Грассмана 
RGufimi ассоциированное с расслоением С Над пространством 
/•?G2,.,2m (Q определено каноническог 2от-мерное расслоение 
^2H,2m->RG2«,2m(C). 

Для каждого т<п положим: 

где -(/>) :X+{to}RG2«,2m(Q+ отображение переноса для расслое­
ния р. 

Для туп положим 
5Р*(С)-=0. 

Таким образом, определена функция, сопоставляющая 
каждому 2^-мерному расслоению С полный класс ф"(С)=1 + 
+ «)+---+ТО-

Для (2д---1)-мерных расслоений С положим, согласно 
свойству 3°, 

i P 4 Q = « + i ) < 
36 



Непосредственно из конструкции классов ^(С) следует, что 
они обладают свойствами 1° и 5° классов Понтрягина. 

Пусть cp:X-->X непрерывное отображение. Тогда определе­
но отображение расслоений 

?:(Я02*.2*(<p*Q, Ръ XJ^iRGwm(С), Р, X). 
Используя свойство 1° отображения переноса т (/:>) получаем: 

? Х (с) - ?*- (РГ К (С2-.2«)=•- Ы ?*С (Cort,2m)=-
= ^(^)*ФМ^2„12т)-%(ср*С). 

Таким, образом, классы ф^ (С) обладают и свойством 2° классов 
Понтрягина. 

Для проверки свойства 3е достаточно доказать, что для 
любого й/г-мерного расслоения С. имеет место формула: 

5р*(С + 2)-=фА(С). 
Воспользуемся свойством 4° отображения переноса. 

Фиксируем ортонормированный базис е ь . . . ,е2„+ . в евкли­
довом пространстве R2n+2 и положим R2n+2 = R2n®R2, где /.?-" 
и R2 подпространства, натянутые на векторы еи . . . , е2« и е2и+и 
е2/-+2> соответственно. Фиксируем стандартное действие группы 
О (2л) в R2'1, стандартное действие группы S1-— SO(2)czO(2) 
в i?2 и соответствующее действие группы 0(2/г)Х51сО(2я-|-2) 
в R2«+2. Вложение RinaRinir2 индуцирует 0(2я)х5"-экви-
вариантные вложения многообразий Грассмана i\\RQinfim^ 
(ZRG2n+2,2m, Ш<П, i 2 : / ? G 2 / i , 2 m - 2 C / ? G 2 n + 2 , 2 m , W > 1 , ТЙКИе, ЧТО 
i*^2"+2,2OT-=^2i.,2m и i$.2n+2,2m — C2«,2m-2 + 2 . 

Лемма 3.7. Для действия группы S1 на RG2n+2,2m, инду­
цированного действием этой группы на R2czR2"'i'2, множество 
неподвижных точек представляет собой объединение под­
многообразий 

i = (il, i2):-9G2«,2m U..-?G2n,2m-2—^G2.-+2,2m. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через V1 подмножество 
в /?G2/.+2,2m. состоящее из всех 2т-мерных подпространств 
в R2n+2, которые при проекции R2"+2-^.R2" переходят в 2/и-мер-
ные подпространства в R2". Ясно, что множество 1Л инвариантно 
относительно действия группы S1. Положим V2 = RG2n+2,2m\V1. 
Пусть Ei множество неподвижных точек действия группы S1 

на RG2n+2,2m- Покажем, что EiD ^i — -̂ G2«,2m и Fif)V2 = 
= /?G2«,2m-2 . 

Возьмем некоторое подпространство r^RG2n+2r2m и йыберем 
в нем базис в виде Tn®Ti2. T2i®T22, .- • Ът,1®Ът,2^ ГДе Тыб-Я2", 
7A2-5R2 и в с е векторы тА2 имеют норму ноль, либо единицу. 
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•• Пусть i-бVu, тогда векторы ти, • • > 72m 1 линейно независимы 
в R2". Если i-6RG2,i,2m, то без ограничения общности можно 
считать, что ЬъФ®- Пусть {cdot}-6Fi, тогда в подпространстве тс 
можно выбрать базис, в котором Тл2 = 0 Для в с е х k > 2 . 
С другой стороны, очевидно, подпространство, натянутое 
на векторы 7u®Ti2- T2i©0, . . . , x2ml©0, где т*2-£0, не может 
быть.инвариантным относительно действия группы SL. Получен­
ное противоречие показывает, что E1n Vi — ROinflm-

Пусть i-gl/2, тогда векторы -(и, . . , "f2m , линейно зависимы 
в R2'1. Следовательно, в таком подпространстве 1- можно 
выбрать базис Tn©"(t2, • • •. 72тд©Т2т,2. гл-е T2m,i = °- Пусть т-eFi. 
Используя инвариантность тс относительно действия группы 51 , 
получаем далее, что в этом подпространстве можно выбрать 
такойбазис, что Т2,,._и = О и 7* 2 = 0 для всех k<2/re—2. 

Таким образом, F1n ^2 = -̂ G2H,2M-2. В 
В обозначениях пункта 4° теоремы 3.5 положим G = 0(2n), 

F----jRG2«+2,2OT, El-=/?G2,!,2mUJ
Z?G2«,2m-2. Обозначим 4epe3 W 

замкнутую О^^хЗ'-инвариантную трубчатую окрестность 
подмногообразия E1 в E. Многообразие E1 является множеством 
неподвижных точек действия группы S1 на F, поэтому группа 
S\ действует на многообразии F\W без неподвижных точек 
и определяет на F\W ненулевое касательное векторное поле А. 
Так как'действия групп Q и S1 на F коммутируют, то вектор­
ное поле Д можно выбрать О-инвариантным. Для 2/г-мерного 
вещественного расслоения С расслоение p:^G2n+2,2m(C + 2){to}X 
ассоциировано c главным О(2я)-расслоением. Таким образом, 
мы находимся в условиях пункта 4° теоремы 3.5, и следо­
вательно отображение 

• ; : . ; . , • • ^ ) . X + - ^ G 2 . M - 2 , 2 m ( c + 2 ) + 

разлагается в композицию 

(*iM) •" {pi):X+^RQ^,2n, (C)A^Oa1;.2m-j (t) -* RG&+2,im (C + 2). 
Имеем: 

' ' ; ; Ч}1А h)* fl* (C2,1+2,2m) = i\% &nWm) + i\Tm (C2„+2,2~) -
' . : ' ' ' ' •=ф;;(С2Л|2т) + !Р/;(С2„,2т-2 + 2). 

Согласно следствию 3.6 ф^ (C2n,2m-2 + 2)-=-0. Таким образом: 
К (С + 2) = Т (p)* JP* (С2„+2,2ОТ) — Т (РгГ (ilAi2)!N К (С2Я+2,2ОТ) = 

Итак, доказано, что классы ф ,̂, т>0 обладают свойством 3° 
классов Понтрягина. 
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Для завершения доказательства теоремы 3.4 нам понадобит­
ся несколько вспомогательных результатов. 

Определение 3-8. С-ориентированная теоЦш (h*(.), и (I)) 
называется специальной С-ориентированной теорией, если и(|) -= 
——МШ> гДе I комплексное расслоение, сопряженное универ­
сальному расслоению %-^-СР (оо). 

Примерами специальных С-ориентированных теорий являют­
ся теория когомологий #*(.;Z) и теория ориентированных ко-
бордизмов SO*(•). 

Лемма 3.9. Пусть (А* (.), и(?))— произвольная С-ориенти­
рованная теория. Тогда теория когомологий h*(') о" обладает 
специальной С-ориентацией «(.;). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Канонической специальной С-ориен-
не существует. Укажем два при-

П 1 
тации и(£) теории /г*(.) 

мера рядов agh* (CP (оо)) 2 , где и = и. (£) каждый ВА[[иЦ 
из которых задает специальную С-ориентацию. Положим 
«-=#(•;)—о*(•;). Из свойств первого класса Чженя с* следует, 
что а = — и + («2) (см. § 5). Тогда: 

а) и1 ==-.---(а — и) = и + (и2); 

б) и2 = и У - \ = иУТ+{й) = и + (и2). • 

Рассмотрим теорию ориентированных кобордизмов SO*(.) с 
геометрической С-ориентацией U&SO* (СР (ею)) и соответствую­
щей С —/^-ориентацией {и (п.; С — R) — и (Цп; C — R))}. Муль­
типликативное преобразование теорий когомологий 
|j-™:CO*(.)->SO*(.), классифицирующее эту С — ̂ -орнента-
цию, задается отображением спектров TCO-+TSO, индуциро­
ванным отображением g:BO-+BSO, классифицирующим рас­
слоение Ит-Ц/г; C — R). 

Лемма 3.10. Преобразование ^g:СО* (*)-*".SO* (-) индуци­
рует эквивалентность теорий когомологий ^ 

.50* (•) -jj. В частности, Q*0 о* 
— --.so 

:СО*{-) 

г 1 
2 •Н*[ВО\\ 

Доказательство леммы следует из того, что отображение g" 
индуцирует изоморфизм g*:H* yBSO; Z 
поэтому является гомотопической эквивалентностью по модулю 
класса Серра 2-примарных конечных групп (см., напри­
мер, [43]). 
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обла-С л е д с т в и е 3.11. Теория когомологий СО* (•) -
дает канонической специальной С-ориентацией. 

Применяя теорему 3.2 получаем: 
С л е д с т в и е 3.12. Пусть (/г* (•), и(/г; С — ft)) произволь­

ная С —7?-ориентированная теория. Тогда теория когомологий 
А*(-)|---1 обладает специальной С-ориентацией uQ), для кото­
рой классы u(n;C — ft) представляют собой канонические 
классы Тома расслоений Цп; С — /?). 

Демма 3.13. Пусть (А*(>) -j , а(щ некоторая специаль­
ная С-ориентированная теория и с* (С)- классы Чженя комп­
лексных расслоений, построенные по ориентации и(£). Пусть 
{и(п; С — ft)} каноническая С — ft -ориентация теории А* (•)--- , 
соответствующая ориентации гг (.£), и Ф'-г: (--) — характеристичес­
кие классы вещественных расслоений, построенные по C — ft-
ориентации. Тогда 

K W - l - l ^ W (3-14) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 3.10 доказательство 

достаточно провести только для теории SO*(-) -к . Для крат­
кости индекс SO в обозначениях классов cf° и ф °̂ мы будем 
опускать. Из уже доказанных свойств классов фт(£) следует,. 
что формулу (3.14) достаточно проверить только на универ­
сальных расслоениях 

t(2n;ft)-±BO(2n), я > 1 . 
Используя п. 4 теоремы 2.7 и СВОЙСТВО 5° классов Spm(C),. 

получаем: 

$п(Ц2д; /?)) = (-l)V-»« (2л; С-Ц) = (-1ус2Л(Ц2п;С-Ц)). 
Пусть т<.п. Рассмотрим расслоение флагов 

£1:1150 (2) {to} £ 0 (2л) 

со слоем E-0(2/z)/0(2)X-. • ХО(2), ассоциированное с рас­
слоением Ц2и; ft). Имеем: 50* (IL30(2)) Г-!!--^^^ Г-̂ -1 [[лг1, . ... 
. . . ,хп]], где x.== $i (•,;) = -c2(tt®C) и .,, —расслоение 1.(2; ft) 
над г-тым сомножителем пространства Д50(2) ([43]). Далее, 
р* •, (2/г; ",)-=..=-+ . . . +•.,.,. Следовательно,' 

р\сы£{2,ц C-ft))^(-l)»>ein(xu . . . , *в), 

где ат{ ) = 2x1 . . . х,п от-тый элементарный симметрический 
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полином от хи ... , хп. Из свойств 5° и 6° отображения пере­
носа получаем: 

- (Pi) * (РГ dm (6 (2n; С - /?))) - с2я, (,2n; C-R) *{Р1)Ч -
-=7.К2т(Ц2/г; С— /?)), 

где XF — эйлерова характеристика многообразия F. 
Пусть Ж —группа перестановок множества из п элементов' 

и еь . . . ,е2„ —фиксированный базис в R2'1. Рассмотрим пред­
ставление 

<р:£п->0(2/г), 
которое элементу а&Хп сопоставляет линейное преобразование 
такое, что 

'(--2fc-i) —--2(-<A)-i. <р (е2А) == -егсг ( А ) . 

Внутренний автоморфизм группы О (2ft), задаваемый элементом; 
•?(•-) определяет отображение расслоений 

•-?(-): (ПВО (2), ри ВО{2п))~>{ПВО{2), ри ВО{2п)). 

Следовательно, для любого x6SO* {ПВО (2)) имеет место-
формула 

<Р («О* - (/>-)*•* = *• (Pi)*? (?)**• 

Кольцевой гомоморфизм 
ер (о)*: SO* {ПВО (2)) [—] {to} SO* {ПВО (2)) [—" 

задается формулой: 
? (-)*•*•* = % ) • 

Так как для любого og-2,. детерминант преобразования у{а--
равен 1 и группа SO{2n) связна, то гомоморфизм 

с? (о)*: SO* {ВО {2п)) {to} SO* (.80 (2л)) 
является тождественным. 

Имеем: 

°т{хи . . . , ^ ) = 2 f ( ^ i ... хт. 
а 

Следовательно, 

• ( Р О Ч П (J-I я™) -= ах (Pi)*xi • • • хт, 

где а==(ге)—число мономов в разложении функции от(хи •••> хп).. 
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Далее, хорошо известно, что расслоение p1:n.50(2)-->-.50(2/i) 
разлагается в композицию: 

UBO(2)^RG2n,2m(H2n; R))^B0(2n), 
такую, что р2Ц2п; R)2n, 2m---5i + Sm-
'Следовательно, 

-(p.)**. ... хт^(р)^(р2)*{~1)тс2Лг®С-\-. • • +e*®C) — 
-=(-\)'Ч(р)*х(p2)*plc2m{%(2л; R)2n,чЖ)-

- ( - l ) m X2^(p )^ 2 m ( - (2f t ; . ^ )2« , 2 m ®C)-
=Х2-(Р)*Ф«(•(-•«; /?)2».Я«)-=Х2-Рт(е(2л; /?)), 

•где Х2 — эйлерова характеристика слоя расслоения р2. 
Суммируя предыдущие вычисления, получаем: 
{-\)mlF-c2m{t{2n- C-R)) = {-\)т*(р{)*{{-\)т<зт{хи . . . 

. ..,x„))-=aT(pi)*xi,.-.,xm---ax25P'm(i(2";-R)).. 
Эйлеровы характеристики слоев расслоений pi и р2 известны, 

а именно: %F=n\ и у^ = т\(п—т) I 
Таким образом, в кольце SO* (ВО (2п)) Г----1 имеет место 

•формула: 
Ш((-\ус2т(Ц2п; C -R) ) - ^ ( - ; ( 2 / z ; R)))—0. 

является свободным Z Кольцо S0*(B0(2n)) 
Следовательно, 

?5т(5 (2n; .9)) = ( - l)mc2m (•; (2л; С — /?)) 

модулем. 

Вернемся к доказательству теоремы 3.4. Согласно теореме 
•3.2 достаточно рассматривать только теорию С0*(-). 

Пусть X конечный клеточный комплекс, £1 и t,2 — веществен­
ные векторные расслоения над X. Положим 

* = С (Ci +C2) — {sum} $ ° (С.) Ф™ А (С2)6С0*- (X). 
Рассмотрим, как и выше, мультипликативное преобразование: 

$o:CO*(X)-+SO*(X).. 

По лемме 3.13 в группе S04 m(X) | —| имеет место формула: 

^.foA = (-l)m
C2m(C1®C + C2®C) — 2(- 1)m c"( c i®C) c2,„-2n^2®G) . 

Замечая теперь, что классы Чженя c2i+i{£)GSOil+2(X) для всех 
1>0 имеют порядок два, получаем согласно формуле, 
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Уитни для классов Чженя, что элемент ^ о {Ь) равен нулю 
© груше S04m(X)N-- . 

По лемме 3.10 преобразование ^ о индуцирует изоморфизм 
V$o [4"] : со* (X)[i] -* 50*(X) Щ и поэтому элемент в b^COim{X) 
имеет конечный 2-примарный порядок. Таким образом формула 
Уитни для классов фт°, т~>\ следует из формулы Уитни 
.для классов Чженя. Щ 

Теорема существования для классов Понтрягина доказана. 
Теорема единственности по модулю класса 2-примарных 

групп для классов Понтрягина выводится из теоремы единствен­
ности для классов Чженя сп, п>\. 

Аугментация ^°:CO*(.){to}H* (.; Z) теории кобордизмов 
СО* (•) в целочисленные когомологии / /*(•; Z) является мульти­
пликативным преобразованием, классифицирующим каноническую 
С — R — ориентацию теории Н*(-\ Z). 

С л е д с т в и е 3.14. Характеристические классы Понтрягина 
ty% (С) — |ля°̂ да° (С,) совпадают c классическими классами 
Понтрягина pm(C) вещественных векторных расслоений. 

Известно [43], что 
tf*(#G2ni2m:Z)/2'tors-=Z[pb . . .,pml/(py, jyn-m), 

где 1 + p i + . . . + p m — p(-U2n; #)2n,2m), ( l + p i + . - . + P / + - - - ) X 
Xp(U2n;/?)2n,2m)-=-1. 

Теорема 3.15. Для любых / г и т . имеет место изоморфизм.. 

СО» (^О.-л.а^/г tors = (Йсо/2 tors) [ф1 , . . . ,фт]/(фу,./>л-от), 

1 +$Pi + • • • +5рт-ФсоC-i(2л; R)in.2m), 
(1+ф1+...+ф.+ ...).-рсо(Ц2/Г, R)Ui2m) = \. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из свойств классов Понтрягина 
iPm°. m>\ следует, что определен гомоморфизм: 

<p:Sco№i, . . . ,Ы/(Ф/. j>m-n)-+CO*(RC2n,2,n)l2\ots " 

Согласно следствию 3.14, гомоморфизм 

Vff-.CO* {RQunM)-*-!** (R0^2m)l2tors 

является эпиморфизмом. Применяя спектральную последова­
тельность Атья—Хирцебруха, получаем, что гомоморфизм ф ин­
дуцирует требуемый изоморфизм. Ц 
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§ 4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ САМОСОПРЯЖЕННЫХ 
РАССЛОЕНИЙ 

Самосопряженным расслоением над X называется пара 
(т), Т), где rj{to}X комплексное расслоение и Т:У\—MI антилиней-
ный изоморфизм. Пусть (Tii, Ti) и (т)2, Тг) два самосопряжен­
ных расслоения. Тогда их суммой называется пара (тп+ти,-
Т1 + Т2). a их тензорным произведением пара (г).®сг)2, 7\®72). 

Рассмотрим самосопряженное расслоение (т), Т), Если Т2 = \у 
то расслоение т) изоморфно расслоению £®С, где £— вещест­
венное подрасслоение в т], являющееся множеством неподвиж­
ных точек преобразования Т. Если Т2=—1, то расслоение ц 
имеет структуру симплектического расслоения, в котором Г 
играет роль оператора /, [3]. 

Обозначим через CSGn,k многообразие, точками которого 
являются пары: k-мерное комплексное подпространство в С" и 
унитарный антиавтоморфизм этого подпространства. Над мно­
гообразием CSGn,k определено каноническое k-мерное само­
сопряженное расслоение $s

n
c
k Пусть С(3я,*комплексиое многообразие 

Грассмана. Отображение T.,.,ft:C.SG,(,jv{to}CG1.tb классифицирующее 
расслоение ^ , , является расслоением со слоем унитарная 
группа U(k), ассоциированным с главным с/(^)-расслоеиием над. 
CGn,k относительно действия <p:U(k)XU(k)-+U(k):<p(g)gi = 
= ggiF1- Положим llmCSO„,k = BSC{k) и 11mElf* = 5(A; SC).. —> —>-

II П 

Расслоение Цй\ SC)->BSC (k) является универсальным k-мер-
ным самосопряженным расслоением. 

Пример. Расслоение 1(1; SC)~±BSC(\) можно отождест­
вить с расслоением -i(l; R)®C-+RP(oo). 

Положим тсА —llmi-„ift отображение Kk:BSC(k) {to} BU(k) 
является расслоением со слоем U(k) и я* 1(к\ C) = t(k; SC). 
Стандартные вложения гл:.^(«)С(-7(/г+1) и in,m:U(n)xU(fn)ci 
cU(« + /n) определяют отображения Bin:BSC(ri)->BSC(«+1), 
Bi„,m:&SC(n)XBSC(m)^-BSC(n+m) и Bin:BU(ti)-*BU(n-\-1), 
Bi„,m\BU'{tt)XBU{m)->BU'(« + /»), такие, что r.l4VB7n = Bin+l-T.n, 
и 'Kn.nn,Bin,m = Bin,m . (-"я X "•/«)• 

Положим 5SC-=iim(5SC(/t), .94), Я£/= Нт(Ж/(я), £;,,)„ 
ic=11mit„, m5C —11m5?„,m и гас = Пт5(.,д' Пространство .5SC 
и 5U вместе с отображениями msc и шс соответственно,, 
являются коммутативными //-пространствами и отображение 
•K-.BSC-^BU является гомоморфизмом //-пространств. Про­
странство BSC является классифицирующим пространством 
для Л"-теории самосопряженных расслоений, обозначаемой через-
KSC*(-). Теория когомологий KSC*(-) является мультипли­
кативной, 4-периодической теорией.. Эта теория связана с К-
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теорией комплексных расслоений К* (•) и с Л'-теорией веще­
ственных векторных расслоений КО* (•) следующими точными 
последовательностями для каждого комплекса X (см. [4]) 

uKSC л-t 
... {to}/f---? (X)^KSC-" (X)^K-<> (Х)~+К-« (X) {to} . . . , (4.1) 

ко 
- .. -+КО*-ч {Х)1*КО-ч (Xf-KJZl<SC-« (Х)~-+К03-ч (X){to} .. . , (4.2 

тде ^5С~-преобразование индуцированное отображением; тс, 
i :К (X) {to} Л' (X)-оператор комплексного сопряжения, ( i^ c —пре­
образование, индуцированное оператором комплексификации 
вещественных расслоений, и х62 — оператор умножения на 
образующий группы КО"2 (точка) —Z/2. 

Последовательности расслоений {Цл; SC) {to} BSC (k):Bin: 
•Л(п\ 5C){to}S(/i + l; SC); В7п,т-Л(п; SC) + 5(m; SC){to}i;(n + m; 
.SC)} отвечает мультипликативный спектр Тома TSC = 
••={TSC(2n) = n(n; SC):Tin:WTSC(2n){to}rSC(2n+2); T7H,m: 
:TSC(2n)ATSC(2m)-+TSC(2n-{-2m)} и соответствующая ему 
мультипликативная теория когомологий 5С*(.). Теория 5С*(.) 
•является теорией кобордизмов, построенной по гладким много­
образиям, в нормальном расслоении которых фиксирован класс 
эквивалентности структуры самосопряженного расслоения [43], 
[85]. Определены канонические мультипликативные преобразо­
вания теорий когомологий 

t*&:Sp* (•)--?--*(•), 
^o : C 0* ( . ){ to}SC* ( . ) . 

Теорема 4.3. В теории самосопряженных кобордизмов 
SC* (•) определена функция, сопоставляющая каждому само­
сопряженному расслоению (т., r){to}X, dimcT.= 2п характеристи­
ческий класс ф(.; SC) = 1 +yx (п-; 5С)+.. .+ф.--(т. SC), где 
Фт(п\ SC)65C4m(X), такой, что: 
Г. Если Г- = 1 т. е. 71=С®С, то -JUT, SC)-=( — l )>^„° (C) . 
2°. Если Г- =— 1, т. е. г) имеет структуру симплектического 
расслоения С, то 5pm(̂ ; •SC) = (j.|gP^,(C) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построение характеристических клас­
сов 4>т(-ц; SC) использует отображение переноса, введенное 
До льдом ([59]). 

Пусть р-.Е-^В расслоение со слоем многообразие F над кле­
точным комплексом В и f:£{to}E послойное отображение. Поло­
жим Fix(f) == {eeE:f(e) =e} и обозначим через ?:Fix(f) {subset}--" вло­
жение. 

Из результатов работы [59] следует, что имеет место: 
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Т е о р е м а 4.4. В категории стабильных типов (в .S-катего-
pи..)"Существует отображение переноса: 

-^ (p ) :5 + { to}Fix( / ) + , 

обладающее следующими свойствами: 
1°. Пусть расслоение p:E{to}S имеет сечение s:S-vE и f=s-p. 
Тогда Fix(f) =s(B) и f t (р) - s . 
2°. Пусть (£i, pu Bi), i=l, 2, расслоения со слоем F и /iiEi-vEi, 
i=l, 2, послойные отображения. Тогда, если cp:(Ei, p,, -5i){to} 
-{to}(E2, Pi, В%) отображение расслоений, такое, что /г-ф —ф./1> то 
определено отображение ф:Р1х(/1)->-р1Х(/2) и 

-ф (Л) • ? - = ? - # (/>-)• 

3°.' Пусть отображение p:Fix(/){to}B является расслоением со 
слоем гладкое многообразие Fx и структурной группой гладких 
преобразований G, тогда определено отображение переноса Бек-
кера—Готлиба f (p) :5H1->Fix(f)+ и 

^ ( p ) = ^(.0)-

Пусть /!*(•) некоторая мультипликативная теория когомо-
р* логий. При помощи гомоморфизмов h*(B)-*h*{E)-*-h* (Fix (/)) 

зададим в кольцах h*(E) a/i*(Fix(/)) структуру h* (B) -модулей.. 
4°. Гомоморфизм 

-<£ (p)*: A* (Fix (/)+) {to} A* (E+) 

является гомоморфизмом /г* (5)-модулей. В частности компози­
ция гомоморфизмов 

/г* (5+) -> A* (Fix (/)+) — - А* (В+) 

задается умножением на элемент / ( / ) —т* (1)бА°(.В+) назы­
ваемый индексом отображения / . 
5°. Пусть кольцо A*(E) является свободным конечнопорожден-
ным А* (в)-модулем. Тогда: гомоморфизм 

• . • A* (E+) {to} Л* (Fix (/)+) - А* (В+) 

сопоставляет каждому элементу agA*(E+) след А* (5) — эндо-
морфизма h*(E)-+h*(E)->h*(E). В частности, индекс 1(f) 
отображения/ равен следу А* (5)-эндоморфизма /*:A*(E){to} 
->-.&*(£). 

В случае, когда база В расслоения p:E{to}5 является точкой, 
подробное доказательство теоремы содержится в книге Дольда 
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[26]. В работе [59] фактически показано, что доказательство' 
для В---точка переносится на случай, когда В клеточный комп­
лекс, если все построения проводить в категории топологиче­
ских пространств над В. 

Проиллюстрируем конструкцию отображения xg> (р):-5+{to} 
{to}Fix(f) + на следующем важном примере. 

Пусть р:Е-*В гладкое расслоение, у которого база В и слой 
F являются гладкими компактными замкнутыми многообразия-
ми. Рассмотрим некоторое гладкое вложение i:E-+Rn, n > d i m E , 
и обозначим через W открытую нормальную трубку вложения 
ii = pXi:EcBXRn. Пусть pi:№{to}E проекция нормального рас­
слоения- Положим g — iifpi-.W-+BxRn. Отображение р\ индуци­
рует гомеоморфизм pi : Fix(g){to}Fi~(j). Отображение переноса 
to (p ) строится в виде композиции p\%D{g)- Положим BxRn — 
-=£,. Так как пространство Fix(g) является компактом, то су­
ществует положительная непрерывная функция p:j3{to}(0, +{infty}),. 
такая, что как только точка (b,y)£BxRn принадлежит Fix(g)r 
то |1.5/||г--Р(.-1). Выберем такую функцию р и обозначим через 
Ei(p) пространство {{b,y)&BxRn-\\y\\^p(b)}. По построению 
Fix(g)c:Ei(p). Для каждой открытой окрестности X компакта 
Fix(g) в W определена следующая последовательность отобра­
жений пар: 

(/?«, R»\0) X В ~ { Е и E- \ E ! СР»--> (-г, E i \ F i x (g)) <-

*-(X,X\Fix(g))->(Eb E1\(BX0)XBX^(R>\ R»\0)XX. 

В стабильной категории отображение Ехс обратимо, поэтому 
указанная последовательность определяет стабильное отобра­
жение т* (g-):.5+{to}X+. Семейство отображений ^ (.§"), когда X 
пробегает частично упорядоченное по вложению множество 
всех открытых окрестностей X множества Fix(g) в W, задает 
по определению отображение rg)(g);B+->Fix(g)+. 

Перейдем теперь к построению классов ф (vj; .SC). 
Тождественное отображение спектра TSC-+TSC опреде­

ляет последовательность канонических ориентации {u(n;SC)Q 
eSC2n(TSC(2n)), n=\,2,...}, такую, что Ti*au ( л + 1 ; SC) — 
= s2u{n\ SC) и Ti*nmii{n + m; 5С) = и(/г; SC)®u(m; SC). 

Пусть jn:BSC(n)-*TSC(2n) вложение нулевого сечения. 
• Положим ф„ (И (2n; SC)) = j \ n (2/г; 5C). Пусть теперь ч\ -> X про­

извольное самосопряженное расслоение размерности 2/г 
и g:X-+BSC(2n), g4 (2щ SС) = % классифицирующее отобра­
жение. 

Положим 
ф„(Т ,5С) = ^*ф,1(Ц2/г;5С)). 
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Непосредственно из конструкции класса $„('/,; SC) следует, 
что для него верны утверждения 1э и 2° теоремы. 

Рассмотрим расслоение 
р:С02п,2пг(^)^-Х 

•со слоем комплексное многообразие Грассмана CG2«,2{cdot}w. ассо­
циированное с расслоением TJ. Антилинейный изоморфизм 
Т:7)->т) определяет послойное отображение /:CG2«,2fftft)-> 
->GG2n,2m(̂ )- Пусть "/i2,j,2m->GG2H,2m(vi) каноническое 2/гё-мерное 
комплексное расслоение. Определено самосопряженное 2/ге-мер-
ное расслоение (-*^2«,2,«, 7,)-{to}Fix(/), где t:Fix(/)cCG2«,2m('>l) 
•вложение. Положим: 

Vmfa SC)=^(p)%n(li:-q.2n:2m; SC). 

Таким образом, каждому 2/г-мерному самосопряженному рас­
слоению ft,7)->X можно сопоставить класс 

5Рft; SC) = 1 + ф- ft; SC) + ... +%ft; SC). 

Пусть <p:Xi{to}X непрерывное отображение. ^Тогда опреде­
лено отображение расслоений 

? :(GG2„,2m (?*'•!), pH XI)->(GG2„,2„, ft), /7, X) 

такое, что /Vf — ? • / . где /2 послойное отображение 
CGinfim Op*7)) -»• CG2n,2m (<p*'i"), индуцированное антилинейным 
изоморфизмом ?*(Т): 9* ft) {to} "•>*(•-). Используя свойство 2" 
отображения переноса tg,(p), получаем: 

?*M7i;SC) = !Mcp*7I;SC). 
Таким образом, функция $pft;SC) задает характеристический 
класс самосопряженных расслоений. 

Пусть ft,7,){to}X такое 2/г-мерное самосопряженное расслое­
ние, что Т2 = \. Тогда отображение p:Fix(/){to}X совпадает 
c расслоением р: 7?G2»,2m (^)-^-X и i*--2«,2m = C2,-,2m®G, где С вещест­
венное подрасслоение в -ц, являющееся множеством неподвижных 
точек преобразования Т. Используя СВОЙСТВО 3° отображения 
-0(p), получаем: 

фт ft; SC) = -0 (/7)*фш (i^2„,2/„; SC) = 

- ( - 1)«t (р)*>^Ф™ (С2«,2«) = ( - 1 ) > Ж ° (С). 
Пусть ft, Г) такое 2/г-мерное расслоение, что Г2 = — 1. 

Тогда отображение p:Fix ( / ) ->X совпадает с расслоением 
p://G„,m(C)->X со слоем кватернионное многообразие Грассмана 
HGn.m, ассоциированным с симцлектическим расслоением С^ , 
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в котором Т играет роль оператора j и '*%|2га=С„1(Л. Полу­
чаем: 

spm(-/1;SC) = (x|gx(p)*P^(U,m), 
где t(p) отображение переноса для расслоения p://Q„,m(C){to}X. 
Таким образом, достаточно доказать, что 4p)*-P£P(^,J — - Р ^ ) -

Кольцо Sp*(HOn,m(i)) является свободным кон'ечнопррож-
денным Sp* (ЛГ)-модулем [29], поэтому, согласно свойству 5°, 
гомоморфизм переноса -^ (p)* =•= -с (p)* расслоения р: HGRn (С) {to} X 
сопоставляет элементу Pff (Сл m) след Sp* (Х)-гомоморфизма 

Известно, [43], что: 
Sp* {HQa,m (C))-^Sp* (X) [pb . . . , pm\l(ph j >n-m), 

где 1+pi + ...+pm = P5"(^,m) и (1+p~i+...+p,+ . . . )X 
XPs"(Um) = PSp(P*Q-

Пусть a„ 1 < i < « , dega, —4i, bt, l < i < / n , deg6 ; —4i, 
алгебраически независимые переменные. Рассмотрим градуиро­
ванное кольцо A0-=Z[[ab . . . , a„]] и обозначим через bj, j>\, 
deg^, = 4/ элементы кольца A0 [[Ьи- •_._> bn]\, определяемые из 
соотношения (1 + Ь\ + . . . + bm) (1 + b\ + ..._+ bj~\- • • .) = 1 + 
+ а 1 + . . . + а л . Кольцо A = AQ[[bu •••,bm\\/(bJ, j>ti—m) яв­

ляется свободным A0 модулем, и определены кольцевые гомо­
морфизмы: 

сро: Ao-*Sp* (Xy.^ia^Pfp (р%), 

r-A-+Sp*{HQaimQ.)):4\At = <f0, ?(*,)-=/>/• 

Пусть a6A0 — след Ло-гомо^орфизма A. {to} А. Тогда из по­
строения гомоморфизма 9 следует, что элемент у (а) равен 

ХФ(» т ) 
следу Sp* (X)-roMOMOp$H3Ma Sp*(HQn,m (С)) *Sp* (HG,trm (С)). 
Таким образом, для завершения доказательства теоремы до­
статочно доказать, что а = ат. Вычисление элемента а можно 
провести используя известные'методы алгебраической теории 
чисел. Покажем, что это вычисление нами уже проведено при 
доказательстве леммы 3.13. 

Рассмотрим расслоение p:RG2n,2m(Z)-+BO(2ti), ассоцииро­
ванное с универсальным расслоением Ь = Ь(2п; R)-+BO(2n). Из 
доказательства леммы 3.13 следует, что ^(.pTc'^m^2ltbll®C) ~ 

----t,(6®C). гДе h*(-)=H* а согласно свойству 5° 
гомоморфизм переноса -^(p)* = i:(p)* для расслоения 
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P'-R02n2m(^)-^BO(2n) сопоставляет элементу c^m(^2lli2m®Cy 
след Н* (В0(2п); Z •--•lj-гомоморфизма 

H*(RQ2nM®;Z[j]) 
Хс* С*2я,2т®С) 

H*(jRG2«MlZ[i])-
Положим ^=-.-*Д1;®С), 1 < i < « , и bi = c*l($2ll2n<B>C), 1<г<те. 
Тогда (см. [43]): 

H* (ВО (2/г); Z [ j ])-Ao Щ , Я* (tfGa.,,.--- ®; Z -Л 
Х6„ 

>]-
А й Таким образом, след Л0 --г -гомоморфизма A 

равен #,„. Замечая теперь, что канонический гомоморфизм 
A{to}Ah-- является мономорфизмом, получаем требуемую фор­
мулу: а=ат. Ш 

§ 5. ФОРМАЛЬНАЯ ГРУППА ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ КОБОРДИЗМОВ 

Пусть (А* (•), гг(;,(1, .-<"(•,)) некоторая АГо-ориентированная тео­
рия когомологий, где KQ — одно из двух полей R или С. Обо­
значим через %, lu i=2). • • экземпляры универсального расслоения 
5(1; ATo){to}/CoP(oo). Рассмотрим расслоение 

$1®*.«2 ->К0Р (ОО) X КоР (ОО). 

Имеет место изоморфизм: 
h*{KQP(oo)XK0P(oo))^Qh[{ttu aa]], 

где и- =—<--•[* (£..), поэтому элемент cf (-,1®^Д2)бАЛо(-г<'о-0(00)Х 
Х-К"о-°( —)]> ko = dimj.jA"0 можно представить в виде формаль­
ного ряда 

Т е о р е м а 5.1. [36] Формальный ряд Eft(#i, »2)€.2.4[[#i,'а2]'Г 
является ф. группой над кольцом Q-,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть i:/<y-,(.-o){to}Ar0-D({infty})X 
ХКоР(°°) вложение первого сомножителя. Тогда i*.ii®.."0S2—-i-
Следовательно, 

«i=of (Zi) = ^$i®K&-l*Fh(Uu uJ=FA{uu 0). 
2) Имеет место изоморфизм А"0-расслоений (-п®.^) ®лт--з —: 

•— 1̂®л-0(?2®/с0Ь). Следовательно: 
Fh(Fk(Uu U2), и3)-а^((?1®^-)®ДоУ-=^^®/Со(?.2®^3)) = 

= Fh(a1,Fh(itbu3)). 
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3) Пусть t:KQP(oo)XK0P(oo)->KGP(oc)XK0P(oo)-отобра­
жение, переставляющее сомножители. Тогда %1®кМ—£* (£г®кМ) 
Следовательно: 

^,Ди1 , 'й-)--=оЛ(|1®^2)-^Х(-1®^У— ^ F h ^ i , u*) = Fb'{ih, «i). Я 

ПОЛОЖИМ й=о? (1)е/-ЙО(^о-°(оо))=^2л1[г-11. Так как 1®х.1—1, 
то Fft(«, и) = 0. Следовательно, ряд и= - и + ( и 2 ) задает обрат­
ный элемент в ф. группе Fh(ux, щ). • ... 

Первые примеры ф. групп Fh(uu и2) над 2Л: 
5.2. Пусть A*( . ) - / i* ( . ;Z / f o ) , где Z^ — Z/2 и. ZC = Z. Тогда 
Qh = ZKo и F f t(ab «.-.)•-•= и!+«2-
5.3. Пусть /г* (•)-=/<•*(.) —комплексная ЛГ-теория. Тогда 

9^ —Z[§, [3-1], d e g p - - 2 и E/C(«b«2) = «i + ^ - ? ^ - 2 . 

где M-of(^) = (1-r)!3-i. 
Далее в этом параграфе мы будем рассматривать только 

случай Ко=С, хотя все основные конструкции верны и для 
Ko = R. Стабильные квазикомплексные многообразия, т. е. много­
образия в нормальном расслоении которых фиксирован класс 
эквивалентности структуры комплексного векторного расслое­
ния,-мы будем называть комплексными многообразиями. Такое 
сокращение можно оправдать тем, что в классе,.:, комплексных 
кобордизмов каждого стабильного квазикомплексного многооб­
разия М содержится неособое алгебраическое многообразие 
(см. [43]). 

Пусть М гладкое замкнутое комплексное' многообразие. 
Обозначим через V(M) группу классов эквивалентности комп­
лексных линейных расслоений над М с операцией тензорного 
умножения над С. Рассмотрим отображение f:M{to}pP(N), N > 
> d i m M , классифицирующее некоторое комплексное линейное 
расслоение г]. В гомотопическом классе отображения f содер­
жится отображение f\, трансверсально регулярное на подмного­
образии CP(N—l)czCP(N), [44]. Комплексное подмногообра­
зие MI==/1

_1(CP(N—1)) называется подмногообразием, двойст­
венным расслоению т]. Так как V(M)^[M,CP(oo)]=H2(M;,Z), 
то соответствие г\^Мх индуцирует взаимно однозначное соответ­
ствие между множеством V(M) и подмножеством s U2(M)£ 
=-Um_2(-M), m = dimM, классов кобордизмов комплексных под­
многообразий в М коразмерности 2, где 3) — оператор двойст­
венности Пуанкаре—Атья. Пусть {М1} и Ш2} некоторые эле­
менты группы V(M) и Ш{1@{М2} их сумма в группе V(M), 
тогда в кольце U*(M) имеет место формула: 

.{.Mi} ®{M2}=Fu({Ml}, Ш2}) ={M1}+{M2} + 2ai j{M l}4M2R 
В связи с этим важным фактом ф. группа Fo-(«i, щ) назы­

вается ф. группой геометрических кобордизмов (см. [36]). 
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Для каждого п>\ обозначим через |{to}CP(n) ограничение на 
СР(п) универсального расслоения |{to}CP(oo). 

Определение 5.4. Многообразием Милнора Н(П[,п2), 
«!>0, п2>0, называется комплексное подмногообразие в 
СР(щ)ХСР(п2), двойственное расслоению -li®ls~>-CP(ni)X 
ХСР(п2). 

TeopeMa 5.5. Формальная группа геометрических кобор-
ДИЗМОВ Fxf(uhu2) в кольце U*(CP(oo)xCP(oo))=Qu[[uuus]] 
задается формулой: 

„ , . ih + 'h + ^lff(n„nOl«7'«2a 

Fu(ttu Щ) = cP(ih)CP{ih) ' 

где [Я(йь «2)]6Sa2(""+"s_1>, СР(и) = 1 + 2 [CP(n)]W. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим вложение <.„, п^.СР(пх) X 

ХСР{п2)с:СР(оо)хСР(оо). Имеем: 

i*nunFv (ии и2) = с" frey = щ + и2 + 

, •\-^l!u[u^W(CP(nl)xCP(n2)). 

Из конструкции многообразия, двойственного расслоению, 
следуют формулы: 

*®сг{£х®Ъ) = [Н{пип2)], 

вЩЦ ---= [СР (щ - Щ [СР (п2 - /)], 

где 23-.U2(СР(п^ХСР(n.2))~U2(CP(njxCP(п2)) гомоморфизм 
двойственности Пуанкаре — Атья ц e:U*(.){to}2£- аугментация. 
Следовательно, 

[Н (пи п2)\ = [СР (щ -1)] [СР (а2)\ + [СР («0] [СР (я,, -1 ) ] + 

+ 2««;lCP(«i-0][--/-(«2-j)]-
Заметим теперь, что 

|Я (/-ь п2)] u»4i»* = ([CP (п--1)] и».-1 [СР (/г2)] и*) «1 + 
+ ([СР (л,)] и? 1 [СР (я2 -1)] ^.-i) щ + 

+ 2 « ^ ([ер (я, - /)]««.-*[ер (п-—/)] ««--о, 
поэтому имеет место формула: 

«1 + « 2 + 2 I H К "2)] и?ч# = («1 + «2 + 2 аиих4) СР.(щ)СР(а2). 
Следствие 5.6. (см. [36]). .Логарифм формальной группы 
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геометрических кобордизмов Eu(«b«2) имеет вид: 

i«-«+2-S!-««. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно формуле (1.8): 

<-*(«)__!_ „w .__?Ve 'e> 
d« со (и)' v ; dt/ 

Следовательно, 
dg (и) СР (к) 

- . - О 

и" г1+2аЯ( 'г '1)]-[СЯ(1)1[СЯ(п-1)])«"' 

Легко проверить, например, сравнением чисел Чженя, что 
[Я(й,1)1 = [СР(1)1[СЯ(Л-1)1, поэтому Ц£_ = СР(и). Ш 

§ 6. ХАРАКТЕР ЧЖЕНЯ - ДОЛЬДА 

О п р е д е л е н и е 6.1. Характером Чженя —Дольда для 
обобщенной теории когомологий h* (•) = ^ hn (•) называется 
отображение теорий когомологий 

chu :A*(.)--v^*(.; 2ftcS>Q), 

которое для X—точка представляет собой канонический гомо­
морфизм 2fc{to}Qfc®Q, # • ( . ; £2*®Q)—-2 Я< (.; P/,f'®Q) и # * ( • ) -
классические когомологий. 

Теорема существования и единственности характера Чженя— 
Дольда доказана Дольдом [25]. В случае, когда п*(*)—-Z/2-
градуированная комплексная /(-теория, характер Чженя—Доль­
да chK совпадает с известным характером Чженя ch. Этим объ­
ясняется наш выбор названия и обозначения для отображения 
chh [7]. 

Для обобщенной теории гомологии К(-) -=E/in(-) аналогич­
но определяется характер Чженя—Дольда: 

ch ' -h . - . ( . ){ to}^( - . Q*®Q)-

Приведем конструкцию характера Чженя---Дольда chh [25]. 
Рассмотрим теорию стабильных когомологий к* (-)=Хпп(-), 

представимую спектром сфер S = {Sn, n>0}. Для каждого кле­
точного комплекса X определен обобщённый гомоморфизм Гу-
ревича 
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сопоставляющий паре (а, а), абя'(Х) --=lim[SnX+, 5n+i],. аШ/Г-, 
—-> 

образ элемента а при гомоморфизме 
Qjl^h"+M (S"+0 {to} кпН~1 (S"X+)-A'-' (X) 

Согласно теореме Ceppa [42], %* (T04Ka)®Q-=i-o (точка)®(2---:<3» 
поэтому теория когомологий к* (-)®Q совпадает с теорией 
#* ( - ;Q) . Таким образом, для каждого X гомоморфизм фх 
индуцирует гомоморфизм 

<?x®Q:M*(X;Qh®Q)-+h*(X)®Q 

и тем самым отображение теорий когомологий: 
•?®Q:#*(.;Qft®Q){to}ft*(-)®Q. 

Для Х=(точка) гомоморфизм <fx®Q .является изоморфизмом» 
и поэтому отображение cp®Q является эквивалентностью тео­
рий когомологий на категории конечных клеточных комплексов. 
Следовательно, определено отображение теорий когомологий 

. . . . . . (?®Q)-I:/z*(.)®Q->^*(.;QA®Q). 

•Характер Чженя—Дольда ch,, задается в виде композиции 
канонического отображения А* (•)--»-A* (.)®Q и отображения 
(срЖЭ)--. 

Перечислим общие свойства характера Чженя—Дольда ch/,., 
которые непосредственно следуют из его конструкции: 
1°г.Для любого конечного клеточного комплекса X гомоморфизм 
chft@Q является изоморфизмом. 
2°. Пусть1 А*•(•'') мультипликативная теория когомологий. Тогда 
гомоморфизм ch;.. кольцевой. 

Пусть dh — кольцо Стинрода стабильных когомологических 
операций в теории /..*(•). Для данного X фиксируем в группе 
Ш* {Х-; S*,®Q) структуру «^,,-модуля, индуцированную действием 
кольца Ah на 0*,®Q. 
3D. Характер Чженя —Дольда сЬл является гомоморфизмом 
Л-дгмодулей. ' . ••• 

Перейдем к изучению свойств характера Чженя—Дольда 
в теориях комплексных и симплектических кобордизмов. 

Сначала остановимся на теории комплексных кобордизмов 
U*(-)-

Характер • Чженя—Дольда 
'•'. ". .. . . . cha:£/*(.){to}.^*(-;2.y®Q) , -' . ' 

является мультипликативным преобразованием теории когомо­
логий, поэтому он однозначно определяется своим значением 
на элементе с" (•;)-= «6U2 (СР(сю)) (см. § 2). 
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Имеем: 
chc/W = t + 2a.t*+ \ 

i>1 

аде f=-cf(5)6H2(CP(0Q);Z)-H aie.2ys'®Q. 
Лемма 6.2. Когомологические операции Ландвебера — 

Новикова So-gS аЛи действуют на коэффициентах <хг ряда 
<chutt следующим образом: 5(-)a/ — [(chu«)'7+1];+1, в частности, 
smat = \, где [ ];+i—• коэффициент при tm у ряда от t, 
стоящего в скобках, .Sco.~/==0i v=fc(q). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя свойства 2° и Ъ° характера 
Чженя—Дольда, получаем: 

-2 я 

2 (S(-7)a*)-'+1==S(-7> (ChyW)-=Chy (S(-)«)•=-сЬий^1 — 

BS=(Chytt)9+1 = ( t + 2 a - - B + - ) ^ 1 . 
Пусть м-?-=(.7), тогда 

{sum} (S<a*l)ttn = Sco^hyM) = Chc/Scoii^O.B 

Каждая операция 5Ш, wgZ" определяет гомоморфизм Sa'&u' 
_>2у2и+||ш". Для /г=-||ш|| гомоморфизм sM сопоставляет классу 

кобордизмов 2/г-мерного комплексного многообразия M характе­
ристическое Число Чженя c^(M). Символом 5Ю мы „будем 
-обозначать также гомоморфизм Su2/J®Q{to}Qy2"+2n(u"®Q, продол­
жающий гОМОМОрфИЗМ Sco, а ЧИСЛО 5(0 (<з)6--У®Q — Q для Любого 
c6SuZ||C0|l®Q называть характеристическим числом элемента <"• 
Обозначим через Qy2"(Z) подгруппу в Sy2"®Q, образованную 
элементами, характеристические числа sM которых являются 
целыми числами для всех ш с ||ш|| = п. Например, Qf/ (Z) —=Z 
(образующая 1е2&), Su2(Z) = Z (образующая [CP

2
(1)J ),:Q^(Z)-= 

= Z + Z (образующие -—-~—• и - — j j - ) - Из свойств характе­
ристических чисел Чженя легко "следует, что группа Q[/(Z) = 
= {sum}] Qy2" (Z) является кольцом, и естественное вложение 

flu -> й[/ (Z) является гомоморфизмом «^[/-модулей. 
Теорема 6.3. Пусть аг, t > 1 , коэффициенты ряда сЪци.' 

Тогда a;6Qt/(Z) и Qc/(Z) — Z [a1, a2, . . . ] . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения характера Чженя — 

Дольда следует, что chc/a-=a для любого ogSy. Следовательно, 
•если ogQ^2", то ----{sum}acoSfi)(c-)> где а(Л = а'^-а.!'"- .. . для 
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С л е д с т в и е 6.4. 1) Имеет место изоморфизм 2-/(Z) — 
~Н# (BU; Z), при котором гомоморфизм chu:2y->Qy(Z) пере­
ходит ь гомоморфизм Гуревича Sy.---it..!(MU)-+H%(MU; Z)-^ 
- -H* (.9U; Z). 2) Гомоморфизм сЬц-М*(Х)^Ж*(X;Qu(Z)) раз­
лагается в композицию с гомоморфизмом ̂ -/-модулей chy:U*(X)-> 
->Ж*(Х;Яи(2)). 

Известно, ЧТО Horn . (Sy, Qu)~Z, [36], поэтому гомоморфизм 

спу индуцирует гомоморфизм: 
Т.#* (X; Z) {to}Horn^ (U* (X), % {!)). 

Лемма 6.5. Если группа Н*(Х;1) не имеет кручения, 
то гомоморфизм т является изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если группа H.i:(X\Z) не имеет 
кручения, то каноническая аугментация \i.uH:U* (X)->H* (X; Z) 
является эпиморфизмом, и следовательно существует гомо­
морфизм г.Н*(Х; Z){to}U*(X) такой, что (-£••• = Г Рассмотрим 
гомоморфизм ср:Нот . (U* (X); 2^ (Z)) {to} Homz (H* (X); Z) == 
= //.„ (X; Z), сопоставляющий .̂ -/-гомоморфизму a,:U*(X){to} 

{to} 2-7 (Z) Z-гомоморфизм Я* (X) {to} U* (X) {to} 2.у (Z) {to} Z. Непосред­
ственная проверка показывает, что гомоморфизм 9. Y-тождествен­
ный. Сопоставляя этот факт с тем, что гомоморфизм Y®Q является 
изоморфизмом, получаем, что гомоморфизм •[• — изоморфизм. • 

Используя свободную ^[/-резольвенту .^-модуля U* (Х)г 
построенную С. П. Новиковым [36], получаем при помощи 
леммы 6.5 следующий результат: 

T е о р е м а 6.6. Если группа Ht (X; Z) не имеет кручения, то 
E x i . X (и* (X). Qu (Z))--Ext°^c/ (U* (X), Qa (Z))—//* (X; Z). 
Доказательство теоремы следует из того, что в геометриче­

ской реализации резольвенты С. П. Новикова участвуют только 
комплексы без кручения в гомологиях. • 

С л е д с т в и е 6.7. Ext^(2y,2y)----AV2y, гдеЛ/1-={ае2с/(г), 
sa (0)62.7, | | - - | | > 0 } . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Точная последовательность ^[/-моду­
лей 0{to}2[/{to}By(Z){to}2y(Z)/2(y{to}0 приводит к следующей точной 
последов ательности: 

...{to} Нот* (Qu, 2с/(Z)) {to} Horn* (Qu, 2t/(Z)/2£/){to} 

{to} E x t ^ (2y, 2a) {to} E x t ^ (Qu, Qu (Z)) 

Имеем: Horn^ (Qu, Qu(Z)) = Z и Ext^[/(2f/, 2y (Z))-0. 
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Следовательно: 
Ext^ , (Qu, ^—Hom^y {Qu, Qy (Z)/Q„), t > 0. 

Непосредственно из определения группы Nx получаем, что 
Horri^ (QC/,Qy(Z)/9C;)-^.V1/Qy.B 

Пусть Qyffr — группа кобордизмов комплексных 2/г-мерных: 
многообразий с согласованным оснащением на границе. Имеет 
место точная последовательность: 

0{to}Qu2"{to}QyffJ{to}9f;2'!+1{to}0. 
Так как группа QJ72"+1 = 1-̂ -1 ($°) конечная, то определен 
гомоморфизм \:Q,u%-+Qv2n®Q. Покажем, что образ этого гомо­
морфизма принадлежит группе N\n. 

Пусть \М-п, dM2"]6-2<yff". Нормальное расслоение v много­
образия M2" имеет оснащение на границе дМ2'1, nosTOMy 
характеристический класс <-и(м) для любого се с ||со||>0 при­
надлежит группе U2|NI(M,<3M). Следовательно, 

sa [М2", дМ2а] - e2Jow (v)6Qu 2'г+2||Ш", 

где 25:U2iNI(M, <?M)->-U2n-2||(a||(M) — изоморфизм двойствен­
ности Пуанкаре—-Атья и в:U...(Ж)->Qy=-:Qy — аугментация. 

Таким образом, имеет место коммутативная диаграмма точ­
ных последовательностей 

0 _• QJJ2" _> Qy,-« -> 2^"+1 -> 0 

0 _> 2-2"{to}7Vr2"{to}.Vr2"/Qa2" -* О, 
Используя вычисление группы Ext1^ (...-у, Qy), данное в [36],. 

получаем следующий результат: 
Теорема 6.8. Гомоморфизм 

\ • О—2л . ДГ—2га 

для n---4£ является эпиморфизмом, а для n = 4£—2 образ гомо­
морфизма X является подгруппой индекса 2. 

Исследование гомоморфизма X было продолжено Н. В. Па­
новым. В работе [38] он описал Z-базис группы N1 в терминах 
многообразии Милнора Н(щ,п2) и вычислил образ гомоморфиз­
ма X в этом базисе. В качестве следствия Н. В. Панов получил. 
полное решение вопроса о соотношениях между числами Чженя 
(U, fг)-многообразий. 
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Далее нам понадобится следующее СВОЙСТВО характера ch/., 
обобщающее его свойство 3°. 

Лемма 6.9. Пусть <p:A*(.){to}A*(.) преобразование теорий 
когомологий. Обозначим также через <р преобразование 
Ж*{-\ Q/i,®Q)->M*(-; Sft,®Q), индуцированное гомоморфизмом 
ср: Л* (точка) {to}/z* (точка). Тогда 

Ф.сЬл — ch^.tf. 
Рассмотрим преобразование Римана —Роха—-Коннера —Флой-

да ^:<:7*(.)->АГ*(.),[29],гдеЛ"#(.)—2/2-градуироваиная комп­
лексная АГ-теория. Преобразование ^ нормируем так, чтобы 
(-.•г-тЧ-) = - —•) тжеЛ^СР(оо) универсальное расслоение. Тогда 
-° lJ,^ci/(7!)==(^imc''.')~7)' ГДе 7)-J"X произвольное комплексное 
расслоение. 
2° ^[M2"] —Td(7W2"), где Td(M-n)—род Тодда всмыслеХир-
•цебруха комплексного многообразия М2п [3]. 

Рассмотрим классический характер Чженя ch :/<."#(•) ->• 
->#*(•; Q) и напомним, что для произвольного расслоения 
•7j{to}X имеет место формула: 

с И = chr/] + Sch/+ivj, 
тде chi+Ivjg/y2(-+-> (X; Q) характеристический класс, соответ­
ствующий симметрическому полиному —-—-{sum} t,'+I (см. 2.9). 

Теорема 6.10. Для произвольного комплексного расслое-
лия vj-vX имеет место формула: 

c h ^ ^ ^ - c h i ^ + ^ I M 2 ' ] ^ ^ , 

в частности, для универсального расслоения £{to}GP(oo): 

ch^(70.= ch„a = t + 2 ^ ^ - , 

где М2п — замкнутое комплексное многообразие, класс кобор-
ДИЗМОВ которого однозначно определяется условиями: sa[M2n] = 
= 0, ||ш||=--я, иф{п), sw [AP'l\ ==(/г+1)!, причем: 

1° Td (УИ2") = (—1)"; 
2° ^ ( g = [M2"-2]5^, 

.где ..„ — образующий группы iC-(52")--=Z и s% .— образующий 
группы £/2*(S2'-)==Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для одномерного комплексного рас­
слоения T)->X имеет место формула: 

c-Vf Cl) = Ci (^) + Sa/c1(^)m, где d ('/)) = с»(--), 
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используя аддитивность первого класса Чженя с" получаем, 
•согласно (2.9), что для любого комплексного расслоения -.-.•-.АГ: 

сЬис^(71) = с1('У])+ 2 ( ' + 1)!aichi+i7l-
Пусть -,,,-> S2" образующий группы K°(S2u). Обозначим 

через s% образующий группы H2n(S2n, Z) и отметим, что: 
c h ^ = s% и ch %г = ch„ %n — s%. Получаем: 

[М^] s» - c h ^ ( у — Л! o.n_,s"n. 

Следовательно, ал_г=-—---—-. Согласно лемме 6.2: 

sa[M2"-2]--=0, <»-£(<7), s(n_i)[.M-"--]----/t!s(„_1,al-_1 = ftl 
Используя лемму 6.9, получаем: 

*+2-£-^-n+i--=$cv^ 
Следовательно, Td(M2'0 = (—1)". • 

С л е д с т в и е 6.11. Пусть g(и) = и + {sum} ~^r ""+1е 

€Л/2 (СР (оо ))<8>Q логарифм формальной группы геометрических 
кобордизмов. Тогда 

c h u - ( « ) - c V + _ - - ^ i - ^ Q). 
Таким образом, ряд g~l{u) такой, что g (g~l («))-= и имеет вид 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим g(t) — t + ^ ' ( / , '/;• ^"+1 • 
Тогда: 

^( • . i® C ^)—Fy(« i , «2)-И1 + Й2+ {sum}a;X"2' 

" C h ^ (l-x®^) = Cl (S1®ci;2) + {sum} в с1 fr®^)"*1 = 

= g(Cl(Sl®C*2)) = .f(*-+*2). 

.где t i — Ci(^), *•--= ci(5a), 

c h a F y (W1«2) — cby^l + cV.-2 + 2 "'./. (—u" . ) ' (Chj/«2)-/ = 

= ^(£(-1), l(-2)). 
Таким образом, Fy(g(^i), £(^2)) = .? (-4 + 2̂)- Следовательно, ряд 
•IT1 (О является логарифмом формальной группы Fu(uu и2). 
Ввиду единственности логарифма получаем, что g(u) = g~l («).• 
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Перейдем, наконец, к теории симплектических кобордизмов 
Sp*(A. В теории Sp*(-) кольцо когомологических операций 
Ландвебера —Новикова SSp обозначается через .53, а операции 
S*P через ра (см. § 2). 

Характер Чженя—Дольда 
chSp:Sp* (•)->•%* (-iQspQQ) 

является мультипликативным преобразованием теорий когомоло-
гий, поэтому он однозначно определяется своим значением 
на элементе Pf(i(l; H)) = x£Sp4 (HP (oo)), где «(1; #){to} 
{to}HP(oo) — универсальное расслоение. 

Теорема 6.12. Для произвольного симплектического рас­
слоения C{to}X имеет место формула: 

chSpP?p (С) = - ch2C + 2 Т - < - W . 
ЛЫ «(+1 

гдейя — Г если /..== J mod 2, и а,.=2, если /г г= 0 mod 2, в частности„ 

c M > f (6(1; Я ) ) - с Ь ^ = -+2(- 1 ) ' + 1 ( . - + 1у ' 1 [-V4-]T'+1, 

где -—P. («(I; Я)) и N4/!—-замкнутое симплектическое много­
образие, такое, ЧТО: 

\'PW [№] - [В ЬП,и где В (т) = т + 2 ( - 1 Г —^-П [ A V > 
в частности, .Р(я> [W4e] = 1; Р (и) [N-"] = 0, ш.^(?), 
2° Td (Л""1)--<*„_,. 

3° Pfp(Q = [N4n~i]snp, где С„ —образующий группы 
KSp(Sin)=Z и s f —образующий группы Sp4"(S4n) -=-Z.. 

Доказательство . Положим 

ch^Pf^(|(1; / / ) )=-т+2 Pi^+1-
Тогда 

СМ?'(?(1; Я))-= -(±,6(1; Л О + 2 ( - 1 ) ^ ^ + 2 1 1 ^ ^ ( 1 ; Я) . 

Используя аддитивность первого класса Понтрягина Pf*' 
получаем, согласно (2.9), что для любого симплектического 
расслоения С {to} л имеет место формула: 

с М ? > (С)- -ch2C + 2 ( -1) '« - ± - ! p. ch2/+2C. 
Отождествим группу ^5/7 (54") с ее образом в группе Д~ (S*.). 

Тогда Сл.-ап62„ и, следовательно, ch2„C„=a„s^, 
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Получаем: 
[-v"-«] Sg = ch5ppfp (" „ ) = ( — 1 ) » № p„_lSs;. 

Следовательно, 

М - - ( - 1 ) » | - - - Р - - 1 . 
Аналог леммы 6.2 для операций ра дает возможность 

вычислить действие операций ра на элементах (-.г и получить 
тем самым формулы 1°. 

Положим \$>--=\>!£vvPm.Sp* (•)-+/(*(•). Преобразование pjf 
•обладает следующими свойствами (см. [29]): 

1° ^p-°fp(C) = (dimcC)-f;, где С{to}X произвольное 
симплектическое расслоение. 
2° ^p[M4"]-Td(M4n). 

Используя лемму 6.9, получаем: 
Td (N*^*) s&=t# chSpPfp (C„) = ch (2 -C„) — - а , Л -

Следовательно, Td^ 4 " - 4 ) - - -а п .Ш 
Пусть 4n{R) и S,,(SC) образующие группы ATO(S4») и /CSC(S4") 

•соответственно. Обозначим через A/I?"-4 замкнутое СО-много­
образие, такое, что $° (•?„(-/?)) = [Л.1Г4] sfl°eCOi (Sin) и через 
A^sc-4-замкнутое самосопряженное многообразие, такое, что 
1Р1 (•.„ (SC); SC) = [ЛГЙГ4! sfeSC*(S4). 

Теорема 6.13, Для универсального расслоения £ (1; //) ->• 
->ЯР(оо) имеет место формула: 

СЬ5сф1(Ч1,Я);5С)--=.+22(-1Г--Щ1-'«, 
'причем: 

Hfg t-V««] = tin-г [N%], f.co W ] = _ an [Nfc]. 
•Следовательно, Td C-V4 )̂ = - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отождествим группы KO(Sin) и 
KSp(Sin) с их образами в группе ^SC(54"). Тогда ZH(R) = 
= an-ikn(SC) и Cn = an--.(--'G) (CM- (4-2)). Используя результат 
теоремы 4.3, получаем: 

^g№-4lsf—!^f°(-„(/?))= —ы -̂iUSG); sc)= 
=a„_1[N4-4] sf , 

V-U lNin'4} ^ p = J-IgPf M ---«Pi («»5« (5G); 5C) = an [Nff*\ 5f. 
Далее, согласно теореме 6,1, имеет место формула: 

G 1 



сп5с5р1 (е (1; Я); SC) == ̂  chSpPfP (.- (1; Я)) -

- - H 2 2 ( - l ) ' + ^ ^ ; i i 

§ 7. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 
., ., ФОРМАЛЬНЫХ ГРУПП 

Пусть (A*(')j йА(-)) некоторая С-ориентированная теория 
когомологий и Fft(Kp «2) —формальная группа над кольцом йй,. 
ассоциированная с этой теорией (см. 5.1). В тех случаях, ког­
да это не вызывает недоразумений, индекс h в обозначении 
ориентации и11 мы будем опускать. 

Согласно 2.12 имеет место следующая теорема универсаль­
ности формальной группы геометрических кобордизмов-
Fu(uu и2)-=гг1+и2 + 2|г'Угг1й1 н а д кольцом Qu: 

Теорема 7Л. Ф. группа Fi(«i,«2) над кольцом Qh сильно-
изоморфна ф. группе F/t(Wi, «2) тогда и только тогда, когда су­
ществует мультипликативное преобразование <p:U*(.){to}h*(-) 
такое, что q>:|:[Fu](«i, w2)=Fi(«i, "2). где ф* Qv+Qh кольцевой 
гомоморфизм ф\U*(точка) {to}h*(точка). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть группы E-.(их, щ) и Fh(uu щ} 
сильно изоморфны и (Ь(й)6-2/г[[иП сильный изоморфизм Fi-+Fh. 
Рассмотрим мультипликативное преобразование ср:Я*(-)->/г* (•.) 
такое, что ери—- ,]fl(uh), где u^JJ"1 (СР (од)). Тогда: 

< Сф%2) = Г 1 (с? (Sj®^) = Г1 (Fft (а*. и2
й)), 

? (Fu {ih• tk)) = <р (Mi + Щ + Ea-уя{и0 = <JT- (и*)'+ -[г1 («|) + 
+ S (cp:l:a,7) (Г1 К ) ) ' ( Г 1 К )У = «Р* IFVI (Г1 К ) - Ф"1 («г ))' 
Следовательно, cpI|: \FU\ (.jr1 («*), ф"- (гг*)) = ф-1 (F7i (а* , 4 ) ) ffi 

поэтому 
ср* [Fu] (й,, и2) = ф-i (/?А (Ф («-), ф (a2)) - F ! («1, и2). 

После приведенных выкладок обратное утверждение теоремы 
очевидно. Н 

Глубину связи теории формальных групп с топологией под­
тверждает следующая теорема Квиллена: 

Теорема 7.2. ([74]). Пусть Fo(x> у) универсальная фор­
мальная группа над кольцом j&D — Z[ai, U2, . . . ] . Гомоморфизм 
*&o-*-Qu, классифицирующий формальную группу геометрических 
кобордизмов, является изоморфизмом. 

В обозначениях § 1 приведем примеры топологических при­
ложений результатов теории формальных групп. 
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Пример 1. Рассмотрим теорию классических когомологий 
Я*( . ;2) вместе с С-ориентацией, задаваемой первым классом1 

Чженя cf (.;) — z.e#2(CP(oo); Z). Преобразование £/*(.){to} 
-{to}H*(.; Z), классифицирующее эту ориентацию, совпадает с 
канонической аугментацией jx .̂ Положим (ti* (•), uh ($) = 
=-(Я*(-;.3),*)- Тогда 

Пусть F^tu t2)=g^(g,(t1)-\-g0(t2))eB[[tu t2]L где go(-) = 
==t + S&„/n+1. Ряд g"0 (t) задает сильный изоморфизм E1{to}Eft и 
поэтому определено мультипликативное преобразование 
<?H-M*{-)-^!i*(-)--<?Hit = gQl(t) такое, что <рн,*[Ри]Уъ tz) = 
= Pi{t\> h)- Таким образом, гомоморфизм ун,*'-&о-*-В разлага­
ется в композицию эпиморфизма <?н,*:&и-±Аа и вложения 
•"о:Аъ->В. Используя результаты § 6, получаем, что гомомор­
физм <ря *:Qy->.8 продолжается до изоморфизма <р// *:2с/ (--)--*• 
->Я:фя,*(——^т——1) — &,,. 

Следствия: 
1°. Гомоморфизм сря,*:-Зу->^о является изоморфизмом! 

(теорема Квиллена, см. 7.2). 
Отождествим при помощи <ря,* кольцо Йу с -^0 и Qu (Z) с 5.. 
Тогда преобразование <ря совпадает с преобразованием 

chc/: -t/* (-) -{to} 5^ (-; £2с/ (-Z))-
2°. Гомоморфизм Гуревича QW=K^(MU)-+H%(MU)^QU(Z} 

совпадает с гомоморфизмом -0:.>20-{to}.3 и теорема 1.27 пере­
ходит в теорему Дж. Козна [43], [57]. 

Пример 2. Рассмотрим 2-градуированную комплексную' 
К — теорию AT* (•) вместе с С-ориентацией и =--cf (•;) = 
-=0-£)р-1е./<'2(С.Р(оо)). Преобразование v%:U*'{-)-+K*(-), 
классифицирующее эту ориентацию, в композиции с канони­
ческим преобразованием у.к#'.К* (-)-+К* (•), l-^# (P) == -; совпа­
дает с преобразованием Римана-Роха — Коннера-Флойда \>Р# 
(см. § 6). Положим (h*(-),uH(t)) = (K*{-')®B, 0 - -УГ1)- Тогда 
Ff t (" l . "2)—E/C(«b «2) = Й1 + И 2 - P«l«2-

Пусть E1 (а„ й2) — go"1 (FA (go (a-i), g0 («2)))e.5 [p] [[«1, и~Г]. PacS 
смотрим мультипликативное преобразование yK:U* (•)-.>-h* (•) 
такое, что (рд-,* [Ft/](«i> M2) = Ei("i> 2̂)- Отождествляя, как в 
примере 1, кольцо Qu c <-40 и H*(MU) с В, получаем, что 
гомоморфизм •">.«•,*: 2с/-> H* (./WU)[p] совпадает c гомоморфизмом 
вычисления К — характеристических чисел. 

Следствие. Теорема 1.28 переходит в теорему Стонга — 
Хаттори [29], [43], [86], [61]. 
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Напомним, что согласно теореме Стонга — Хаттори все соот­
ношения на числа Чженя комплексных многообразии следуют 
из теоремы Римана — Роха в форме Атья —Хирцебруха. 

Пример 3. Рассмотрим теорию комплексных кооордиз-
мов £/*(•) вместе с универсальной G-ориентацией ив 
QU2(CP(°o)). 

Положим U* (•)(„)=(/*(') ЩР) и F1(uuti2)-FiP)(a1,u2). 
Согласно теореме Картье (ем. 1.41) существует сильный изо­
морфизм тс ):Fi^Fu и, следовательно, мультипликативное 
преобразование <?^'.U*(' )(-)"*" 

U*(-\p) такое, что «p{p)i,[^JX 
X{itl,u2)=Fl(uuih)- Теоремы Г38 и 1.41 дают следующую 
теорему Квиллена [74]: 

Существует мультипликативный проектор 
такой, что 

10 ?„>"-*г,><в>- ^^-1>[уп<ищ^ 
FU II 

Теория когомологий, выделяемая в теории U* (•) проектором 
»(р), совпадает с теорией КОГОМОЛОГИЙ Брауна — Петерсона 
ВР*(-), [36], [74], [54]. Опираясь на свою теорему, Квиллен в 
терминах универсальной -̂типической формальной группы вы­
числил кольцо всех стабильных когомологических операций 

Глава II 
ТЕОРИЯ ДВУЗНАЧНЫХ ФОРМАЛЬНЫХ ГРУПП 

§ 8. МНОГОЗНАЧНЫЕ ФОРМАЛЬНЫЕ ГРУППЫ. 

Определение 8.1. я-значным формальным рядом £(х) 
«ад кольцом А называется уравнение 

.fn-0i(x)f- I + ...+(~1)"8.I(x)—O, (8.2) 
где f-nxveAp]]. 

Два я-значных ряда &г(х) и f2(x) считаются равным^, если 
-*.iW~-/,2(x) для каждого индекса /, 1<г<« . 

Уравнение (8.2) может быть не разрешимо в кольце А\\х]] 
?8 2W.J°™' нетРУДН0, Указать пример кольца А и уравнения (8.^, для которых набор решений уравнения (8.2) определен 
64 



неоднозначно в любом расширении кольца A[[x]]. Тем не менее, 
ейли сопоставить уравнению (8.2) набор символом <f{l) (х), . . . 
. . . , f(n) (x), таких, что по определению t-тая элементарная 
симметрическая функция at (f{l) (х), ..., f{n) (x)) равна ряду 
б;(л:), то любой симметрический полином от fw(x), ...,f{n)(x) 
можно однозначно представить в виде формального ряда от х, 
а если в уравнении (8.2) коэффициенты Gt(x) таковы, что 
бДО)—0, то и любой симметрический формальный ряд от 
^•(1>(x), . . . , f (" )(x) можно однозначно представить в виде фор­
мального ряда от x. Далее мы будем свободно пользоваться 
символическим набором решений fm(x),...,f(n)(x) и всегда, 
рассматривая симметрические формальные ряды от f ( 1 ) (.л:), . . . 
..., £^ (х) будем подразумевать и писать о соответствующих 
формальных рядах от х. 

Рассмотрим два многозначных формальных ряда 
п т 

i=l j=l 

Пусть 0£,i(0) = 0, l < i < / i и О;,2(0)=0, 1< / '<m. Тогда опре­
делена операция подстановки m-значного ряда f2 (x) в л-знач-
ный ряд .f I (x), результатом которой является /г.т-значный 
формальный ряд f (x) = f i(f2(x)), задаваемый уравнением 

т. / п \ 

П f"+2(--)MW*"~' Н0- (8-3) 
Определение 8.4. Коммутативной одномерной я-значной 

формальной группой над А называется /г-значйый формальный 
ряд f(x,y), задаваемый уравнением 

л 

ГМ-2(--)гЧ*.<№-—о, (8.5) 
i=i 

где 0,(x, y)£A[[x, у]], таким, что: 
1е f (x, 0) является /г-знач'ным рядом 

л 

r»+2(--v(")-*'-f',,"'==0 

2° f(f(x,y),z) = f(x,f{y,z)); 
3° f(x,y) = f{j/tx). 

О п р е д е л е н и е 8.6. Гомоморфизмом n-значных формаль­
ных групп §:f\->fi над кольцом А называется формальный 
ряд <Kx)6AP]b ф(0) = 0, такой, что <|> (f i(x, y))~&3(ty (х), 
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Если ty(x) =x+ (x2), то гомоморфизм 1|> называется сильным 
изоморфизмом. 

Подчеркнем, что в определениях 8-4 и 8-6 подстановка мно­
гозначного ряда в многозначный ряд понимается в смысле дан­
ного выше определения. Так в аксиоме 2° утверждается равен­
ство двух п2-значных формальных рядов от трех переменных, а 
в определении 8.6 ряд ij)(x) рассматривается как однозначный 
ряд, задаваемый уравнением -.ф—г|э(я) ==0. 

Пусть г:A1{to}A2—кольцевой гомоморфизм. Если 

^7+2<--)'е-(*'-')-гУ"'-0 

некоторая л-значная формальная группа @~i(x,y) над Ai, то 
непосредственной проверкой аксиом 1°—3° легко убедиться, что 
уравнение 

г 2 + 2 ( - 1)'r \ч (•*> у) $*~1 = ° 
задает я-значную формальную группу f% (x, у) над кольцом Д-. 
Положим f 2 (x, у) — г [Ei] (л;, у). 

Определение 8.7. Данная л-значная формальная группа 
<_

0(x, у) над данным кольцом Л называется универсальной для 
некоторой фиксированной совокупности й-значных формальных 
групп, если из того, что я-значная формальная группа .f(x. У) 
над кольцом А принадлежит этой совокупности, следует, что 
существует единственный кольцевой гомоморфизм г:А->А 
такой, что f (х, y) = r[f0](x, у). 

§ 9. ПЕРВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ О ДВУЗНАЧНЫХ 
ФОРМАЛЬНЫХ ГРУППАХ 

Начиная с этого параграфа^ до конца главы, слово «кольцо» 
будет означать коммутативное кольцо с единицей 1, не содер­
жащее элементов порядка 2. Условимся коммутативные одно­
мерные двузначные формальные группы называть д. ф. груп­
пами. 

Рассмотрим д. ф. группу f(x,y) над кольцом А 
f2~Qi(x,y)f + B2(x,y) = 0. (9.1y 

Согласно определениям и формуле (8.3) перепишем аксиомы 
1° —3е определения 8.4 в развернутом виде, удобном для даль­
нейших ссылок: 

1- 6i (дг, 0)=2дг, 92(x,0) = .*-
2° Положим Xi=fW{x,y), Vi=f^(y,z), г - 1 , 2 . Тогда 

в кольце А [[х, у, z]] имеют место следующие равенства фор­
мальных рядов от х, у и z: 

i е1 (x, УО+ес*, K2)=o1(X1, 2)+MX.. zy, 
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nB2(x,Y1)-+6i{x,Y,) + e1(x,Y1)B1(x,Yd = 
= 0 2 (Xi, z)+e2 (X2, z)+e. (Xb 2) e2 (X2l z); 
Ш 62 (.*• F1) 61 (x, K2) + 62 (x, Y2) 81 (x, Г.) = 
— 02 (X1. z) 01 (X2, z) + 82 (X2, г) 61 (X1, z); 

IV 62(x, Y1)02(x, Y2) — 02(X1, г)62 (X2, z). 
3* 0i (x, y)=01 (y, x), e2 (x, ?/) =-- e2 (t/, x). 

Простейшим примером д. ф. группы является уравнение 
&2-2F(x,y)f+F(x,y)* = 0, (9.2) 

где F(x, у) — формальная коммутативная группа над А. 
Теорема 9.З. Пусть Л-кольцо без делителей нуля. 

Если уравнение (9.1) разрешимо надкольцом A[[x,y]], то 
fw(x,y) = $'W(x,y)=F(x,y) и ряд F(x,y) является фор­
мальной коммутативной группой над А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как кольцо А не имеет делите­
лей нуля, то из аксиом 1° и З° следует, что f(1) (x, 0) = 
= fO)(0,x) = £W(x,0) = fM(0,x) = x. Кольцо A[[x,y,z]] 
также не имеет делителей нуля и поэтому, согласно аксио­
ме 2°, формальный ряд f (-)(x, fW(y, z)) совпадает с одним из 
рядов Я1 ' (Г(1) (х, у), z), fm (Я2) {х, у), z), Я2 ) (Я11 (x, у), z), 
fV)(f№ (х, у), z). Подстановки x = 0, или 2 = 0, или ,г/ = 0 или 
2 = 0 соответственно, показывают, что в любом из четырех 
случаев имеет место равенство &<-1) (х, y) — fW (x, y) = F (х, у). 
Из аксиом 2° и 3° следует, что F(x,F(y, z))=F(F(x, у), z) и 
F(x, y) = F(y, x), т. е. ряд F(x,y) является формальной ком­
мутативной группой. Н 

Из аксиом 1° и 3° следует, что коэффициенты д. ф. груп­
пы £ (х, у) имеют вид 

0i(x, у) = 2х + 2у-\- 2 i-i)Xlyit 

62(x, tj)s=xi + $nxy-\-y*+ 2 h]XlyJ. 
-+i>2 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что для любой 
д. ф. группы f (х, у) квадратное уравнение с коэффициентами 
Q(x,y)=2x-\-2y, 6(х, у) =-x2-\-finxy+y2 также является 
д. ф.группой. 

Определение 9.4. Д. ф. группа f (х, у) над кольцом А 
задаваемая уравнением 

Я - (2х+2у) f + (x2 + ixy 4- г/2) = 0, 
называется элементарной д. ф. группой. 

Теорема 9.5. Д. ф. группа 
Я - (2x + Чу) f-\-(x* + bxy + г/2) = 0 
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над кольцом Z[y0]/{(Yo—2)а(у0+2)} является универсальной 
элементарной д. ф.группой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что универсальная элементар­
ная д. ф. группа определена над кольцом Z[y0]/{P}, где Р — 
идеал, определяемый соотношениями I—IV из аксиомы 2°. Не­
посредственная проверка показывает, что соотношения 1—III не 
накладывают никаких условий на yQ. Рассмотрим соотноше­
ние IV: 

02(.*,К,)02(х, Y,) = (x2 + ТоЯК- + Y\)(*- + Toxn + VI)-
= х*+ Tox3 {П + Г2) + x\Y\ + YD + Tgx-r-Ka + T o ^ W , + Г2) + 

+ (К1^)- = (**+^ + 2") + (Tg + 2) (x-F- + x-V + ^ ) + 
+ 2То[.«-^Ч-г) + ^(А: + г) + гЗ(Л; + //)] + 

+l7o3+2(4~7o)] xhjz + 2b (To+ 1) (x^z + x^ 2 ) . 
Из соотношения JV получаем соотношение 

[TS-h-2(4 —то)] ЛГ-+2ТО (То-Ь 1) 
• =[Т0

3+2(4-Т(»)];У + 2ти(То + 1)(г + х). 
Таким образом, Т3 + 2(4 — Го) — 2То(То + 1), т. е. (Го-2)2(То + 2)—0. 
Следовательно, полином (То-2)2(Ти + 2) является единственным 
образующим идеала Р. Ш 

Следствие 9.6. Элементарные д. ф. группы н.ад кольцом 
А без делителей нуля имеют вид либо 

$*-&x + 2y)f + {x-yf=.0, 
либо 

ft _ (2х + 2//) f + (x + у)- = 0. 
О п р е д е л е н и е 9.7. Д. ф. группы над произвольным 

кольцом A, у которых &2(-x, У) — (х — у)2, либо \(x,y) = (x-\-yf 
называются д. ф. группами основного типа. Д. ф. группы 
с $г(х,у) = {х — у)2 называются д. ф. группами первого типа, 
а д. ф. группы с $ъ(х,у) = (х-\-у)2 называются д. ф. группами 
второго типа. 

§ 10. К'ОАЛГЕБРЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
С ДВУЗНАЧНЫМИ ФОРМАЛЬНЫМИ ГРУППАМИ 

Зафиксируем в кольце формальных рядов А[[хи ..., хк]\ 
топологию, порожденную степенями идеала с образующими 
хи.-.,хк. Тогда в качестве топологического базиса кольца 
A [[xi,..., хк]\ можно взять набор всех мономов xj- . . . хп

к
к. 

Пусть дан некоторый двузначный формальный ряд 
f2-Oi(x,y)f + 02(x,y)-^Q, (ЮЛ) 
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такой, что О, (0,0) — О2(0,0) — 0. Для каждого q, \<cq<ck, 
и независимой переменной у определим непрерывны 
Л ^ 2-J [\Хи . . . , Xq_i, XqjrU • • • , X„]\ — гоМОМорфИЗМЫ 

A^:A \{xu..., xq, ..., xk\] {to} A \[xu ...,xqty, xg+t,..., x„]\ (10.2) 

формулой Д ^ 4 — -*- (X[ + Xi), где X. — f <° (Jt~, y), i = 1, 2. 
Л е м м а 10.3. Если квадратное уравнение (10.1) является 

д. ф. группой, то гомоморфизм 

1_ 
2 

Р ] Ь - 4 Щ [ [ * - 0 ] ] 

[[х]] структуру коммутативной ко-задает в кольце А 
алгебры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Гомоморфизм А ---- Цг?]]-модулей 

Ai:A[A-]^,x]]{to}A[i]^,x,y]] 

полностью определяется своим значением на ряде 7 _ -. 

= ^tnxn. 

\li-0 л-0 

1—*- (10.4) 
1-»01(л',(/) + ^02(А',1/)" 

З а м е ч а н и е . Если •--• 01 (x, /y)6A[[x, £/]], то ^хп^А[[х, у}] 
для всех /г. 

Из аксиомы 1° и формулы (10.4) следует, что 
/ с о \ Лч2'п х" 
чп=0 

1 
" I — ̂ лг­

у—О 

Таким образом, Д^хп|>,=о—•*-" для всех п. 
Из аксиомы 3° и формулы (10.4) следует, что для всех п 

ряды 1УхХп являются симметрическими от х и у. 
Осталось проверить ассоциативность гомоморфизма ЬУх. 

Имеем 
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••в, (*•, rz) 
I >i / 4—3t{Omega}1+2t-Q2--t3^ \ / 1 0 5 ) 
,"4'Vl—t{Omega}1 + t-{Omega}2-t3^+^--4/' V * ' +i„te1(^,r2) + t202(A,r2) 

- ^ e , (Xi, г). 

.6-(*«,*) 

• t e 1 ( X - , 2 ) + t - e 2 ( X i , - - ) 

" - l — t - 2
 ! 1 / 4—3t~31+2t-Q i —t 3 Q 1 \ 

+ l—t{theta}1(X2).e) + t -e 2(X 2 , * ) / 4 \ l _ * Q 1 + *-Qa—*-Q, + *4-3* / 

где 8£ = бг(л:,^.г);'и S ^ ^ x , у, z), £=-1,2,3,4, -формаль­
ные ряды от х, #, г, стоящие в левой и правой частях уравне­
ний I —IV- аксиомы 2°, соответственно. Таким образом, из 
аксиомы 2° и формулы (10.5) следует формула 

л=0 / \я---.0 

которая выражает условие ассоциативности гомоморфизма А*- щ 
Лемма 10.6. Пусть Л—кольцо, не содержащее элементов 

порядка 3. Если гомоморфизм д£, построенный по уравнению 
(10.1), задает в кольце А —- [\х]] структуру коммутативной 
коалгебры, то исходное, уравнение является д. ф. группой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению гомоморфизма д£ имеют 
место формулы 

Так как А*.*;" (у=0 = хп для любого я, то --(х, 0 ) = 2 х 
и 62(х, 0)==х2. Из коммутативности коумножения А* следует, 
что $i(x, у) = вг(у, х), 82(х, у) = ^2(У, •*)• Из условия ассоциатив­
ности гомоморфизма A£:AyA£=- Д£А% и формулы (10.5) следуют 
равенства 

2i-=2i; 22 —~2; 3Q3=323; 4Q4 + 23
Qi---=4Ui + -321 . 

Таким образом, если кольцо Л не имеет элементов порядка 3, 
то исходное уравнение удовлетворяет аксиоме 2°. g 
•- Завершает описание связи д. ф. групп с коалгебрами 
следующая 

Лемма 10.7. Ряд ф (x)£A \[х]\, ф (0)=0, задает гомоморфизм 
Ф-^i-*-^ Д. Ф- групп тогда и только тогда, когда А-линей-
ный кольцевой гомоморфизм 

|:Лр]]-^Л[[л:1], 1(х)^(х), 
является Гомоморфизмом коалгебр 
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Цл[Ц[[х]]^2у(А[1][{х]],^), 
соответствующих данным д. ф. группам. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф —гомоморфизм д. ф. групп. 
Тогда 

А 4 ! Н -+(̂ iW)+T^kn) -
1 / 2-*eli2 (ФМиКй) \ * =?Л /-•£, \ . 

^ Т 11-й1,а№(х),ч1ао) + .-в-,-№М,^(У)))-3Ф8Ф ^ ( j * ' " J J" 
Следовательно, гомоморфизм групп задает гомоморфизм 
коалгебр. 

Пусть Ф — гомоморфизм коалгебр. Тогда 

(Ai?) ( x ) - A i * (Л) =—(Ф (Xi,,) + ф (X2>1)), 

|®|(A2x) = t®?( - l6 l i - (x ) у))=—е-,2(ф(л:), if {y))t , ' 

<-г?) x2 = -чФ (x)2 = 4 - (Ф (Xi,i) + Ф (X2,i))2 - Ф (XM) Ф (X2.1), 

|®|(A2x2) = | ® ^ ( - ^ 0 b ( x , У)-Э2.2(x, У)) = 

= — б2,2(Ф(х), ф(У))"02,2(Ф(.х), ф(г/)). 

Следовательно, ty{fi(x, у)) = f 2(Ф(-*)1 Ф (£/))• • 

§ 11. СДВИГ НА ДВУЗНАЧНОЙ ФОРМАЛЬНОЙ ГРУППЕ. 
КОЛЬЦО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ, 

ИНВАРИАНТНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО СДВИГА 

Целью настоящего параграфа является перенесение на слу­
чай одномерных формальных коалгебр результатов работы 
[27] о формальных группах. Рассмотрим произвольную комму­
тативную коалгебру (A [[*]] , А) с непрерывным коумножением 

Д?: A [[x]] {to} Л Цх, у]]. 
Обозначим через Horn!.. (A [[х]], А [\х]]) кольцо всех непрерыв­
ных Л-линейных отображений, умножение в котором задается 
композицией отображений. 

О п р е д е л е н и е 11.1. Сдвигом формального ряда cp(x) 
на коалгебре (ЛЦ*]],Д) называется формальный ряд Д&р(л:). 
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Гомоморфизм deHom^ (A [[x]I, A [\x]]) называется инвариантным 
относительно сдвига Д.г, если 

для любого у(х)ЬА[[х\], где dx означает A[[у]]-гомоморфизм, 
продолжающий гомоморфизм d. 

Обозначим через 3) подкольцо в Нот/(Л [[.*]], А Цх]\), 
образованное всеми гомоморфизмами, инвариантными относитель­
но сдвига Д .̂ Для любого формального ряда ?(x)6A[[.x:]] ряд 
Ai<p(x) можно представить в виде 

ею 

АЫ-*Н.2(<4?Н.*)<Л 
к-0 

где (dncp)(x)GA[[x]]. 
Из свойства гомоморфизма А следует, что для любого п 

отображение dn : A[[xj]~>A[[;-.]], <p(x)-»-(d,icp) (x), является 
непрерывным и A-линейным- В частности, do — тождественное 
отображение. 

Лемма И. 2. Для любого я > 0 гомоморфизм dn принад­
лежат кольцу 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
ею 

-?т(^№?)(л)л 
л-0 

оо 

- = 0 

виду коммутативности и ассоциативности коумножения имеют 
(есто равенства 

Следовательно, Д£ (d,,<p) (x)--= d„, х(Ь%<?)(х). Ш 
О п р е д е л е н и е 11.3. Гомоморфизмы dn называются ка­

ноническими инвариантными операторами «оалгебры 
ИЕМ]. А). 

Данной коалгебре (A[[x]], А) по двойственности соответст­
вует коммутативное кольцо (A[[*]]*> V) где A[[x]]*-= 
-=HomA

c(A[[A;]], A), а умножение V двойственно коумноже-
нию А. Аддитивно, кольцо A[[x]]„ изоморфно кольцу полино­
мов А[х] и его мультипликативный базис образуют элементы 
хп, однозначно определяемые формулой 
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\ .xn» x ) —°л,А> 

где < , ) —каноническое спаривание, 8Я.А —символ Кронекера~ 
Гомоморфизм аугментации e:A[[x]|->A, s">(x)=-'f (0), инду­

цирует аддитивный гомоморфизм 

4:Uom°A(A[[x\], А[[х\])^А[[х]},. 
Теорема 11.4. а) Для любого de25 имеет место формула 

d — 2-(dx")dn. 01{cdot}5> 

6) Ограничение гомоморфизма е... на подкольцо 25 индуцирует 
кольцевой изоморфизм 

*,:$-+A[[x\U. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть dg25 тогда 

A-"dtp(//) — d<P(x) + (y) 
со 

dyA> (У) --= •-->*? (x) -= 2 (•*«?) (•*)rf И -

Полагая у = 0, получаем доказательство формулы (И.5). 
Замечание . Ввиду непрерывности гомоморфизма d в фор­

муле (11.5) стоит конечная сумма. 
6) Имеет место формула 

*J-** = 2 (d„x*)yn 

n-O 
со 

л^*=2(̂ ")*"-
«=0 

Полагая x = 0, получаем доказательство формулы 
Hdn = x№. (П-6) 

Далее 
сю 

^^(x)=--^(dn<f)(x)^y" 
л=0 

со со 

д Д VP (x) -=• 2 2 „ (-*« (--«T)) W у",2:"' 
ш=-0 «—0 

следовательно, 

d , A = 2 < Л ^ - -Vs'- >rf*- (п-7)' 
Из формул (11.5, 11.6 и 11.7) следует, что гомоморфизм е^ 
индуцирует кольцевой изоморфизм 25-»-A[[x]] *• Щ 
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Для удобства ссылок .сформулируем еще одну лемму, дежа-
^ательство которой проводится по той же схеме, как и доказа­
тельства леммы П.2 и теоремы 11.4 & „ v- Д ч _ 

Л е м м а 118. Пусть Г : (A[ML ДО-M-4!.W.I» ^ н е 

прерывный A-линейный гомоморфизм коалгебр. Тогда для лк>-
•бого п имеет место формула 

оо 

^ 2 - < p ( x ) - = 2 < Тх\ хп > Tdk,if(x), 

--де dn? i —канонические операторы коалгебр (A[[x]]> Д.), i = 
= 1,2. 

Возвращаясь к теории д. ф. групп, дадим следующее 
О п р е д е л е н и е 11.9. Сдвигом на д. ф. группе F(x, i / ) 

называется сдвиг на коалгебре, ассоциированной с этой 
д. ф. группой. Каноническими инвариантными операторами ап 
Л. ф. группы называются канонические инвариантные операто­
ры dn ассоциированной коалгебры. 

Т е о р е м а 11.10. Пусть 

д. ф. группа над кольцом Mj\ Канонический инвариантный 
«оператор d- имеет вид :••••• 

1 . . а . 1 , ч d2 

2 - f t W — r + 8 - ? 2 ( x ) ^ - . 

где ъ{х) = -§д-в1(х>У)\>-* и T2 (x ) -=^° (x . i/)|y=o, а "(x. у)=» 
= 0i(х, у)—Щ(х, у)— дискриминант уравнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению 
д d i x - - — • А J.*:" | у_о 

Имеем 

Ау У t*x")- i I *-тЛх,у) \ _ 
•чЛ=0 

/ 1 \2 1 ' 
(1—2-.-в1(Л,у)) - Т - ' ( Т ( Х , у) 

у=0 -'.(--3-)--V(--(.S'*--_ 
—7Г % (.Ж) (1 - . X ) 2 + (1 — */) I (1 —-JC) ftp, (Ж) + J -2ф- (*) 

= — (1-_*_ ,* ' 
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1 2.Ф.. (л.) - 1 г»гф2 (л:) / 1 , , d . 1 , . rfa \ / 1 \ 

Теорема 11.11. Если Л является Q-алгеброй, то кольцо 
•инвариантных операторов 3) д. ф. групп основного типа над Л 
•изоморфно кольцу полиномов A[dj]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (11.7) следует формула 

d„d- = 2 {dxy\yn)dk. (11.12) 
A--.J 

Согласно аксиоме 1° д. ф. групп 
сра(0) = 2 и <р2.(0) = 0. 

Используя формулу для d! из теоремы (11.10), получаем 
п 

M i = 2 ( d ^ y„>dft+(n+i)(i+|ncp;(o))dn+1. (П.13) 

Для д. ф. групп первого типа <?'2{0) = 4, a для д- Ф. групп 
второго типа ср2(0)=0. Таким образом, при помощи формулы 
.-(11.13), используя индукцию по n, n>\, получаем,'что для 
д. ф. групп основного типа оператор d„+1 является полиномом 
•от d j . • 

С л е д с т в и е 11.14. Пусть f\(x,y) и 3-2(х, У) — Две д. Ф. 
группы основного типа над Q-алгеброй Л. Тогда ассоциирован­
ные коалгебры (A [\х]\, Д1) и (А [[л;]], Д2), изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 23г — кольцо инвариантных 
•операторов д. ф. группы ft(x,y), t — 1,2. Согласно теореме 
(11.11) существуют кольцевые изоморфизмы ^ . Л ^ , ] ^ . ® ; . 
Обозначим через ср:252{to}.2)1 кольцевой изоморфизм A[di|2l{to} 
{to}A[di,i]. Тогда линейный гомоморфизм ср*:Нотл(2)1, А)-> 
~>HomA(252, А) будет, согласно теореме (11.4 п. б), индуциро­
вать изоморфизм коалгебр (A [[x]], At){to}(A [[x]], A-). 

Замечание . Следствие (11.14) не дает информации о 
-существовании сильных изоморфизмов д. ф. групп в смысле 
•определения 8.6. Классификация д. ф. групп основного типа 
над Q-алгебрами А относительно сильного изоморфизма будет 
получена в § 13. 

§ 12. ДВУЗНАЧНЫЕ ФОРМАЛЬНЫЕ ГРУППЫ 
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ ОБОБЩЕННОГО СДВИГА 

В параграфах 12 и 13 все рассматриваемые кольца А будут 
•^-алгебрами. Для изучения д. ф. групп над такими кольцами 
мы применим методы теории операторов обобщенного сдвига 
(см. [301). Для оператора сдвига Axv на коммутативной коал-

тебре (А[[л;]], А) имеет место аналог первой прямой теоре-
.мы Ли: 
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Лемма 12.1. (ср. [30]). Для любого формального ряда 
tp(x) ряд Ajtp(jc) — и{х, у) является решением дифференциаль­
ного уравнения 

d*u{x,y)-=d\a(x,y), a(x, О)-ср(л'). , (12.2> 
Доказательство . Уравнение ассоциативности 

для коумножения Д можно переписать в виде 
A'xti(x,y) = Ah(x,t). (12.3) 

Дифференцируя обе части уравнения (12.3) по t и полагая за­
тем t=*0, получаем из определения оператора di требуемое диф­
ференциальное уравнение. В 

Обозначим через Lx дифференциальный оператор на кольце 
Л[[х)}. 

•<* )£ -+Р <•*)•£•. <-2-4-> 
где а(0) = 1, р(0) = 0 и $'(0) = q-leA, a qGQ. 

Лемма 12.5. Дифференциальные уравнения 
Lxu(x,y)=Ua(x,y), u(x,0)~y(x), (12.6> 

Ifu (x) = b (и (х), х), и (0) = bo (12.7> 
имеют единственные решения тогда и только тогда, когда 
р'(0)=-£ для любого п>\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем доказательство только для 
уравнения (12.6), для уравнения (12.7) доказательство анало-

со 

гично. Положим и(х, у)—^ ип(х)уп и заметим, что и0(х) = 
/.--О 

•= 9(x). Тогда 
со 

Lxa(x, y)=^Lxun(x)yn, 
и—О 

со 

ЬЩх,у) = ,%иа(х)1ЛГ= 
Л.--0 

оо 

= 2 ип(х)((*Ф)>^$'(0)п(>1~\))у»-1 + (у»)). 

По предположению a(0)«+|3'(0)n(n— 1) =n(l + <7(n-— 1)). Та­
ким образом 

n(l+?(n— l))un(x)=Lxun-l(x)+(bn, (J2.8) 
где Фп — линейная форма от w,.(x), /e<n, с известными коэф­
фициентами. Используя индукцию по п, при помощи формулы 
(12.8) получаем доказательство леммы, fl 
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Т е о р е м а 12.9. Пусть L—дифференциальный оператор 
вида (12.4). Тогда, если цф—— для п>\, то гомоморфизм 

М:А[[х\]^А[[х,у]], 
-сопоставляющий ряду tp(x) единственное решение и(х, у) 
уравнения (12.6), задает в кольце А[[х}] структуру коммута­
тивной коалгебры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы будем следовать плану доказа­
тельства аналогичных результатов в книге [30J. Положим 
v(x, y) = A^Ll"cp(x). 

По определению ряд v(x,y) является решением уравнения 
Lxv {x, y)=Dv {х, у), v (x, 0) = Lx<? (x). 

Проверим, ЧТО ряд w{x, y) = LxAxy(x) также удовлетворяет 
этому уравнению. Имеем 

w (х, у) —L'AiW (х) =1УД£<р (х), (см. 12.6) 
L'w (x, y) = LxDb?x<r (x) =ULxb?^ {x)=Uw (x, у), 

w(x,0)^Lxy{x). 
Так как уравнение (12.6) имеет единственное решение, то 

b,'xLx<t(x) = L*b.yx<t(x). (12.10) 
Перейдем теперь к проверке аксиом для коумножения А. 
1°. По определению y(x, 0)-=cp(x). Покажем, что и(0,у) = 

--=?(#)• Положим u(0,y) = ty(y). Тогда 
(см. 12.6) (см. 12.10) 

(U)k^{tj) = {U)"^(x)\x^ --= (L4*---.?C*)U--- = 
(см. 12.10) 

= дул^)Ч(^и=о, 02.11) 
где (Lv)k — к-тая итерация оператора D>. Полагая у = 0 в 
(12.11), получаем 

(Lv)4(0)lv--o---(--s)W*)l*--o. (1 2 1 2) 
По условию Lxxn = n{\ + q(n—l))xn-l + {xn). Так как ~Ф(0) = 
= ф(0), то при помощи равенства (12.12), используя индукцию 

ПО к, получаем, что i|>(x) = <p(x). 
2°. Из единственности решения уравнения (12.4) и равенства 

^(х) = ^(х) следует, что A^(x) = Aycp(y). 
3е . Положим Ф(х, у, z) — A*a(x, у) и W(x, У, z) = b.xti(xt г). 

Ряд <l)(x, у, z) удовлетворяет уравнению 
V<b(x,y,z) = Lz<$(x,y,z), 

Ф(х,у,0) = а(х,у). 
Ясно, что W(x, у, 0) = и{х, у). Имеем 
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(по 12.4) (по 12.10) (по 1 ? . 

UW(x,y,z)-^L^xu(x,y) = £ % ( * ) — Д&*и(*. «) = 
(по 12.4) „ (ПО 12.10) 

= hy
xL*u(x,z) =- LzW(x,y,z). 

Таким образом, Д*и(*, у)=Ь.хи(х, z). Ш 
Определение 12.13. Коалгебра (А[рс]]),Д) задаваемая 

как в теореме 12.9 оператором L* вида (12.4), таким, что 
q4= , п>1, называется отмеченной. 

Обратим внимание, что коалгебры, ассоциированные с 
д. ф. группами основного типа, являются отмеченными. Анализ. 
доказательств теоремы П.П и следствия П. 14 немедленно по­
казывает, что любые отмеченные коалгебры изоморфны. 

Определение 12.14. Две отмеченные коалгебры 
(A[[x]J, Ai) и (A[[x]l, Д2) называются сильно изоморфными,. 
если существует кольцевой изоморфизм этих коалгебр, задавае­
мый рядом $(х) =х+ (х2). 

Теорема 12.15. 1) Пусть (А [Ы], Д) —отмеченная коалгеб-
d ds 

pa, задаваемая оператором ZA'=a(jc)---—hP(x) j - • Тогда един­
ственный формальный ряд ib(x) —x + (x2), удовлетворяющий' 
уравнению 

L^(x) = l, <|>(0) = 0, (12.1б> 
устанавливает сильный изоморфизм этой коалгебры с отмечен­
ной коалгеброй, задаваемой оператором!*—------+ [3* (x)——, где 

p^W-p^^f———)2, «кг-(*)) = *. 
2) Две отмеченные коалгебры (A[[x]], Д1) й (AffxJJ, Д2) 

сильно изоморфны тогда и только тогда, когда совпадают-
соответствующие им операторы Lf,* и Li,*. 

Доказательство . 1) Рассмотрим кольцевой изоморфизм 
< :̂A[Jx]]-->A[[x]], задаваемый рядом ф(х) и обозначим через-
(А [[х]], Д*) коалгебру, в которую при изоморфизме переходит 
исходная коалгебра (А[[х]],Д). Тогда согласно лемме 11.8 для 
любого ряда <f(x) имеет место формула 

--МФ(*)) =-4 (-?(*))• 
Взяв tp (x) = x, получаем 

.£"••[) (jc)=»a* (<!»(*)). 

Так как Щ(х)=*1 и Ф (л)•=* + (*-), то a* (x) = 1. Взяв= 
<p(x)==x-, получаем 

Ц(х)1*1!(х)+2$(х)(У(х))*=2Ч{х)+2р®(х)). 
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Так как —---dy 
*Р (У) dx 

(12.19) 

. ,-^.w ^-.^.™p*w=p(rlи)(-j^--)^ 
2) Доказательство утверждения следует из ТОГО, ЧТО для 

операторов вида -—г+p*(jc)-—г единственным решением урав­
нения (12.16) является ряд $(х) — х.Ш 

Возвращаясь к теории д. ф. групп, получаем 
С л е д с т в и е (12.17). Пусть f (х, у)—произвольная 

д. ф. группа ОСНОВНОГО типа над Q-алгеброй А. Тогда единствен­
ный формальный ряд i|,(x)..=x+(x-), удовлетворяющий уравне­
нию 

d^(x) = l, -ф(О) -=0, 
устанавливает сильный изоморфизм этой д. ф. группы с 
д. ф. группой, задаваемой уравнением 

^-2(x + y)f + Q*2(x, y) = 0 (12.18> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 12.1 ряд 91 (х, у) 

является решением уравнения 
dfh(x, y) = dl^(x, у), 
0.(л:, 0) = 2л:. 

По теореме 12.15 исходная д. ф. группа сильно изоморфна 
d d2 

д. ф. группе, задаваемой оператором ^ + P*(x);_-_ Для кото­
рого единственным решением уравнения (12.19) является ряд 
2(лг + у).И 

В заключение настоящего параграфа докажем теорему,. 
являющуюся для Q-алгебр А усилением теоремы 9.3. 

Т е о р е м а 12.20. Пусть Я — --С*. У)& + °2(x, У)-=0-Д. Ф. 
группа. Если некоторый формальный ряд F(x, y)£A[[x, у\]„ 
F(xt 0) = х, удовлетворяет уравнению д. ф. группы, то ряд 
-2-61(д:,|/) является одномерной коммутативной формальной группой и 

62(x, .у) =-----6. (.ж, у)\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 12.17 теорему 
достаточно доказать для д. ф. групп, задаваемых уравнением 
(12.18). Пусть ряд F(x, у) удовлетворяет уравнению (12.18). 

Положим g(x, y)=2(x+y)—F{x, у). Тогда дискриминант 
cr(x, у) равен (F(x, y)—g(x, у))2 и по теореме 11.10 

$*{х) = -Ь<>(х,у)\у-* = 0. 
, d 

Таким образом, инвариантный оператор di,* имеет вид — и по­
этому, согласно лемме 12.1, ряд Ь\(х, у) равен (x + z/)2. • 
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•§ 13. КЛАССИФИКАЦИЯ ДВУЗНАЧНЫХ ФОРМАЛЬНЫХ ГРУПП 
ОСНОВНОГО ТИПА НАД Q-АЛГЕБРАМИ 

Результаты § 12 сводят задачу классификации относитель­
но сильного изоморфизма д. ф. групп основного типа над Q-
алгебрами к задаче описания всех д. ф. групп основного типа 
•вида 

p-2(x + y)f + 02(x, i/)==0. (13.0 
оо 

Лемма 13.2. Рассмотрим формальный ряд а(х)=£апх*, 
d \ d* 

где ffli— 16 либо 0. Если оператор d! = -— +-g-a (x)-—-опреде­
ляет д. ф. группу вида (13.1), то дискриминант а(х, у) этой 
д. ф. группы удовлетворяет следующим уравнениям 

df-(x, //) + a(x)-=dfo(x, У)-\~а(у), (13-1) 

а(х)^°(х, у)--^а(у)~а(х, у), (13.2) 

16a(x)o(x, у)-\-а(х)(£-х°(х, у))2 = 

= Ш(у)о(х, y)-t-a(y)(§-ya(x, y)f. (13.3) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим коалгебру (A [[x]J> Л). 

определяемую оператором dt = — + -̂  а (х) ~ . Тогда: 

1) A£x2 = (x + # + ~ a ( x , у), 

d*ДУ *2-=2(л: + Ю + j-§~x°{x, y) + a{x){\+^a(x, у)). 
Следовательно, для <? (х) = х'2 уравнение (12.2) приводит к 
уравнению 13.1. 

2) Цх* = (х + у)*+ %(х + у)а(х, у), 

df^xx3=--3(x + yf + ̂ (x, y) + ?L(x + y)£«(x, </) + 

+ ^a(x)(6(x+y) + ^±a(x, y)-h^(x+y)^tc(x, у)) = 

=3(x+i/)- + |0(x, у) + ~а(х)^с(х, у) + 

+ ?L(x + y)(d*e(x, y) + a(x)). 

•Учитывая уравнение 1), получаем, что для f(x) = x3 уравнение 
(12.2) приводит к уравнению 13.2. 
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3) ЦХ**=(Х + У)*+ 1(х + у)о(Х, у) + ±аЦХ> У), 

d* Avx- = 4 ( x - ^ ) - + 3(x + t/)o(x, y) + ^(x + yyi*_a(x, */) + 

+ 6(x + y ) ^ a ( x , -y) + | . ( A : + / /)--gja(X, */) + ' 

= 4(x + #)3 + 3(X + t/)a(x, y) + l{x + y)*d*a(x, y) + 

+ - - ( x , y)d*a(x, y) + -^a{x)a(x, г/) + 

+ - |(x-[-«/)a(x) |- .a(x, tf)+-^ a (*)(.---a (jc, y))2. 

Учитывая уравнения 1) и 2), получаем, что для <p(x) = x4 урав­
нение (12.2) приводит к уравнению 13.3. Щ 

Теорема 13.3. Пусть Л —произвольная Q-алгебра. Тогда, 
если оператор d1 — — + j ct (х) -j---- определяет д. ф. группу 
вида (13.1) первого типа, то a(x) = 16х. 

2. Пусть А является Q-алгеброй без нильпотентных элемен-
тов. Тогда, если оператор di = —- + —a (x)------определяет д. ф. 
группу вида (13.1) второго типа, то a(x) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя уравнение 13.2 по у, 
полагая затем у — 0 и учитывая, что --- а(х, y)|y_0--=a(x), полу­
чаем уравнение 

a(x)a'(x)-=a'(0)a(jc)- (13.4) 
Это уравнение можно переписать в виде 

Применяя индукцию по п, получаем в условиях теоремы при 
помощи уравнения (13.5), что ап — 0 для всех п>2. Ш 

Теорема 13.6. Пусть А—произвольная Q-алгебра. Тогда, 
если оператор d- = -̂ -. + — а (х) -----.. определяет д. ф. группу 

вида (13.1) второго типа, то a(x)=2 сьпхп, где апат = 0 для 
любой пары индексов п и т, и дискриминант д. ф. группы 
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имеет вид о(х, у) = (А(х-\-у) — Л{х) — А(у)), где А{х) = 
X 

--=\a(x)dx. 
о 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем искать универсальное решение 

системы уравнений 13(1-—3). Рассмотрим градуированное 
кольцо полиномов Е — Q[a2, . . . , ап, . ..], dega„— — П от 
алгебраически независимых переменных и положим а(х) = 

= ^апх"^Е[[х]]. Обозначим через Ь(х, y)QE[[x, у]\ формаль-

ный ряд, являющийся единственным решением уравнения 

^(х, y) + ja(x)^b(x,y) + a(x) = 

~-§УЬ(Х' y)+i<*W)l&b(x> У)+*(У), (13-7) 
-(x,0) = 0. 

Обозначим через <В кольцо задания универсальной д. ф. группы 
второго типа вида (13.1). Из леммы 13.2 следует, что кольцо $ 
можно отождествить с градуированным факторкольцом коль­
ца Е. Обозначим проекцию E->- $ через it. Обозначим через. 
& (k) фактор-кольцо кольца Ж по идеалу, порожденному 
элементами, разложимыми в произведение k элементов отрица­
тельной размерности. 

Пусть n{k) :% -+c£{k)—каноническая проекция. Чтобы не 
загромождать записи, будем каждый раз, оговаривая, в каком 
кольце идет вычисление, элементы n{k)n(an) обозначать 
по-прежнему через ап, соответственно, ряды n(k)n[a](x) к 
п{к)я[б](х, у) будем обозначать через a(x) и 8(х, у). 
В кольце $(2)[[х, у]] уравнение (13.7) принимает вид 

^Цх,У) + а(х) = §-уЬ(х,у) + а(у), (13.8) 

S(x,0)-=0. 
Следовательно, в кольце Щ(2)[[x, у]] имеет место формула 

*{x,y) = J(x + y)-U(x)—i(y), (13.9) 
х 

где J,(x)=\a(x)dx. Перепишем (13.9) в виде 
о 

Ь{х,у)^~^г<х)Ул-Я{у). (13.10) 
л-=1 

Учитывая формулы (13.4) и (13.9), получаем, что в кольце 
$ (3) Hxj у]] уравнения 13.2 и 13.3 принимают вид 

a(x)a(x + (/) = a(2/)a(x + J/), (13.11) 
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*(х)(Л(х + у)-Я(х)-Лу)) = 
= о.{у){Л{х-уу)-Л(х)-Л{у)). (13.12) 

Следовательно, в кольце % (3) [[x, у]] имеют место равенства 

a (x) (а (x + у) - а (у)) = - | (а (x) 8 (х, у)) = ± (а (у) Ь(х,у)) = 

д (ъ 1 <*«-• \ 
-d~y\2i n\!I*=i°-{x)z{y)yn-a(y)d(y)j= (13.13) 

= а (x) (а (у) у)' + а (у) (а (x + у) - а (х)) + 

+ а ' (У) 2^ 7П~ 5 Г ~ а И У" - («(У) Л (у))' 
и-=2 

Из формулы (13.4) следует, что а(у)2 = 0. Используя уравнение 
(13.11) из (13.13) получаем в кольце g(3) уравнение 

•£•, 1 rf"-1 

a (x) (а (у) уу=л' (у) Л (у)-а' (у)^ W1^^,{х) у". (13.14) 
И=2 

Сравнивая в (13.14) коэффициенты при у2, получаем a2a(x)=0. 
Предположим по индукции, что ana(-jc)=0 для всех п<т. 
Сравнивая в (13.14) коэффициенты при ут, получаем ama(x) = 
-=0. Таким образом, в кольце <f(3) имеют место равенства 
o.nam = 0 для всех пар (п, т), п+т>4. Используя теперь тот 
факт, что кольца <8 и <£ (Ъ) являются градуированными, полу­
чаем при ПОМОЩИ индукции по п из равенства л(3)я(апа т) =0 
равенство jr(anam) =0 в кольце $. Я 

Суммируя результаты §§ 12 и 13, получаем полную клас­
сификацию д. ф. группы основного типа над Q-алгебрами. 

Т е о р е м а 13.15. Пусть <р — 81 (x, y ) f + 02(Jc, г/) = 0—про­
извольная д. ф. группа основного типа над произвольной 
Q-алгеброй А и ф(х)—формальный ряд, являющийся единствен­
ным решением уравнения 

i<?i(x)^(x) + j<?2(x)^(x) = \,ty(0)~0 (13.16) 

где t p x ^ - ^ S ^ x , у)\у.0, T2 (x)-^ a (x> г/)|у=о. °(х, ^ - д и ­
скриминант уравнения. Тогда: 

1) Если f{x, у) — д. ф. группа первого типа, то ряд $(х) 
устанавливает сильный изоморфизм этой д. ф. группы с эле­
ментарной д. ф. группой первого типа и задается формулой 

'Yx dt 

*м-\\чту (13Л7) 

где tP(0 = - r i r , <p(0)=-L Более того, имеет место формула 
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X 

cp2(JC)-8Ui(x)d.x ( 1 3 Л 8 ) 

2) Если £(х,у) — А. ф. группа второго типа, то ряд ф (х) 
устанавливает сильный изоморфизм этой д. ф. группы с д. ф-
группой 

где 

8(x, y)=*J(x + y)-A{x) — d{y), .A{x)--=\ia{x)dx, 

fl(•*)-= %(ГЧ-«))--йрт-. Ф (Г 1 (*)) = *. (13.19) 
со 

и коэффициенты ряда а(х) = ^а11х11 удовлетворяют условиям 
п-2 

апат = 0 для всех пар (я, от), /г + т > 4 . В частности, если 
кольцо А не содержит нильпотентных элементов, то Ъ(х,у) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Из результатов следствия 12.17 и 
теоремы 13.3 следует, что ряд i|)(x) устанавливает сильный изо­
морфизм данной д. ф. группы первого типа с элементарной 
д. ф. группой первого типа. Применяя лемму 11.8 для Т—т|> и 
cp(x) =x2. получаем уравнение 

icp1(x)(t(x)2)' + -8-cp2(x)(^x)T-6(j)(x). (13.20) 

Учитывая уравнение (13,16), приходим к уравнению 

Ф2(*)(1|/М)2=16я|>(*), (13.21) 

решая которое, получаем формулу (13.17). 
Дифференцируя уравнение (13.21) и учитывая, что я|/(0) = 1 , 

приходим к уравнению 

Фг'(л:)-ф'(л;) Ч-2ф2(д;) ф"(лг) = 16. (13.22) 

Учитывая уравнение (13.16), получаем 

Ф2'(*)-8ф1(л:) (13.23) 
и, таким образом, доказательство формулы (13.18). 

2) Это утверждение является непосредственным следствием 
результатов следствия 12.17 и теоремы 13.6. Я 

В заключение отметим, что согласно лемме 12.5 из формулы 
13.18 вытекает 
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С л е д с т в и е 13.24. Две д. ф. группы fi(x,y) и f2(x,y) 
первого типа над Q-алгеброй совпадают тогда и только 

д тогда, когда имеет , место равенство -р--i,i (x, у) 
a7°i.2(x,y) 

У-0 

У=0 

§ 14. ПОДХОД К КЛАССИФИКАЦИИ ДВУЗНАЧНЫХ ФОРМАЛЬНЫХ 
ГРУПП ОСНОВНОГО ТИПА 

Пусть Л — пополненная коммутативная унитарная алгебра 
над кольцом А и е : Л->Л,е(1) — 1, — гомоморфизм аргумента­
ции. Положим У = кеге. Обозначим через Л(й) алгебру A/(Jh) и 
через n(k) : A-^-A(k) —каноническую проекцию. Из определений 
ясно, ЧТО гомоморфизм е индуцирует изоморфизм Л(1)—A, т. е. 
ix(l) —е. 

Рассмотрим д. ф. группу основного типа 
P-Oi(x,y)£ + Q2{x,y)^0 , (14.1) 

над Л, такую, что 
г[01]{х,у) = 2х + 2у, 

--[02](x,y) = x2 + W + y2. (14.2) 
Положим 

т- (2) [01] (х, у) - = (2х + 2у) + 2 .-Wv (х, у) 

•к (2) [02] (х, у) = (л2 + txy+у2) + 2 Л-п+4,2(х, у), л>1 

где fhit,i{x,y), i — 1, 2 — однородный полином общей степени 2k 
по х и,'t/, degx-=deg*/-=2. 

Из ' условия (14.2) на коэффициенты д. ф. группы (14.1) 
следует, что уравнения ассоциативности 1 — IV (см. § 9) для 
д. ф. группы и (2) \f \ (х, у) над кольцом Л(2) распадаются на 
независимые системы уравнений {1„ — IV,.} для каждой отдель­
ной пары полиномов 

(/.-2/.+2.1 (X, У), /i2n+4,2 (x. У)). n > - ' 
Наш метод классификации чд- ф. групп основного типа 

существенно опирается на следующие две технические леммы. 
Лемма (14.3). Для д. ф. группы первого типа и любого 

/г>1 система уравнений {I,, — 1VJ эквивалентна следующей 
системе уравнений, где hi (x, #)-=h2n+2,i(x,y)> h%(x, У) = 
==h2/-+4,2(x, у) и -i-оператор, действующий по формуле: 

8,А (х, y) = h {у, 2) + -̂  {h {x, {VT+V~zY) + 
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+ h(x,(V7-VzY)}-h(x,y)-±{h((Vx+VyY,z) + 

+ fi((Vx~Vy)\z)}, (14.4) 
\°.\hi(x,y)^0; 
ll°. 81tf(x,#)--3(/t1(x, y)z — xhi(y, z)), 

где 
••.•tt(x,y)=*h3(x,y) — 2(x + y)h1{x,y); 

Ш°. 81(2(х+|/)Я(х,у) + ^-г/)2/г1(х,г/)) = 
. . .=- .-- 5 (A1 (x, г/) г2 — x2/z1 (y, z)) +10 (H (x, y)z-xH (y, z)); 

IVV 81 (3x2+10x^+3v2) A2 (x, y) = {8 (x+z/+z) 8t (x + y)h{x, y)}— 
'..-.;',. .r-r{(Q(x2+y2+z2)+i(xy+xz+yz))6lh2(x, y)} + 

+ {2{{x+y)h2(x, y)z—x(y+z)h2(y, z))} — 
— {5(h2{x, y)z2—x2h2(y, z))}— 

~{(x2+y2+z2—2{xy + xz+yz))(h1(x, y)z—xhi(y, г)')}. 
Доказательство . Положим 

Уi = -с (1) [f i] (У, z) = (VJ + l-7")-. 
Y2 = •• (1) [f2] & 2) = ( / 7 - 1 / T ) 2 ; 

Yi = те (2) [f 1] (г/, г), K2 = - (2) [f2] (y, z). 
1°. Левая часть уравнения In имеет вид 

2(x + y + z) + 2h1(y,z) + fil(x,Y1) + h1(x,y2) 
ИЗ формулы (14.4) для гомоморфизма 6i следует, что уравнение 
1П эквивалентно уравнению 

oiAi(x, у)=0 
•• • II9. Левая часть уравнения Iln имеет вид 

(Х-Г1)2 + Й2^1К1) + (^-^2)2 + /г2(.Л:,Г2) + 4(Х + Г1)(Х + Г2) + 
+ 2 (х + У г) Ai (x, Y2) + 2 (x + j>2) hx (x, Г\) 

Имеем 
'; (x—y1)2+ (^_y2)2+4(x+y1) (x+y2) ---6(r4i/-+z2) + 

+4{xy+xz-\-yz)+2h2(y, z) + (2x+4y+4z)hi(y, z), 
(x+Y2)=2{x+y+z) — (x+Y1). (14.5) 

Таким образом, левую часть уравнения Iln можно переписать 
в! виде 
. -6 (х2+у2 + 22) + 4 (ху + xz + уг) + (2А2 (у, z) + А2 (х, Г.) + 
+ '.Ы-*. -?2)) + 4 (х + г/ + г) (2А( (г/, г) + Ai (х, У{) + А1 (x, Г2)) -
-2{2(y+z)hl(ij,z) + (x + Y1)hl(x,Yi) + (x + Y2)hl(x,Y2)} — 

— Qxh1(y, z). 
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Учитывая уравнение l°n, из уравнения Iln получаем уравнение 
8i(h2(x, y)—2(x+y)hl{x, 1/))---_з(/г1(х, y)z—xh{y, z)). 

Далее, 
(х - f 2)2 = ((x - f2)- + (x - гх)2) - (x - f-)2 = 

-=2(x2 + y2 + 22)-4(xy + x2;-T-y2) + 16i/z — (A: — I>
1)2, 

16г/г-=4((.х + у + 2) — (х + Г1))2 = 
= = 4 (x + ?/ + 2)2--8(x + f/ + 2)(x-f-r1) + 4(x + l>i)2. 

Таким образом, имеет место формула 
(х — Y-)2 = 6 (x2 + г/2 + г2) + 4 (ху + xz + yz) -

— 8(x + y + 2)(x + f1) + (3x2 + 10x}>
1 + 3J:1). (14.6) 

Ш°. Левая часть уравнения Ш„ имеет вид 
2 (х - Yxf (х + Y2) + 2 (х - Y2)2 (x 4-Г-) + (х -Y 2 f hx (x, ?.) + 
+ (x — f02Ai(x,->2) + 2(^ + ->

2)A2(x,Yi) + 2(x+Y1)A2(x,Y2). 
Имеем 

(x-Y1)2(x + r2) + .(x-Y2)2(x+r1) = -(x.y,2) + 
+ ( - х2 + 4х(г/ + 2) — {y~z)2) hx(y, z) + 2(y-f 2 — Зх)ft2(г/, 2), 

где о (х, г/, 2) — симметрическая функция от х, г/, г. Учитывая 
формулы (14.5, 14.6) и уравнение Г, из уравнения Ш„ получаем 
уравнение 

{-8(х + у + 2)81(х + г/)/г1(х,у)} + 
+ {31(3x2-f-10xt/+r/2)h1(x, y)} + {4(x + t/ + 2)81A2(x, у)}~ 

-{§1(х + г/)/г2(х, г/)} + {Ф(х, у, г)-Ф[г, х, у)}-0, (14.7) 
где 

Ф(х, г/ ,2)-{(~х2 + 4х(|/ + 2)4-(у-2)2)-6(х2 + г/2 + 2 2 ) -
~4(XJ/ + X2+£/2) + 8(x + t/ + 2)(y + Z ) -

— (Зг/2 + 10г/2 + 322)}А1(у,2) + {2(у + 2 - З х ) - 4 ( х + г/ + 2) + 
-Ь2(у + 2)}/г2(г/, 2)-=(-7х2 + 8х(г/ + 2))/г1(у, z)-\0xk2{y, 2). 

-Учитывая уравнение 11°, из уравнения (14.7) получаем уравнение 
81{(3х2 + 10хг/ + 3у2)/г1(х,у)-2(х-г-у)/г2(х,у)} = 

-=-(Ф(х,г/,2)--Ф(2,х,г/)) + 
+ 12(х + у + 2)(Ых, y)z-xhx{y,z)). (14.8) 

Так как Зх2 + 10хг/ + Зг/2--=4(х + у)2-(х — г/)2, то из (14.8) 
следует уравнение 

8- {2 (х + у)Н (х, у) + (х - у)2 h (х, у)} — 
-=-5(/11(х,у)22-х2/г1(г/,2)) + 10(Я(х1у)2-хЯ(у, г)). 
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IV0. Левая часть уравнения IV» имеет вид 
(x-Y))2(x-Y2f + (x-y2)2lh(x,Y1) + (x~Y1)2h2(x,Y2). 

Имеем 
(x—F1)2(x-.K.-)2--=c(x, у, z)2-2xo(x,yz)h:(y, 2) + 

+2a(x,y,z)h2(y,z), 
где ~о(х, у, z)=x2+y2+z2—2(xy+xz+yz). Учитывая формулу 
(14.6), из уравнения IV« получаем уравнение 

81((3x- + 10xi/ + 3#2)A2(x> г/))——{(6(х2 + г/2 + ^2) + 
+ 4 (ху + xz + уг)) Мг (•*, У)} + {8 (x + У + г) 81 (x + г/) /г2 (.*, //)}— 

- o ( x , #, г)(/г!(х, y)z — xh1(y1 2)) + 
+ 2 ((..-; + г/) Ао(.к, y)z-x(y + z)h2(у, г)) — 

—5(A2(JC, у)г2-хЩ(у, z)). Ш 
Лемма J4.9. Для д. ф. группы второго типа и любого /г> 1 

система уравнений {1„ — 1V„} эквивалентна следующей системе 
уравнений (где А1 (x, у) = А2п+2,1 (x, У), h2(x, У) — А2я-и,2 (-к, .У) и. 
82 —оператор, действующий по формуле 

62h(x, y)=h(y, z)+h(x, у+г) — 
-h(x, y)-h(x+y, г)): (14.10) 

1°. •52h,(-V,i/)=0; 
П°. 82Н(х, у)=0, где Н(х, y)=h2(x, y) — (x+y)hl(x, у). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для д. ф. группы второго типа имеет 

место формула f=(^)[fi](x, y) = i((l)[fol(x, у) = х-\~у. Положим. 
У. - * (2) [Я] (х,у)я Y2 = 1- (2) [f 2] (x, #). 

1°. Левая часть уравнения 1„ имеет вид 
2(x+y+z) +2/11 (х, у) + 2Л,(х+у, z). 

Из формулы (14.10) следует, что уравнение \п эквивалентно 
уравнению 62hi (x> y)=0. 

1Г. Левая часть уравнения П.г имеет вид 
(х+У:)2+112(х, y+z) + (x+Y2)2+h2(x, y+z) + 

+4(х+У1)(х+У2)+2(л;+г/+2)/г1(д:, y+z) + 
,+2(x+y+z)hl(x, y+z). (14.11) 

Имеем 
(x+Yl)(x+Y2) = (x+y+z)2+xh1(y, z)+h2(y, z), 

(x+y1)2+(x+y2)2 + 4(x+ У,)(*+У2).=. 
= (2(x+y+z):+hl(y, z))2+2{x+y+z)2 + 2xhl{y, z) + 

+ 2h2(y, z)=6{x+y+z)2+4(x+y+z)hi(y, z) + 
+2xh{{y,z)+2h2{y,z). , 
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Таким образом, выражение (14.11) МОЖНО переписать в виде 
b{x+y + z)2 + 4{x+y+z){hi(y, z)+h1(x, y+z)} + 

\+2{h2(y, z) +h2(x, y+z) +xhx{y, z)} 
Учитывая уравнение 1°, из уравнения Iln получаем уравнение 

62#(х, у )=0 . 
Ш°. Левая часть уравнения Шп имеет вид 

2(х+У1)Цх+У2)+2(х+У2)Цх+У1) + 
+4(x + y+z)h2{x, y+z) +2{x+y + z)2hl(x, y+z) = 

= 4{x + y + z)3 + 4{x+y + z){xhl{y, z)+h2{y, z)+h2{x, y+z)} + 
+ 2(x+y+z)2{hl(y, z)+h1{x, y + z)}. 

Таким образом, уравнение III,- является следствием уравнений 
Г и Н°. 

IV°. Левая часть уравнения IVn имеет вид 
(x + y1)2(x + y2)2 + 2(x + t/ + z)/i2(^ y + z) = 

= (x+y + z)'l + 2{x+y + z)2{xhi(y, z)+h2(y, z)+h2(x, y + z)}. 
Таким образом, и уравнение IV,- является следствием уравнений 
Г и II0. 

Для данного п множество пар полиномов {hi(я, у), h2(x, у)}, 
удовлетворяющих системе уравнений {In—IVn} является груп­
пой с «покоординатным» сложением и Л (2) -модулем. Обозна­
чим этот модуль через.--.?-„(Л). 

Пусть ;f—элементарная д. ф. группа д. ф. группы 
~ (--) W]• Обозначим через 2) кольцо дифференциаль­
ных операторов, инвариантных относительно сдвига на д. ф. 
группе f (см. § 11). Согласно теореме 11.4 кольцо 25 являете я 
свободным А (2)-модулем, образующими которого являются 
канонические инвариантные операторы d0, dlt ...dn, где d0 — 
тождественный оператор. 

Зададим в кольце Л (2) структуру Ю — модуля при помощи 
Л (2)-гомоморфизма i:25{to}A(2):do{to}1, dn->0, n > 0 . Покажем, 
что задачу вычисления групп -Л. (А) можно при помощи лемм 
14.3 и 14.9 сформулировать в терминах стандартной резоль­
венты (В-конструкции) (см, [31]) £§-модуля А (2). Этот ре -
зультат позволит в дальнейшем для вычисления групп «̂ „(А) 
привлечь методы гомологической алгебры. Рассмотрим случай,. 
когда f — д. ф. группа первого типа. 

Согласно теореме 11.4 отождествим кольцо Ю д. ф. группы 
первого типа тс (2) [Я с кольцом А(2) [[x]]* — Homl<2) (A(2)[[x]],. 
А (2)), умножение в котором двойственно коумножению 
A:A(2)[[x]]{to}A(2)[[x, у\\-Лх" = \- {{Ух+У~У?11 + {Vx-V~y)u)~ 
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Рассмотрим стандартную резольвенту 2) —модуля Л (2): 
* * * 

О.*-А (2)^-Со^С1ч-С2+-.'..-«-С,_1-«-.С, •*-•..., (14.12) 
где С0=Э, СЛ=-=Со®(С0)". Co = kert и гомоморфизм i£:Cs->Cs_i 
действует по формуле 

к1(с0[сг\... |с-])==с(А[.?2| ••• кЛ + 

+ 2 (— I)^0 [•?! | . . . Ĉ-7+l I • • • \СЯ]. 
Имеют место изоморфизмы 

Hom£(C„ A(2)) = HomA(2)((Co)*, А(2))=А(2)о[[*1, .. .,xs]], 
где A(2)°[[x-, . . . , Х-]1— идеал в кольце формальных рядов, 
порожденный элементом х\ • • • xs. Поэтому, применяя функтор 
Hom^(., A(2)) к резольвенте (14.12), получаем комплекс 

А (2) {to} А (2)о р ] ] {to} А (2)о [[xb *2]]{to} . . . {to} 

{to}A(2)o[[x1,...,x,_1]]{to}A(2)o[[x1,...,^]], (14.13) 
в котором гомоморфизмы Ls являются непрерывными отображения­
ми относительно топологии формальных рядов и в топологи­
ческом базисе из мономов х[1... x/^71 задаются формулой 
As (*{«'... лДт1) = 2 ( - 1 ) ^ ' . . . xfriZxtfxffi ... л;^1 , (14.14) 
где 

Ixj," = {L4") - xlf - xfa — 

Рассмотрим более детально следующий отрезок последо­
вательности (14.13), положив предварительно x-—x, x2 = y 
и х3 — 2, 

A(2)o[W]{to}A(2)o[fx, i/]]{to}A(2)o[[x, у, z]]. 
Пусть h{x, y)6A(2)-[[jc, y\\2k—-однородный полином степени 2k 
ло х и у. Из формулы (14.14) следует, что 

A3Mx- у)=-т{ь((Ух+Уй)\ z)+h{{Vx-Vy)\ 2)}+ 
+ h(x, г) + А(г/, z) + ±-{h(x1{Vy~+Vz)2 + h(x, {Vy~VzY)}-

— h(x, y) — h(x, z)=blh{x, y). 
Таким образом, имеет место. 

Лемма 14.15. Оператор 81 совпадает с гомоморфизмом Д3 
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•коцепного комплекса стандартной резольвенты 25-модуля А (2). 
_ Л е м м а 14.16. Для д. ф. группы f второго типа оператор 
•82 совпадает с гомоморфизмом Д3 коцепного комплекса стандарт­
ной резольвенты 35-модуля А(2). 

Доказательство леммы 14-16 мы опускаем, так как оно анало­
гично доказательству леммы 14,15 и, кроме того, по существу 
содержится в § I. 

В оставшейся части этого параграфа все рассуждения отно­
сятся к д. ф. группе первого типа-

Рассмотрим точную последовательность 

0{to}(imA2)2/,{to}(kerA3)2fe{to}Ext|w(A(2), A(2)){to}0. (14.17) 
Группа (A(2)°[[x]])2; t является одномерным Л(2)-модулем с 
•образующей xh, поэтому группа (imA2)2/i. как Л (2)-модуль по­
рождена полиномом 

Таким образом, согласно лемме 14.15 задача классификации 
полиномов hi(x, у), удовлетворяющих условию 1° из лем­
мы 14.3, свелась, по существу, к задаче вычисления групп 
Ext^,2"4"2 (Л(2), А (2)), п> 1. Для сокращения записи положим 

Ext ^ ' (А (2), A(2)) = Ext ' ' ' , 2 Е х х Л , < = Е х 1 ' и ^ E x t ' — Ext. 
t -j 

Известно, что один из способов введения умножения в коль­
це когомологий коммутативного пополненного кольца основы­
вается на каноническом умножении в коцепном 'комплексе 
стандартной резольвенты (см. [31]). В наших обозначениях в 
-кольце Ext умножение индуцируется умножением в коцепном 
комплексе (14.3), которое задается гомоморфизмами • 

<P.,..,,:j-(2)0U*1, • • • > JcJ1®A (2)o [[jd, . . . , xj]{to} 
•-*A(2)o [[*! , . . . , * , t + , .H , 

г д е 

LhW(xu .-. ,xa)№(x,M, ... ,xti+s). 
Пусть полином hx {x, у) удовлетворяет условию Г из лем­
мы 14.3. Обозначим через < hx> элемент из группы Ext2.2"+2, 
соответствующий полиному h\(x,y) согласно лемме 14.15. 
Так как A2x — 0, то определен элемент < х > eExt1-2. Так как 
д 2 х 2 = — бху, то в случае, когда А является Z/3-модулем, 
•определен элемент < х2 > eExt1.4. 

Теперь можно сформулировать и доказать одно из важных 
следствий результатов этого параграфа. 
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Теорема 14.18. Пусть (hx(x, у), h2(x, у)) — пара ПОЛИНО­
МОВ, удовлетворяющих системе уравнений {!„—- IV,,} для д. ф. 
группы первого типа. Тогда в кольце Ext определены элемен­
ты < hi ) 6Ext2'2"+2 и { х } eExt1-2 такие, что 

1° для любых колец Л в кольце Ext имеет место уравнение 
3(<А,> <*> — (х) < А-! > ) = 0; (14.19) 

2° для колец А, являющихся Z/3-модулями, определены 
дополнительные элементы < И > 6.Ext2.2"+'' и < х2 > gExt1,4, и в 
кольце Ext имеет место уравнение 

( < М (х2) - (х2) </*.)) + 
+ ((Н) (х)-(х) < # >) — 0, (14.20) 

где Н(х, y) = h2(x,y)—2(x-}-y)h1(x,y). 
Доказательство теоремы следует из утверждений лемм 

14.3 и 14.15. 

§ 15. К'ОГОМОЛОГИЯ КОЛЬЦА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ., 
ИНВАРИАНТНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО СДВИГА 

НА ДВУЗНАЧНОЙ ФОРМАЛЬНОЙ ГРУППЕ ПЕРВОГО ТИПА. 

В этом параграфе будут получены все результаты о кольце 
Ext & (Л (2), Л (2)), необходимые для вычисления универсальной. 
д. ф. группы первого типа. 

Сдвиг на коалгебре (A(2)[[x]], А), ассоциированной с эле­
ментарной д. ф. группой перв0го типа, задается гомоморфиз­
мом Д: А Цх}} -> А [[х, у}}: их" = / {(Ух + Vyf" + Qfx - У~У?п}-
Кольцо инвариантных операторов 3) аддитивно порождено опе­
раторами d,,, «>0 . Согласно теореме 11.4 умножение в коль­
це 3) задается формулой 

dndm^{2in + m))dn+m. (15.1) 

Отметим, что do является единицей кольца Ю и что согласно. 
теореме 11.10 имеет место формула 

Лемма 15.2. Пусть кольцо Л является Z/p-модулем, р>2, 
где р простое число. Тогда 

а) кольцо Й) изоморфно градуированному кольцу Л(2) [dl j\ISPt 
i>j>0,uegdiJ = —{piJ

rpJ), где $ — идеал, порожденный 

элементами dij dtJ, i>j>0, d^.d^j, i>J>0, и (diJdAl~: 

~dh,hdu,tJ> и (.'1' *2' *-> ^У> -упорядочивание набора (i,'j, k, I) 
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Ъ) операторы d i j , i>j>0, неразложимы в кольце 59 и ' 
2 

изоморфизм A(2)[d ; ;] /5-->® устанавливается отображением, ! 

переводящим ditJ в (р \ р Yd , }. 
V 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно формуле (15.1) в кольце 
.23 имеют место равенства 

dfdi y.— J^.___dl+l ,-о, 
Р Р+Р1 {(pl)\)p (p')\ Р +Р1 

2 2 

di Jf^ У + ̂ ')' d • ;+1 = 0, 
P1+PJ P' [pl)\ {(р')\)Р Р+Р' 

{Р1+Р!\(Р" + Р1\И А ((pi + P1 + Pk + Pty-\d 

\ р3 А Р1 }ар1+р>а
Р

к+р1 \Ш(р1шыш I М+Р*+Р1' 
2 2 2 

Следовательно, корректно определен кольцевой гомоморфизм 

cp:A(2)[dii/]/^{to}S):du{to}(;'^/y)dp_!±£y. 
2 

Каждому числу п сопоставим однозначное представление 
2т числа 2/г в виде2.*>А.. h>h> • ••>im< г д е совпадающие 
А - 1 

индексы г,. встречаются не более, чем ( р - 1) раз. Тогда 

_ (2n)! ._,, _ _ n ( / - P V , + - 5 d - n K i / " , « t p ' , ' ) - ' « « • (15-3) 
П (.р'*)! . - - - \ -̂  У 2 
fc-1 

Аддитивный базис кольца A(2 ) [d u ] / ^ составляют всевозмож. 
т 

ные мономы вида П*, , , , , , , _, где h>h>-->i* и с Р е * и -----
дексов ik не " более ( p - 1 ) одинаковых. Так как 
8 <2'г>! Ф 0 mod р , то из формулы (15.3) следует, что гомомор-
П Р" 

•физм <р является изоморфизмом, ш л ^ - E x t * ' ' 
Положим, как и выше, Ext^ (Л (2), Л {2)) - bxt , 

2 Ext*'' = Ext-1 и Ext = 2 E x t*' 
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Т е о р е м а 15-4. Пусть кольцо Л является модулем над. 
полем 1/р. Тогда кольцо когомологий Ext=-2Exts является гра­
дуированной (по s) алгеброй Хопфа с кососимметричным диа­
гональным отображением 

*:Ext->Ext<S>A(2)Ext, 
индуцированным кольцевым гомоморфизмом 

%)®Aw2b->Sb:(dij, dk,i)-*-di,]dk,i. 
Доказательство теоремы следует из общих свойств В •— кон­

струкции для коммутативных колец и теоремы Кюннета со ко-
ГОМОЛОГИЯХ тензорного произведения колец (см. [31]).. 

Если бы кольцо Ext было коммутативным, то из теоремы 
15.4 следовала бы полная информация о мультипликативной 
структуре кольца Ext (см. [72]). Как будет видно ниже, кольцо' 
Ext не коммутативно, но и в этом случае можно получить из 
теоремы 15.4 полезную информацию о кольце Ext. 

Пусть еЩЕу&ч и е-еЕхК Положим [е", es\ = e4s — ( — \)ise*e* 
Л е м м а 1 5. 5. Пусть кольцо Л является Z/p-модулем, где 

р>Ъ. Пусть «1, . . . , и„ —набор образующих Л(2)-модуля Ext1' 
Тогда: 

1° Для любых i и /, i¥=j элемент «iniGExt2 не равен нулю. 
2° Всякое соотношение между элементами щщ имеет вид 

2 КЛ*ь «у]-0. 
3° Соотношение [щ, UjUh]=0, ]фк, имеет место тогда и толь­

ко тогда, когда [Hi, щ] = [и{, uh] =0. 
Доказательство леммы легко выводится из следующих 

формул: 
х(й*) = и.®1 + 1®йг, 

х (UiUj) = щи.]® 1 + щ®11] — и.]® щ 4-1 ®иги„ 
«([«i. UjUk}) = [Щ, в-Ий]®1+[Й„ »у]®й* + [йь Uk]®U] + 

+ щ ® [и,, ttj\ - 11]Щ111, uk] + 1 ® [и,, UjUh\. Ш 
Т е о р е м а 15.6. Пусть кольцо А является Zip—иод. \уем, 

где />>3. Тогда: J 

1°. Если п=£р1+р], i>j>0, то Ext1." = 0. 
Если п==--р1-\-р', i>J>0, то группа Ext1-™ изоморфна одно­

мерному Л(2)-модулю с образующей щ ... 
2°. Если пфрь+рь+ph+pb, ' i 1 > i 2 > i g > i 4 > 0 1 или 

пфр1+р}, t > 0 , i>j>0, то Ext-.-==0. 
ЕСЛИ п--=4р1, г > 0 то Ext2." = 0. 
ЕСЛИ n=p''+pb+ph+pt.t ix>i2>i3>ib i j> i 4 , T 0 группа 

Ext2." изоморфна Л(2)-модулю с образующими UtjukJ, с в я з а н ­
ными одним соотношением 2«J.y«*,/-=-0, где (i, J, k, I), i > / , 
k>t, —любой набор с упорядочиванием (iu i2, iS} i4). 
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I 
I 
I 

Если n=pl-\-pl, i > / > 0 , то группа Ext2'" изоморфна дву­
мерному Л(2)-модулю с образующими vitj и wij. 

Если n-=p '+1, i > 0 , то группа Ext2-" изоморфна А(2) с 
образующей VI,Q. 

Если n = 2pl, i > 0 , то группа Ext2-" изоморфна Л (2) с обра­
зующей Witi. 

3°. Если элемент AeExt2-" коммутирует с элементом ••ао.об 
gExt1-2, т. е. если в группе Ext3-n+2 имеет место равенство 
[ao.o, &] = 0, то либо !г = 0, либо А=-Х.з*1о, либо h=='fi.4,oWy.o + 
+ 72%,оМг,о, где X, fi, T2—произвольные элементы кольца А (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность сво­
бодных градуированных 25-модулей 

0^-A(2)-tco-tci-*--C2, (15.7) 
где О — модуль с образующей с0, degc°=0, i(c-) — 16A(2), и 
С1—модуль с образующими cj ., i>j>0, deg cj - pl-\~pj, и 
.#дс}, — dj.yc", С2—модуль с образующими с2

 j kn i>j, k>l,. 
k>j, degcfJift|. = p' + p ; + p'i + p/-

c2
tJ, i>j>0, degcj, —р' + .рЛ c2

y, i>j>0, degc2
>; — p--t-p-/, 

W2 r2 _ _ / / , ,,-1 _ / / . . ,-1 Л2Г2 „ r f 2 o l 

• P=l 

Непосредственно из описания мультипликативной структуры 
кольца 2) следует, что последовательность (15.7) является от­
резком минимальной резольвенты 2)-модуля А (2): 

0.4-Л(2)..иС-£с-----С--Ас--4- (15.8> 
Для минимальной резольвенты имеет место изоморфизм 

Ext'.'---.Hom^CC*, A(2)). 

Таким образом, описание аддитивной структуры А(2)-модулей 
Ext5, s=-l, 2, следует из описания А(2)-модулей С1 и С2- Обо-
значим через Uij, vij, Wtj элементы групп Ext5, s = l ,2, двой­
ственные образующим c]j, с?,у и clj А (2)-модулей С1 и С2, 
соответственно. 

Для изучения мультипликативной структуры кольца Ext, 
применим конструкцию умножения, данную Ионеде [1], [31]. 
Коммутативная диаграмма Йонеде для вычисления элемента 
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ш.аЬисЛ имеет вид 
CU С2 

0^A(2)^cC-Cl 

\ua,b 

Имеем 

и
в,л.Лс?,у,*./)=«в>6^,ЛсЬ.*./) = 

--"e.»(?ft,A.rf
cb-4ie^,^,J----i.A.»^.A,rf-^1,A.»8/,.A,rf. 

где \ а — символ Кронекера. Таким образом, элементы йг yafti/, 
где k > / , двойственны элементам c\ukv и имеет место соот-
ношение 
где суммирование идет по всем наборам (i,j,k,l), i>j, k>l, 
k>j, c упорядочиванием (ii, i2, i.M i4). 

Доказательство утверждения 3° опирается на следующую 
лемму: 

Лемма 15.9. Пусть кольцо Л является Z/p-модулем, где 
/?>3. Тогда, если элемент h из группы Ext2'", где n=fcpl+pJ 

и p'+/?•/ +2, удовлетворяет уравнению [Й0 0, Л] == 0, то 
А==.2Ги.мКу'й*.']' Ч/.м6^2)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно утверждению 2° произволь­
ный элемент h из группы Exts,n, пфр1-\-р' имеет вид 
{sum} Чл/г.А.А,/-

При диагональном гомоморфизме % элемент [а0 0, h] перехо­
дит в элемент [и^.А] ®1 +{sum} \Aft i /{[^>0, им] 2>ult}-[uofi, uj® 
®"*,i-**,/® Ко- "/./I-b«• /®Ко. й*./-} + -® Ко- j-Ь Согласно 2° 
K.o'"/,/]-^0 ' если )=7-=°- Таким образом, для n^pl-\-pJ-\-2 из 
условия K „ , AJ-=0 следует, что \Jiltli = K.i.i,r* 

Перейдем к доказательству утверждения 3°. 
Коммутативные диаграммы Йонеде для вычисления элемен­

тов к0)0А и йим, где A6Ext2'"==Hom|,(C2,A(2)) имеют вид 

/ I ft» I ft i 

0-^A(2)^-C--^-C1 

Wo 
Л (2) 
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I 

CU C2*-C* 

Л(2). 
Пусть /i=-.pi + p-/

) i>J>0. Тогда, если AeExt--", то h = K - ^ ; . + 
-Т-Х2и'/Г Рассмотрим следующие элементы Л(2)-модуля С9:' 

р-з 

*i,j "o.o^ij u'i-l,i~•Lul-LO^'l~\,o,l-lJ, 

Р - -

-Ч ,у '= с ^о с Ь + '*У-1,У-1^У--м(^^ 
По построению d-2?,;—0 и d22./,; = 0. Следовательно, в С3 су­
ществуют элементы z3ij и z3j такие, что d3z3j = z2ij и d3z3j — 
— z2ij. Используя диаграммы Йонеде, получаем 

Ко- ""и] КУ) --=-; [«о,о' ™и] (4у)=°; 
[«0.0. ^/.у] Ky)-= 0 ; [«о.о» « u ] (4y) = L 

Следовательно, если [ы00, /i]=0, то ^i = ^2=0, т. е. h—0. Пусть 
n = 2pl, i>0. Тогда h=Xwu. Так как для t = / указанный выше 
элемент 2?. ;6G3 определен, то используя равенство [«о>о, ии]-
(•2ii3) = 1, получаем, что Л = 0. Пусть /г==р' + 1, i>0. Тогда h = 
— Auio- Соотношение [«оо, и«]-= 0 следует из того, что оба эле­

мента Woo.-'io и yioWoo двойственны одному элементу zi0
36C3. 

Пусть n = p . + p{cdot}' + 2, i>j>0. Согласно утверждению 2° про­
извольный элемент h из группы Ехт-,п можно представить в 
виде 

Х[ UIQUJO + ^2n jQniO "Ь XsUooUij. 

Имеет место соотношение [«oo, uio] = 0 (см- 2°), поэтому, если 
[«оо. А] =0, то Х,з["оо, иоо,"и]=0. Так как [и0о, иц]¥=0, то 
[иоо, Moô ij]{ne}0 согласно лемме 15.5. Следовательно, Хз=0. 

Учитывая соотношения между элементами ифи (см. 2°) и 
результат леммы 15.9, получаем, что для оставшихся размер­
ностей п, если [noo> h ]=0 . то элементы heExt-'n имеют следую­
щий вид для некоторых элементов A,i-3A(2): 

1) п = р1 + р! + рк+р1, i>j>k>l: 
h=Xi[uih uhi]+X2[ikk, Щг]\ 

2) n -=2p4p j + Pfe, i>j>k:h=X[uu, Ujh]\ 
3) n = pi + 2pi + ph, i>j>k:h=X[Uij,uik); 
4) n = p«' + p-7+2pfe, i>j>k:h=%[uij, uhh\; 
5 ) . n = 2pH2pJ, i > j > 0 : h = X,[M«, «jj]; 
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6) n=3 "•+/>-, / > / > 0 : f t = 0; -
7) n-=j-- + 3p.i, i>j>0:h=0; 
8) t •я--р (+р-+р*,+ 1, i>j>k>0; 

h=%x[ua, %o]+-1v2[Wift> «jo]; 
9) , ,, n=2j-*+p-+l, i>j>0:h=X[Uii, uj0]\ 

TO), ъ . , " - " 4 2 / ) + l , 4>J>& h = \[uu, up]', 
11)" ' ' л = З р - + 1, i > 0 : A = 0. 
Укажем теперь список циклов дифференциала d2, используя 

который, можно приведенным выше методом доказать, что 
во всех случаях 1) —11) элемент h равен нулю: 

1) : ' ' do°cUji-di°(cioji-cwi)> 
' " • . . ' dMc%ii~djoCmt + dioC2

m\ 
'2) -^ooC^i^ ^ io (суа<й — -

3) dMc)iik~dj*c)m-\-d*c%iv 
4) ' d™cmk~-dib(c\m-c)akky, 

. . . ф . •' d^cwi-~d^ifmi-cljiY 
: : ; ' 8 ) ; ; : -оо-^луо—-^ю (-^ojo -- ; 
" . ' . , . . . ' • . dMclik~da{clm-c)mY 
:"'9>: ^o4,7-^o(c0

2
0 i;-4yo); 

•:TedpeMaA5.6 доказана. Ш 
Т е о р е м а 15.10. Пусть кольцо Л является Z/3-модулем-

Тогда: 
1°. Если л.э--3' + 3-\ i>j>0, то Ext1'n = 0. 
Если /г—3- + 3.', г > / > 0 , то группа Ext1'" изоморфна одно-

мерному А (2)-модулю с образующей и/;.. 
. .2°.'Е«:ли я -£3 ' + # + 3» + 3', i>j>k>l, то Ext2," = 0. 

. -Если'л^--3'' + Зй-!-3-- + 3'4, h>i2>i3>ib то группа Ext2,re 

изор*юрфна Л (2)-модулю с образующими ииик1, связанными 
одним соотношением 2^ииик1 = 0 тогда, когда ^ =--= igили нфЧ* 
где (г, J, k, I), i>j, k>l, —любой набор с упорядочиванием 
{h> h i Н> *<.)• 

3°. Если пара элементов (/г. Я), где /zeExt2'* и tfeExt2'"+2, 
удовлетворяет уравнению 

[Ию|А] + [Иоо.Я]--=0, 
то либо h = 0 , Я----О, либо h = lu2

u0, Я-==).[%,, и10], либо 
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A=X:[Kio,#ao], Я==Хи20, либо h--=\u\^ Я — Q. ;либо A — X [щ^-и 
« i - l . p ] , H " X [И/_1,1_1, иг-1,1]. ,.- •• ,. ;( ,, . : , .. .., 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения Iе и 2.°. доказывается 
точно, также, как утверждения 1° и 2° теоремы \о\6," причем, 
можно сохранить те же обозначения для образующих Л ̂ -мо­
дулей -.-CJ.,. i-—0,1,2. Единственное и .зажноепотли,чие заклю­
чается в ТОМ, что так как -р~ —1 для p==3, то элементы 
группы Ext2, двойственнные образующим • cf."' •» .с2., равны 
[«MU-i, й(-1,Л и [Иу-1,/-ь иг,/-1]'соответственно. 

Доказательство утверждения 3° ощрает.ся на следую­
щую лемму. ' ; '' 

< Л'емма 15.11. Пусть кольцо. Л является Z/3-модулем. Тогда, 
если-элементы hgExt2'" ц ^Ext2,"+2.удовлетворяют уравнеиию, 

• ч . • • [м10, h] + [«oo, H]-—0, . . . 

то А = 2 Xj-A,[ttfy, ukl] и Я=2'Т|'у'й'Л««т. •»*•/•]• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно утверждению 2°•. элементы 

А и Яимеют вид ^hjkiUijUm и 2".'г;.'А7.'и»''-'''?-:/-':'.'> 'соответ­
ственно. Положим [и10, А] + [«оо, H\ = g. Тогда ... ..., ... .',.., 

*(£)==.-?®-+.2 xi;«{["io. и*,]®й£Г-[аю,а,у111й« —aw®[aio, «„•]+ 

' + «Ц®[«10» « А ^ + ^ Т г ' у ' А ' Г {[«00. fl{cdot}4'-'.] ® -*'W - t t'^0'0. ttvrWtik'l'''^-

— Uk'r®[ttm, Ul']>] + tti4'®[Uou,•и^/'] + 1®.§' . . ; ' . . : . ' 

Согласно п. 2° [й10,и ]̂=---0 и [%,, Шт]ф'0' для любых г, / 
и i\j'. Таккак для любого набора (i, j , k, I), 3' + 3-''+Зй+ 
+ 3 — /г, либо пара (t,/), либо пара (&, Z) не входит ни в одни 
набор (_',/', А', /'),, 3/' + 3y '+3A ' + 3 r-=n + 2, то из условия 
g = 0 следует, что )Hm^=lklij и Ъч'ь'г^Чь'п']'-

Перейдем к доказательству утверждения 3°.= 
Пусть (А, Я), AeExt2'", ЯеЕх '̂""1"2 —пара элементов, удов­

летворяющих уравнению • .'• 
[ttio, А] + [«00,Я] = 0. ! 

Пусть /г=-4. Тогда, согласно лемме 15.11, • А==-'Хиц0 

и. Я.-г-тг[йю, «ool-
Имеет место очевидное соотношение .••• . . . 

[«ю, « У + [Иоо» [«оо. «loll —О- V " ' '"•'• 
Следовательно, Ti[%>> [%>, Ию]]-=0. где 4i = T— -̂ Обозначим 
через 2бС3 такой элемент, что йъг== d^c\x. Так как 
[ИооЛиоо. «io]](2)=7^0, то 11=0. 
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Пусть л = 3 - + 1, / > Г Тогда, согласно лемме И .11, 
А — Х [щ-и-1, ш-Ы и / / = T i [«-_lfi_i, И1-1.1] +Т2 [«/о. «eel- Дока­
жем соотношение 

[«ш, [иг-i.i-i» *-i,o]I + [«oo. [и/-1.«-ь «/-1.1]] = 0- (IS. 12) 
Имеют место следующие тождества Якоби для коммутатора 
I-. Ф 

[Ию. [ui-ui-u «/-i,o]] + [«/-i,/-i. [%-1,о. «ю]] + 
+ [*V.i,o. [«ю. И*-1,<--]]| (16.13) 

[«оо. [aj-i,j-i.%-i,i]I + [w'-i,--i> 1м/-1.ь «оо]] + 
+ [«/-1,1, [«00, «/-i,/-i]I. (15.14) 

Складывая тождества (15.13) и (15.14) и учитывая соотношения 
[й|_1,о, И10] + [«/-1,1, «00] = °> [«Ю. «Z-l,/--l] + [«/-l.b Ui-i,o]=0, 

[tfa,,«i_u_i] + «?_, i 0=0, 
получаем доказательство соотношения (15.12). Используя (15.12), 
получаем, что Xt [u.w, [щ-и-и Ш-\,о]]-\-ь[иоо> [аш^оа] = ^ ГА е 

X- = X-—Ti. В А(2)-модуле С2 имеются следующие циклы диф­
ференциала d2: 

Вычисляя значения гомоморфизмов [и10, [я-_1,-__1, йг-i.G-]] и 
[«оо. [и/,о. «ооП н а элементах из С3, переходящих при d3 в дан­
ные циклы, получаем, что Х- — Тг — О-

Пусть /j=6. Тогда учитывая соотношение й2
0+[мц, %J,==0, 

согласно лемме 15.11 получаем, что А — X [и10, и00], Н = %и\й. 
Имеет место соотношение 

[«ю, [«ю, «оо]] + [«оо. ttiol = °-
Следовательно, Ti К О . Щ0\—0, где Ti = Т—-̂ • Используя цикл 
-*оо(с?ою~соои)' получаем, что Ti== О. 

Пусть га=8. Тогда А = Хи2
0 и Я — т[ип, ию]. Ясно, что 

йю, А]=0. Используя цикл (doocl0 — di0c2
010)eG2, получаем, 

что 7 = 0. 
Учитывая соотношения между элементами щ;ик[ (см. 2") 

и результат леммы 15.11, получаем, что для оставшихся раз­
мерностей п пары элементов (А, Н), AeExt2'*, tfeExt2'""1"2, имеют 
следующий вид: 

. ., 1) /1=2.3', i > 1 : A = X[alii_1,«1_iii_1], Я - Т « 2
0 ; 

2) n = 3 ' + 3 , i > 1 : А = Х 1 К , «оо]+ ̂ 2 [«/-i,i, «*-M_ib 
H=T[«/,i,«oo]; 
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3) п — З-' + З-, i > / > 1 : h = Xi[ui,]-uUj^ij-i)-ir\2[Ui-ilhtti-hi-i\, 

4) n=-3' + 3 + 2- i > 1 : A — Х[а;,-, а00], H — "f[an, и10]; 
5) п-=Зг + 3-+--- • . > ; > ! : А-Х[«,у, %,], 

H = Ti l«ij- "ool+Ta l"ii> И/г]! 
6) /г-2.3<+2, i > l : A = X[a„, м0о]. И = 1 [ип, Щ0\; 
7) я — 3- + 2.3 + 1: А-=Х[«21, а10], Я----?[а2ъ «и]; 
8) л=3< + 2.3 + 1, i > 2 : А.= Х[а„, а,0], 

H = Ti[an, Иц] + Т2[Иг-1,!-ь «г-i.i]; 
9) /г===з<' + 3-' + 3 + 1 , i > / > 1 : A-=X-[ald,, в10] + Ха1аш и Д 

H = T[-ttjyf «u l ; 
10) л=2-3- + 3 + 1 , i > 1 : А = Х[и„, ию], Я = т[и«. «ul: 
11) n-=3-+3-> + 3ft + l, i>j>k>U h*=\t[u,j, ukQ] + h{uik, а Д 

H=-Ti[a,y, aAi] + Tfa[»/*. «yil;-
12) /г-=2.3- + 3-' + 1, i > j > l : А=Х[«П, и-в], Я=1[к„ , и я ] ; 
13) /г-=Зг+2-3-' + 1; i > / > l : А-=Х[а|;> а Д Я=т[а г ; , а Д 
14) /г = Зг + 3/+3~ + 3', i>j>k>l>0: 

А.-Х^а.,, ал,]-»-Х2[а,*, а,,], Я==0; 
15) /х — г.З^ + З̂  + З*, i>j>k>0: А==Х[а|Ь а Д Я = 0; 
16) n - 3 / - r 2 . 3 / + 3ft, i > / > A > 0 : А=-Х[а;/, а Д Я==0; 
17) /г=--3<+3-> + 2.3*, i > / > A > 0 : А-=Х.[а,-, a4ft], Я - 0 ; 
18) л = 2-3' + 2-ЗЛ i > / > 0 . А = Х[аж а Д Я = 0; 
19) -4 + 2 = 3' + 1 , i > 2 : А = 0, Я = ч[a/_i,i-i, «i—i,o]; 
20) я + 2 = 3' + 3/, i > j > 2 : А-=0, 

Я--=Т1[^_1,.-_1, аг-1,Л + 72[Кг,./-1. "y-w-i]. 
21) /г + 2 —2-Зг, / > 2 : Л = 0, Я-=т[ам_1, «i—1,1—1]; 
22) /i-f2-=3 i + 3-' + 3ft-f-l, i > y > k > l : A=0, 

Я=--т1[«г;, aM]+l2[«is, « Д 
23) /г+2 = 2.3г+3* + 1, i>k>\: Л=0, Я = т [и»А, а Д 
24) я + 2 = Зг + 2.3' + 1, i > j > 1 : A = 0, # = i[a,., а Д 
25) к + 2 = Зг + 3/ + 3* + Зг, i>j>kyl>\: A = 0, 

Я — TilWu' tt*il + Ta[«.*. •«;«]; 
26) /г+2-2.3 г+3^' + Зй, i > / > A > l : A=-0, Я==т[«н- а Д ; 
27) я+2-З г +2 .3 - ' ' + 3", i>j>k>\: А — О, # = f[a,j, "у*]; 
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с2 • 
"JOIV 

/ - 1,о,г—1,2, 

28) , я + 2 ^ W ;>;>ЫГЬ0,.Я=т1,,а 
29) « i - 2 - 2 . 3 4 2 . 3 i , t>.j>u M , Н^[иш «„]. 

которые? M n S f Р,Ь
Я'ГИС0К' ЦИКЛ0В ДиФФеренЦиала d\ используя которые можир, как и выше, доказать, что во всех случаях 1)-29) элементы h и Н нулевые: случаях 

2) ^ •• -*.0& ̂ a i ^ i - ^ I . l ^ O i l _ i : i , : t f n ^ + rfJ0^Mld; 

4)
 ( ^1С11-^о(с?010-Со

2
ОП), dnc\ + d„>c*m; 

6 ) ' ^ ~ > - о / с « о - 4 « , ) . -*«-?,J-rfoo^; 

вГ'^х^г^^-аоосгш,-rfboSs,_rfloC?0flIdMC»I_rfr_lp0l,l IOI , 
1 0 ) , ; •' [JutU-dn^ dmc]m-diu{c\m-c]my, 
n> ; ;d^-rfio^ i yo-e»uo), rfioc^-rf»^-^, 

^ A / I — rfoo(c2oyi_c?oAi)i doo^i; —di0(C?oy —с50/г1);' 
I2> -. ^ „ - r f » ^ - ^ ) , doo^ — d , ^ - ^ ) ; 
13) ^ < ; - ^ о ( С - 7 — с?1/0), d o o ^ - d ^ - , , — ^ . . ) ; 
1 4 > rf^;i-rfJ0(«SIy^^/), d ^ — M ^ . - , ^ , ) -
15) ' , "" . • d^m-di0(P]m-cfljk); • 
16) ^JJ-Mclw-^jb 
17) г , ay°!w-4ioKjA-(?}m), где ^ ш = 0 , если. £-=1; 
1S) ^ij-^uj-c^.TA* c]w = 0, если y — 1; 
19) ' ̂ b - r f i r , , < l i 0 i - _ i : o ; '• 

20) ^ ^ - А - , ^ , , , , , ^ - ^ ^ , ^ ^ 
--->-•• . > ^ o ^ — - d i _ 1 , o ^ l i M > i _ 1 — ^ q ^ r ' ; 
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22) dmciJU-dAolm-^^ ^ й + ^ 0 И - т с Ц : _ , ._ .. 
23) ' dooc?ft2o~"-^-:0(cftO-l-"-Cj-*-'';:' ' ' ; : ' ' ; ' : '' 

25) ад«|--*|о (-So//-'?-*)' ^ w * - r f * fe-W 
26) doo^yift —^го(С;-огЛ—свд)*' 

27) rfooC?WJ—.^о(с«)/у —с /о;*) ; . 

28) dooC?Wft — -M c wy* —^о**)'» 

29) dwc2
ijlJ — dio(c)oi]—-c]oij)- . i ; •' 

Таким образом, теорема 15. Ю Доказана. • целых'чисел 
Введем следующие важные ПОЛИНОМЫ над кольцом цель ^ , 

v \ 1 I n\ гЬцп-ь (15.16) 

A=I 

; • . Jft(?)-H.o.D.{(S).-<*<ft-'1H ; , : . , :•-
[ з Ч , если 2n=p< + ^ *>У>0. *>° ДЛЯ Н е К О Т 0 Р ° Г 0 П Р ° " 

стого p>2- • • • ' 
?{п) для остальных /г. 

. . Г1, если /г=2 г , 
" W - ' i o , если/и--2',. . ' . ' • • ' • ,•'• 

(р, если №=рг Для некото-
m н n n Un\ l<f t<f t - l \ -=- poro простого р > 2 , •-

mW.=H. О. D. ̂ f t ),. -i -->«<.'- J , ̂  £ о с т а л ь н ы х случаях., 

•Замшим, что ^ И й ( * . й — ^ . ^ - ^ L S e ^ T S ^ 
орфизм в коцепном комплеКСе стандартной ре ольветты J> 
д/ля А(2) для д. Ф- группы i-того типа (см. § 14). Ьи {х, У) 
--=L2„(x. У) (см- L 2 t ) - mT F v t -,ак гпуппы гомологии коцепного 
ком^Г(ТЙ)\ГоТяГзаКд ааК

ТьГ РеУе о б р а з у й = виде -
K ° T L T ™ ' В качестве представителей образу-ооих 
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tilJBExthpijr,'J, T.,yeExt2'" +pJ viwl/eExf,p+pi можно взять, соот­
ветственно, следующие полиномы 

Р1+Р' 
х 2 (15.18) 

р'-а .o'-i 

_yto+i)* ! - ' +S|(&)-'* ! ••-•"» 
/=0 -̂  /—1 ^ 
р-'-з / - 1 

.§Т(» + . ) - ' * ' + .§т(")~- ' ' •(,5-20> 

Более того, полином L'V Лх, у) является представителем 
р ~\~р 

класса Vjj-{-Wij. 
Доказательство леммы получается непосредственной провер­

кой, если заметить, что полином (15.19) можно представить в 
виде L3 (Ух, УУ) {VXPJ + Удр*) +L5 (К*, -У у) X 
х ( и JC-° — V ypl), а полином (15.20) получается из (15.19) за­
меной i на ]. 

Умножения в когомологиях колец, заданные по схеме Р1оне-
де и при помощи стандартной резольвенты, совпадают [1] . 
Поэтому, используя лемму 15.17 и теоремы 15.6 и 15.10, можно 
получить вид полиномов, представляющих все аддитивные об­
разующие группы Ext2. 

Ввиду точности последовательности (14.17) группа полино­
мов h(x, у), удовлетворяющих уравнению Гп, изоморфна груп­
пе (1m.A2)2n + Ext2'2'1. Таким образом, наши вычисления позво­
ляют указать явный вид всех полиномов А (л:, у), удовлетворяю­
щих уравнению 6iA(x, у) =0 (см. 14.4). 

Основным результатом настоящего параграфа являются 
следующие теоремы: 

Т е о р е м а 1 5. 2 1. Пусть кольцо Л является Z/p-модулем, 
где р>3. Пара симметричных по х и у полиномов h\ (x, у) и 
h2(x> у) лад кольцом Л(2) удовлетворяет уравнениям In и II-» 
д. ф. групп первого типа тогда и только тогда, когда 

0, если 2л — 2=ptJrfJ\ i>j>0, 
I / -и PI±I P-JH pl+i 

h^x, y)=r^*w(x> y) + h\x 2 у 2 +x 2 у 2 

если 2n + 2=pl + pJ + 2, 1>J>0, 
^2л+2 (x> У) Для остальных я > 0 . 
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h2(x, у)-. 

7lL2,V+4(x, У)-
если 2й+2=/)'-(-/)/, i>j>0, 

- +i P ' + I 
•TaV* 2 J / 2 - • x 2 У 2 

X, (x"+1i/ + JCf/n+1)- ••̂ 2(x + .y)\.« 2 I/ 2 
p'+l p.'+l 

+ 
Л-1 р'+Л 

+ x - у 2 ) + -(L^+i(x,y)^2(x^y)h1(x,tj), 
если 2n+2 = pi + p-''.+2, i > / > 0 , 

~ mn+2 

/2/i + 4 

3 (xJ/"+1-l-.x'1+1f/) + 

+ 2 ( 2J" ) * V*2"*J + A-X*. У) + 2 (x -f г/) hx(x, y)r 

если гл+г^р-'-т-!, i > 0 , 
32"(ЯТ) ( x ^ + x ^ + M * , «/) + 2(x + f/)h1(^, y) 
для остальных /г>0, 

где Xh 7г —произвольные элементы кольца Л(2) и А3(.-̂ i -У) — 
произвольный симметричный по х и у полином степени 2 (п + 2),. 
удовлетворяющий уравнению 81.-г3(х, г/)=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 
Р'+\ Р

1+\ 
gij^X 

р'-Ы Р{+1 
У + Х 2 У 2 (15.22) 

Пусть 2rt-T-2 = pi-[-p-1, i > y > 0 . Тогда согласно теоремам 
14.18 п. 1° и 15.6 п. 3° элемент ( Л ь > равен нулю. Следова-

P W 
тельно, A-6(imA2) t ;. Так как A2x 2 = 0 , то получаем, что-

Р ~\~Р 
hi = 0. Тогда уравнение 11е принимает вид о1Я( .х,у)-=0. Сле­
довательно, Н (x, у) 6 (imA2)-,,+.1®Ext2,2ra+4. Учитывая, что 
H(.*> У) — симметричный полином и что для 2п-\-2 — р1-\-р1' 
образующим группы (imA2)2..+4 является полином I ^ - H G * . У)Г 
получаем, используя вычисление группы Ext2, формулу для по-
линома кч(х, у)—Н(х, у). 

Пусть 2n+-2-=p '+p - ' + 2, i > / > 0 . Тогда элемент < А1 > 
равен lgij(x,y). Следовательно, А1 — X' {^2X'm) + ^gi]- Положим 
Х1-— —-m,!+iX'==--•-2а(га+1)Х' и Х2 — Х. Непосредственной проверкой. 
можно легко убедиться, что имеет место формула 

Lu(x + y)gij(x,y) = S(jgiJ(x,y)z-xglj{t/,z)). (15.23) 
Используя формулу Лейбница для гомоморфизма Д3 в коцепном. 
комплексе (14.13) (см. [1]), получаем 

A3(x',+1y + xyK+1)-=(A2x' ,+1).2-x(A2l/"+1). (15.24) 
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•Следовательно, 
А3 {ЗХ' (x"«*/ + ху"*1) + X (jc+ у) g,j (х, y)}'Lf 

= 3 {(ГД-х»+1 + X£J; (х, г/)) 2 - х (Х'Д21/«+1 + ^ ; (-/• z))} = 
= 3(Ai(A;, г/)г — xhx(y, z)). 

TaKHM образом, уравнение II0 экв-ивалентно уравнению 

Ьх(н(х, y)-3^+iT(x"ny-{-xy'*1) + \2(x + y)gu..(x, г/)]---.0. 

-Учитывая теперь, что Ext2,2"+4 = 0 для 2n + 2=-p' + p^ + 2» 
получаем окончательную формулу для полинома А2 (х, у). 

Пусть 2/i+2==p '+l, i > 0 . Тогда элемент < hx у равен vl0, 
и поэтому его представителем являетск полином i(V (x, у). 

Так как Д2х 2 —О, то Ai = XL(I/ {х,у). Непосредственной про­
веркой мбжно убедиться, что имеет место формула'-i 

A3/(x, У)= -ЗХ (L(V (х, y)z-xL{X) (у, г)), (15.25) 
\ р -н Р +1 / 

/(•••^-p..+u„i^(((YV3)^^'+^№ -

+Ж А-2 

/2га+ 4 
26 хкуп.л-1-и 

Используя формулу (15.25), получаем, что уравнение 11° экви­
валентно'уравнению • : • . , . . , . , 

•Учитывая,' что Ext2,2"+4-=0 и miIj2-7--0 для 2n+2—p' .+ l, полу-
чаем, что Н(х, y) = f(x, #) + TL2«+4(x, У)-

Для оставшихся размерностей /г>0 формулы,, полиномов 
.h%(x, у) и hi(x, у) легко выводятся использованным выше 
.методом, если учесть, что для этих п имеют место формулы 
< А, > -iO и 2а( ,г+1ВД.2(х, г/)= -A2x«+i . Я . . . . . 

Теорема 15.26. Пусть кольцо Л является Z/3-модулем. 
Пара симметричных по х и г/ полиномов Ai (jc, г/) и A2.(x, у) 
лад кольцом А(2) удовлетворяет системе уравнений (I„ — III...} 
для д. ф. групп первого типа тогда и только тогда, когда 

ГО, если 2/г+2=3*4-3-', г > / > 0 , ' ,. 
llx. W — [xL.i;V+2 (x, у) для остальных n > 0 , 
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1йУ+4(х\ У), если 2и+2==3; + ЗЛ Г>/>0, ' 

*2(.x, г/) = 
„г-i 

зг-*+з з'-'-ьз 
,i~i 

+ x 2 y3"/ + 2(x + «/)hi(x, У), 1\х3 у 2 

если 2« + 2 = З' + l, i > 0 , 
2(A; + y)A.(x, у), если 2/г4-2 = 3Z+3^ — 2, i » y > 0 , 
чй1п+4{х, y)-{-2(x-\-y)hi(x, у) для остальных'#, : 

тде X —произвольный элемент кольца Л(2), а тбЛ(2) удовлет­
воряет уравнению • •' 

--^1(2(x + «/)A2x"+2 — (x"+2y-f-xt/"+2)) — 0. 
''„4-1 '",1+2 / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем следующие полиномы над 
•кольцом целых чисел 

mi1!, mS,1'-

hi{x,y)-
iy+i(x,y), если 2n+2=3^ + 1, 
0, если 2/г+2-З г + 3/, i > / > 0 , 
— A2x"+1 для остальных /г, 

h2(x, У)= . 

зг-1+з 
<•$' у 2 

зг~'+з 
2 / • -1 -2(jc + i/)Ai(x,y),vr хл у . - + x 

если 2n + 2 = 3'-f-1, . ;; 

-A2x"+2, если 2n + 2-=3< + 3-\ i>j>Q,i 
— A2x"+2+2(x + (/)h?(x, у) для остальных п. 

"При доказательстве леммы 16.8 будет показано, что пара 
полиномов {к°х(х, у), h\{x,y)) удовлетворяет системе уравнений 
{I — lV„} для д. ф. групп первого типа над Z/3-модулями. 
Используя эту пару, можно существенно упростить доказа­
тельство теоремы 15.26. 

Пусть 2n + 2 —4. Тогда согласно теореме 15.10, (hi.) — 
! - 1 X I / , ( Я > --=X(xi/2 + x2j/):.TaK как(1тД2)4 — 0, то h-(x, г/) — 
= Xxi/. Имеем hi — Xh° =0 , h2 — ̂ h2 — fi2. Таким образом, пара 
•полиномов (0, /г2) удовлетворяет системе {1,-Ш;}, но тогда 
•согласно теореме 15.10 имеем ( 1г2> =0, а так как (1тД2)6=-0, 
то и A2(x> У)=0. 

Пуст.- 2/г+2—6; Тогда согласно теореме 15.10 имеем 
< hi > = Х {ху2 + х2у), { Я > =-XxV. Таким образом, hx (x, y) = 
==Х(ху2 + х2у) и Н(х, y) = Xxy- + T-A2x4. .Имеем hi —"fih? = 
!-=hi, Я —7i#° — Я — -fî -—Xx2t/3. Следовательно, согласно 
уравнению 1П„ имеет место уравнение 

X^2(x + y)x2y2 + (x~y)2xl/(* + I/))—0- (15.27) 
'Используя формулу Лейбница для оператора 81----Д3. получаем, 

107 



что уравнение (15.27) эквивалентно уравнению 
X [(Д-*-) 2 — * (Д 2-̂ )1--=-•• 

Так как Ь2х*=;ху3 + х3у + х2у2, то Х-0. 
Пусть 2и+2=8. Тогда < /г1 > -=Хх2//2, < Я > = 0 . Таким 

образом, h1(x,y) = ^x2y2 + b^x* и Я ( * , / / ) - 0 . Имеем 
Ai + Y,A°=Xx2i/2, Я + т.Я0=-0. Следовательно, имеет место 
уравнение XB,(x-#)2xy = 0. Так как bl{(x~yfx2y'1)= 
= S,(xV + xV)7-'O, го Х = 0. 

Пусть 2/1 + 2 = 3'+1, £>1. Тогда 
i'-'+i зг-'+1 

<А1> = X\x 2 г/3" + x 3 г/ 
з'-'+з , , з;-

i-l J-i <Я> = \\х 2 у3' + х3 г/ 
Имеем < А, > =А1.= ХА?- < Я > -=Я-=ХЯ°. 

Пусть 2 /г+2=3-3- \ i>J>\. Тогда < А1 > = 0 и 
<Я)—0. Следовательно, А--=0, Я = — Х-Д2л:'г+---=Х//° и 
Х = < | -Х. . 

Для оставшихся размерностей л согласно теореме 15.27 
имеем < Ai) =0 и < Я ) =0 . Следовательно, Ai — — XiA2-^"+I' 
и Я== ~-(1Д2л»+-. Имеем Ai —X-AJ=0, Я - ^ / / 0 ^ 
= ( — 7i-t-Xi)A2x"+-. Тогда, согласно уравнению Ш„ имеет 
место уравнение (Xj — T1)81(2(x + #)A2xn+2 — (х"+2г/+ JCг/«+2)) = 0 
и X = m<n,Xb T-<! 2Ti- • 

§ »6. УНИВЕРСАЛЬНАЯ ДВУЗНАЧНАЯ ФОРМАЛЬНАЯ ГРУППА 
ПЕРВОГО ТИПА 

Рассмотрим градуированное кольцо E = Z[£b ... ,bnt . . . ] , 

deg*„=— 2л, и ряд 5(*) = х + _ .̂ длея-МбЯЦд:)]. Положим 
л - 1 

X1 = 5-i ((]/£Tx)+УЩу))2, X-=5-1 ((]/.Г(Г) - 1 / Щу~))\ 
Ц(х,у) = Х1 + Х2, 6'3(х,у)=^Х1Х2. 

Обозначим через Щ1 подкольцо в Е, порожденное коэффициен­
тами рядов 6{ (х, у) и % (х, у). Уравнение 

Р-Ц(х,у)д? + Ц(х,у) = 0 (16.1) 
над кольцом Р согласно теореме 13.15 задает д. ф. группу 
&'{х>У), универсальную для д. ф. групп первого типа над. 
кольцами без кручения. 

ОСНОВНЫМ результатом настоящего параграфа является 
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Теорема 16.2. 1° Д. ф, группа f (х, у) над кольцом Ш:1 

является универсальной д. ф. группой первого типа. 

2е. « ' [ iH^I - i . . . ; , - - , . . . ] , degen^-2ti. 
Доказательство теоремы будет получено в конце параграфа, 
Рассмотрим аугментацию г;Е-+1, е(Ьп)=0, п>0, н введём, 

так же, как и в § 14, канонические проекции n{k) :E-+E(k). 
В тех случаях, когда не возникает недоразумений, элементы 
п(2)Ьп для сокращения записи будем обозначать через Ьп. 

со 

Легко проверить, что i-2 [iB_1] (х) = x — {sum}&nj-"I+1. Поэтому 
ав кольце £(2) имеют место формулы 

СО 

+ {у~х -УТ)2п+2-2x"+1 -2«/«+1). (16.3) 

•"-I-2.1 (x. У) = (* - У? - 2 Ья (2 (x + у) ({V~x~ + УТ)2п+г + 
Я---1 

+ (1^^ -УТ) 2 л + 2 -2^ + 1 - -2^ + 1 ) - ( (К^ + >/"7)2'''И + 
+ (y^~~VTYn+i-2xn+2-2tj^)i-Q(xtf^ + xn+ly)}. (16.4) 
Лемма 16.5. В группе E(2)_2„—Z c образующим ba под­

группа %'(2)_in изоморфна rpyntie Z с образующим еп— 
— 2a("+1)+1/n(2n+1)&/t, где m\ri) — p, если ге=рг для некото­
рого простого р > 2 , и m, (n)-= 1 в остальных случаях. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через tn(n) наибольший 
•общий делитель чисел 

Из формул (16.3) и (16.4) следует, ^что образующим группы 
«-?/(2)_2nCE(2)_2n является элемент 2m(n)bn. В обозначениях 
•§ 15, H.O.D{(2n + 2 j , 1 < к п [ = т(Ч г Далее, если 2« + 2 = 
= Рг + /?;> i>j и p > 2 , то 

/2п + 4\ „ f — 2modp, если у>0, 
\ 2 j \ Omodp, если / = 0, 

•и для всех &, 2 < k < / i , 
(2"2+4)==0modp, если у = 0. 

Если 2n + 2 = 2 m , i > 0 , то (2n + 4)-3ss0mod2, и для всех fe, 
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2{le}fe<A, (2 n
9

+ 4)=0mod2. Таким образом, т(п)=-

=-2a("+1)/ft(2ft+l). H 
Введем следующие ПОЛИНОМЫ С целыми коэффициентам» 

;•;;..;, А«ЛХ.^%^1(2П+1) ffl-r"-*.' <16;6> 

,,J.V+^'-»+.)(^-",)--)<-*-"+.-*t1^H-,. 
+gw„' ( a , ,+ 1 . CSV-""- (,e'7> 

Так как rg'(2)_2n = Z, то согласно формулам (16.3) и (16.4) пара. 
полиномов (/*2-.+2,1 (x, у), Й2П+4,2 (х, г/)) является решением системы. 
уравнений {t„ — lV„} над кольцом целых чисел для любого п. 

В обозначениях § 14 докажем следующую лемму: 
Лемма 16.8. Пусть кольцо А является Zlp-ыожупш, . где-

р — простое число, большее 2. Тогда для любого # > 0 группа 
Лп(А) -является ,. одномерным Л(2)-модулем^ с образующим 
(Aa-+2,i(x, j/)> ^2"-f-4,2(x, У)), ,т. e. любая пара полиномов (hi,/io), 
удовлетворяющая системе ) уравнений {!,.—• IV„} имеет вид. 
(XA2„+2,i(x, !/),•'• ^A!ii+4,2(x, У) Для некоторого IQA(2).- • • 

„ Д о к а з а т е л ь с т в о . Для удобства ссылок приведем сна­
чала.систему уравнений, в которую переходит система {1° —lV°)' 
для пар (О,. А):. . ' . . • 

• • • • • • • • • П° blh(x,y) = 0, • 

ill0 o1(x-J
ry)h(x,y)=5(h(x,y)z — x/t(y,z)), . 

IV0 81 (Зх2 4- Юху+Зу*) A (х, у)=42 (х + у) А (х, tj)z-
' -х(у+г) А 0/, г))+35 (A (x, у) z2- x2A (у, z)). 

Доказательство разбивается на ряд частных случаев . в зави­
симости oYp и я. Пусть (А1, А2)—произвольная пара полиномов, 
удовлетворяющая системе {I — IV„}. Положим А!.л+2,1 —А?. 
А2п+4,2 —Аг. 

Первый случай: р>5. , Пусть 2n-\-2==pl-\-pi, г > / > 0 , 
Тогда согласно теореме 45 .21 , кл(х,у) = 0, h2(x,y) = 
= bL8h(x,y) + №ij(x,y). Имеем А1--тЛ?--=0, А2 —тАз — 
=la£tj(x,y). 
Сопоставляя уравнение Ш<> с формулой "(15.23), получаем, что 
Y3 — 0. " 
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Следовательно, (hu h-) — Tf(A°, hi). • • 
Пусть 2tt + 2 = p i- ,

r l , i > 0 . Тогда согласно теореме 15.21,. 
hi(x, y) — XL$+2(*, у) и h---Xho=0, H-XH-==-rLff+4. 

- г +1 • pl+i 
Имеем Lj,V+3(x, y) = x 2 y-\-xy 2 , Следовательно, 

;Si(x + |/)LiV+3(x, y)-=8ilU 2 F + xy 2 / + 

•.^U^V + ̂ ^)}-=3(LJ>+3(x, у^— .х^^г)). ' 
Используя 'теперь' уравнение 111° для пары (0, ^L^l+3(xs у)),, 
получаем, что. ч - 0 . Таким образом, (А1, Л-)-X(/z?, h2). 

Пусть 2n + 2 — p' + P'' + 2, г > / > 0 . Тогда /гг(х, у)--= 
-XiL$+2(x, y) + X2g;/(x, у) и . Й1-hhi^hgi j^ H —Х-//°-=. 
— — Х2(л: + у)^Д.х, y)-f-f1A2x'!+2. Уравнение 111s для - парь*! 
hi—hi — lili0!, Я = Я—-Х1Я- имеет вид 

§1(-X2(x2 + 6xy + y2)gi/(x, y) + 2Tl(x + y)A2x"+-)=-' 
:' --=—5Х2{(^гДх, y)z2-x2gij{y, z)) + 

-1- 2 ((x + у) giy (x, у) z — x (y + z) giy (у, г))} + 
+ 10-fi((A2xn*2)z-x(&2yn+2))- • (16.9} 

Для того, чтобы использовать уравнение (16.9), докажем 
следующую формулу: 
81(3x2 + 10.xy+3y2)gi/(x, y)^\5{(gij(x,y)z*-x'igij(y, z)} + 

+ 2{(x + y)gi](x, y)z-x{y+z)gi](y! z)}. (16.10) 
Имеем 

' '' '''• / • 0 '+ 1 р ' + Л / p ' + - J - ' + I 

• -:».Лл-\;л; 2 У 2 j - - -5U 2 y 2 +x 2 </2 + 
р '+З р.+З \ pi+l 

+ 2xy 2 + 2 x 2 у/г 2 • 
Следовательно, 

Sj^gi/x, y)==—5(x2gi/y,3) + gi/(.x:, z)y2 + 
•^-2xygu(y, z) + 2xygij(x, z)). 

Аналогично 
-1У2М*> y) = -S(y2g iy (x, z)-\-gtj{x, y) z2 + , 

+ 2yzgiJ(x, у ) + 2 у ^ ; ( х , г)). 
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Далее 
/ р>_+г pJ+Л I pljA, pt+i \ pj+3 

^ху[х 2 у 2 )=-~3\ху 2 + х 2 yjz - + 

+ 3;с 2 (у 2 г + г̂ 2 /. 
'Следовательно, 

bjxygtj (х, у) -= —Sxzgij (у, z)-3gtJ (x, г) yz + 
+3xzg-,7 (x, y) + 3xygu (x, z). 

'Суммируя результаты вычислений, получаем доказательство 
формулы (16.10). 

Используя (16.10), получаем, что уравнение (16.9) эквива­
лентно уравнению 

»i {Shxygij (х, у) + 6Tl [(x + z/) A-x»+2 — 
-5(х''+2г/+.кг/И+2)]}==0. (16,11) 

.•Имеем 

- А2х«+3 = — [(Ух + Vy)u+B + ( У ~ - Ki02"+6] - xre+3 - -/"+3 = 

+ K J u [(Kx+K^)2"+ 4 - ()/"x - y r^ 2 r t + i ] . 
Таким образом, имеет место формула 

^X"+s = (x + у) A2xrt+2 - (x//ra+2 + х"+Я0) -

Если р>7, то из уравнения (16,11) следует, что 
—4X2xygl/ (х,у)±Зь{(х + у) A-x»+2 — 5(x"+2 г /+x^ 2)} = |^2x"+3-

•Сравнивая коэффициенты при х я х2 в обеих частях равенства, 
.получаем систему 

•4(V4M->P,.n 
Так как 2ti=piJ

rpJ, г > / > 0 , то -fi —[-=0. Следовательно, 
и Х2=-0. 

Пусть /) = 5. Тогда из уравнения (16.11) следует, согласно 
теореме 15,6, сравнение 

Ti (x + y) A2x"+:_ Omod (x2). 
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Так как у 2 j = 1mod5, то -[1—0. Следовательно, уравнение 
(16.11) эквивалентно уравнению \ib1xygu{x,y)=0, Я поэтому 
1-2=-1. Таким образом, для p > 5 и в случае 2ft+2 = p< + p- ,+2 
показано, что (A., ft2)-=-X (А?, А2). 

Пусть 2д + 2^.р' + ^ , i > y > 0 , и 2п + 2фр1 + р' + 2, 
* > j > 0 . Тогда согласно теореме 15.21, А1--=ХА°и• А3 —ХА°==А8, 
где А3— любой полином степени 2л+4, удовлетворяющий систе­
ме уравнений {ll°-lV0}. Рассмотрим сначала систему {11°-IV0} 
для р > 7 . Тогда согласно теоремам 15.6 и 15.21 из уравнений 
11° и IIIе следует, что й3=-0, если 2й+4=/>' + />. i>j>0, 
и A3(jc, £/)==XL^V4(.x, У) для остальных п, так как 2п + 2=£ 
^pi+pJ. 

Пусть 2/i + 4 = p< + l. Тогда A3(x, y) = \h°(x, у), и следова­
тельно, имеет место формула 

X8.tfo(x,y)—-3(/z3(x,y)2-xA3(|/,z)). (16.13) 
Из уравнений ИГ и формулы (16.13) следует уравнение 

Md3(x-ry)ha
1(x,y) + №°{x,y)) = 0, (16.14) 

Так как deg#°—p-+3, то согласно теореме 15.6 уравнение 
16.14 эквивалентно уравнению 

/ i±L 1+1 \ 
Х(3(* + г/)А°(л:, у) + 5Я°(*, y) = iA*y 2 +х 2 У)- (16Л5) 

Из формул (16.6) и (16.7) следует, что в левой части уравнения 
(16.15) коэффициент при х2 для i = \ и коэффициент при 

•»'-'+-
х 2 для i > 0 не равен нулю по модулю p, поэтому Х = 0 и, 
следовательно, А3 (x, y)—0-

Пусть 2п + 4=£р* + р1. Тогда h3{x, у) =•= ХД2л;п+2, и следователь­
но, уравнение Ш° эквивалентно уравнению 

XS1 ((x+у) Д2*п+2-5 {хуп+2+х*+2у)) = 0. (16.16) 
Из описания представителей образующих группы Ext2 получаем 
согласно (16.16) сравнение 

% ({х+у) А2х"+2—5 {хуп+2+х^2у)) - tiA2xn+3mod (х3). 
Сравнивая коэффициенты при х и х2, получаем систему 

X (2n2+7n +11) == n(2n2 +1 ln+15) > 
-^ (2n + 4) (2n+3) (2/i2 + 3n+7) = 

= -§(2/г + 4)(2/г+3)(2^ + 11м + 15). (16.17) 

Следовательно, 
X(n + 2)(2n+3)(n+l)=-0. 
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Итак, если (n+1) (n+2) (2n+3)#0modp, то Л=-0. С другой сто­
роны, если n + l=0modp, либо n+2=0modp, либо 2п+3— 
---Omodp, то в каждом из этих случаев из уравнения (16.16) 
следует формула 

X ((* + у) А2хп+2 - 5 (ху1*? + х"^у)) == (АД2ХП+3 (16.18) 
ДЛЯ некоторого fx, сопоставляя формулы (16.12) и (16.18), по­
лучаем, что A,=(x=0. Следовательно, h3=0 для р>7 и всех «; 

Система уравнений (II—IV*} ДЛЯ p = 5 принимает вид 
11° М (*,#) —О, 

1ПШ Ь1(х + у)к(х,у) = 0, 
ft" SI3(x2 + ^)A(x,y) = 2((x + //)A(x,//)2 — x(y + 2)A(y,2)). 

Тогда согласно теоремам 15.6 и 15.21 из уравнений III°-IV* 
следует, что hs(x> у) = 0, если 2/г + 6 = 5' + 5-', г > / > 0 , 
(.* + у) /г3 (x, #) = XjZ +̂e (л, «/) + hgij (х, у), если 2л + 6 = 5' + 
+ 5-''+ 2, г > / > 0 , и (x + y)A3(x» #) = XL2n+6(x,«/) для осталь­
ных /г. 

Пусть 2я + 6 = 5' + 5-+2.. Так как 2й + 4 = 5' + 5-\. то 
•Mx.#)—Tigi(x.#) + T2.?2(-•-)•#). где согласно лемме 15.17 имеем, 

/ s''+-; „ м . j з'-'+зЛ 
ffi(^,y)=U 2 # +x2 '3"/^ r~7 + 

- J - . - 1 5Ь1+5;' 5г-Ч5У' 
+ 2x* if [x 2 4-у 

,,^5]-1 , 2.5-'-1 

g-2(x,«/)-ix 2 г а +xJ-5 у - ; + 
+2x5' / U 2 + J~-~J. 

Далее, согласно уравнению III0. 
/ 5i+5-/ 5f+5/ \ 

(x + #)/23(x^) = -iU# - + x 2 г// + 
/ £jH £+1 5̂ +1 5-'+1\ 

•+6 a U 2 у 2 + л 2 г/ ~ j . 
Сопоставляя формулы для hb{x, у) и (jc + г/) &3(x, //), получаем 
что hz{x,y) = Q. 

Пусть 2/i + 6 = 5- + 1 . Тогда 

Л3(.х, г/) —уД2х 2 , 

(x + У) Л, (х,у) = и$>+1 (х, у) = X {{х^у2-5'-1 + х 2 ^ / ^ ) + 
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+ 2x5 y5 [x - +y 2 J/. 
Таким образом, имеет место формула 

5 - _ • - ' : ' : 

1(х + у)Ь2х 2 *=и,1Р+1(х,у). 
Следовательно, ч----Х = 0. ••.•••.••• 

Оставшиеся размерности необходимо разделить на три 
группы: 

1) 2/г+4 = 5" + 5-''+5*-т-5', i>j>k>l\ 2) 2 /г+4=5 г +1; 
3) все остальные п. Учитывая, что (x + iy)/z3(x.y) = .—2.X-""+3» 
использованным выше методом нетрудно показать, ЧТО В каж­
дом из этих случаев h3(x,y) — 0. Таким образом, первый слу­
чай полностью разобран. 

Второй случай: р = 3. Заметим сначала, что для p = 3 поли­
номы h°i(x,y) и h2(x,t/), введенные в теореме 15.26, с точ­
ностью до обратимого множителя совпадают с полиномами, 
задаваемыми формулами (16.6) и (16.7). Согласно' теореме 15.26, 
если пара полиномов (hi(x,у), h2(x, у)) удовлетворяет системе 
уравнения {1,, — Ш,,}, то h1(x,y)=^lh°1(x,y) ДЛЯ всех n 
и hz(x,y) = \hl(x,y), если 2/i+2-=3'-i-3^, i > / > 0 , или 
2fi-l-2==3i-|-3-'' —2, i > ; > 0 . Таким образом, для завершения 
доказательства леммы достаточно доказать, что если пара 
(0,1г(х,у)) удовлетворяет системе {1IR—-1VJ и degu'(x,-y)-j--
^ 3 + 3 ^ ' и 3+3>4-2, i>j>0, то /z(x,i/)=0. „ 

Согласно теореме 15.26, h(x, у) — \>Л2хпП, поэтому уравне­
ние Ш„ в этом случае эквивалентно уравнению 

|w1{(x + J/)A2x'1+2-f(xy'1+2 + x"+2|/))--=0. (16.19) 
Так как 2n + 4 = deghr3i + 3i и 3- + ЗН2, i>j>0,- то из описа­
ния образующих групп Ext2 следует, согласно уравнению 
(16.19), сравнение 

\i{(x+y)A2xn+2 + (ху"+2 + хп+2у)}^А2х"+3той{х*). (16.20) 
Вычисляя в (16.20) коэффициенты при х и г2, получаем систему 

^(2n2 + n+2)=.;(2n- + 2n), 

^ 2
и Ж 2 \ + 4 ) Н Ц 2 \ + 6 > (16-21) 

Решая систему (16.21), получаем, что если /г—0mod3 или 
n---Hmod3, то ц=0. Пусть п=Зт + 2, тогда из (16.21) следует 
только одно уравнение 

2jx—- 2mt,. 
Следовательно, если m=0mod3, то (х —0. 

Рассмотрим, наконец, случай, когда n=3m + 2, где 
m-^0mod3. Тогда 2n+4 = 6m + 8, и так как 2п + 4#3> + 3-,+ 2, 
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i>j>Q, то в этом случае из (16-19) следует уравнение 
т£,{(х+у)А2хп+Ч (хуп+2+хп+2у)} = 1А2хп+*. (16.22) 

Вычисляя в (16.22) коэффициенты при х, получаем, что <!; = 0. 
Следовательно, fx = 0, 

Лемма 16.8 ПОЛНОСТЬЮ доказана. 
Рассмотрим градуированное кольцо Ё = Zja ; , , bla], где 

d e g a „ — - 2 ( i + y — l), deg**,= -2(f t + i-2), i + j > 1 , k + 
+ / > 2 , i >0 , y > 0 , k > 0 , / > 0 , и формальные ряды 

Цх, i/)-=2x-f 2у + ЪацХ*у>, 
-а(х, У) = (х-у)2 + Ык1х"у1. 

Обозначим через f двузначный формальный ряд 
Р - -i (х, У) $ + h (,х, у) = 0, (16.23) 

через Q-,i (x, у, z), q = l, ... ,4, -коэффициенты четырехзнач­
ного формального ряда f (f(x, у), z), и через S~,2(x, у, z) — 
коэффициенты четырехзначного формального ряда f (x,f (у, z)). 
Коэффициенты ®ijk,q,\ и щ;к^,2 при xly'zk урядов Qq:1(x,y,z) 
и S-,2 (x, у, z) являются однородными полиномами степени 
- 2 ( i + / + к — q) от коэффициентов рядов $\(х,у) и Ь2(х, у). 
Обозначим через М градуированное факторкольцо кольца 
Е по идеалу, порожденному однородными полиномами (ai;—-ay.), 
{bki — blk) и m]k,q,i—®tik,q,2 для всех i, j , к, q, через if1-
факторкольцо кольца $ по 2-крученшо и через г : Е - ч - i ' - к а ­
ноническую проекцию. Положим r[f](x,y) = fI(x, у). 

По построению двузначный формальный ряд §1 {х, у) над коль­
цом 1л задает универсальную двузначную формальную группу 

оо 

первого типа. Градуированное кольцо §-{sum} &X-in задания универ-
я=0 

сальной д. ф. группы ^ ' ( x , у) имеет каноническую аугментацию 
e : | ! -» .$ .= .Z , е(0.—0, если degZ<0. 

Л е м м а 16.24. В градуированном кольце $'(2) L-- ~ Z •--• + 

+ {sum}.§--2n(2) 2"J все однородные составляющие t!_2,г (2) [ 2"J 
П>0 

изоморфны группам Z ---•!. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению группа $L2n(2),n>0, 
порождается коэффициентами тс(2)г(яг;) и тс (2) г (Ьк[)[полино­
мов кг{х,у) = {sum} u(2)r(a 0 . )x 'y и A2(x, г/)= {sum} "(2)X 

i4-/'=."H-- n+i—n+2 
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Xr^bkl)xllyl
:^ Рассмотрим канонический гомоморфизм 

v:g'_2«(2)->g'-_2„ (2)®Z/p, где р — простое число больше двух. 
Группа $_2,-(2)<g>Z/p порождается коэффициентами полиномов 
v[h,](x, у) и ->[h2]{x,y), а согласно лемме 16.8 эти ПОЛИНОМЫ 
имеют вид Щп+2л(х,у)- и №2aW(X,y) для некоторого 
Xe8_2n(2)®Z/p. Следовательно, ДЛЯ любого p>2 группа 
<3-2n(2)®Z/p является одномерным Z/p-модулем. Так как груп­
па f_2«(2) является конечнопорожденной, то из этого выте-

является одномерным Z тЛ-мо-кает, что группа $_2и(2) 
дулем. 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству основ­
ной теоремы. Для каждого /г>0 обозначим через 1п такой 
элемент кольца <gUn , что элемент тс (2) /„ является образую­
щим одномерного ZU- -модуля $__2В(2) \j\ Рассмотрим коль­
цевой гомоморфизм <р: E--=Z [Ьъ ... , Ь,п .. .]->&', <?(b„) = i„. 
По построению, элементы /„ порождают все кольцо 

2"! --0ЭТ0МУ гомоморфизм q>®Z ---• : Е •--• {to} Si •--• является 
эпиморфизмом. Гомоморфизм [j.:§' {to}$', классифицирующий 
д. ф. группу ,-"• (х, у), является эпиморфизмом по построению 
д. ф. группы &1(х,у). Рассмотрим гомоморфизм |i.<p:E{to} 
-{to}©' ->$ . Гомоморфизм <р и (х выбраны так, что гомоморфизм 
(j.-cp®Z -9- является эпиморфизмом, а согласно лемме 16.5 име­
ет место изоморфизм E®Q^<gl®Q. Сопоставляя эти факты, 
получаем, что гомоморфизм \ъ является мономорфизмом, а сле­
довательно, и изоморфизмом. Более того, гомоморфизм 
cp®Z —1 является изоморфизмом, и следовательно, t ' ^ j - - . 

§ 17. ДВУЗНАЧНЫЕ ФОРМАЛЬНЫЕ ГРУППЫ ВТОРОГО ТИПА 

Обозначим через fu(x,y) универсальную д. ф. группу 
второго типа 

Р-В{\х,у)?+Ц1{х,У) = 0 I17.1) 
и через #1Г— {sum} ̂ 2,4 — градуированное кольцо ее задания, Д. ф. 

группа #"(•*•» у) строится тем же методом, что и универсаль­
ная д. ф. группа # ' (х, у) над кольцом t1 (см. § 16). 

Напомним, что однородный симметричный no x и у полином 
h (х, у) степени 2п над произвольным кольцом Л удовлетворяет 
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уравнению 82A(x, г/)=0 (см. § 14) тогда и только тогда, когда 
h{x,.y) = \L™(xKy), X6A (см- § 1). 
. /Рассмотрим градуированное кольцо Е1®Е2, где Е1 — 
=~Z{bx,i,...,bn,h—\, degb„,i= — 2{n-\-i — \). Согласно лемме 
14.Р. над кольцом Е2(2) определена д. ф. группа второго типа 

';;;: p„2(x + y)f + (x + # + 2 bn,2Lg]
+i(x, y) = 0. (17.2) 

Я---1 

Пусть 
Я — 6П(л-, у)Г + е1Г(х, г / ) -0 (17.3) 

— д...ф. группа над £^(£ ' (2 ) ) , сильно изоморфная д. ф. груп­
пе, (17.2) при помощи изоморфизма, задаваемого рядом В(х) = 

= х4-'^ ba<ix"+I.'Обозначим через &п подкольцо в Е1®^2(2)), 

порожденное коэффициентами рядов 0{'(х, у) и 6П (x, г/). 
/ . . Т е о р е м а 17.4. Г . Гомоморфизм t-:#"->#", классифициру­

ющий д. ф. группу (17.3), индуцирует изоморфизм 

© /Tors-.-© • 

- : 2°. Имеет место эпиморфизм ч:Ег<8>Е2 -g- ~>t!I — • 

3°. g"[^z[I][e i , .; . , e„,...]®(£-(2)). 
Д ' Ь к а з а т е л ь с т в о . Положим 

•'" ' '•.' -Г(2)[0^](^, t/) = (x + I/)2+ 2 ' W 4 , 2 ( ^ У). 
По построению, группа II-I2n(2), n > 0 , порождается коэффициен­
тами ПОЛИНОМоВ fc«+2,l(x, У) И A2/j-H.2(.X-V .У). 

Согласно лемме 14.9 эти полиномы имеют вид ^Lf;) (x, у) 
и M * + .V)--i«+-(-K. У) + Ы2л+4(^, #), h и X2ef"2„(2){cdot} Следо­
вательно, группа. $_2Я (2), л > 0 , для любого га изоморфна груп­
пе Z + Z с образующими, скажем е„,\ и e„,o. 

Обозначим через вц,\ и -?/.,2 произвольные элементы группы 
&11зп, такие, что n(2)en,t = Inti) г=-1, 2. Из доказательства 
леммы 14.9. следует, что элементы £„,., ti>\, i— l, 2, муль­
типликативно порождают все кольцо t " | — . Следовательно, 
гомоморфизм v:E:®E2 _|_s-.tIIf^. , ч(ЬцЛ) = еп,1, является . эпи­
морфизмом. По построению, гомоморфизм ц является эпимор­
физмом, а согласно теореме 13.15 гомоморфизм [J.®Q является 
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изоморфизмом. Следовательно, р/ разлагается в . композицию с 
изоморфизмом 
•физмов 

/Тогз->$ . Рассмотрим композицию эшшор-

E'®E2 4Ы «"К 
2J •v является идеал, порожденный эле-

П, •][«!,..., е,„ ...]< 
"Ядром гомоморфизма JJ-
ментами bnflbm,2- Следовательно, Ши -g-j—Z 
®(£2(2)), где еп = *елЛ.- Ш 

Обозначим через J = 2 ? j « градуированное кольцо, явля-
л>0 

тощееся ядром гомоморфизма \к%1 {to}$n 

Теорема 17.5. 1е. Для любого простого числа p>2 и 
•числа / > 2 группа ty-.2(tP-2)®Zlp ненулевая. 

2°. Кольцо f по-совпадает с идеалом кольца Вп — 
рожденным элементами е,,,2.2т,2, где n=f=m, 

Доказательство теоремы будет получено в конце парагра­
фа. Обратим внимание, что согласно п. 1° теоремы кольцо I й , 
Б отличие от кольца %[, имеет элементы порядка р для всех 
простых p > 2 . Наиболее важным следствием теоремы 17.5 яв-
-ляется 

Теорема 17.6. Пусть кольцо А не имеет нильпотентных 
элементов. Тогда любая д. ф. группа второго типа над кольцом 
А имеет вид 

p-2f(x,y)f + f2(x, 0)=O, . 
г 11 где f(x, у) — одномерная формальная группа надкольцом А —-I 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим .произвольную д. ф. группу 
второго типа над кольцом А, и обозначим через r : t u ->A 
кольцевой гомоморфизм, классифицирующий ее. Так как кольцо 
<8п является градуированным и |А(е1.2)=-0, то согласно теореме 
17.5 имеем е?,2==0. Следовательно, г (е.,2)-—О. Предположим 
по индукции, что r(s„,2)-= 0 для всех/г </г- . Так как ц(ел0.2)—0. 
то согласно теореме 17.5 элемент е„0,2 представим в виде 
линейной комбинации 2 а". те". -ет.2> Г д е /i + -*.*i<2«0, поэтому 

пфт 
г (e,io,2)2—0 и, таким образом, г (е„б12) = 0. Шаг индукции 
завершен и, следовательно, гомоморфизм г разлагается в ком­
позицию гомоморфизма (А и гомоморфизма гх\Ш ~+А. Так как 
-г(-'н,2)-=0 для всех п, то непосредственно из конструкции 
д. ф. группы 17.3 следует заключение теоремы. • 
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