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ПРОСТРАНСТВА IP ОТНОСИТЕЛЬНО СОСТОЯНИЯ 
НА АЛГЕБРЕ НЕЙМАНА И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

.... .В данной работе доказывается,. что пространства IP (у), 1 оо, по­
строенные по точному нормальному состоянию ® на полуконечной алгебре 
Неймана М н работах Н . В. Трунова [1], [2], образуют комплексную интер­
поляционную шкалу Кальдерона, связывающую пространства L1 (ср) и I м (?) = -М. 
Это позволяет сформулировать и доказать аналоги интерполяционных теорем 
Рисса—Торина и Стейна для состояний на алгебре Неймана. Доказанные 
таким образом теоремы являются обобщением соответствующих классических 
теорем ([3], теорема IX.17 и теорема IX.21) и их аналогов для конечных следов 
на алгебре Неймана ([4], предложение 3). 

Кроме того, доказанные результаты позволяют построить аналог про­
странств IP, 1 < / 7 < о о , для состояний на произвольных, не обязательно 
полуконечных алгебрах Неймана. Это построение опирается на созданную 
в работах А. Н . Шерстнева и Н . В. Трунова [5] — [7] теорию пространств 1} (<р). 
Пространство IP (у) в общем случае определим как пространство [ / / ( с р ) , М]а[р) 

из комплексной интерполяционной шкалы Кальдерона, где а (р) = 1 — IIр, 
1 < / > < со. Если 1 < р < q < со, то имеют место естественные включения 
1} (ср) I D IP (ср) ZD LP (ср) I D M , причем x^Lq(ср) влечет | |х\ р < ||х|| . Имеет место 
неравенство Гёльдера—обобщение соответствующего результата в [2]. Для 
предлагаемого обобщения остаются верными теоремы Рисса—Торина и Стейна. 
Дается содержательное описание пространства IP (ср) как пространства /"-ин­
тегрируемых билинейных форм на линеале состояния D . В частности, это 
обобщает соответствующее описание пространства L l ( v ) для произвольной 
алгебры Неймана в работах [5] — [7] и пространств L" (ш) для полуконечной 
алгебры Неймана в [2]. 

§ 1. На комплексной плоскости С рассмотрим полосу 5 = { г £ С [ О < Re г < 1 | 
и ее внутренность 5° = {z£ С j 0 < Rez < 1}. Если В — банахово пространство» 
то через А (В) обозначим множество всех непрерывных и ограниченных 
функций f:S—*B таких, что ограничение / на 5° является аналитической 
функцией. Норма ||| / ||| = ||| / ||| А { В ) = sup || / (г) \ в превращает А (В) в банахово 

пространство. По теореме Адамара о трех прямых ([3], дополнение к § IX.4) 
имеем 

I l l / I l l = s u p H / ( w ) | ( B , + 

Приведем некоторые необходимые сведения из теории абстрактной ин­
терполяции ([3], [8], [9]). Пусть Е0 и £V —банаховы пространства и Ех нор­
мально вложено в Е0, т. е. ([9], § 1.1) Ех — линейное многообразие, в Е0, для 
любого х£Ех \\xf0) < | J C | | ( 1 ) и, наконец, Ех плотно в Е0 по норме |)-| | ( 0 ). Следуя [9] 
('§ IV. 1.3) и [3] (дополнение к § IX.4) и с небольшими изменениями [8] (§ IV. 1), 
введем пространства 

F=F(E0, E1) = {f£A(E0)\f(l + sup 1/(1 +is)p<co}, 

F = F (£ , , Eo) = {/ e. A (E0) | / (is) £ Ex (s £R), sflp J / (Is) f > < 00} 
sen 
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: с нормами - . . . . . . . . 

! HI/HI . ^ s u p d / a ^ f ) , « / ( 1 + i s ) « ( 1 ) b m / i i u - s u p . i i / ^ r , i / ( i . + « ) i ( 0 ) } . 

' sen f sm 
соответственно. Введенные [нормы превращают F и F в банаховы про-

: странства. Соответствие f€.F-+f£F, где f (z) = / ( 1 — г), устанавли­

вает изометрический изоморфизм банаховых пространств F и F.. Введем 
пространство Et = [E0, Ex\t = {х£Е0\^/£Е f(t)=x},~ 0 < ^ < 1 , с нормой 

: l | j c p = inf{ [II/111^1 f£F, f(t) = x\. При ^ = 0 и / = 1 введенные выше про­
странства Et совпадают с исходными Е0

 и Ё\ • Семейство { ^ l o ^ i обычно 
называется комплексной интерполяционной шкалой Кальдерона. 

§ 2 . В этом параграфе М — полуконечная алгебра Неймана, действующая 
в гильбертовом пространстве Н, х — точный нормальный полуконечный след 
на М. Будем пользоваться стандартной , терминологией- и. обозначениями 
теории Сигала—Кюнце интегрирования относительно следа ([10], [П])-
В частности, продолжение следа на неограниченные операторы будем обозна-ч 
чать тем же символом х. Далее, если Л £ / . р ( х ) , 1 < р < с о , то его нормой 
по определению является число ||hfp = х ( | h\pflP п р и р ф о о и || = | | / * | L = - |h \ \ — 
естественная норма оператора Л £ Ж = Z. 0 0 (х). Все алгебраические операции 
над неограниченными' операторами понимаются в сильном смысле по Сигалу 

| ([10], [И]) . Наконец, обозначим ЧЯх = {х£М\х(х) < со}. 
Под состоянием на алгебре Неймана М будет пониматься положительная 

! линейная форма ср такая, что <р(1) = 1. Пусть ср — точное нормальное состоя-
: ние на М. Поскольку М по предположению полуконечна, по теореме 14 из [10] 
I существует, и притом единственный, оператор h^L1 («:)+, называемый произ-
! водной Радона—Никодима состояния ср по следу х, такой, что 

| ?(л-) х ( / г ' , 2 л/г ! - ) , х£М. . 

Будем обозначать производную Радона—Никодима символом А = дсрД?х. 
Остановимся коротко на конструкции пространств LP (у), 1 < р < с о , 

построенных в работах Н. В. Трунова [1], [2], по точному нормальному 
состоянию на полуконечной алгебре М. Пусть /г = дср/дх. При 1 < р < о о 
формула \\xfp = х (( hlj2pxh1/2p\p)1,p, х£М, определяет норму на М. Пространство 
LP (ср) есть по определению пополнение М по этой норме. Как обычно, под 

; / .^(ср) понимается М с естественной операторной нормой. Содержательная 
| реализация пространства LP (ср), 1 < р < : с о , как пространства /7-интегрируемых 
I билинейных форм на линеале состояния D ([1], [2]) позволяет говорить 

о включении LP (ср) с ; LP (ср), 1 < / ? < g < с о , , при этом для любой формы 
а £ LP (ср) имеем || a fp < J a fQ . 

§ 3. Так как пространство L°° (ср) = М нормально вложено в i 1 (ср) для 
точного нормального состояния ср, то можно построить комплексную интер­
поляционную шкалу Кальдерона { £ ^ е | 0 Л ] , где Е0 = L1 (ср), Ех = L°° (ср) ==М. 

j Оказывается, что при этом Et = Lua~i} (ср). Точнее, имеет место следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть у —точное нормальное состояние на полуконечной 

алгебре Неймана М = Z.°°(cp). Пусть Et = {L} (ср), Ц° (ср)],, 0 <t < 1, — про­
странство из комплексной , интерполяционной шкалы Кальдерона. Тогда 
Et = L '(ср), где pt= 1/(1 — t), причем эти пространства совпадают как мно­
жества и как банаховы пространства. 

Л е м м а 1. Пусть и£М, v, h^M+. Тогда формула ; ; 

f(z) = hz/2uvl-*h*l2

: z£S, 

задает функцию f£A(M), . _; . - . ... > 

file:////xfp
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой банаховой алгебры М произведение 
функций из А(М) снова есть функция из А(М). 

Л е м м а 2. Пусть и£М, v£<Wt, h£Lx(i)+, где *— точный нормальный 
полуконечный след на М. Тогда формула /'(г) = hz'2uvl~zhz'2задает функцию 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно положить 
IMIi =lAili = !• П о следствию 3.2 из [11] для любых двух операторов T£Lp(t), 
S-.£Z.«(x), где lip + \jq — \jr, \ К p, q, г < оо, оператор TSC-UOz) и его норма 

Пусть z £ S , тогда z имеет вид z=l/p + is, 1 < р < со, — оо < s < + со. 
Легко видеть, что hz'2 £L2p (i), vx~z^Lp' («с), где \jp + \\р' = 1. Отсюда 

/ ( г ) ^ ) и | / ( e ) | i < | ^ | , p | e | ^ | x . 1 - ^ | i ^ | 2 p < | A 1 ^ l " L I « 1 % = I«L-
Поэтому / : S—> Z.1 (х) •—ограниченная функция. 

Предположим, что оператор h ограничен и проектор е — носитель h — при­
надлежит ЗЯ?. Тогда по лемме 1 функция /£А(М). Покажем, что f: Е-+ Iх (х) 
является непрерывной функцией. Возьмем любой оператор d^M,\d\=\, 
тогда при любом г £ S / (z) е — f (z) и 

| х {d [f (z + bz) - / (г)]} I = I x {d [/ (z + Дг) - / (г)]} I < 

< ИILI / (* + дг) - / (̂ ) L ' (*) = II / (* + Д*) - / (z) |L x 
следовательно, 

| / (г + Дг)-/(г)| | ,= sup |x {d\f (z + Дг)-/(г)]} | < 
CO 

<х(е)|/(г: + Дг)~/(2)!и-,0, 
что доказывает непрерывность / : S—> Lx (x). Аналогичным предельным пере­
ходом показывается аналитичность / : 5°—• Z.1 (х). 

со 

Пусть, наконец, оператор h£Lx(х)+ произволен, h = j " \eh (d\) — его спек-
0 

тральное разложение, еа= j" eh(dl), hn = hen = enh= j " \eh (dX)y п натураль-
(1/л, я ) (1/я, л) 

ное. При каждом п оператор hn ограничен и его носитель еп принадлежит , 
поэтому, как было доказано выше, функция 

/п (*) = ej (г) еп = A f иг»1"* Ajf, г £ 5, 

принадлежит ^ ( Z . 1 ^ ) ) . Снова представим z £ 5 в виде z=\/p + is, 1 оо; 

— со < s < + со. Если рфоо, то 

IЛ (г) - / II, = || hf uvx~* hf - hz/2 avx~zhz'2|, < 

< || hf uvx~z (hf - hz>2) I + 1 {hf - hzl2) uvx~* hzl21 < 

<»»IL II \, 1 W» - h^ \\2p (|| ||2p + I | 2 p ) < 

<21 |«| | M Ih V ( 2 p ) — hxlmfl2p = 21и||MГ j X x ( ^ ( ^ ) ) p . 
(О, o ° ) \ ( l / f l , It) 

Отсюда при фиксированном 1 < p < оо | / „ ( z ) — / ( z ) | t 0 , где сходимость 
равномерна по всем г, лежащим на прямой Re z = 1//>. 
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Если же /? = оо, то \\fn(z) - / ( z ) | , = \\enklsuvl-is.hls еп - eUsuvl~lshlse\х < 
<\ея-е[,||А"'иг»l~ishlsЦ\\еп||м + | | еL | |А"«г»^ / г ' 5 | L | ]е п - е[, < 21| «г> | L Iе я - еЦ, , 
и, следовательно, 1/„({«) —/(is)]|i =к 0, s £ / ? . Таким образом, если г £ 5 , то 
1/„ (z) — / (г) Ih —>• 0, причем при каждом фиксированном 1 < р < оо сходимость 
равномерна по всем z, лежащим на прямой R e z = l / / 7 . Следовательно, для 
любого в > 0 найдется номер я 0 = я 0 ( е ) такой, что при п, т>п0я при любом 
* € Л \\/п (is) - fm (is) I, < s и | / „ (1 + is) - fm (1 + is) 1, < е. По теореме Адамара 
о трех прямых [3] (дополнение к § IX. 4) для любого z£S \ \ / „ (z) — j m (z)|| < 
< s ^ ^ ^ e . Отсюда sup | | / я ( z ) - / ( z ) Ц , — 0 и функция / £ А ( / Л 0 ) - Лемма 

Z G S 

доказана. 
Пусть ср — точное нормальное состояние на Ж и к = дф/д^. Рассмотрим 

множество %"-=епМеп, п натуральное, где еп = j eh(d^), и положим 

(1/я. п) 
со 

f = U ^ я . Легко видеть, что WiczWlci ... и f — ультраслабо замкнутая 
инволютивная подалгебра в Ж 

Через - / р , 1 < / 7 < с о , обозначим естественный изометрический изомор­
физм пространства L? (Ф) на LP (т), полученный продолжением по непрерыв­
ности отображения х £ Ж — nV(2p)xhV(2p) £ Z / ( 0 (см. [1], [2]). Поскольку А - 1 не 
является измеримым оператором в общем случае,, то для произвольного огра­
ниченного оператора x^Mczb" (t) элемент J^x не обязан иметь вид 
А~ 1 / ( 2 ' р ) xh~V{2p). Это будет верно лишь для операторов из gf . Именно, имеет 
место следующая 

Л е м м а 3. При любом 1 < р < со JpW9 = . Если х^Ш^, то 
Jpx = hmp)xtii™ ujfx = h-1,{2p) xh-l!{2p). 

Доказательство очевидно. 
Л е м м а 4. Пусть x£W9, 0 < t <\ и /7 = 1/(1—0- Яус/геб функция FXit 

задана формулой 
FXi , (z) = А ( г - 1 № и , , , I h^xh^l'2 r m - t ] к™2 , (1) 

где uXit — частная изометрия из полярного разложения 

h^t)l2xh(l-t)l2 = uXit\ h{l-^xh(l~t)l21. 

Тогда: (i) для любого z£S FXit(z)£Ш9; (ii) FXtt£A(M); (ill) FXi, £ A ( L 1 (<p)); 
(iv) , (0 = x. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение (i) очевидно. Легко видеть, что для 
X$L%9

 Fx. Д 0 = Ji1 fx.<(г), где fXit задается формулой 

fXi t (z) = / / / 2 и , , , | A ( W ) / 2 x A ( W ) / 2 | ( 1 - г ) / ( 1 - ^ А г / 2 , г £ 5. 

По лемме 2 /* , ; ( ; A (Z,1 ( 0 ) , следовательно, FXii = JTl° fx,t^A(Ll(f)), что до-

казывает (Ш). Обозначим kn= j " ~~ е'г (Л) — ^„А""1 = А - 1 <г/г. Поскольку д; £ Ш9 , 
1/и 

найдется натуральное я такое, что я £§Г£ и / Г

л > f (z) = £,У 2 / л < , (z) /г, 1/ 2 . По лемме 1 
fx, (^А(М), следовательно, Z 7 ^ , £ Л (Ж). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть x£<j? , тогда х£М и, следова­
тельно, л: £//(<?) и л ^ £ „ где 0 < t < 1, р = 1/(1 — 0 , 4 = [ £ г ' ( ? ) ' ^ Ь - Покажем, 
что \xf() = ||jc|p. Пусть | |л : |р=1. По лемме 4 функция Fxt, определенная 
формулой (1), принадлежит F=F(l}(ср), М). Оценим норму ' | | | / ? . | | | / ? . Имеем 
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II Fx. t tis) li = II Г1 /,, t ( « ) | i = I fx, t (is) Ii = 

= II tisl2 uXt 11 hil-t)i2xh{l-t)l2 p-^-^-o /fis/21, < I i k

{ l - t ) l 2 xkix-t)l2 = , 

= t (I h v m x h v m \p) = [ ЦлтЦ*]" = l , 

1 / ^ , ( 1 + " ) IL = II hisl2 uXi 11 h^'2xh^>2 Г ' ^ h i s l 2 l < 1. 

' Н о тогда и | | | / \ J | == sup {f/v̂  (is) |||>, \F t(\ + is)\\J < 1. Следовательно, 
5 6 - / ? S л:f> = inf { III/=" III I/=•£*•. /40 =*}< 111^,111 < 1. Отсюда следует, что для произ­

вольного x£Wv 1И1(0<И£-
Для того, чтобы доказать обратное неравенство, заметим, что согласно 

результатам Н . В. Трунова [2] естественная двойственность пространств LP (ср) 
и L" (ср), \/р'+ \\р' = 1, устанавливается посредством билинейной формы на 
LP (ср) X L? (ср), полученной продолжением по непрерывности билинейной формы 
х, у£М X M->x(h1/2xhV2у)£С, причем при любом х£М 

\\x\\l=snp{\x(h1/2xhll2y)\ \у£М, ||у»р' = 1}. 

По п. а) в доказательстве теоремы Ш.9.8 [1] §Г плотно в Lp' (ср), поэтому 
\xfp= sup { \ x ( h V 2 x h V 2 у ) \ \у£Ш9, |у||р' = 1}. Для доказательства обратного не­
равенства нам теперь достаточно убедиться в том, что для произвольного 
y€«v = 1> и Д л я произвольной функции F£Атакой, что F(t) = x, имеет 
место неравенство \^(fi1,2xky2y)\^.\\\F\\\ р . Возьмем такие у и F и положим 
Я (г) = х ((JXF (г)) Gyi t (г)), где Qy> t (г) = F у, x_t (1 — г), z £ 5. Легко видеть, что 

G ^ £ / W ( v W , /.'ОРЖСМ. § .1) и | | | 0 J , . J | | . .== | | |F J , i W | | l F <iy |g , . Поскольку 

F ^ F , то F£A(Ll (ср)) и, следовательно, У, ° F £ A(Z, 1 (t)). Далее, по лемме 4 
п. (ii), Fy>t^A(M) и, следовательно, Qy t^A(M). Таким образом, Я £ А ( С ) . 
Найдем HIЯ ||| А ^ . При любом s£R имеем 

IН (is) \ = \x(Jl(F (is)) Gy, , ( is) |< IУ^ (is) ll 1 C 7 y > , (is) t = 

= I F (is) 11 G \ , (is) fM < HI F III p HI G , . , HI _ < HI F HI p . 

F 
Далее, при любом s£R F(\ + is)£M по определению пространства F 
VL JXF(\ + is) == hV2F (\ + is) h m . Следовательно, 

| Я ( 1 j-is)\ = \x(hV2F(l+is)hV2Qy,((l+is))\^ 

== h (F( l + is) A 1 ' 2 Oytt(\ + is) A 1 ' 2) | < \\F (1 + is) L1 J x G y , t(\ + is) |J < 

< 11̂  (1 + «) LI Qy, Л1 + is) I f < HI F III p HI Gy, t HI ~ < HI F III F -

Таким образом, ||| Я ||| Л ( С ) = sup {| tf(w) | , | Я ( 1 + is) j } < ||| f ||| ̂  . С другой 

стороны, HI Я HI л ( C ) = sug IЯ (г) | и | Я (t) | < ||| F ||| F . H о 

H(t) = x ((Jxx) у) = X (hV2xhV2y). 

Таким образом, требуемое неравенство доказано. Следовательно, для любого 
элемента х 1 х \ \ ^ = \\х1{П, где р и / связаны соотношением /7 = 1/(1 — 0-

Для завершения доказательства теоремы нам понадобится следующее 
утверждение из теории интерполяций. 
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j Л е м м а 5. Если E0, Ex —банаховы, пространства и Ех нормально вло-
i жено в Е0, то при любых 0 < tx < t2 < 1 пространство' Et нормально ела-
| жено в Et . 

Вложение Е( в Et доказано в [8] (теорема 4.2.1, п. в)). Небольшое отли­
чие пространства F от используемого в данной статье несущественно. Тот 
факт, что константа вложения F в Е( не превосходит единицы, тоже' сле­
дует почти непосредственно из этого доказательства. 

Продолжим доказательство теоремы. Пусть а £ LP (ср) — произвольный 
элемент, тогда существует последовательность {хп} операторов из f , сходя­
щаяся к а в LP (у). Поскольку |-||£ < | Н | р , то \\хп — а| |£-»0. Поскольку Ц-Ц? и 
совпадают на f e , то {JC„} фундаментальна в £). и, следовательно, сходится 
к некоторому пределу a £Et. Из нормальности вложения Et в Е0 = I 1 (ср) сле­
дует, что I х„ — а ЦТ —> 0. Таким образом, а = а £ / / (ср) f| . Это завершает 
доказательство теоремы. 

Следующие два утверждения непосредственно вытекают из теоремы 1, 
абстрактной интерполяционной теоремы Кальдерона ([31, теорема . IX.20) 
и теоремы о реитерации ([8], теорема 4.6.1, или [9], теорема 1.7.1). Эти 
утверждения являются некоммутативными аналогами интерполяционных теорем 
Стейна и Рисса—Торина и обобщают соответствующие классические резуль­
таты [3] (теоремы IX.21 и IX.17) и их аналоги для конечных следов [4] (пред­
ложение 3 и библиография к [4]). 

Для банаховых пространств Е и F через X (Е, F) обозначим банахово 
| пространство всех ограниченных линейных операторов из Е в F. 
! Т е о р е м а 2 (некоммутативный аналог теоремы Стейна для состояний). 
: Пусть ср и ф — точные нормальные состояния на алгебрах Неймана М и N, 
| соответственно. Пусть 

/ ? + = m a x {/?(,, Pi}, Р+ = m i n { / ? u , Pi}, q+ = max{q0, qx], q+ = mln{qQ, qx\. 

\ v ч 
Пусть операторнозначная функция z —>Г (z) принадлежит A (X (L + (cp), L + (ф)), 
причем: 

( i ) 7 ( 0 ( 1 М ? ) с = / У ( ф ) , t£[0, 1]; 

( l i ) T(is)^X(Lp'(y), L"'m, s£R,u ™Pir(is)lX{Lp0iLqa)<^ 

\ (Ш) T(\ + is)£X(Lp'(9), L«m, s£R, и s u p l 7 - ( l 4 - w ) | . .qi<oo. 
•SеЛ X,\L, , L ) 

P, 4, 

Тогда при любом t £ [0, 1 ] T (I) (L ' (со)) a L ' (ф) и 

Т е о р е м а 3 (некоммутативный аналог теоремы Рисса—Торина для со­
стояний). Пусть ср и ф — точные нормальные состояния на алгебрах Ней­
мана М и N, соответственно. Пусть 

1 < Ро. Pi. ? о . 01 < ° ° . РГ 1 = О ~ 0 Р о 1 + ^ Г 1 . ^ Г 1 = = (1 ~ 0 + ^ Г 1 ' 16[0. 1], 

/>+= max {/>„, />,}, q+=max{q0, ft}. 

+ + 

Предположим, что Т — линейное отображение LP (ср) в (ф) такое, что 

|| Г х | ? о < М01JC|Л и | 7 х | ? ] < М!Iл:||л.. Тогда при любом x£Lp+ (?) и t£\0, Ц 

имеем Tx £ (ф) и \ Тх ^ < Мо~( М[ \ х |Ц . 



42 А. А. Золотарев 

§ 4. Откажемся теперь от требования полуконечности алгебры М. В дан­
ном параграфе мы будем опираться на схему построения пространства L1 (ср) 
относительно состояния ср на произвольной алгебре Неймана М (без требо­
вания полуконечности), разработанную А. Н . Шерстневым и Н . В. Труновым 
в работах [5] — [7]. Легко видеть, что алгебра М нормально вложена в L1 (ср), 
поэтому мы можем связать с парой (L1 (ср), М) комплексную интерполяцион­
ную шкалу Кальдерона { Я Л о < ; < 1 , Et = [Z.1 (ср), M\t. Для произвольного 1 < р < со 
пространства If (у) построены только для полуконечных алгебр Неймана. 
Поскольку по теореме 1 шкала таких пространств в точности совпадает 
с комплексной интерполяционной шкалой Кальдерона, в общем случае стано­
вится естественным следующее 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть ср — точное нормальное состояние на алгебре 
Неймана М (без требования полуконечности), L1 (ср) — пространство, построен­
ное в [5]. При 1 < / 7 < с о пространством L" (у) назовем пространство 
Et = [ Z , 1 ( c p ) , M]t из комплексной интерполяционной шкалы Кальдерона 

^ l o < w
 ГДЕ

 (

Р

 = 1 ~ 11Р- Д Д Я Х € Д Г обозначим JJCJ? = | |xf\ 

Теперь лемму 5 из общей теории интерполяции можно переформулировать 
следующим образом. 

Т е о р е м а 4. Пусть ср — точное нормальное состояние на алгебре Ней­
мана М, 1 < / ? < # < о о . Тогда Lq (ср) cz LP (ср) и для x^Lq (у) || х fp < || х f . 

Далее, теоремы 2 и 3 естественно будут верными и в новой ситуации. 
Доказательство остается тем же. 

Пусть f: М—^Мь — вложение М в свое преддвойственное пространство, 
построенное в [5]. Рассмотрим билинейную форму, определенную формулой 

(•*> У) = Т(*)У. х, у£М. 
Т е о р е м а 5. Пусть у—точное нормальное состояние на алгебре Ней­

мана М, 1 < р, р' < со и 1/р + \/р' = \. Тогда для любых х, у£М 
К-*. y ) i < i w i ; i y i j / -

Д о к а з а т е л ь с т в о . По построению пространства LP (ср) | л ; | | = 
= Inf { III / HI ^1 f^F, f{t) = x\> ГДЕ t и p связаны соотношением /? = 1/(1 — t). 
Поскольку x£M, то согласно замечанию 2 после доказательства теоремы 1.2 
из [9] (§ IV. 1.4) нижнюю грань можно брать при этом по функциям / £ / \ 

п 
f(t) = x, пред ставимым в виде / (z) = ^ ak (z) xk> Z^S, ak£A(C), п. натураль-

k=i 
ное. To же самое верно и для р' с заменой t на t' = \—t. П у с т ь ^ ^ / 7 , 
g ( l —t) = y — функция вида g(z) = 2 bh{z)yk. Рассмотрим g(г) = g (1 — г). 
Поскольку / , g£A(M) и / , g^L1^), то Я(г) = (/(г), g(z)), г ^ 5 —функция 
класса Л (С). По теореме Адамара о трех прямых 

I (х, У) | = | ( / !(*)) | = I Я (О | < sup {| Я (is) | , | Я ( 1 + is)\}. 
S c i ? 

Но 

I Я (is) | = | т ( / ( « ) ) g(is) | < || / (is) If J g (1 - 5 ) IL < HI / III F III g III F • 

Поскольку вложение т [7] совпадает с вложением i1/2 [1] (§ 1.1, п. (Hi), пред­
ложение 3), т (и) v = у (г>)«, и, v £ Ж, и, значит, 

| t f ( l + w)l = | T ( / ( l + w ) ) i ( l + « ) | = 

= IТ(S(~ «))/(1 + is)I < « g ( - is)RI/(1 + i s ) L < III/III^IIIgIIIF • 
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Таким образом, | (х, у) \ < ||| / ||| р ||| g ||| р . Переходя к нижней грани по всевоз­
можным / , g описанного вида, получаем наше утверждение. 

С л е д с т в и е (неравенство Гёльдера). Билинейная форма х, у£МХ М —> 
Т (Х) У € & продолжается.по непрерывности до билинейной формы л;, y ^ L P (ср) X 

X L P ( с р ) — у ) £ С При этом выполняется неравенство 

У)\<\\ХР1УЦ^ VP + VP'=I. 

Если М — полуконечная алгебра Неймана, то доказанное неравенство 
Гёльдера совпадает с соответствующим результатом в [2]. 

Мы можем также дать содержательное описание пространств LP (ср), ана­
логичное соответствующим описаниям пространства L 1 (Ф) В случае произ­
вольной алгебры Неймана и пространств LP (у), 1 < р < со, в случае полу­
конечной алгебры Неймана. В таком случае наше описание в точности 
совпадает с этими описаниями (см. [1], [2], [5] — [7]). 

Пусть алгебра М действует в гильбертовом пространстве Н, Ар — линеал 
состояния (см. [5] — [7]) в И, = { / £ # | З Х > 0 (х/, / ) < Хср(л-), х£М+]. 
Этот линеал плотен в Н. Под билинейными формами на D мы будем понимать 
отображения D^X D^-^ С, линейные по первому и антилинейные по второму 
аргументу (в отличие от ранее рассмотренной формы т(х)у, линейной по 
обоим аргументам). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть 1 < р < оо. Билинейная форма а на Z>9 назы­
вается /^-интегрируемой, если существует последовательность \xn\czM, назы­
ваемая р-определяю щей, такая, что 

(•xj, g)->a(f, g) (/, g£Dv) и lxa-xml;-*0 (tn, n-co). 

С учетом нормальности вложения LP (ср)cz l ) (ср) получаем, что LP'(ср) есть 
в точности пространство всех /^-интегрируемых билинейных форм на линеале 
состояния D , причем предел lim \xnf не зависит от выбора ^-определяющей 
последовательности \хп] и совпадает с нормой \а\р соответствующей били­
нейной формы а. 

В заключение автор выражает глубокую признательность А. Н . Шерстневу 
за постоянное, внимание к этой работе. 
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