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МНОГОМЕРНЫЕ ТКАНИ БОЛЯ 

М. А. Акивис, С. А. Герасименко 

В теории тканей большую роль играют условия замыкания.. 
Уже в первых работах [63] и [54], посвященных этой теории,, 
появилось условие шестиугольности (Я) (см. рис. 1) и было» 
доказано, что двумерная шестиугольная три-ткань параллели-
зуема, т. е. локально эквивалентна три-ткани, образованной 
тремя семействами параллельных прямых на аффинной плос­
кости. Затем в работе [61] были рассмотрены новые условия. 
замыкания, названные впоследствии условиями ' Томсена и 
Рейдемейстера (см. рис. 2 и 3), и показано, что эти условия 
связаны с групповыми свойствами три-ткани. Наконец, в рабо­
те [56] были введены еще три условия замыкания — условия 
Боля (рис. 4, 5, 6]. 

Три-ткани, на которых замыкаются фигуры, изображенные 
на рисунке 4, называются левыми тканями Боля и обозначают­
ся СИМВОЛОМ (Bi). Условия замыкания, изображенные на рисун­
ках 5 и 6, характеризуют соответственно правые и средние тка­
ни Боля, которые обозначаются соответственно через (Вг) и 
( 5 т ) . Если на ткани выполняются одновременно два из этих 
трех условий, то на ней, как нетрудно доказать геометрически 
(см. [55]), выполняется и третье условие. Три-ткани, на кото­
рых выполняются все три условия Боля, называются три-тка-
нями Муфанг и обозначаются через (M). 

Все эти условия замыкания имеют не только геометричес­
кий, но и алгебраический смысл — они характеризуют свойства 
координатных луп и квазигрупп, связанных с тканью (см, [17], 
[10]). Их геометрическое значение начинает проявляться толь­
ко на многомерных три-тканях, так как для дифференцируемых 
двумерных три-тканей все они оказываются эквивалентными. 

Особенно большое число работ в последние годы посвящено 
изучению многомерных три-тканей Боля, а также луп Боля, яв­
ляющихся координатными лупами этих тканей. Это объясняет­
ся интересными свойствами, которыми обладают ткани Боля и 
лупы Боля, а также их связью со многими разделами диффе-
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ренциальной геометрии и алгебры и, в частности, с теорией сим­
метрических пространств. 

Понятие ткани Боля естественным образом обобщается на 
(п+1)-ткани W(n+l, п, г), заданные на дифференцируемом 
многообразии М размерности пг. Для таких тканей обобощаются 
понятие фигуры Боля, условий замыкания Боля и многие дру­
гие факты теории три-тканей Боля. 

Настоящий обзор посвящен изложению содержания работ, в 
которых изучаются многомерные три- и (n+l)-ткани Боля, а 
также связанные с ними алгебраические и дифференциально-
геометрические структуры. Он непосредственно примыкает к 
обзору [10], посвященному общей теории многомерных тканей. 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 

§ 1. Три-ткани Боля 

1.1. Напомним кратко основные уравнения теории три-тка-
:ней, необходимые для дальнейшего изложения (см. также [1], 
[10]). Три-ткань ЩЗ, % г) на многообразии М размерности 2г 
-образуется тремя слоениями Ъи («=-1, % 3) коразмерности г, 
находящимися в общем положении, и поэтому определяется на 
нем тремя вполне интегрируемыми системами уравнений Пфаф­
фа со - 0 ( i=1, ...,г). Левые части этих уравнений могут быть 

и 
нормированы условием 

ш- + со- + ©-<---0, (-) 
1 2 3 
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ввиду чего условия их интегрируемости записываются в виде 
da1 = а>1/\а1, + •£-•,;,«>-'Л--,А 

1 1 J J i i 

dco — ш.'Дсо-, —• #-. и-'Л1--* 
2 2 ; У 2 2 

Из этих уравнений следует, ЧТО формы Пфаффа co'j удовлетворяют 
уравнениям 

йтг. = ю * л < + 6шСо*Л<»' (3) 
{ c d o t } * J 1 2 

и определяют на многообразии М аффинную связность со струк­
турной группой Q = OL{r). Эта связность была введена Чжэнем 
еще в 1936 году (см. [57]) и поэтому в последней работе Кикка-
ва [59] называется каноническойсвя зностыо Чжэня. Тензоры ajk и 
Ьт носят название тензоров кручения и кривизны три-ткани 
\ ^ (3 , 2, г). Они связаны соотношениями 

V.-4== bt]\m(ul-\-b[miml, (5) 
; 1 2 

где V—символ ковариантного дифференцирования относительно 
связности Чжэня. Ковариантный дифференциал тензора кривизны 
записывается в виде 

причем ВЫПОЛНЯЮТСЯ соотношения 

1
СЛ/|*|т]-- ,^*-1?--вО0 

* (7) 

-^i-i*i«+fiM«/-efl^*-----flU-'?'"- +-*?А- (8) 
{см. [1]). 

В то время как слоения Яь %2, Я3 входят в три-ткань 
W (3, 2, г) равноправно, при выводе уравнений (2) — (8) и введе­
нии связности Чжэня выделяются слоения Хг и io, так как базис­
ными на многообразии М считаются формы ш', со'. Связность 

1 2 
Чжэня мы обозначаем через Гго и будем считать средней, а на­
ряду с ней введем еще две связности Г.- и Гг-—левую и правую. 
Как следует из работы [14], тензоры кручения всех этих связ-
ностей совпадают, а их формы связности и тензоры кривизны 
вычисляются так: 
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Г, ю}-2д}*ш* Ьы} 
2 

Гг ^-\-2а%^ ^ 
(9) 

С три-тканью 1V(3, 2, п) связано семейство дифференцируе­
мых квазигрупп — координатных квазигрупп ткани. Обозначим 
через Хи локальные базы слоений %и (и=1, 2, 3), образующих 
эту три-ткань, в некоторой открытой области на многообразии 
М. Отображения qm : X. XХ2~+Х3, qx :Х2ХХЪ-+-Хи qr:X3xXi-^X2r 
определяемые тканью W(Z, 2, г), называются ee трехбазисными 
координатными квазигруппами [2]. С каждой точкой А много­
образия М связаны главные изотопы этих квазигрупп — лупы 
Lm(A), Li(A) и LT(A), которые называются средней, левой и 
правой локальными координатными лупами ткани. Они харак­
теризуют строение ткани W(3,2, г) в окрестности точки A. 
В касательном пространстве Ти(А) к каждой из этих луп (и= 
= т , /, г) индуцируются две операции: коммутирование [.-, У]]и 
и ассоциирование (l,f],t,)u для векторов g, г], 1,вТи(А) [10]. 
Ввиду этого касательное пространство Ти(А) к лупе LU(A) в 
точке А становится алгеброй — локальной алгеброй WU(A) 
ткани 1^(3, 2, г) [6]. Операции коммутирования и ассоцииро­
вания в этих алгебрах связаны с тензорами кручения и кривиз­
ны ткани соотношениями 

[6, *]]£-----2а}А|У. 

{ь л, о!»---(с, ь ti){-=(Ti, е, \i -= - f e w . 
'Последние соотношения вытекают из соотношений (9), опре­

деляющих тензоры кривизны связностей Г т , Гг и Г-. 
Для того, чтобы упростить дальнейшее изложение, рассмот­

рим бинарно-тернарную алгебру W, в которой операции комму­
тирования и ассоциирования определяются по формулам 

[£,г,]-2акУ, (g- Tb.9'=&'ft/.iV£'. (100 
Введенные выше операции в алгебрах WU(A) легко выражают­
ся через эти операции. Ввиду косой симметрии тензора круче­
ния, а также соотношений (4), связывающих тензоры кручения 
и кривизны, операции (10') удовлетворяют условиям 

[£,.!]—[-, а. Е. ч]. а+[[п. а. ЕЖЕ. а. чь 
(и) 

= (S..T1, С) + (", £, | ) + (?, | , т ] ) - (л . I- £ ) - ( £ , -Л- g ) - ( g , 5, И). 
Тождества (11) являются основными тождествами, характери­
зующими локальные 1^-алгебры многомерной три-ткани. Второе 
из них называется обобщенным тождеством Якоби. 
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1.2. Пусть теперь ткань W(3,2,r) является левой тканью 
БОЛЯ. ИЗ условия замыкания (Bt) следует (см. [2]), что каждая 
ее координатная лупа Lm(A) является левоальтернативной, т. е. 
на ней выполняется условие (хх) у=*х(ху). Отсюда вытекает, 
что в алгебре Wm(A) выполняется соотношение (g, |, Ti)m=-0, 
которое в силу (10) равносильно условию b\jk)i= 0. 

Точно также доказывается, что если ткань W(S, 2, г) являет­
ся правой тканью Боля, то на ней выполняется условие Ь1

ищ1)=0. 
Несколько более сложно —с помощью перехода от координатной 
лупы Lm(A) к одной из луп LL (А) или Lr(A) — можно доказать, 
что если три-ткань W (3, 2, г) является средней три-тканыо Боля, 
то на ней выполняется условие b'j^D—O. 

Доказательство достаточности указанных условий для замы­
кания фигур Боля на ткани W(3, 2, г) оказывается не таким 
простым. Оно было проведено В. И. Федоровой в работах [45], 
£47], [51]. Наметим основные этапы этого доказательства, тем 
более, что некоторые результаты, полученные при его проведе­
нии, имеют самостоятельное значение. Для определенности рас­
смотрим ткань W(3, 2, г), на которой тензор кривизны удовлет­
воряет условию 

Ь)т = 0. (12) 
Из соотношения (12) и уравнений (6) вытекает, что ковариант-
иые производные с \Ыт и с \Ыт тензора Ь1

т также кососимметричны 
1 2 ' 

•по индексам к и /. Ввиду этого из соотношений (7) следует, 
что они выражаются через тензоры кручения и кривизны ткани 
W(3,2,r): 

Cjklm=—Cjiiim — Ъ ]pmaiii-\-b)piakm — bjpkdim- (-3) 
1 2 

Отсюда следует, что дифференциально-геометрическая 
•структура, определяемая три-тканью W(3, 2, г), на которой вы­
полнено соотношение (12), является замкнутой в смысле рабо­
ты [5] и геометрия таких тканей полностью определяется строе­
нием ее тензоров кручения и кривизны. 

В силу (12) и (13) ковариантные дифференциалы тензоров 
кручения и кривизны рассматриваемой ткани принимают вид 

V-4—--,b*i/(--/-fl>'). О4) 
1 -

V * y « = (b'jpmaSi -\-Ь1
]р1ар

кт- Ь1
]р11а1т) (со' - саг). (15) 

1 2 

Кроме того, компоненты этих тензоров удовлетворяют конечным 
соотношениям 

bjpkdim — biipjaim — bpimCljii-^biiimttpj — bjimapin (16) 

вытекающим из уравнений (8). Однако система уравнений (16) 
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не исчерпывает всех конечных соотношений, которым удовлет­
воряют тензоры кручения и кривизны, так как при последова­
тельном ковариантном дифференцировании соотношений (16), 
а также соотношений (4) могут ПОЯВИТЬСЯ все новые и новые 
конечные соотношения. 

Далее в работе [47] на многообразии М, несущем ткань 
W (3 ,2 , r ) , вводится новая связность Т*т, определяемая формами 
связности со'- = co'.-l-aL(.j3* — wft). В этой связности уравнения 

1 ! ' 1 2 

структуры ткани принимают вид 
* 

dal .== со-'Л ® '• + а,, ю'Л ®k 

1 1 ; JU 1 2 
* 

da — (й/дсог. —a'co-'A-J-* 
2 2 J "й2 1 

е ^ —---"Лю',. (18) 
з ; 

d(olj — ©*.Л со'. = — bft(/ лсо'- Л <->' + 
1 з 

+ 4 (*л«] -*!*w/] + 2af[kai
l]m-2aijtnaT,) оУгЛсог. (19) 

* . 3 3 

Последние уравнения показывают, что если на ткани 
W (3, 2, г) выполнены условия (12), то формы оУ. определяют на 
базе Х3 слоения 5.3 этой ткани аффинную связность без круче­
ния. Как следует из уравнений (19) и соотношений (4), тензор 
кривизны этой связности вычисляется по формуле 

Нт = ^{р)и+2а1
]тсй) (20) 

и уравнения (19) принимают вид 
d ^ — ̂ A « f t = i R ^ A A - - o ' . (21) 

•- 3 3 

Вычисления показывают, что тензор $т оказывается ковариант-
но постоянным относительно связности, индуцируемой формами 
(s>j на многообразии Х3, т. е. 

V ^ « = - 0 . (22) 
Поэтому многообразие Х3 является локально симметрическим 
пространством. 

Используя это свойство многообразия Х3, а также то, что 
из условия (12) следует шестиугольность ткани W(3, 2, г), в ра­
боте [47] доказывается достаточность этого условия для замы­
кания фигур Боля (Вт) на ткани. Ввиду этого условие (12) 
является необходимым и достаточным для того, чтобы на ткани 
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W(3, 2, г) выполнялось условие замыкания (Вт), т. е. чтобы она 
была средней тканью Боля. Отсюда, в силу соотношений (9), 
следует также, что условие #'^----0 вполне характеризует ле­
вые ткани Боля, а условие Ьцщц — О—-правые ткани Боля. 

1.3. Полная система конечных соотношений, связывающих 
тензоры кручения и кривизны три-ткани Боля, в работе [47] 
получена не была. Некоторые дополнительные соотношения 
этого типа были найдены Н. В. Гвоздовичем в работе [21]. Од­
нако и они не исчерпали всех необходимых соотношений. Эта 
полная система соотношений была найдена Л. В. Сабининым 
и П. О. Михеевым в работе [40] (см. также [14]) несколько на 
другом пути. К этим работам мы вернемся нилсе. А сейчас вы­
ведем эти соотношения, продолжая вычисления, начатые в [47], 
и исследуя связность Гт*, введенную в этой работе на средней 
ткани Боля (Вт). 

Тензор кривизны ЭТОЙ связности, который, как указано вы­
ше, является тензором кривизны базы Х% слоения %з этой ткани, 
ковариантно постоянен. Как обычно, он кососимметричен по' 
индексам k и / 

• # « - = - # ; « (23); 
и удовлетворяет тождествам Риччи 

R'ju+Rln + R'jk^O* (24) 
которые равносильны соотношениям (4), связывающим тензоры 
кручения и кривизны ткани W(3, 2, г). Исключим тензор Ъ1.и из 
соотношений (16) с помощью (20). В результате получим равен­
ства 

RpjkCLlm — Rplmujk — Rklm&pj-^- Rllm.aph + dpqujhdim — 0- (25) 

Выразим еще ковариантные производные тензора ё.и через тензор 

RW-
Vaj^iRhn-aLaJu)^1-^). (26) 

1 2 

Продифференцируем теперь соотношения (25), пользуясь фор­
мулами (22) и (26). После довольно утомительных вычислений,. 
связанных с неоднократным применением соотношений (24) и (25), 
мы придем к равенствам 

RsjkRplm — RsimRpjk— RklmRpsj-rRjlmRpsk^V. (27) 

Повторное дифференцирование этих соотношений приводит к тож­
дествам в силу ковариантиого постоянства тензора RJM-

Отметим, что соотношения (27) имеют место на любом сим­
метрическом пространстве (см., например, [37], стр. 47). Они 
получаются дифференцированием соотношений (22). Соотно-
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тения (25) могут быть получены также внешним дифференци­
рованием уравнений (26). 

. Итак, уравнения (23), (24), (25) и (27) образуют полную 
систему конечных соотношений, которым удовлетворяют тензо-
ры кручения и кривизны средних тканей Боля {Вт). С помо-
щыо соотношений (9) из них нетрудно получить соответствую­
щие системы уравнений, характеризующие ткани Боля {ВЦ и 
(Вт). 

Отметим еще, что уравнения (18), (21), (22), (23), (24) и 
(27) определяют на многообразии Х3 структуру r-мерного сим­
метрического пространства, а уравнения (17), (26) и (25) оп­
ределяют над ним многообразие М размерности 2г, несущее 
три-ткань Боля. 

Если подобно тому, как это сделано в работе [44], ввести в 
касательном пространстве Тт(А) к лупе Lm(A) тернарную 
.операцию 

<|.л.£> - f l U W , 
связанную в силу (20) с введенными ранее в этой лупе операция­
ми коммутирования и ассоциирозания соотношениями 

<1.ч> £>=-4&'Ть £)+[!• [л. £11. 
то соотношения (23), (24), (25) и (27) запишутся в виде 

<S.TI .£>- - - • -<£.£ . л ) . (28) 
<&.л. £> + <л. £.!> + ( ? . И ) = 0 , (29) 

<[Е,еЬЕ,л> ~<[Ь г\], £, е) - [<Ti , С,в>,а + 
+ [< ! . £. е>, л]+ [[5, rii. [се]]=о, (30) 

< <»«. s. в > , s , л > - < < х , б, -л > , е, е > -
- < «. < -1. £. в > , Б > + < к, < 6, Б. в > , Т1 > = 0 . (31) 

Эти соотношения лишь обозначениями отличаются от тождеств 
(18) —(21) из работы Л. В. Сабинина и П. О. Михеева [44], оп­
ределяющих алгебру Боля. Поэтому бинарно-тернарная алгебра, 
определяемая в пространстве Тт(А) тензорами а)и и Rjki, являет­
ся алгеброй Боля. 

'1.4. В работах '[40]—[44] изучаются локальные аналитичес­
кие лупы Боля. Так как такие лупы являются координатными 
лупами тканей Боля, то построения, проведенные в этих рабо­
тах, непосредственно связаны с теорией тканей Боля. 

Левой лупой Боля называется лупа Q, в которой выполняет­
ся тождество 

(x-yx)z=x(y-xz), 
называемое левым тождеством Боля. При у = е, где е — едини­
ца лупы Q, это тождество принимает вид (хл;)2---д,(д;2), в силу 
чего левая лупа Боля является левоальтернатлвной. Более то-
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го, можно доказать, что любая лупа, изотопная левой лупе 
БОЛЯ, также левоальтернативна, и обратно, если каждая лупа, 
изотопная лупе Q, левоальтернативна, то Q — левая лупа Боля. 
Именно это обстоятельство и является причиной ТОГО, ЧТО ука­
занное выше условие b\jh)l=0, эквивалентное левой альтерна­
тивности касательных lV-алгебр три-ткани W(2>, 2, г), является 
необходимым и достаточным условием, характеризующим левые 
ткани Боля. 

В работах [40] и [44] доказано, что касательная алгебра про­
извольной локальной лупы Боля Q класса С°° удовлетворяет 
условиям, аналогичным (28) — (31), и является алгеброй Боля. 
При этом, если локальные лупы Q и Q' изоморфны, то изоморф­
ны и соответствующие им алгебры Боля W и W. Обратно, про­
извольная алгебра Боля есть касательная алгебра некоторой 
лупы Боля. При доказательстве этих утверждений использова­
на конструкция умножения элементов пространства аффинной 
связности, описанная в работах [8], [39] и [58]. 

В [43] изучается дифференциальная геометрия луп Боля. 
В ней показано, что локальная аналитическая лупа Боля яв­
ляется геодезической лупой некоторого пространства аффинной 
связности без кривизны. Эта аффинная связность является 
обобщением связности без кривизны, введенной Э. Картаном на 
группе Ли. С ПОМОЩЬЮ этой связности для лупы Боля снова до­
казываются соотношения типа (24), (25) и (27). 

1.5. Рассмотрим некоторые частные классы тканей Боля. 
Сюда относятся прежде всего ткани, на которых замыкаются 
фигуры Боля всех трех типов — левые, правые и средние. Такие 
ткани называются три-тканями Муфанг ввиду того, что все ло­
кальные лупы таких тканей являются лупами Муфанг [17]. Тен­
зор кривизны таких тканей будет кососимметричен по трем 
нижним индексам и в силу соотношения (4) выражается через 
тензор кручения по формуле 

Поэтому тернарная операция, определяемая тензором Ъ\ы 
в W-алгебре ткани Муфанг, выражается через операцию ком­
мутирования: 

(£. л, 0 ---!([[£. ч]. 9+Ifo, СЬ &Ж[£. Й. л]). 
Поэтому W-алгебра ткани Муфанг становится бинарной косо-
симметрической алгеброй. 

Ввиду (32), соотношение (16), связывающее тензоры al
]k и 

bljk[, принимает вид 
а1. аР, ая + а' а" а".,-\-а\ a? afl ,4-а1 аР, ая,=а1 ар.,пЧ (33) 

]Р tq km 1 lip mq jl • Ip liq mj • mo /q Ik pq jk^lm. v ' 
(CM. [14]). Это соотношение с помощью операции коммутирования 
может быть переписано в виде 
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[I, [E, [л. вШ + [л. [е- [I. Ш + [£. fo. [е. Ш + 
+ [e, [i.[E.Ti]]]-=-[[l.Ti], [S, e]] (34> 

и носит название тождества Сегла (см. [36], [62]). Можно пока­
зать, что при ковариантном дифференцировании соотношений (66) 
получаются тождества. Удобнее всего для этого использовать 
введеную в работе [14] среднюю связность Г, определяемую-
на М формами связности 

^ = ̂  + |-^(f*-f). 
так как тензор кручения ткани Муфанг оказывается ковариант-
но постоянным в этой связности. 

Бинарная кососимметрическая алгебра, на которой выпол­
нено тождество (34), называется алгеброй Мальцева [62]. Пре­
дыдущие рассуждения показывают, что все локальные W-алгеб-
ры ткани Муфанг являются алгебрами Мальцева. Так как в 
силу результатов работы [47], а также [14] соотношения (32) 
являются достаточными для характеристики тканей Муфанг, то 
справедливо и обратное утверждение: если все локальные ал­
гебры три-ткани W(2>, 2, г) являются алгебрами Мальцева, то 
эта ткань будет тканью Муфаиг. Этот результат связан с тео­
ремой, доказанной Е. Н. Кузьминым [36], о том, что каждая 
алгебра Мальцева однозначно определяет аналитическую лупу 
Муфанг, для которой она является касательной алгеброй. От­
сюда следует, что если хотя бы одна локальная алгебра ткани 
W(3, 2, г) является алгеброй Мальцева, то эта ткань будет 
тканью Муфанг. 

В работе [7] путем интегрирования структурных уравнений 
ткани Муфанг находятся конечные уравнения такой ткани, оп­
ределяемой четырехмерной алгеброй Мальцева, указанной в 
работе [20]. Эти уравнения имеют вид 

z- = e--J", + e~y, z2 — e-y'x2 + e ^ 2 , \ ..-. 
- 3 = e ^ + r ^ 3 - ( j ; f - # ) , z4 = x4 + y4j- (cto) 

Слоения, образующие эту ткань на многообразии М8, в коорди­
натах х\ yi ( i - l , 2, 3, 4) определяются уравнениями л.-'-=а\ 
yi = bi, г1 = с\ Соотношения (35) являются также уравнениями 
четырехмерной аналитической лупы Муфанг, единица которой 
имеет нулевые координаты. Эта лупа изотопна лупе Муфанг 
минимальной размерности, указанной в работе [35]. 

На многообразии М, несущем ткань Муфанг, имеется три 
связности с ковариантно постоянным тензором кривизны. Это 
будут указанная выше связность Г*,., а также аналогично опре­
деляемые связности Г* и Г*. В силу формул (20) тензор кри­
визны связности Тт на ткани Муфанг записывается в виде 
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#.«----3 KaL+a?!<u-2*?Aj)- (36) 
Соотношения (27) для этого тензора обращаются в тождества. 

В работе [41] на многообразии Q глобальной аналитической 
лупы Муфанг строится аффинная СВЯЗНОСТЬ без кручения, ин­
вариантная относительно левых и правых сдвигов на этой лупе. 
Эта связность определяет на Q структуру симметрического про­
странства и является полной. Геометрический аппарат, по­
строенный в этой работе, применяется для решения некоторых 
глобальных задач теории аналитических луп Муфанг. 

1.6. В касательном пространстве ТА(М) к многообразию 
М, несущему три-ткань W(3, 2, г), имеются три подпространст­
ва TA(VU), касательные к слоям ткани, проходящим через точ­
ку А. ЭТИ три подпространства определяют в ТА(М) конус Сег-
ре С(2. г), несущий однопараметрическое семейство г-мерных, 
и (г—1)-параметрическое семейство двумерных плоских обра­
зующих [9]. r-мерные плоские образующие этого конуса опре­
деляют изоклинные направления на ткани W(3, 2, г), а его дву­
мерные образующие—-трансверсальные направления ткани. 

Три-ткань W(3, 2, г) называется трансверсально-геодезиче-
ской [1], если на многообразии М, несущем эту ткань, сущест­
вует семейство двумерных поверхностей, касательных ко всем 
трансверсальным направлениям ткани. Это семейство зависит 
от 3(''—1) параметров. Ткань W(3,2,r) называется изоклинной 
[4], если на М существует семейство r-мерных поверхностей, ка­
сательных ко всем изоклинным направлениям ткани. Это се­
мейство зависит от г+1 параметров. 

Аналитически условие трансверсальной геодезичности ткани 
W (3, 2, г) записывается в виде 

(см. [1]). Но так как для тканей Боля тензор кривизны кососим-
метричен по одной из пар нижних индексов, то для них это 
условие выполнено, ввиду чего ткани Боля являются трансвер-
сально геодезическими. 

Условие изоклинности ткани W(3, 2, г) при г > 2 записы­
вается в виде 

При г = 2 это условие выполняется автоматически и поэтому 
не является условием изоклинности ткани W (3, 2,2). Если 
обозначить 

yaj^pj^ + qj^, 

то из соотношений (5) получим 

При г > 2 из соотношений (4) получим еще 
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Pih=Pki< 4jk = .7fti- (40) 
При r — 2 эти последние соотношения и являются условиями 
изоклинности ткани W(3, 2, 2) (см. [15], с. 63). 

Если ткань ЩЗ, 2, г) одновременно является изоклинной и 
трансверсально геодезической, то она, как следует из [4], грас-
сманизуема, т. е. допускает отображение на ткань, образован­
ную в проективном пространстве Pr+i связками прямых, центры 
которых лежат на трех гладких гиперповерхностях Ни (и = 
= 1, 2, 3). Такая ткань описана в [3]. Ее тензор кривизны имеет 
вид 

^ - - М ' + . ^ + Ц . (41) 
где тензоры bih, cjh и djft симметричны. Они являются асимпто­
тическими тензорами трех гиперповерхностей # и сР г + | 1 , порож­
дающих эту ткань на грассмановом многообразии G(l, r+1) . 

1.7. Рассмотрим теперь изоклинные ткани Боля (Вт). Так 
как на них выполняется условие (12), то из (41) следует, что 

djft-0, bjh+cih = 0. (42) 
Поэтому тензор кривизны ИЗОКЛИННОЙ ткани Боля записы­

вается так: 
Ъ1

т-Ь1кЬ\-Ь^, (43) 
Ввиду соотношений (38) и (43), операции коммутирования и 

ассоциирования в I^-алгебре изоклинной три-ткани Боля при­
нимают вид 

[6. Л-Н-Кил—a0l)£. 
U, л. £)=-•& лК-МБ. «л, 

где а(%) = а(£-— линейная, a &(!-, ц) =bijlif\i — симметричная 
билинейная формы. Такую ^-алгебру называют изоклинной 
алгеброй Боля. Нетрудно показать, что алгебра Боля является 
изоклинной тогда и только тогда, когда она удовлетворяет ак­
сиоме плоскостей, т. е. каждое ее двумерное векторное прост­
ранство (плоскость) есть подалгебра. Такие алгебры были рас­
смотрены в работе [16]. 

Ковариантно постоянный тензор кривизны связности Г;* 
для изоклинной ткани Боля в силу (20) запишется в виде 

Rlm = -j [b]k + \ ар*) ty - -j [bji+\ -ty*/) 6<. 
Отсюда следует, что симметричный тензор gjk =-=&y,,-f- — a fa 
также будет ковариантно постоянным в связности Г т . Если этот 
тензор невырожден, то он определяет на базе X3 слоения Х3 
.изоклинной ткани Боля риманову или псевдориманову метрику, 
а связность Г*,- будет римановой связностью этой метрики. Пола­
гая JRim=glmR%h 'получим Rijki^gugjk — gtkgjn т- е. база Х3 



является римановым или псевдоримановым пространством постоян­
ной кривизны (см., например, [38] с. 593). 

Так как изоклинная ткань Боля W(3, 2, г) грассманизуема, 
то она допускает отображение на грассманово многообразие 
G(l,r-f-l) прямых проективного пространства Pr+l. При этом в 
силу соотношений (42) одна из трех гиперповерхностей Ни, 
порождающих три-ткань на G(l,r-f-l), становится гиперплос­
костью Н, а две другие принадлежат одной гиперквадрике Q. 
Если В пространстве /•""•"* выбрать подвижной репер так, чтобы 
его точки Ao и A-..-1 лежали на гиперквадрике Q, точка A0+A-+i 
принадлежала гиперплоскости Я, а точки A. (£ = 1,. . . , г) ле­
жали на пересечении касательных гиперплоскостей к гипер­
квадрике Q в ее точках A0 и Ar+i, то уравнение гиперплоскости 
Н запишется в виде 

.ж0—x'-w—-a(x-0. 
а гиперквадрики Q — в виде 

b^xw—2xV+I-=0 
(ср. [29]). Эта гиперквадрика невырождена при det(b,£j){ne}0. Не­
трудно проверить, что если det(g(J){ne}0, то квадрика Q==Qf|# 
также будет невырожденной. 

Точке А рассматриваемой три-ткани Боля соответствует в 
Pr+1 прямая AoAr+ь а трем слоям ткани, проходящим через эту 
точку, три связки прямых с центрами в точках Ao, A-+i и Ao+i 
+Ar+i или, короче, — сами эти точки. Обозначим через S полюс 
гиперплоскости Н относительно гиперквадрики Q. При проек­
тировании из точки S на гиперплоскость Н точки A- и Ar+i 
перейдут в точки A0 и Лг+1> симметричные относительно точки 
A0+A-.+1 в неевклидовой метрике, определяемой на гиперпло­
скости Н абсолютом Q. Метрическим тензором в этом про­
странстве будет введений выше тензор gi}. Таким образом, при 
det(g.j,.){ne}0 изоклинная ткань Боля W(3, 2, г) допускает отоб­
ражение на r-мерное риманово или псевдориманово пространст­
во Vc

r постоянной кривизны. При этом точке А ткани W (3, 2, г) 
соответствует в пространстве Vr

c тройка точек, две из которой 
симметричны относительно третьей. 

Подобное отображение можно построить и для произвольной 
ткани Боля. НО роль пространства постоянной кривизны в этом 
случае будет играть произвольное локально симметрическое 
пространство с ковариантно постоянным тензором кривизны 
Rjk[, определяемым формулой (20). Такая интерпретация тка­
ни Боля рассмотрена в работе [11]. 

1.8. Четырехмерные ткани Боля были детально исследованы 
в работах А. Д. Иванова. В работе [29] им было показано, что 
условие (40) для таких тканей следует из уравнений (12). Это 
означает, что всякая четырехмерная ткань Боля является изо-
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клинной и, следовательно, грассманизуема. Затем в этой работе 
строится отображение ткани Боля W(3, 2, 2) в пространство Р3, 
при котором слои двух слоений, образующих эту ткань, отобра­
жаются на точки квадрики Q, а слои третьего слоения — на 
точки плоскости Я- Далее проводится классификация изучае­
мых тканей в зависимости от строения квадрики Q и взаимного 
расположения этой квадрики и плоскости Н. В работе [32] по­
дробно изучаются четырехмерные ткани Боля, для которых 
квадрика Q невырождена, а в работе [33] — ткани, для которых 
эта квадрика вырождается. В этих же работах рассматривает­
ся интерпретация четырехмерных тканей Боля ' на двумерных 
неевклидовых плоскостях. Наконец, в работе [31] с помощью 
построенных интерпретаций находятся конечные уравнения че­
тырехмерных тканей Боля. 

Щестимерные ткани Боля были изучены в работах В. И. Фе­
доровой. Так как тензоры a'jU и b\jk ткани Боля (Вт) кососим-
метричны по индексам /, k и эти индексы принимают только 
три значения 1, 2, 3, то, как отмечается в работе [47], они могут 
быть представлены в виде 

flj,ft —8y W a" , Ьцк = й)ктЬ\т, 
где e,,{cdot}jft — тернарный дискриминантный тензор. Дальнейшая 
классификация шестимерных тканей Боля связывается с извест­
ной классификацией контравариантных тензоров aij (см., на­
пример, [52]). 

В работе [46] доказывается, что шестимерная ткань Боля бу­
дет изоклиннои, а следовательно, и грассманизуемои тогда и 
только тогда, когда ее тензор а.' кососимметричен. Затем рас­
сматривается шестимерная ткань (Вт), у которой этот тензор 
может быть приведен к каноническому виду 

/ - 1 0 0\ 
(a'-OH 0 0 1 (44) 

\ 0 —1 1У 
Доказано, что такая ткань допускает реализацию в проектив­
ном пространстве Ръ с фиксированной в качестве абсолюта ли­
нейчатой невырожденной квадрикой Q. При этом точке A мно­
гообразия М6, несущего ткань (Вт), соответствует упорядочен­
ная тройка точек К, L, М на квадрике Q, попарно не лежащих 
на одной ее образующей. Слою третьего слоения ткани (5,,,) 
соответствует коника zaQ, определяемая этими точками. Слою 
первого слоения, проходящему через точку АШ&, соответствует 
прямолинейная образующая х квадрики Q, принадлежащая 
первому семейству и содержащая точку К, на которой фикси­
рованы точки U и М', являющиеся проекциями на образую­
щую х точек L и М с помощью образующих второго семейства. 
Аналогично слою второго слоения, проходящему через точку 
АШ6, соответствует образующая у квадрики Q, принадлежа-
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вдая второму семейству, содержащая точку Д, на которой фик­
сированы точки L" и М", являющиеся проекциями на у точек 
L и М с помощью образующих первого семейства. 

Так как матрица (44) не является кососимметричной, то по­
строенная шестимерная ткань Боля (Вт) не будет ИЗОКЛИННОЙ. 
Тем самым доказано существование неизоклинных, а следова­
тельно, и не грассманизуемых шестимерных тканей Боля. Этим 
шестимерный случай отличается от четырехмерного. 

В работе [48] рассматриваются ткани Боля с симметричным 
тензором й'К При этом доказано, что если а^ = 0, то такая 
ткань будет параллелизуемой. Если rang(a iJ)=3, а также в 
том случае, когда матрица af- приводится к виду diag(1, 1, 0) 
или diag(—1, — 1 , 0), ткань будет групповой. Если эта матрица 
приводится к виду diag(l, —1, 0), то ткань расслаивается на 
четырехпараметрическое семейство двумерных шестиугольных 
три-тканей. Наконец, если она приводится к виду diag(l, 0, 0) , 
то ткань также расслаивается на четырехпараметрическое се­
мейство шестиугольных три-тканей и база этого расслоения не­
сет параллелизуемую четырехмерную три-ткань. 

В работе [49] аналогично тому, как это сделано в работе 
[46], строится интерпретация в пространстве Р3, для некоторых 
видов шестимерных тканей Боля, тензор а^ которых приводится 
к каноническим типам, отличным от указанных выше. 

Наконец, в работе [50] проводится полная классификация 
шестимерных тканей Боля ( б т ) , связанная с приведением к 
каноническому виду ее тензора ai}. 

§ 2. (д-|-1)-ткани Боля 

2.1. Рассмотрим (/г + 1)-ткань W(№+1, /г, г), п>2, со слоями 
коразмерности г, заданную на гладком многообразии размерности 
лг [10], [26]. Слоения XD, образующие эту ткань, задаются вполне 
иитегрируемьши системами форм Пфаффа со', где р —0, 1, . . . , / г , 

Р 
.i = l- ,..,r. Соотношения, связывающие на M формы со', можно 

р 
привести к виду 

п 
2 © - о . 
Р--.0 Р 

"Тогда структурные уравнения (я. + 1)-ткани записываются так [10], 
,[26]: 

с1ц)<=(й1/\а1., (45) 
о о ' 

п 
йю'--=ш-''Л«г-+У а' со-'Л»6, (46) 

а а ' g= i <х|У а р 
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я 

где 

Ай' = щ*ЛшН 2 ^/ю*Лсог, (47> 
а , р=1«Р -- Р 

п 

ар г—1 \a0Y аР -Ч" «3 Рт I У 
афу рфу 

7a',,, = da'.. — a'af — а1, ш"7 + а"}, со' . 

Здесь а, р, у = 1, . . .,/г; г, j,k, l — \,...,r. При этом тензоры 
кручения a'!fi и кривизны йд, ткани W ( / i+1 , л, г) удовлетворяют 

ар . ар 
соотношениям 

/г 

<==<•• 2 #/.=°' ^ / = - ^ - « , 
а Р Р<~ а , |3.=1аР «Р Ра 

а-т-Р 
и еще ряду конечных соотношений, которые мы здесь не приво­
дим ввиду их громоздкости. Они содержатся в работах [26], [22]. 
Из уравнений (46) — (47) следует, что формы 

a'j 0 . . . 0 

а>' = {ю1} и Qrj — \ J'" I, / , 7 = 1, . . . , nr, 
t« 0 0 

определяют на многообразии М аффинную связность Го, отно­
сительно которой слои ткани W(n-\-\, п, г) являются вполне гео­
дезическими подмногообразиями. При л = 2 связность Го совпадает 
со связностью Г*„, рассмотренной в § 1, п. 1.2. 

Рассмотрим 2г-мерное пересечение слоев хК, >; = 0, 1, . . . , « , . 
Я-У--Р, о, т, задаваемое системой уравнений со' = 0. На этом под-

К 

многообразии слои слоений А,р, Ха, Хх высекают три-подткань 
Wp,<j, х- (Здесь и далее индексы р, сг,"т принимают различные 
значения из 0, 1, ...,п.) Ткань W{ji-\-\, п, г) называется тканью 
БОЛЯ (ZJP), если все ее три-подткани WPi 0, t , где р фиксировано, 
а а, т—О, 1,...,/г; в, т-^р, ЯВЛЯЮТСЯ средними три-тканями 
БОЛЯ. Такие ткани подробно рассмотрены в работе [25]. При опре­
делении («.+ 1)-ткани Боля (-6Р) выделяется слоение с номером р. 
Поэтому и в обозначении ее три-подтканей WPi <-, - первый индекс р 
имеет специальное значение. Три-ткани Wp,a,x будут .средними. 
тканями БОЛЯ при выборе в качестве базисных форм со', со'. 

Ткань W{n-\-\,n, г) называется шестиугольной, если все ее 
три-подткани шестиугольны. В работах [26] и [25] доказано,. 
что если все три-подткани вида №р,-,-, где р фиксировано, ткани: 
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W(n-\-\,n, r) шестиугольны, то и все остальные ее три-подтка--
ни, а следовательно, и сама (n+1) -ткань, будут шестиугольны­
ми. По определению ткани Боля (Dp) все ее три-подткани №,,,-,-
являются средними три-тканями Боля, и, следовательно, они 
шестиугольны. Поэтому, в силу приведенного выше утверждения,. 
ткань Боля (Вр) является шестиугольной (n+1) -тканью. 

'В работе [1] определены трансверсально-геодезические три-
ткани и доказано, что шестиугольная три-ткань является транс-
версально-геодезической. В [26] и [9] понятие трансверсально-
геодезической ткани обобщается на ткани W(n-\-l,n, г) для 
n>>2. В [24] доказано, что ткань W(n-{-\,n, г) будет трансвер-
сально-геодезической тогда и только тогда, когда все ее три-
подткани вида №р„,п, где р фиксировано, являются трансвер-
сально-геодезическими три-тканями. В этой же работе с по­
мощью приведенного выше утверждения доказано, что шести­
угольная ткань W (п-\-1, п,г) будет трансверсально-геодезичес-
кой (n+1)-тканью. A так как ткань Боля (Вр) шестиугольна, 
то она является и трансверсально-геодезической (n+1)-тканью. 

Ткань W(/г-+1, и, г) называется тканью Боля (-DpoPl...p )>• 
где р — различные фиксированные индексы, 0 < p „ < n ; $ = 0,. 
1, ...,tn; <X/n</ . . , если она является тканью Боля (Dp) для 
всех ps. Если т=п, то ткань (-SPop....Pre) называется тканью-
Муфанг и обозначается через (М). При n=-2 эта ткань является 
три-тканью Муфанг, рассмотренной в § \, п. 1.5. Для (n-f-1)-
ткаией остается верным следующее утверждение, известное для 
три-тканей. Если ткань W (п + 1 , п, г) является тканью Боля 
(-5piP-..-p„)' т о о н а будет (n-fl)-TKaHbio Муфанг (M). Непосред­
ственно из определения (n-f-1)-ткани Муфанг (М) следует, что 
все ее три-подткани будут три-тканями Муфанг. Верно и об­
ратное утверждение: если все три-подткани ткани W(n-\-l,n, r) 
являются три-тканями Муфанг, то и сама (п+1) -ткань будет 
тканью Муфанг (М). Заметим, однако, что для того чтобы 
ткань W(п-\-\,п,г) была тканью Муфанг (М), достаточно тре­
бовать, чтобы все ее три-подткани Wa,p,a, где а—1, .. . , п; р, а = 
= 0, I,..., п, были средними тканями Боля. 

Рассмотрим некоторую ( т . + 1)-подткаиь ( 2 < m < n ) ткани 
W(n-\-l, п, г) (см. [26]). Любая ее три-подткань является 
одновременно и три-подтканыо всей ткани W(n^\-\, n, г), В силу 
этого ' для ( m + 1)-подтканей (№-]-1)-тканей Боля и Муфанг 
будут справедливы следующие утверждения. Любая (m + 1)-
подткань (от —2, . . .,№— 1) ЕИДЭ WPoPl...pm (я+1)-ткани Боля 
(Dp,,) есть (яг-+1)-ткань Боля (ВРо). Если все (лг + 1)-подткани 
^p-p..-.р (wi фиксировано) ткани W(n-\-\, n, г) суть ткани Боля 
(DPo), то и сама (я+1)-ткань является тканью Боля (Dp.). Любая 
(Я1 + 1)-подткань (т = 2, . . . , Й - 1) (л + 1)-ткани Муфанг (M) 
есть (/ге-|-1)-ткань Муфанг. Если все («г+1)-подткани (т фикси-
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ровано) ткани W{n + \, п, г) есть (m-f-l)-ткани Муфанг (M), 
то и сама (/г+1)-ткань является тканью Муфанг. Если ткань 
W(n-\-\, п., г) есть ткань Боля {BPe9l...pJ, то все ее (яг + 2)-
подткани вида 1^pop1...p„(pmtl есть ( т + 2)-ткани Муфанг, где 
1 < т < п; p„,+i = 0, 1, . . . , я; pm+1 =f= ps, s = 0, 1, . . . , т. 

В дальнейшем будем рассматривать только ткани Боля (50), 
так как для тканей (Da), a = l , . . . ,« . , будут справедливы все 
последующие рассуждения при соответствующей перенумерации 
индексов. 

Найдем аналитические условия, характеризующие (re+A)-
ткани Боля (50)- В работах [26] и [25J на три-подткани WQ?a,p 
рассмотрена связность Чжэия (см. § 1, п. 1.1). Тензор кривизны 
b)ki этой связности выражается через тензоры ткани W{n-\-\, n, г) 
ар 
по формуле 

bjkl = 2bjkt— ttjkl-\- aJtk — Ujk<^ml-\-CLjl^m!i-
ар afl pap ара pa ар ар pa 

Средняя три-ткань Боля Wo.a.p характеризуется условием 

ft !.•<«>---о (48) 
ар 

(см. § 1, п. 1.2). Поэтому ткань W(n-\-l, п, г) будгт тканью 
Боля (50) тогда и только тогда, когда для нее условие (48) 
выполняется при всех а, |3 — 1, . . . , п. 

2.2. Рассмотрим обобщение условий замыкания Боля на 
многомерные (л+1)-ткани коразмерности г, построенное в работе 
[25]. Пусть aj> и а\ — два различных слоя слоения %0 ткани 
W(n-\-\,n, г). Выберем в слое ап

0 любую точку А. Через А 
проходят п слоев ха слоений Ка, xriQha, а = \, . , „ п , по 
одному слою каждого слоения. Выберем любые п—1 из них. 

п 
Их пересечение П ха имеет со слоем а\ единственную общую 

а-=1 
a-tp 

точку. Обозначим ее через Ар. Получим п таких точек в слое 
л\. Каждая точка Ар однозначно определяет слой j / p слоения %$, 
проходящий через нее. Таких слоев будет п, все они принад­
лежат различным слоениям, следовательно, они пересекаются 
в единственной точке А: 

А== П У*. (49) 
a = l 

Эта точка однозначно определяет слой а- слоения Х0, прохо­
дящий через нее. Фигура, образованная слоями а'^, а], ха, «/«, 
щ и точками их пересечения, называется /г-параллелотопом Боля 
и обозначается Б- (А). Точки А и А называются соответственно 
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его основанием и вершиной, а слои сРй, а] — его базовыми слоями. 
Заметим, что точка Ар может быть задана так: 

Ав=£/рП( ^П ха\. 
\a?f. J 

(50) 

Рассмотрим следующее пересечение слоев ха и У« /х-парал-
лелотопа Боля В0(А): 

П-Ув.П1 П Л а, 

0 < m < n . Так как эти /г слоев принадлежат различным слоениям, 
то из определения (/г + 1)-ткани следует, что их пересечение 
будет точкой. Обозначим ее через А-.•,..-«, • Заметим, что 
в номере точки Аа , . , .а все индексы а,, различные и порядок их 
расположения не существенен. Точка Аа,...а называется вер­
шиной высоты т /г-параллелотопа Боля В0 (А). Число вершин 
высоты т равно C,f. Вершина нулевой высоты совпадает 
с основанием /i-параллелотопа Ва\А), а вершина высоты/г 
с вершиной этого параллелотопа Боля. На рисунке 7 изображен 
параллелотоп Боля В0(А) при / г = 3 , г = 1. 

91 



Рассмотрим любой слой а° слоения Я0 и аа — слои слоений %а, 
а = 1 , . . . , n . Пусть точка пересечения слоев аа не принадле­
жит слою а". Исключим из слоев а а какой-либо один слой ap.. 
Оставшиеся слои пересекаются со слоем а° в единственной 
точке, обозначим ее через Л р . Фигура, высекаемая в слое а% 
слоями Да, а=\, . . . , га, называется симплексом S, пересечения 
•ЗаЛя-о—гранями симплекса S, а точки Ap—его вершинами. 
Через вершину A13 симплекса 5 , кроме определяющих ее слоев, 
проходит слой xp слоения А.р, и точка Ар может быть представ­
лена в виде: 

Ap-=xPnf П^Л (51) 

Пусть aj—-любой слой слоения Х0, достаточно близкий к слою 
аЦ, но не совпадающий с ним. Для каждой вершины Аа, 
а = 1 , . . . , п, произвольного симплекса S, лежащего в слое а[}. 
построим я-параллелотоп Боля В0(Аа) с базовыми слоями а%г 

а\. Обозначим его вершину через Аа. Фгигура, образованная слоями 
а°0, а1

0, симплексом 5 , лежащем в слое а°, /г-параллелотопами 
Боля .50(Ла), с базовыми слоями а°, а\ и основаниями в верши­
нах симплекса S, называется фигурой Боля B0(S). Фигура 
Боля -S-(S) называется замкнутой, если все вершины Аа 

«-параллелотопов Боля В0(Аа), а = 1 , . . . , в , входящих в нее 
лежат в одном слое слоения Х0. На рисунке 8 изображена фи­
гура Боля B0(S) при / i=3, г=1 . Говорят, что на ткани 
W(n-\-l,n,r) выполняется условие замыкания Боля (Вй), ес­
ли на ней замыкаются все достаточно малые фигуры Боля 
B0(S), Так как слоения Хр, образующие ткань, равноправны, то, 
подобно тому как определяется условие замыкания Боля {В0), 
можно определить условия замыкания {Ва), а = 1 , . . - , п . При 
п = 2 условия замыкания Боля (Вр), р = 0, 1, 2, совпадают с рас­
смотренными в § 1 для три-тканей средним, правым и левым 
условиями замыкания Боля. 

Условия замыкания Боля можно ввести также другим спосо­
бом. Для этого рассмотрим два различных СЛОЯ слоения А0. 
Обозначим их a[j, a\. Выберем в слое а0° две не совпадающие 
точки A и С. Фигура, образованная слоями а°0, а\ и /г-парал­
лелотопами Боля Eo(A). Eo (G), построенными на них, называется 
фигурой БОЛЯ В0(А, С). Обозначим вершины /г-параллелотопов 
Eo (A) и В0 (С) через А и С соответственно. _ Фигура Боля 
.So(A, G) называется замкнутой, если вершины А и С /г-парал-
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Рис. 8 

лелотопов БОЛЯ Во (А), В0(С) лежат в одном слое слоения К0. 
На рисунке 9 изображена фигура В0(А,С) при /z- = 3, г==1. 
Говорят, что на ткани W(n-\-\, и, г) выполняется условие 
замыкания Боля (-So)', если на ней замыкаются все достаточно 
малые фигуры Боля -So (A, С). В работе [25] доказано, что 
условия замыкания (S0) и (50)' эквивалентны. 

Рассмотрим связь между условием замыкания Боля (50) и 
(/г+1)-тканыо Боля (S0). Пусть а[>, а,1—базовые слои /г-парал-
лелотопа В0(А), а точка А —его основание. В работе [25] до­
казано, что если ткань W(n + 1, п, г) является тканью Боля (В0), 
то для любого ее «-параллелотопа Боля В0(А) все его вершины 
высоты т. {т фиксированно) лежат в одном слое а™ слоения %0, 
причем этот слой однозначно определяется выбором базовых 
слоев ag и aj и не зависит от выбора точки А в слое аР0. Отсюда 
вытекает, что если ткань W(n-\-l,n, г) есть ткань Боля (Во), 
то на ней выполняется условие замыкания Боля' (В0), а также 
эквивалентное ему условие замыкания Боля (S0)'. При п = 2, 
т, е- для три-ткани, условия замыкания Боля (В0) и (-So)' 
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Рис. 9 

совпадают со средним условием замыкания БОЛЯ (Б т ) . Следо­
вательно, если на ткани W(3,2,r) выполняется условие замы­
кания Боля (.S0), то эта три-ткань будет средней тканью Боля, 
т. е. тканью (В0). При n > 2 вопрос о достаточности условий 
замыкания (В0) для характеристики ткани Боля (В0) остается 
открытым- В работе [25] доказано лишь, что если на ткани 
W(n-\-\, п, г) выполняется условие замыкания Боля (В0) и вер­
но некоторое дополнительное соотношение для тензоров этой 
ткани, то эта ткань является (n+1) -тканью Боля (В0). В этой 
же работе доказано, что если ткань W(n-\-l,n,r) является 
тканью БОЛЯ (BQ), ТО все вершины любого ее п-параллелотопа 
БОЛЯ В0(А) лежат на одной трансверсалы-ю-геодезической по­
верхности этой ткани. 

2.3. Обозначим через Хр базы слоений Ар, образующих ткань 
W(n-\-\, п, г). Они представляют собой r-мерные дифферен­
цируемые многообразия. Ткань W (п-\-\, п, г) определяет локаль­
ное дифференцируемое отображение любых п из этих много­
образий на (/г-f- 1)-ое, так как слоям xPt,...,xPn слоений 
- V . — AP,-, (Рь • ••' 9п — различные), пересекающимися в точке ASM, 
соответствует единственный слой xPo слоения А.Ро, Ро¥=Ра> 
а = 1, . . . , - , проходящий через эту же точку А. Это отображение 
•7Р.Р.- • -Р«: XPl X ХРжX - - • X XP„ {to} XP- определено в окрестностях 
точек xPi, ..., xp,,, принадлежащих многообразиям XPl, . . . , ХРп, 
и обратимо для любого ра. Поэтому оно определяет локальную 
дифференцируемую (n+1)-базисную п-арную квазигруппу 
[19], называемую локальной координатной «-квазигруппой тка­
ни W(n+l,n,r). Ввиду этого с (п+1)-тканью W{n+l,n,r) 
связаны (n+1)! локальных координатных (n+1)-базисных д-
квазигрупп. 
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Рассмотрим одну из координатных л-квазигрупп ткани 
№(п+1, п, г) — квазигруппу f = qX2.. .„ : X1XX2X ... XXn{to}X0. 
Возьмем на многообразии М любую точку A. Пусть ар — слой 
слоения "ър (р-=0, l , . . . , n ) , проходящий через точку A, тогда ао = f (Оь.. . ,ап). С точкой А можно связать лупу L(A), опера­
ция F : XoXXoX .. . XXo-̂ Xo, в которой задается с помощью со­
отношения 

"0 = F (" l , . . . , «n) =f (xl, X2, . . . , xn) = 

= f (fi ("ь a2,..., an), /2 (au «2, аз, . . . , an),..., fn(au . . . , a„_,, «„)) „ 
где «peXo, p-=0, 1,...,n, fa — a-ая обратная операция для n-
квазигруппы /, и 

Эта лупа называется координатной лупой ткани W(n-\-\, п, г) 
и является LP-изотопом n-квазигруппы f в смысле книги [19]. 

Единицей n-лупы L(A) является слой а0. Если ввести в ок­
рестности единицы этой лупы координаты так, чтобы единица 
имела нулевые координаты, то умножение в лупе L(A) запишет­
ся так: 

a — E * ^ , «y's- • ••> и'")-
О 1 2 п 

Предполагая, что функции F1 трижды дифференцируемы, и при­
меняя формулу Тейлора, перепишем эти соотношения в виде 

я и а 

a' = S uiJr\ 2 - ^ « ' - b i 2 byft/tt-W + oCP3). (52) 
0 a=1 « а,р-1«Р<~Р а,Рл>=-1 аР^ « И 

где и = {«/}, p=max|ii' |, -——- ~>0 при t->0, 
•3 5 et f 

0 0 а а а ар p» apv O(aPY) 

cr—произвольная подстановка индексов. В работе [25] рас­
смотрены обратные операции Fa для отображения F и найдены 
выражения коэффициентов разложения функций Fa по формуле 
Тейлора через коэффициенты разложения (52). 

В работе [13] вычислены тензоры кручения и кривизны три-
ткани через коэффициенты разложения (52), тензор кручения 
(д+1)-ткани при n > 2 вычислен в работе [28], тензор кривизны 
(/1+1)-ткани при я > 2 — в работе [23], а тензор а1

т ткани 
W{n-\-\, п, г)—-в работе [25]. Запишем необходимую нам в даль­
нейшем формулу, выражающую тензор кривизны ткани W(n-\-l,. 
л., г) через коэффициенты разложения (52): 
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^--.-5=5 2, (,s;« -x«» -«-">• (53) 

V?-U 

где 
и 

(-̂ "̂ ТГТТ. 7Г -2j -̂"» I1 ;*/= ^ ;« —-̂ mftA,// —А,/шЯы. (54) 
•;& л ( л —1) а ~ , а р 76a YSa 76 v« Y6 6a 

Соотношения, связывающие тензоры ткани с коэффициентами 
разложения (52), позволяют дать аналитическую характеристику 
различным условиям замыкания, рассматриваемым на тканях (см., 
например, [Ю], [28]). Рассмотрим на ткани W(ti-\-\,n, r) условие 
замыкания (во) и найдем его аналитическую характеристику. 
Пусть -So (S) — любая достаточно малая фигура Боля ткани 
№(я + 1, /г, г), а?д и а' —ее базовые слои, А" — вершины сим­
плекса S (см. п. 2.2). Обозначим через Ар вершины высоты 1 
/г-параллелотопа Вй(Аа), лежащие в слое а]. Пусть (/р—слой 
слоения Ц, проходящий через точку А", а Аа—-вершина /г-па­
раллелотопа j50(Aa). Тогда, используя определение фигуры 
B0(S) И формулы (49) —(50), получаем 

Ap—J/pflxanf П % ) , (55) 
аф$ V 7=1 / 

Y-3-a.P 

A« = t /Sn(n ev). (56) 
Уфа 

А° — П щ, (57) 
( 3 = 1 |3 v 

a, p = 1 , ..., п. По определению фигуры £0(S) все ее точки Аа 

лежат в слое а°, а все точки Ар—в слое aj. Так как точки А я 

определяются формулами (51), то условия принадлежности их 
•слою а° записываются с помощью операции / локальной коорди­
натной «-квазигруппы ткани ^ ( n + l , /г, г) в виде 

/ (хь й 2 , . . . , an) = f (au х2, а3, ..., ап) = . . . 
. . . = / ( « ! , . . . , fln_i, jc„). (58) 

Условия принадлежности точек Ар, определяемых формулами 
(55) —(56), слою а1

0 с помощью операции / записываются в виде 
/ (у{, а2, ..., ап) = - / (л:!, у\, а3,..., ап) = . . . 

• • • — / (xi> а2, ..., ап.и ^ ) = = / (у2, х2, а3. • • • > ««) = 

==/ (<~1, ^ , a3> • • •, «л) = • •. — / (au x2- Ов.' • • •. -3--1- У2
п)= • • • , 
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. . . = = / (у", а2 , . . . , a„_i, х„) = / (а1, у\, а3. . . •» ап-и -««) — . • -
• • • - / ( 0 1 а„_1,у»). (59> 

На ткани W (/г. -j-1, п, г) выполняется условие замыкания Боля (В0) 
тогда и только тогда, когда все вершины А" любой достаточно 
малой фигуры БОЛЯ B0(S) лежат в одном слое слоения .V 

Аа&>, а—1 п. (60) 
Так как точки Аа определяются по формулам (57), то с помощью 
операции / условие (60) записывается так: 

f(y\, У1--->У})=/(УЪУЪ--ЧУ1)-----/(УЬУГ'-->У%- (61> 

Если в п-квазигруппе / из тождеств (58) — (59) следуют тож­
дества (61), то говорят, что в этой квазигруппе выполняются 
условные тождества Боля В0 [25]. Из приведенных выше рас­
суждений вытекает, что на ткани W(n~\-l,n, r) выполняется 
условие замыкания Боля (В-) тогда и только тогда, когда в 
координатной «-квазигруппе /, определяемой этой тканью, вы­
полняются условные тождества Боля В-. 

Пусть -в0 (5) —любая достаточно малая фигура Боля ткани 
W(n-\-\,n,r). Обозначим через A точку пересечения слоев а1г 
£ = 0, 1 /1, высекающих в слое а0° симплекс S. Рассмотрим 
локальную координатную лупу L(A), связанную с точкой А 
фигуры B0(S). Обозначим 

/ (0.1, . . ., fla_i, Xa, aa+b • • •» Я'.)—иа> 
/ (а1, . . . , aa_i, t/P, a3+1, ...> art) — ̂ , 

тогда формулы (58), (59) и (61) запишутся с помощью операции F 
лупы L(A) так: 

v\ =E(rj1, -1, е, ...,e)==...-=E(Wi, e, ...,e,v)) = 
•-•=F{v2

v иъ е, . . .,e)=-'o|—...—F(e, щ, е, ...,e, 1)2.)=.. • 
...=F{v{, e, ...,e,un)=F(e, vn

v e, ...,e, «„)-=... •—**, (63) 
F (v\, v\, ..., <£»J,)=E (v\, -и», .,., ^ ) = . . . = E (*», t)«, . . . , гф. (64) 
•Из (62) —(63) следует, что аа и *>" (где суммирования по а нет) 
не зависят от индекса е., поэтому обозначим иа через «, а г»*— 
через v. Из тождеств (63) с помощью операций Fa, обратных для 
•операции F лупы L(A), выразим ~&, (a-^- P): 

'-Ja=-Pa(e- . . . , e , f, e, . . . , e , и, с, . . . ,б), а ^ р , (65) 
где "л стоит на месте с номером ос, и—-на месте с номером р» 
а на остальных местах находятся единицы. Обозначим это выра-
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жение через F%(v, и). Подставляя (65) в оставшиеся неиспользо­
ванными соотношения (64), получим 

F (v, F\ (а, и), E3 (v, u),...,Fl (v, и)) •== 
=-.F (E? (v, и), v. Ft (v, и) F\ (г», и)) = . . . 
. . . =F (F? (v, и), F% (v, и) FS-г (v, и), ю). (66> 

Таким образом, замыкание фигуры Боля .50(5) равносильно 
выполнению тождеств (66) в п-лупе L(A), связанной с этой 
фигурой. Следовательно, на ткани W(n+1, n, г) выполняется 
условие замыкания Боля (В0) тогда и только тогда, когда в 
каждой локальной n-лупе L(A), определяемой этой тканью, вы­
полняется тождество (66). 

Подставляя в (66) разложения (52) операции F лупы L(A) 
и разложения операций Fa, вычисленные в работе [25], и огра­
ничиваясь членами третьего порядка, получим 

1 fm- Z f > ^ 6 , (67) 
где pL определяется формулой (54). С помощью (53) находим, 

Y60-. 
что соотношения (67) равносильны следующим условиям на тензор-
кривизны ткани W(/£+1, п, г) 

Ь1т=-Яш, #л*,)-=0, а, р=-1,. . . ,л. (68) 

Таким образом, если на ткани W(n-\-\, ft, г) выполняется усло­
вие замыкания. Боля (В0), то для ее тензора кривизны верно 
соотношение (68). При я.—2, т. е. для три-ткани, соотношение (68) 
равносильно условию 

-•ЛйО-О. (69) 
где Ь1}ы — тензор кривизны три-ткани в связности Чжэня. Условие 
(69), как указано в § 1, п. 1.2, является необходимым и доста­
точным, для того, чтобы на ткани 1^(3,2, г) выполнялось сред-
нее условие замыкания Боля. При п>2 вопрос о достаточности 
соотношений (68) для выполнения на ткани W(n+1, n, г) усло­
вий замыкания Боля (В0) остается открытым. В работе [25] 
доказана более слабая теорема: ткань W(n-\-\,n,r) является 
тканью Боля (В0) тогда и только тогда, когда на ней кроме со­
отношений (68) выполняются еще соотношения 

... . £»-+&,&-J»»+&ufr- (™> 
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Для три-ткани, т. е. при «.=2, соотношения (70) обращаются 
в тождества. 

Из (68) вытекает, что условия (47) приводятся к виду 
dco< = со* Л <i>i

k+Rw®!tA®1-

Отсюда и из формул (45) следует, что если на ткани №(ге+1, 
п, г) выполняется условие замыкания Боля (Вй), то связность Г^, 
определяемая этой тканью, проектируется на базу слоения Jto 
в аффинную связность без кручения. 

Отметим, что на (n+1)-ткани и n-арные квазигруппы мож­
но аналогично тому, как это сделано для условий замыкания 
Боля, обобщать и другие условия замыкания, известные для 
три-тканей и бинарных квазигрупп. Так, в работе [60] условие 
замыкания Рейдемейстера обобщено на тернарные квазигруп­
пы, а в работе [64] — на n-арные квазигруппы. Рассматривае­
мое в этих работах условие замыкания Рейдемейстера строится 
аналогично нашему условию (So)', a не (В0). На (n+1)-тканях 
при п > 2 можно рассматривать также условия замыкания, про­
межуточные между условиями Боля и Рейдемейстера. Для три-
тканей такие условия замыкания не существуют. Заметим так­
же, что в монографии [19] даются определения n-луп Боля и 
/г-луп Муфанг и ставится задача построения теории этих луп, 
Ввиду того, что определения указанных луп в [19] не кон­
структивны, выяснить их связь с аналогичными структурами, 
рассмотренными в данном обзоре, пока не удается. 

2Л. В работе [4] введено понятие изоклиниой три-ткани, ко­
торое затем было обобщено на многомерные (n+l)-ткани [27]. 
Рассмотрим изоклинную (n+l)-ткань Боля {В0). Эта ткань 
допускает проективную интерпретацию. Для построения этой 
интерпретации используется конструкция, рассмотренная в ра­
ботах [3], [12]. 

Пусть P'r+n-\ __ (r±n—-1) -мерное проективное пространство, 
G(n—1, г+«—1)—грассманово многообразие его (n—1)-мер­
ных подпространств Рп~\ 2(A)—шубертово многообразие 

• (п—1)-мерных подпространств, проходящих через точку A6 
gpr+n-i [53]. Гладкое многообразие 1/сРГ*"' размерности г 
определяет в некоторой области DczG(n—1, r+n— 1) слоение X 
коразмерности г, слоями которого ЯВЛЯЮТСЯ многообразия 2(A), 
где A6V. Если в Рг+п~] заданы n + l подмногообразия Vp, p=•• 
= 0, 1,...,п, размерности г, общего положения, то в некоторой 
области U многообразия G(n—1, r+n—1) они определяют 
(n+l)-ткань коразмерности г. Такая ткань называется грасс-
мановой и обозначается GW{n-\-\,n,r) [9]. Слоение \ ткани 
GW(n-\-l,n,r)-na грассмаиовом многообразии G(n— 1, r+n—-l;)i 
определяется многообразием Vp. (n+l)-ткань называется ал­
гебраической, если она грассманова и порождающие ее млого-
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•образин Vp принадлежат одному алгебраическому многообра­
зию Vr

n+] c= Pr+n-у размерности г степени n-f-l. Такая ткань 
обозначается AW(n-\-\,n,r) [9]. Эта ткань будет шестиуголь­
ной. В работе [9] было доказано, что если ткань W(n~\-\,nt r) 
является изоклинной и трансверсально-геодезической, то она 
грассманизуема, т. е. эквивалентна некоторой грассмановой 
ткани GW(n-\-l,n, г). Если же эта (п.+ 1)-ткань изоклиина и 
шестиугольна, то она алгебраизуема, т. е. эквивалентна алгеб­
раической ткани AW(n-\-\, n,r). Так как ткань Боля (D0) яв­
ляется шестиугольной (см. п. 2.1), то изоклинная ткань Боля 
(Do) алгебраизуема. 

Рассмотрим алгебраическую ткань AW(n-\-\, n, г), являющую­
ся тканью Боля (50). Построим ее три-подткани W0iaif>. Для 
этого возьмем на алгебраическом многообразии Vn+\ п — 2 точки 
общего положения Ау, у = \, .. .,п, у =4-а, р. Пусть P"-s — 
(а—• 3)-плоскость, определяемая этими точками. Множество всех 
(п—'^-плоскостей, проходящих через эту плоскость, образует 
шубертово многообразие размерности 2г, на котором алгебраиче­
ское многообразие Vn+\ задает три-ткань —три-подткань W0,as 
исходной ткани AW(п-\-\, п., г). Проектируя многообразие Vr

n+i 
из центра Р л _ 3 на дополнительную плоскость РгП, получим 
g этой плоскости гиперповерхность V& третьего порядка. Эта 
Гиперповерхность порождает на грассмановом многообразии 
0 ( 1 , г + 1 ) прямых пространства РгН три-ткань, эквивалентную 
подткани Wo,a.,(,- Гак как рассматриваемая (й- + 1)-ткань есть 
ткань Боля (D-), то подткань Wo,as является три-тканью Боля. 
Но тогда, как указано в § 1, п. 1.7, многообразие Vr

3 распадает­
ся на гиперквадрику VH и гиперплоскость Рг подпространства 
P r + 1 . Так как это верно для проектирования 'из любого центра 
P"-3 , то многообразие Vr

n+\, порождающее ткань AW(n-\-\, п., г), 
распадается на r-плоскость Рг и многообразие Vr

n размерности г 
оелтени п. Обратное утверждение также оказывается верным. 
Таким образом, алгебраическая ткань AW{п-\-\, п., г) будет 
тканью Боля (Do) тогда и только тогда, когда многообразие 
Vn+ъ порождающее эту ткань, распадается на многообразие 
Vr

n размерности г степени п и r-плоскость Рг. 
ЕСЛИ многообразие Vr

n+\ распадается на т плоскостей Pr
s 

размерности г (s = l, . . . , т, 1 < т<п) и многообразие Vr
n_m+{ 

размерности г степени п—т-\-\, то определяемая им алгебраи­
ческая ткань AW(n4-\,n, г) будет тканью Боля (ВРФя P J . 
Если же многообразие Vr

n+\ распадается на /г-|-1 г-плоскость, 
то определяемая им алгебраическая ткань является (/г-г-1)-тканыо 
Муфанг (M). Ткань AW(n-{-\, п, г) в данном случае будет 
групповой тканью. Следовательно, изоклинная («. + 1)-ткаш> 
Муфанг (M) является групповой тканью. 
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