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Введение 

Как известно, в последние годы получила глубокое разви­
тие теория псевдодифференциальных (п/д) операторов с ве­
щественными переменными. Основы этой теории были заложе­
ны в работах Кона, Ниренберга и Хермандера (см. сб. перево­
дов статей этих авторов [30]), а также в работах В. П. Мас-
лова [21, 22, 49], сыгравших большую роль в создании теории 
операторов Маслова—Фурье. 

Затем теория п/д операторов получила развитие и сущест­
венные приложения в работах многих как советских, так и за­
рубежных авторов. Не претендуя на полноту библиографии, от­
метим в этом направлении работы М. С. Аграновича [1], 
Л. Р. Волевича [7], В. В. Грушина [9], Дюстермаата и 
Хермандера [43], Ю. В. Егорова [16], Кумано-Го [45], Нирен­
берга и Трева [50], О. А. Олейник и Е. В. Радкевича [29], 
Тейлора [54], М. A. Шубина {41] и др. 

Современное состояние теории вещественных п/д операто­
ров дано в недавнем двухтомнике Трева [36], где имеется ши­
рокая библиография. 

Цель настоящей работы — систематически изложить ряд 
имеющихся к настоящему времени результатов по теории п/д 
•операторов с комплексными аргументами и дать их приложения 
к уравнениям с частными производными. 

Опишем прежде всего понятие п/д оператора с комплексным 
аналитическим символом, данное в первой главе. 

Пусть A(£)— аналитическая функция в области QcrC^n 
комплексных переменных £=•. (£ь ... ,t,n). Функции А (£) сопо­
ставляется п/д оператор A(D), D = (Di, . . . , Dn)> Dj^ssd/dZj 
(1=-S/--Sn), определенный в пространстве Expa(Cz

n) экспоненци­
альных функций, ассоциированном с областью Q — областью 
аналитичности символа A(£){cdot} Локально (по отношению к двой-
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ственным переменным) оператор A (D) действует как диффе­
ренциальный оператор бесконечного порядка. Последнее озна­
чает, что, если 

Q-={C:|C./-M</?, j - 1 , ...,я}.-£/"л(-.) 
— полицилиндр радиуса R = JR(K) с центром в точке А,бС£ и # (г)— 
— еКгУ(г), где ф (г) —целая функция экспоненциального типа 
r<R(X), то 

A (D) а (г) = 2 «« <» Р - А-0а [-*"P («)] - (°- -> 
|а|=0 

где ав(А).-=<?еМ(Л)/а1. 
В общем случае областью определения оператора A (D). 

является пространство ExpQ(C2';), которое есть прямая сумма 
Ф Expi/^^j (С/), факторизованная по подпространству тех ее 

элементов {и-, (.г)}, для которых 

2 а* («) = 0, гбС2". (0.2) 
А 

Действие п/д оператора A(D) на любую функцию a(z)G 
бЕхра(Сг

и) определяется теперь в соответствии с (0.1) формулой 

А(В)а(г)^А(В)их(г). 
{lambda} 

Вообще говоря, оператор A(D)u(z) многозначен, однако, если 
область Q есть область Рунге, то действие А (D) не зависит 
от способа представления функции и (г) в виде 

"(г) = 2 МО-
{lambda} 

т. е. определение оператора A (D) корректно. 
Оказывается, что пространство Ехря(Сг

я) инвариантно отно­
сительно произвольного п/д оператсра A (D), символ которого 
А (£) аналитичен в Q: какова бы ни была аналитическая в Q 
функция А (С), соответствующий ей п/д оператор A (D) опре­
деляет непрерывное отображение 

A(D):Expfl(C/){to}ExpQ(Cz"). 
Отсюда вытекает, что имеет место изоморфизм 

9t(Q)<-H?(Q), (0.3) 
где 91 (Q) —алгебра п/д операторов с аналитическими в й симво­
лами и областью определения Ехрп (С/), а О. (Q) —- алгебра анали­
тических в Q функций. 

Отметим далее, что коль скоро пространство Expn(Cz") ин­
вариантно относительно п/д операторов A (D) с символами 
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А (£)6(? ({Omega}), то относительно операторов А(— D) является инва­
риантным сопряженное гространство Ехр'й(Сг

п), которое естест­
венно назвать пространством экспоненциальных функционалов, 
ассоциированным с областью {Omega}. 

При изучении экспоненциальных функционалов существенную 
роль играет лемма о плотности линейных комбинаций экспонент 
в пространстве ExpQ(C/), которая позволяет полностью описать 
структуру таких функционалов. Именно, всякий экспоненциальный 
функционал h(z)QExp'Q (С/) единственным образом представим 
в виде h (z) = A (— D) б (.г), где А (£) — аналитическая в области Q 
функция. 

Отметим, в частности, что в рамках теории экспоненциальных 
функционалов справедлива формула 

6(2) = (2"}/.п)-"ехр(-Л2)ехр ( -2 - /4 ) , (0.4) 

где ехр (—22/4) — регулярный экспоненциальный функционал, 
определяемый этой функцией и вещественными контурами инте­
грирования (— оо , + со). 

Ясно, что наряду с изоморфизмом (0.3) имеет место изоморфизм 

W {Q-)^0 ({Omega} -), (0.5) 

где {Omega}- —{С: — £6{Omega}}> а %' ({Omega}") — алгебра п / д операторов A (D) 
с символами А (£)£& ({Omega}") и областью определения Е х р а ( С " ) . 

Отмеченные изоморфизмы (0.3) и (0.5) приводят, очевидно, 
к операторному исчислению, позволяющему решать п / д уравнения 
или включения «алгебраическим» путем. Именно, если А (С) и Л - 1 (£) 
аналитичны в некоторой области Р у н г е О с С " , то решение уравнения 

A{D)u{z) = h{z), 26C", (0.6> 

где h (z)eExp n ( С / ) (или h (г)бЕхрц_ (С/) ) , определяется формулой 

u(z) = [HA(D)]h(z). 
К уравнениям вида (0.6) относятся, в частности, дифферен­

циальные уравнения бесконечного порядка, разностные и диф­
ференциально-разностные уравнения, уравнения в свертках и 
др. Вопросам разрешимости таких уравнений посвящены рабо­
ты А. Ф. Леонтьева [19], А. О. Гельфонда [8], Ю. Ф. К о ­
робейника [18], В. В. Напалкова [25] , А. А. Миролюбова и 
М. А. Солдатова : [24] , Эренпрайса [44] , Буте де Монвеля [ 4 2 ] , 
Мартино [48], Мальгранжа [47] и многих других советских и 
зарубежных математиков. 

Операторным методом изучается также задача Коши д л я 
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•уравнений вида (№С\ гбС") 

^+2^(^)^={cdot}-(u), (0.7) 

•^(О, 2) «Ф» (2), £ -=0 ,1 / Л - 1 , (0.8) 

где Afe (it, £>)—-п/д операторы с символами Ak(t,Z), аналити­
ческими (по £) в некоторой области QcC*. 

Операторный метод решения задачи (0.7), (0.8) состоит в том, 
что символ D можно считать комплексным параметром и решать 
задачу Коши для п/д уравнений с частными производными как 
задачу Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Если в заключительных формулах символу D вновь придать 
•смысл дифференциального оператора, то получим решение исход­
ной задачи (0.7), (0.8). 

Например, формулу (0.4) можно трактовать как значение при 
.t = l полученного операторным методом решения u(t, z) комп­
лексного уравнения «обратной теплопроводности» при начальном 
условии (2 Ук)-п ехр (•— 22/4). 

Говоря об имеющихся результатах по разрешимости задачи 
Коши в комплексной области, необходимо прежде всего отме­
тить классический результат Коши—Ковалевской о локальной 
разрешимости для уравнений типа Ковалевской. 

В последующие годы появился ряд усовершенствований и 
обобщений этого результата, среди которых отметим известные 
нам работы Лере [46], Розенблюма [52], Хермандера [38], 
Лере, Гординга и Котаке [20]. 

Далеко идущий абстрактный вариант теоремы Коши—Кова­
левской (в том числе и нелинейный) предложен Л. B. Овсян­
никовым [27], [28]. 

Развивая метод Овсянникова, Трев [55] доказал локаль­
ную разрешимость нехарактеристической задачи Коши в спе­
циальных классах аналитических функций и аналитических 
функционалов для уравнений типа Ковалевской и установил, 
что разрешающий оператор (гипердифференциальный опера-
тор) имеет характер дифференциального оператора бесконечно­
го порядка. 

В классах экспоненциальных функций задачу Коши для 
уравнения 

du/dt=f(D)u, и(0, 2) =«о(2), 
где f(£)6{?(Q), рассмотрел Стейнберг [53]. В рамках формаль­
ного преобразования Фурье, т. е. без конструктивного описа­
ния действия п/д оператора /(D), им установлена глобальная 
разрешимость задачи Коши-

Вторая глава настоящей работы посвящена комплексному 
методу Фурье. 
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Как известно, теория преобразования Фурье широко исполь­
зуется в комплексном анализе различных классов функций. Из­
ложение соответствующих результатов можно найти в книгах 
Эренпрайса [44], Бохнера [2], Винера и Пэли [4], В. С. Вла­
димирова [5], М. М. Джрбашяна [10], Л. И. Ронкина [35] 
и др. 

Понятие п/д оператора с произвольным аналитическим симво­
лом позволяет определить преобразование Фурье произвольной 
аналитической функции. Именно, пусть u(z)E0 (G), где GczC?— 
область Рунге. Тогда по определению \Fu\ (£)-=&( — d)b{Q, 
что есть экспоненциальный функционал над пространством 
ExpG(C£), ассоциированным с областью О, При этом формула 
обращения имеет вид 

и (г) == < [Fu] (£), ехр zt,), zeO, 
т. е. совпадает с классическим преобразованием Бореля—-Фурье 
или, что то же, преобразованием Лапласа. 

В частном случае и(г)бЕхрп(С") преобразование Фурье этой 
функции продолжается до аналитического функционала в об­
ласти Q. 

В конечном итоге имеет место диаграмма (* — переход к сопря­
женному пространству) 

(?(G){to}ExP;(q) 

О' (Q) Z. Expo (C«), 
при этом для любых функций и,(г)£0 (Q) и ч) (^бЕхро (С;;) имеет 
место формула комплексной унитарности 

" <Й(£),-а (<.;)> ^(v(z),u(z)). 
Из диаграммы, в частности, следует, что в случае области 

Рунге пространство ExpQ(C") может быть определено как образ 
Фурье —Бореля пространства компактных мер, сосредоточенных 
в Q, т.е. Ехр-Дс")-— F^C (Q). В таком виде оно неоднократно 
использовалось ранее Мартино [48], Эрешрайсом [44], В. В. На­
палковым [25], Хермандером [39], Стейнбергом [53] и другими. 

В данной работе подход к указанной диаграмме основан на 
конструктивном описании пространства Ехр а (С"). 

Таким образом, пространства Ехрп (С") и б' (Q) определены 
независимо, что вместе с явной конструкцией преобразования 
Фурье и делает, на наш взгляд, содержательной теорию п/д 
операторов с постоянными аналитическими символами. 

В случае выпуклой области Q пространство Ехра [С") допус­
кает, как известно, описание в терминах глобальных (по отноше-
шению к й) оценок экспоненциального типа. Для n = l это 
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классическая теорема Пойа [51], а для случая л > 1—известная . 
теорема Мартиио—-Эренпрайса (см. цитированную литературу). 

Отметим также, что в работе В. В. Напалкова [26] доказано, 
в частности, что для случая Q-=C'Z любой экспоненциальный 
функционал определяется некоторой мерой, заданной в С". 

В цикле работ Я- В. Радыио [31]—-[33] введено и изучено 
пространство векторов А-экспоненциального типа 

Exp4X = limind£0UX), 
v-*-+°~ 

где А—'замкнутый неограниченный оператор в банаховых про­
странствах X, 

Di(X) = (xGD(AB°):\\A»x\\<c\*i c>0,Vk}. 
(Аналогичное пространство введено и для случая топологического 
пространства X.) Конкретные реализации пространства Ехрд X 
для случая A=djdt, /6R3, приводят к пространствам, комплекс­
ное продолжение которых дает пространства типа Ехри(С?), где 
U — полицилиндр с центром в нуле. В этих пространствах, а 
также их расширениях. Я- В. Радыио установил разрешимость 
задачи Коши как для линейных, так и для некоторых нелиней­
ных уравнений вида х = Ч> (А)х. 

Случай периодических функций рассмотрен в работе 
С. Р. Умарова [37]. Им же разработан спектральный подход к 

.определению пространств типа ЕхрАХ, где A—произвольный 
спектральный в смысле Данфорда оператор. 

Возвращаясь к решению п/д уравнений, заметим, что изо­
морфизм 

E:ExpQ(C?)--><?'(S3) 
позволяет без затруднений решить уравнение (0.6), а также за­
дачу Коши (0.7), (0.8) методом Фурье, вполне аналогичным 
классической схеме Фурье в случае вещественных переменных. 

Третья глава посвящена разрешимости задачи Коши для 
систем п/д уравнений 

ж=2Л^(г'"'£,)%+^(^'г)' (°-9> 
«f (0, 2.) = 9.(2), 26Cn (\<i<N), (0.10) 

в классах экспоненциальных функций, где Atj{z, t, D)—-п/д 
операторы с переменными аналитическими символами. 

Для точной характеристики задачи (0.9), (0.10) требуются 
классы экспоненциальных функций, более тонкие, чем классы 
Ехри (С"). Именно, пусть 
bxpm,r{Cnz)={u(z):\Uj(z)\<M(r+\z\)'nlexpr\z\, \<J<N}> 
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где т,]>0—целые числа, М > 0 — постоянная (зависящая от 
и (.г)), г— неотрицательное число. 

Основной результат гласит: для того, чтобы задача (0.9), 
(0.10) была локально разрешима в классах экспоненциальных 
функций Exp„.,r (С"), необходимо и достаточно, чтобы символы 
Л г / (г, t, £) были полиномами по z, степени которых mi;. удов­
летворяют неравенствам 

mijKnii — mj-rv, (0.--) 
где л> = 0, либо v = 1 в зависимости от допускаемой эволюции 
классов начальных данных ExpOTi-(С"). 

Отметим, что неравенства m.^m,-—/п, + Г хорошо известны в 
теории Коши—Ковалевской. В работе Лере, Гординга и Котаке 
[15] при условиях m..3.{le}m.—т} + \ на порядки дифференциаль­
ных операторов установлен вариант теоремы Коши—Ковалев­
ской. Из работы Л. Р. Волевича [6] извлекаются (см. Мизо-
хата [18]) достаточные условия на порядки /п..-, гарантирующие 
существование чисел mb . . . , mN, для которых эти неравенства 
имеют место. 

Ограничения (0.11) на степени полиномиального роста коэф­
фициентов п/д операторов A.,(z, t, D) носят формально двой­
ственный (по Фурье) характер к тем же условиям на порядки 
дифференциальных операторов. : 

Между теорией локальной разрешимости задачи Коши в 
классах аналитических функций и теорией локальной разреши­
мости в классах экспоненциальных функций существует тесная 
СВЯЗЬ, обсуждение которой выходит, однако, за рамки настоя­
щей работы. 

В заключение выражаю благодарность А. Ф. Леонтьеву за 
ряд полезных бесед по вопросам комплексного анализа и, в 
частности, теории целых функций. Автор признателен также 
В. В. Напалкову, обратившему внимание на то, что в случае 
произвольной области О, определяющее множество преобразова­
ния Фурье функции w(2)GExpQ(C£) может не содержаться в й . 

Ряд результатов данной статьи анонсирован в работах авто-
ра [11] —[15]. 

Глава 1 ; 
П/Д ОПЕРАТОРЫ 

С ПОСТОЯННЫМИ АНАЛИТИЧЕСКИМИ СИМВОЛАМИ 

§ 1. Пространство ЕхрЛ(С-п) 

Пусть Ехр (С*) — пространство целых функций й(г):Сп->-С1 

экспоненциального типа, т. е. 
Ехр (С;1) == {и (2): | и. (z) | < М ехр г | г |}, 
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тде M>0, r > 0—некоторые постоянные (зависящие, вообще 
говоря, от и (г)), | z | H 2 i | + . . . + l z . - . | . Фиксируем число г > 0 
И ПОЛОЖИМ 

Еф"г(СЯ—{я(2)еЕхр(С«): \\a\\r^snp\u(z)\e-r^<cc}. 
-6с" 

-Нетрудно видеть, что имеют место утверждения: 
Утверждение \. Ехрг(С") есть банахово пространство. 
Утверждение 2. Если ri<r2 , то Exp-. (С")сЕхр,. (С"), 

-причем, если rt<,r2, это вложение компактно. 
Пусть теперь ^ > 0-некоторое число. Определим простран-

•ство Ехрд(С") как индуктивный предел пространств Ехрг(С") при 
r\R, т. е. положим 

Ехрд (C") = 1iffl Ind Ёхр7(С"). 

Ввиду утверждений 1 и 2 пространство Ехрд (С*) есть так назы­
ваемое LN -̂npocTpaHcTBo (см. [40], [34] и др.). 

Отсюда, в частности, следует, что uv(z)-±u(z) (v->+oo ) 
яз Ехря (С£) тогда и только тогда, когда: 

1) существует число г<-~ такое, что uv (z)Q Expr (О-) (v -=== 1, 
% . . . ) и образуют в Ехр. (С™) ограниченное множество; 

2) ttv(2)-s-0 локально равномерно в С', т. е. равномерно на 
любом компакте -АГсС*. 

Замечание. Можно допускать ./?-=-•]-оо. Тогда 
lim ind ЕхрТ (С») - Ехр (С»), 
/ • - •оо 

•т. е. совпадает с пространством всех функций экспоненциального 
"типа, наделенным топологией индуктивного предела. 

§ 2. Основное пространство Ехрп(С-п) 
Пусть Q. с С*- произвольное открытое множество в простран­

стве переменных E=(?i £„) (это будущие двойственные по 
•Фурье переменные). Пусть, далее К = (ХЬ..., X „) - произвольная 
•точка. Обозначим через R (Я) радиус максимального полицилиндра 
•U/?(.\) —{£:| Sy — Яу|</?(Я), / = 1,..., п), целиком содержащегося 

Определение 2.1. ПОЛОЖИМ 

Exp0(C;)---Ja(z): u(z)^e^h(z)\, 

где значения KQQ пробегают всевозможные конечные наборы, а 
-Ыг)еЕхр* («(<$. 
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О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что uv{z)-+u{z) вв 
пространстве Ехрп(С£), если выполнены два условия: 

1) существует некоторый конечный набор значений KeQ такой-», 
что для всех v = 1, 2 , . . . 

«v(z) = 2 ^ ^ v ( 2 ) , Ф^(2)еЕхр*(М(С;); 
у 

Как уже отмечалось, пространство ExpQ (С*) является основным 
пространством при построении теории п/д операторов с символом; 
А (£), аналитическим в Q, Однако прежде, чем дать определение 
п/д оператора A (D) с аналитическим символом, приведем описа­
ние пространства Ехр£-(С") в известных топологических терминах. 

Введем обозначение: 
е*~ Ехрдцо (С«) Н и И : «(г) е~и6 ЕхрЛ(М (С")>-

Пусть теперь ® е^-Ехрд ({lambda}) (С") — прямая (алгебраическая) суммам 
{lambda}£Q 

пространств е—Ехрж?,) (С"). По определению (см. например, [34],. 
[40] и др.) элементами этой суммы являются конечные формаль­
ные суммы ф % (г), где и% (2)6еЯг ЕхрЛ(-,) (С£), или, что то же, 

Лг 1 

наборы {«{lambda} (г)}, %$&, среди которых только конечное число» 
функций и;, (г) отлично от нуля. Отождествим наборы {«{lambda} (z)} к 
{•%(,-.)} в том случае, если 

2гМ;г) = 2г'»-(2)> 
{lambda} и 

где знак суммы означает обычную сумму функций. Иными слова» 
ми, рассмотрим фактор-сумму ® (8к*ЕхрЛ(-.) (Cty/M, где 

{lambda}ga 

М — ( ® ii% (z): 2 "•*• О2) ^ °1* Ясно, ч т о соответствие и (z)++{th (z)}* 

задаваемое формулой 
и (2) — 2а.-(2)' 

{lambda} -

где {и?, (2)}-произвольный представитель из класса смежности., 
определяет алгебраический изоморфизм 

Ехра (CJ)» ф е*2 Exp*(Jl> (C*)/M. 
{lambda}ga 

Можно поступить иначе. Пусть Г-произвольный конечный 
набор точек в области Q. Рассмотрим прямую сумму 
ф e%z Ехрж-.) (С") и вновь отождествим формальные суммы 

xgr * . 
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j© u% (z) и е vk (г), если ?.gr {lambda}gr. 

2 и Л ( г ) з 2 - я ( г ) . (2.1) 

Тогда 
еех*ЕхрЛ(!..,(С2)/Жг«Ехр(Г; С"), (2.2) 

{lambda}gr 
где Mr —подпространство прямой суммы, состоящее из наборов 
{̂{lambda} (г)}, для которых (2.1) тождественно равно нулю, а 
. Ехр(Г; С*) = (и(г): и (г) •= 2 - « л (•«). M{cdot}-~)-e**Exp*W (C;)}. 

I s-ег I 
Ясно, что алгебраически 

E x p a ( C j ) « l j E x p ( r ; C") 
и, следовательно, 

Ехра (С«)» U { ф е--» Exp^ ({lambda}, (C£)/Mr}. 
г {lambda}gr 

Т о п о л о г и ю В п р о с т р а н с т в е Е х р й (<->) м о ж н о ввести р а з л и ч н ы м и 
способами. Например, это можно сделать так. 
' Пусть Л----{Я-, А,2, • ••} — счетное всюду плотное в Q множество 
точек (ясно, что для описания пространства Ехра(С*) достаточно 
«ограничиться таким множеством значений XQQ). Положим 
Гл--=={Л,1, •.. , XN} и рассмотрим последовательность построенных 
выше пространств Exp (TV; C"), наделяя их естественной фактор-
топологией в соответствии с формулой (2.2) и топологией про­
странств Ехржа,) (С;0. ,, 

Далее, добавляя к представлению функции и (z)Q Exp (Гл.; С£) 
^необходимое число нулевых слагаемых вида g V - 0 ( / > N), полу­
чаем цепочку вложений 

Ехр(Г1; С*)сЕхр(Г2; C J ) c . , 
причем, очевидно, каждое из пространств является замкнутым 
подпространством в последующем. Следовательно, 

Ехр (С") = lim ind Exp (TN; С£) 
JV~* -CO 

•есть регулярный' индуктивный предел. Из известных свойств ре­
гулярных индуктивных пределов (см., например, [34]) вытекает, 
•что последовательность uv(z)-±0 в ExpQ(C2) тогда и только 
тогда, когда найдется номер N такой, что av (z)GExp (Г^; С") для 
всех л»=-1, 2, . . . и #v(2){to}0 в Ехр(Г.у; С"). В соответствии с § 1 
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это означает, ЧТО все av (2) имеют вид 
и, (z)=e^%ll (2)+ . . . +в^*ФЧ%(г), (2.3) 

где ч\х;(2)еЕхр"Гу(С"), rj<R(%i), у" == 1, . . .,N, и при этом 
inf || 9v?. (г)||-->0, где нижняя грань берется по всем представ­
лениям uv{z) в виде (2.3). 

Отсюда, как нетрудно видеть, следует, что сходимость 
в Ехра(С"), определяемая введенной топологией, мажорируется 
сходимостью, принятой в определении 2.2. Последней сходимостью 
мы и будем пользоваться в дальнейшем, хотя все нижесказанное 
имеет место и по отношению к введенной индуктивной топологии. 

§ 3. Лемма о плотности 
Ниже нам понадобится факт плотности линейных комбинаций 

экспонент в пространстве Expa(C"). 
Лемма 3.1. Линейная оболочка экспонент exp £z, £{in}Q' 

плотна в пространстве Ехрй(С"). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что функция 

й (2)бЕхра (С"), как всякая целая функция, может быть аппрокси­
мирована линейными комбинациями экспонент в смысле локально 
равномерной сходимости в С", т. е. равномерной сходимости 
на компактах. Действительно, для любой целой функции ее ряд 
Тейлора сходится в С£ локально равномерно. Далее, для любого а 
имеем га = д%е&\^0 и, следовательно, любой моном za может 
быть локально равномерно аппроксимирован конечно-разностным 
отношением, соответствующим производной д£е& и которое, 
очевидно, является линейной комбинацией экспонент. Отсюда не­
медленно вытекает, что и сама функция u(z) аппроксимируется 
линейными комбинациями экспонент. 

Покажем, что эта схема рассуждений приводит к последова­
тельности линейных комбинаций экспонент 

uN (z) -== Cwe-w + .... + Сын*»*1' 
таких, что IjH&l (1 < j < N, N—1,2, . . . ) и u.N(z)-+u(z) в то­
пологии пространства ExpQ(C"). 

Для этого докажем два утверждения. 
Утверждение ЗЛ. Если функция Ф (2)бЕхр^ (С"), то ее 

ряд Тейлора сходится в топологии Ехрл (С"). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, из известных формул, 

определяющих гиперповерхность сопряженных типов гъ ...,гп 
целой функции экспоненциального типа,: вытекает, что гиперпо-
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верхность сопряженных типов г], •. . , г*п функции 
оо 

Ф*(.г)= ^\Ча1г* 
|а|-0 

та же самая, что и у функции 
оо 

Ф(-г)- 2ф«г«, Фк-=£аФ(0)/а! (3.1) 
1-4-0 

Тем самым, существует число r*<R и постоянная М > 0 такие» 
ЧТО | ф* (г) j < М ехр г* | г | для всех zQCn. Отсюда следует, j ro 
для любого 7V — 1,2, . . . частичные суммы SM(Z) ряда (3.1) 
удовлетворяют оценке 

|S.v(z)|< 2 |Ф»| |21 | а- . . . | г в1 в ' -<Мехрг*|г | , 
|a|<-V 

ЧТО (в соответствии с определением сходимости в Ехр# (С"J) и 
требовалось. 

Утверждение 3.2. Пусть А"/ (0, 2)/Ce(CeR1) — конечно-
разностное отношение (по £) порядка а для функции / (£, г) = 
=ехр£г, Тогда при £-->0 

Аи/(0, z)/Za-+za 

локально равномерно в С". 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, в соответствии с извест­

ными результатами по оценке погрешности формул численного 
дифференцирования имеем 

bTf&zyF^dlfd*,*), (3-2) 
где а ==(«-, . . . , а„), I»•—(!«. ^—некоторая 
средняя точка, т. е. gai6(0, а^,), . . . , £а/г6(0, an£„). Следовательно, 
для функции /(£, г)=ехр£г, получаем неравенство 

z<L_baf(Q,z) < П а , | е г | | ^ Г ' + 1 е х р « Л ^ | , (3.3) 
.=1 

откуда ясно, что при £->0 

локально равномерно в С". Утверждение доказано. 
Завершим теперь доказательство леммы. 
Пусть tt(z)6Expa (C«). Это значит, что 

»(г)в2-**ф-.(г)' 
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где KQQ, пробегают конечный набор значений, а функции Ф...(.г)б 
бЕхря(Л) (С"). Ясно поэтому, что утверждение леммы достаточно. 
доказать для каждого слагаемого ехр ̂ гф-, (2.) в отдельности. 
Для этого заметим, что в соответствии с утверждениями 3.1 иг 
3.2 существует последовательность £ = £.v{to}0 (TV{to} со) такая, 
что последовательность линейных комбинаций экспонент (обозна­
чения ясны) 

Ллгд(2).з 2 TcaA a / (0 ,2) /S a 

|a|<.V 

сходится к функции Ф.Л, (г) локально равномерно в С". 
Покажем теперь, что найдутся числа М > 0 и г* < /? (А,)> 

такие, что 
]A,v.{lambda}(z)|</Wexpr*|2+. гбС". 

Действительно, ввиду формулы (З.2) и неравенства (3.3) имеем 

|Лдгл|<15дг(г) |+ 2 1 Ф « * 1 ' П а г | ^ | « | ^ р + 1 - е Х р а г | ^ | . ' 
|a|<.V L--1 J 

Отсюда, вновь используя тот факт, что гиперповерхности сопря­
женных ТИПОВ фуНКцИИ Фа, (2) И функции 

оо 

Ф1(2)-2 I'M*" |о|-о 
одинаковы, получаем, что для любого е > 0 и любого zgC" 

|A.v,{lambda}(z) | < M [exp r | z | + ехр (r-|-8)| z |], 
если только величины £ = £.v достаточно близки к нулю. Так как 
е > 0 произвольно и r<.R(i), то это и означает справедливость 
неравенства 

|Ллгл(2) |<ЛГехрг*|г | , 
где Ж > 0 и r*<.R(%). Остается заметить, что у функции 
e%zAN,{lambda} (z) все показатели при экспонентах имеют вид Я + р .^ , 
где | Р | < N, и, следовательно, £<v могут быть выбраны так, что-
Я+рб/убЙ. Таким образом, при JV{to}oo 

еХгАм,>,{г)-+е*-гУ}.(г) 
в топологии пространства Ехр.^-,, (С-л). Лемма доказана полностью . 

§ 4. Алгебра п/д операторов 
с постоянными аналитическими символами 

Пусть Л (С)б1-? (й), т. е. А (£) — аналитическая функция 
в области QcCj . Сопоставим функции A (C) п/д оператор A (р)> 
D = (djdzx, ..., д/дгп), действующий в пространстве Ехра(С2

л). 
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О п р е д е л е н и е 4.1. Пусть и(z)6ExpQ(Cz
n) и 

«(2) = . 2 ^ ф П - г ) (4.1) 

—какое-либо ее представление. Тогда 

Л ( . 0 ) и ( . г ) - _ ( 2 aa(^)(D — U ) u [ ^ ^ ( z ) l ) , 
{lambda} \ 1 « | - о / 

где aa(..V)=-da.A(X)/a! (как обычно a = (a1, . . . , a„)-мульти-
лндексы дифференцирования). 

З а м е ч а н и е 4.Г Поскольку функция и(г)бЕхрп(С-.") может 
•быть представлена в виде (4.1) различными способами, возни­
кает вопрос о корректности определения оператора A(D). 
Этот вопрос связан с характером области {Omega}. Оказывается, что 
если Q — произвольное открытое множество, то, действительно, 
значения A(D)«(z), вообще говоря, могут быть различными, 
т.- е. оператор • Л ф ) многозначным. С другой стороны, если Q 
есть область Рунге*, то значение A(D)u(z) не зависит от пред­
ставления (4.1) и, значит, определение 3.1 корректно. Доказа­
тельство этого факта вынесено в § 5. 

Ввиду сказанного, всюду ниже (исключение составляет § 8) 
будем без оговорок считать Q областью Рунге. 

Т е о р е м а 4.1. Отображение 
A (D): ExpQ (Сг

п) -* ExpQ (С/) (») 
•определено И' непрерывно. 
: Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Ф-.(г;)бЕхр.->(я)(Сг

п), то суще­
ствует число r<,R(k) такое, что | и (г) | <Мехр г | .г [. Тогда, как 
это вытекает из формулы Коши, для всех a----(a-., . . . , сс„) и zGO 

I £ > Х (2) | < Мх | а \ф № exp r | г |, (4.2) 
где M-. > 0 - постоянная. 

Отсюда следует, что 

А ф) и ( 2 ) ^ 2 ( 2 a« W (-°-U)a \?и^ 0-01 ] -=-
Л \|Л|-0 / 

= 2 & ( 2 ъ м D x (Z))=2еКг^ (*). 
. {lambda} \|a|-0 / {lambda} 

* Напомним, что область называется областью Рунге, если любая ана­
литическая в этой области функция может быть локально равномерно аппрок­
симирована последовательностью полиномов или, что то.же, последователь­

ностью линейных комбинаций экспонент. 
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где i|)j. (2)6Exp/?({lambda}) (Cz"), ибо в силу неравенства (4.2) 

• \%{г)\<мЛ 2 |a a(?-) | |c . | r e / 2rN)expr]z |=Mnexpr |z | 
\|а|-=0 / 

•(напоминаем, что г < R (К)). Это означает, что А (£>) и (г)бЕхра (Сг"). 
Аналогичными и лишь немного более сложными рассуждениями 

устанавливается непрерывность отображения (*). Теорема доказана. 
Из доказанной теоремы вытекает, ЧТО совокупность п/д опера­

торов A (£>) с символами А (£)бС {Щ и областью определения 
Ехра(С/) образуют алгебру (кольцевая операция —композиция). 
Обозначим эту алгебру через §t(Q). Пусть, далее, ^(Q) —алгебра 
аналитических функций в области Q. 

Следствием теоремы 4.1 являет следующий 
Вывод . Имеет место алгебраический изоморфизм 

91 (Q)^><? (Q), 

определяемый соответствием A (£>)•<-•-A (£). При этом, если наряду 
,с A (С) и функция А-1(£) аналитична в Q, то 

. Щ « Л ( Д ) - А ( ^ - . / ( 

где I — единичный оператор. 
Примеры. 1. Пусть и(2) = ехр^г и А (£) аналитична 

в окрестности точки £ = %. Тогда A (D)exp\z = A (Xj&xphz. 
• 2. Пусть ti=l, A(£)-=l/£, Q = C 1 \L, где L — какой-либо 
луч, исходящий из начала координат. Тогда 

Ехра (С,1) = {и (z): и {г)» 2 е%г^ (*)}• 
А 

где Фя,(г)бЕхрл(м(С2
1). Я (•*•) — расстояние от точки % до луча L. 

Л / д оператор / / D есть обратный оператор к оператору диф­
ференцирования. Таким образом, каждой функции а (2)бЕхра (Cz-) 
сопоставляется функция 

00 

-L. и (г) = 2 е*' 2 "ТИ-" -̂ М*), .. 
являющаяся единственной первообразной функции и(й), также 
принадлежащей пространству Ехра(С/). Назовем эту первообраз­
ную «натуральной» и будем обозначать 

-^-и(2)== nat \u{z)dz. 
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§ 5. Корректность определения п/д оператора 

Пусть Q—область Рунге. Покажем, что действие п/д опера­
тора A(D) не зависит от представления функции и (2)6Expn (С/) 
в виде суммы 

и(г)-=2еЯгф-.(2). (5Л> 

где Ф-, (2)бЕхрЛ(?.) (С") (см. определение 4.1). 
Действительно, пусть, наряду с (5.1) функция u(z) предста-

вима в виде 

u{z) = ^e»*%(z), (5.2) 
и 

где fxgQ и пробегают, как и XQQ, конечное множество значений. 
Для доказательства корректности определения A(D)a(z) вос­

пользуемся многомерным обобщением формулы обращения Бореля 
(см., например, [35]). Именно, если 

и (z)= %tiaza, z£Cn, 
|Q.|~-0 

—целая функция экспоненциального типа г — (ги..., г„), то 
и (z)=~г \ Ви (I) е*Щ, zeC", 

-"в 

где ГБ—остов полицилиндра U8 =={£:( ̂ |<Гу-|-е, е>0 , / - = 1 , . . . 
. . . , /г}, а 

-5й(£) = ^ ] ^ (а+1=(о 1+1> . . . , .« . +1)). 
|а|=.0 £ 

В соответствии с этой формулой и представлением (5.1) 
иМ~(Ыг2^ I -5^(£)e---i£, (5.3) 

где 5Ф-. (-!;)•—функция, ассоциированная по Борелю с функцией 
ЧЧ(£), а ГЕ>-.—остов полицилиндра £/Ед-— {£.| £/| <г(А,) + е, е>0 , 
./ = 1,..., /г}. При этом число Е > 0 выберем так, чтобы сдвиг 
остова Ге,я на вектор X лежал строго внутри Q. 

Тогда, в соответствии с определением 4.1, очевидно, получим 

( со 

la!-» Г Е Д 

= ( W 2 ^ J A ( W № ( S ) e - - d £ . (5.4) 
*• r e , {lambda} 
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Аналогично для представления (5.2) получим формулы 

" ^ = ( ^ 7 ) - - - ^ 1 ^'MOe'WS. 26С", (5.5) 
•-• Г 8 , И 

И 

A (D)r i ( 2 ) - ( - - i F 5 e ^ I .A(|i+S)5T^(E)e-W5 (5.6) 
•" ге,М. 

'(обозначения ясны). 
Для доказательства совпадения значений A(D)u(z), опреде­

ленных формулами (5.4), (5.6), рассмотрим аналитические функ­
ционалы 

Ц « И - й - 2 J -(Л.+ Е)АФя(Е)йЕ 

;И 

где i)((j;)6C(Q)—произвольная функция. 
Формулы (5.3), (5.5) означают, что для любого z£Cn имеет 

место равенство L (е2£) = А1(ег-), откуда следует, что функционалы 
L{v) и M{v) совпадают на множестве всех линейных комбинаций 
экспонент. Но поскольку Q — область Рунге, то L(o)--= M(i>) для 
любой функции v (£,)£(? (Q). В частности, полагая v (5) = A (£) e% 
получим равенство 

L(A{Qe^)=M(A(Qe^), 
которое в силу формул (5.4) и (5.6) и означает, что определение 
A(D)tt(z) не зависит от вида представления и.(z). Это и требо­
валось. 

В заключение покажем, что условие Рунге является сущест­
венным. 

Контрпример. Пусть ^----С^О}, A (£>)--= 7/D. Очевидно, 
символ A(t,) — \lt, аналитичен в Q. Покажем, что оператор A (D) 
неоднозначен в пространстве Expfa(Cl). Действительно, для лю­
бого % Ф 0 имеем по формуле Коши 

1 f «,-1-
e ^ - = _ L --—-dri, R>\X\, 

2да J T | — i . ' ^ • i 
mi=-# 

и, следовательно, разбивая контур интегрирования на N доста-
.-.точно малых частей, получим, что 
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где 
1 Г е^~~1> 

2л., ,) т)—i, 

Очевидно, Гу можно взять столь малыми, что | Ф/(г) | < 
< М exp r | z \, где г < | Я |, M > 0 —• постоянные. Таким образом,, 
формула (5.7) дает представление функции еЯг в пространстве 
Expa(Ci) в виде (5.1). 

В соответствии с определением A (D) и (z) имеем, с одной сто­
роны, [7/£]ехрЛ,г —^ехрХ-г. С другой стороны, исходя из (5.7),. 
получаем, что 

' ^ i f - ^ . ^ ^ ( e x p ^ - l ) . 
D 2ж J ц (ц—л) v r ' 

|-1|=Л 
Таким образом, в пространстве Ехрд (C"), если Q не есть область 
Рунге, оператор A (D), вообще говоря, может быть многозначен. 

В заключение отметим, что аналогичное представление имеет 
место для zn, л — О, 1,. . . , т. е. гиеЕхря (Cl), Й--=-С1ч\{0}, при­
чем [//D]2." = z"+V(/t+1). 

§ 6. Экспоненциальные функционалы 
Определение 6.1. Линейный непрерывный функционал над 

пространством Expfl (С«') называется экспоненциальным функцио­
налом. 

Пространство всех экспоненциальных функционалов обозначим 
через Ехрд (С") и будем называть пространством экспоненциаль­
ных функционалов, ассоциированным с областью Q. 

Пример 1. 8(z) есть, очевидно, экспоненциальный функцио­
нал для любой области Q. 

Пример 2. Пусть Л (£)€<? (G). Тогда h(z) = A(-D)6(z) 
(~D = ( — d/dzb...,—d/dzn)) есть экспоненциальный функцио­
нал, действующий на v (г)бЕхрй (С") по формуле 

def 
<A(z),«(s)> « < .А ( - .0)6 (г), "(2) > = <5(г), A(D)v(z)) . 

Покажем, что примером 2 исчерпываются все экспоненциальные 
функционалы. 

Теорема 6.1. Пусть h(z)6ExpQ(С]). Тогда существует 
единственная функция A(Qe0(Q) такая, что h(z) = A( — D)8{z). 

Доказательство . Положим А (£)== < h(z), ехр £г ) , SeQ . 
Очевидно, А (Об-? (Й), при этом ясно, что 

def 

<A(-D)S(z) , ехр£г> - <8(.г), A(D)exp£z> ==-Л(0, 
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т. е. действие h (z) совпадает с действием функционала 
А( —Z))8(z) на функциях ехр £z, £6Q. 

Из леммы о плотности (§ 3) заключаем, что функционалы 
h(z) и А( — D)8(z) равны как экспоненциальные функционалы. 
Единственность найденного представления очевидна. Теорема 
доказана. 

Пример 3. Рассмотрим экспоненциальный функционал 
#(z) = exp(aD-)6(2), где а6 С" — параметр, a£)2 = a 1 D?+. . . 
. . .+a„D^. Можно показать (сравни [11], стр. 110), что для 
любой функции v (г)еЕхр (С") и ay-^О, /=-1 п, 

, Yaioo Yan°° _"* 

ехрaD^v(z)- ( 2 у й ) " <«,...«„).•-• J_ • • • L е *"(г~s ) r f s" 

где интегрирование проводится по прямым ( — У~а]<х>, |/о,-оо), 
проходящим через точки + Уа} комплексных плоскостей Sj. 
Отсюда немедленно получаем, что 

— "/ait» — у anoo 

т. е. Щ (z) есть регулярный функционал, определяемый функцией. 
ехр( — z2l4a) и семейством указанных контуров. 

Замечание. Общему виду экспоненциальных функционалов 
можно придать и другую форму. Именно, как вытекает из при­
мера 3, в рамках двойственности < Ехра (С"), ExpQ(C") > спра­
ведлива формула 

6(3)=-(2"l/"rt)-"exp( — D2)exp(-z-/4)> (6.1} 

где ехр (— г2/4) — регулярный экспоненциальный функционал,. 
определяемый этой функцией и вещественными контурами интег­
рирования — со < A " J < м, j — 1, . . . , п. Следовательно, любой 
экспоненциальный функционал представим в виде 

h (z) = [A (—D) ехр ( - £>2)]о(2У~я)-п ехр (— z2/4), 
т. е. в виде действия п/д оператора с аналитическим символом 
на регулярный функционал (2 l/".rt)WI ехр (— г;2/4). 

В заключение параграфа остановимся на алгебре п/д опера­
торов, двойственной к алгебре %{Q). Для этого заметим, что 
поскольку пространство Ехрп(С") инвариантно относительно п/д 
операторов A (D) с символами А (£)£& (Q), то пространство 
Ехра (С") инвариантно относительно п/д операторов Л (—-D),. 
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т. е. отображение 
Л (-D):ExpQ (Qn) {to}ExpQ(C£) 

непрерывно. 
Обозначим через W (Q') алгебру п/д операторов A (D) 

•с символами А (ОбС(Q-), где Q'={£: — i&i} и областью опре­
деления Ехра(С"). Из сказанного вытекает 

Т е о р е м а 6.2. Имеет место алгебраический изоморфизм 

§ 7. Операторный метод 

1. П/д уравнения в полном пространстве С". Изучается 
уравнение 

A(D)ti(z)=h(z), гбС", (7.1) 
где A(D)—-п/д оператор с символом Л (С). 

Т е о р е м а 7Л. Пусть в некоторой области Рунге QczCj 
функции A (С) и Л - 1 (2) аналитичны. Тогда для любой функции 
,А(г)еЕхрй(Сг) существует единственное решение уравнения (7.1) 
и (2)GExpQ (С") и это решение определяется формулой 

а&) = ?[щЫ.*)- (7-2) 
Аналогично формулируется и двойственный результат. 
Т е о р е м а 7.2 В условиях предыдущей теоремы для любого 

•функционала h (2)6Expa- (С*) существует единственное решение 
и (2)6Expn- (С") уравнения (7.1)' и это решение определяется 
формулой (7.2). 

Доказательство обеих теорем очевидно, ибо в пространствах 
Ехра(С") и Ехрй-(С") оператор I/A(D) является обратным 

.оператором к оператору A (D). 
Пример 1. Рассмотрим комплексное уравнение Гельмгольца 

Аи(2) + ш2й(2)-==ОД, zeC". (7.3) 
где А—-оператор Лапласа по 21, . . . , z,„ cogC1—- параметр. Сим­
вол оператора А-)-со2/ есть, очевидно, целая функция Л(5) = 
==£2 + <±>2, а функция Л_ 1(0 аналогична в области Q0 = C,J\ 
\{£:£- + сй2--=0}. Следовательно, для любой функции А (2)6 
бБхрй(С") или А(2)бЕхрд (С"), где QdQ0 — область Рунге, 
уравнение (7.3) имеет единственное решение ii(2) = 
= [I /(А + со2/)] h (2) из того же пространства. 

2. Задача Коши (экспоненциальная теория). В простран­
стве С"+1 переменных t^C1, 26С" рассматривается задача Коши 
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(/n>1—целое число) 
т-\ 

U.W + 2 Л4 (*, D) «W =-. h (t, z), (7.4) 
ft.--.) 

и<Я(0,2) = Фу(2-), / - = 0 , 1 , , , . , f f l - l , (7.5) 

где Ak (t, D) — п/д операторы, символы которых Лй(^£)суть 
аналитические функции по teC1 и СсйсС?. 

Обозначим через 0{С\\ Ехрй(С")) пространство функций 
и (t, z), аналитических по tQC1 и принадлежащих пространству 
Ехрп (с") по zgC" при каждом фиксированном tgC1. 

Т е о р е м а 7.3. Для любых функций h{i, 2)6(?(Cj; Expa(C")} 
и Ф; (z)6Expn (с™) существует единственное решение задачи (7.4), 
(7.5) u(t,z)&C{c); Ехрй(а]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу принципа Дюамеля можно 
считать h(t, -г)н=0. Положим теперь формально £)•*-+£ и обозначим 
через iij (t, £) решение задачи Коши для обыкновенного диф­
ференциального уравнения 

яг—1 

«<*• (г, Б ) + 2 А" (-' 9 иТ •('• -)=°- • 
ft=0 

uf (0, £) = 6yft(;, к-0, 1, . . . , т-1), 

где 6_.ft— символ Кронекера, £ —комплексный параметр. Поскольку 
Ak{t, £) зависят от S6..2 аналитически, то и решения иД^, S) 
зависят от С6Ф аналитически (см., например. Камке [17]). Сопо­
ставим каждому такому решению йД?, £) п/д оператор Uj(t,D), 
который в соответствии с результатами § 4 действует в прост­
ранстве ExpQ(C") непрерывно при каждом 2-бС1. Очевидно, фор­
мула 

т - 1 

и(г,2)==2м*.д)фдг) (7-6) 
' 11=0 

определяет искомое решение. 
Для доказательства единственности решения задачи (7.4), 

(7.5) достаточно заметить, что данные Коши позволяют одно­
значно определить значения всех производных u(h)(0, г), /г=0, 
1 , . . . 

Теорема доказана. 
П р и м е р 2 Решение задачи Коши 

•uf - aD*u = 0, и (0, z) = Ф (г)бЕхр (Ci), 
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записывается в виде u(t, 2) —ехра£>2°ф(,г) или, что то же (см. 
пример 3 § 6) в интегральной форме 

— Vat <x> 

Пример 3. Рассматривается задача Коши для комплексного 
аналога уравнения Шрёдингера релятивистски свободной частицы 
(см. Бьёркен, Дрелл [3]) 

ш ' = ] / / - А и , к(0,2) = Ф(2;). (7.7) 
Символ А (£) --=1/1 — Q2 является неоднозначной функцией. Для 
выделения однозначной ветви рассмотрим на комплексной плос­
кости sgC1 функцию A (s) = Y'\— s2 и выделим какую-либо ее 
однозначную ветвь, сделав разрез плоскости s вдоль гладкого 
контура Г, соединяющего точки ветвления s = ± 1 этой функции. 
Тем самым для всех SgC" выделяется однозначная ветвь функции 
1/1 — £2 с областью определения Q0={£:£-•-№}. Применяя теоре­
му 7.3, получаем, что для любой функции Ф (г)бЕхрп (С"), где 
Q с Q0 —область Рунге, существует единственное решение зада­
чи (7.7) 

u{t, г)=ехр*.1/7 — Л-Ф(,-.). 
Аналогично устанавливается двойственная 
Т е о р е м а 7.4. Для любых h{t, z)£0(Cl; Ехр'п_ (С*)), Фй(2)е 

6'Exp'a-(C") существует единственное решение a{t, z)&0(C); 
Ехр'а_(Сг)) задачи (7.4), (7.5), которое определяется форму­
лой (7.6). 

§ 8. Случай произвольной области Q 

Если QсCi» —произвольное открытое множество, то оператор 
A (D), как мы видели в § 5, является, вообще говоря, многознач­
ным. 

В этом случае вместо п/д уравнений будем рассматривать п/д 
включения. Например, пусть требуется найти решение и (2)6 
бЕхр£1(Сг) включения 

A(D)tt(z)dh(z), (8.1} 
где h (2)6ExpB(C") — заданная функция. 

В этом случае включение ы(г)б [7/A(D)Jh(2) определяет ре­
шение включения (8.1), при этом, поскольку оператор I/A(D) 
также может быть неоднозначным, решений может быть не-
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сколько. Практическое нахождение решений в этом случае ни­
чем не отличается от случая п/д уравнений. ; 

Действительно, пусть 

Мг) = 2^~Фл(г) 
х 

— некоторое представление функции k(2.)6ExpQ(C"}. Тогда функция 

а ( 2 ) = 2 ^ « ( {sum}M^-->X(«)}. 
{lambda} \|а|=0 У 

где Ьа(X) = даА~1 (А)/а! является, очевидно, решением включе­
ния (8.1). 

Таким образом, каждому представлению правой части h(z) 
соответствует решение включения (8.1), имеющее представле­
ние по тому же самому набору точек X&Q. Эта ситуация, оче­
видно, возникает и в том случае, когда оператор A (D) однозна­
чен, но обратный оператор I/A(D) неоднозначен. 

П р и м е р 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение с 
ПОСТОЯННЫМИ коэффициентами 

A (D) и (2:) = h (2), zeC". (8.3) 
Положим £.-={£: A (£)-?--0}- Это, как правило, не есть область 
Рунге. Следовательно, все функции u(z)£[I/A(D)]h(z), fi(z)& 
6ExpQ(C"), являются решениями уравнения (8.3). 

Пример 2. П/д включение [Dl(D-\-I)] u(z)BexpXz, z&C\ 
%=£Q, 1, имеет, no крайней мере, два решения (ср. с контр­
примером в § 5) 

tt(Z)=2±Le\*=t 
{lambda}-. 

2. е V 

В заключение отметим, что не представляет затруднений сфорт 
мулировать аналогичные результаты по задаче Коши ДЛЯ вклю­
чений 

т—\ 
a^)-\-^Ak(t,D)u^dh(t,z), 

*" .0 

и<й>(0, 2) = Фй(г), k = 0, 1, ...,т — 1. 

Пример 3. Рассмотрим задачу Коши 

а'--[//£>] аэО, 

и(0,г)----еЯг(^т-=0), 
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где \I/D] — п/д оператор в пространстве Ехрй(С*); 2=С'\{0}. 
Задача имеет, по крайней мере, два решения 

a(t, z)=exp(tlX-{-Xz) 
.и 

. u{Uz)-^ыv(t|% + 'kz)-2d'ш2i~~kГ, 

/2=1 ft=0 

«соответствующие действиям п/д оператора I ID на expkz по фср-
.мулам [7/£)]ехр^2-=Я"1ехр?1,-: и \I/D] expkz = X'1(expKz— l). 

Глава 2 
КОМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД ФУРЬЕ 

§ 1. Преобразование Фурье аналитических функций 

Пусть GcC"—-область Рунге и и(z) — произвольная аналити­
ческая функция в О. Пусть, как и ранее, £ — (£- £,.) — 
двойственные переменные, д=-(д/д^, ..., <?/<?£„)-— символ диффе­
ренцирования в пространстве Cj. 

В соответствии с § 4 «(г) отвечает п/д оператор 
»(-<?):Expo(<$--> Ехро(С^), 

где ExpG(C") — пространство экспоненциальных функций v(Q, 
.ассоциированное с областью GcC"; Ехро(С£) —сопряженное 
-пространство. 

Определение 1.1. Преобразованием Фурье [Fa] (£) = и(£) 
•функции u(z)£0(G) называется экспоненциальный функционал 

«(£)--=«(---<?) б (£). 
Значение и (£,) на основной функции v (£)бЕхр0 (Cj) опреде­

ляется формулой 
<«(£). "•(£) > — < б (£). и (5) «(£)>----» (д) в (0). 

Теорема 1.1. Отображение 
E:<?(G){to}ExP o(q) (*) 

взаимно однозначно, причем обратное отображение определяется 
•формулой 

и(г)= < «(C)» expzS). z&G. (1.1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Установим прежде всего формулу 

•обращения (1.1). Действительно, если и=и(—<3)б(^) - преоб-
3 3 2 
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разование Фурье некоторой функции u(z)&0(G), то для любой' 
функции ехрг£, где 2GG, имеем 

<«(£), ехрг£>=-<б(£), H(d)expz£>-«(z). 
что и требовалось. Заметим далее, что каждый экспоненциаль­
ный функционал является преобразованием Фурье одной и: 
только одной аналитической в G функции, что есть в точности 
утверждение теоремы 6.1 гл. 1 о представлении произвольного*' 
функционала h(E;)eExpG

/(C«) в виде h (Z,) = А (—д) д (Q, где 
A(z)£C?(G). Таким образом, отображение (*) взаимно одно­
значно, что и требовалось. 

Преобразование Фурье аналитических функций как экспо­
ненциальный функционал удовлетворяет свойствам, аналогич­
ным свойствам классического операционного исчисления. Отме­
тим среди них два свойства, при которых происходит изменение-
области, с которой ассоциируется пространство образов Фурье.,' 

Теорема подобия. Пусть u(z)£0(Q), a-=(a1 a„)-. 
Тогда 

[Fti(az)\ (£)-=• аГ1. • •a«I«(Ci/ai. • • •. Uап)&Ехр'а-ю (С£), 
где a-lG={z:az&Q}. 

Теорема смещения. Пусть u(z)^0(Q), а=(аъ ..., art)..; 
Тогда [Ew(2--a)l(S)-exp(-^)«(S)eExp0+a(C?), где G + a—• 
= {z:z — aeO} 

Пример 1. Пусть и(2) = expa22sexp(ai2^-[-... +.2,-22), 
где а.\ а„ — комплексные числа. Учитывая формулу (6.1) гл. I-..-
имеем 

[F (ехр аг-)] (?) = (2Уя)-" (а-...а„Г1/2ехр (-- £2/4а). 
Таким образом, преобразование Фурье целой функции ехр azz 

есть регулярный экспоненциальный функционал, определяемый, 
ядром ехр( — £2/4а) и системой контуров (—Уа}<х>, "]/a;co). 

Пример 2. Пусть и(2) = 2_т, где zgC1, т — натуральное 
число. В соответствии с примером 2, § 4, гл. I имеем : 

где n ( Q - натуральная первообразная дельта-функции. 

§ 2. Преобразование Фурье экспоненциальных функций 
Установим прежде всего связь с классическим преобразова­

нием Бореля. Пусть и (2):С" {to} С 1 - функция экспоненциального 
типа r = (ri, . . . , /"„). В соответствии ^определением 1.1. функция 
й(2) имеет преобразование Фурье «(<!;), являющееся экспонен­
циальным функционалом, определенным над пространством, 
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Exp (С") всех функций экспоненциального типа. Покажем, что 
в данном случае и (Q может быть продолжено до аналитического 
функционала, ядром которого является преобразование Боре-
ля Ви{§. 

, Действительно, пусть Ф (06.-? (UR), где UR — произвольный 
полицилиндр радиуса R>r, т. е. Rj>r}, Kj<n. Учитывая 
«формулу Коши, имеем 

00 

< U(Q, Ф(о > — 2 — ^ « ( 0 ) < ? а с р ( о ) = 
|и|=0 

СО 

= д а ! 2~^^^d^^!r\ms)4s)ds, (2.1) 
v ' Г |{alpha}|=0 * V ' Г 

тде Г— остов любого полицилиндра U-, r < r < R . Последнее 
•соотношение показывает, что &(£) есть непрерывный функционал 
над 0(UR) С топологией равномерной сходимости на компактах. 
При этом формула (2.1) определяет регулярный аналитический 
функционал в полицилиндре U R и, тем более, во всем простран­
стве С£. Ядром этого регулярного функционала является преобра­
зование Бореля Ви (0. Отметим при этом, что по формуле обращения 

и (z) = < и (£), ехр zl > = -——- JJ Ви (£) ехр z W , 
г 

что совпадает с классической формулой Бореля. 
Обратно, поскольку любой функционал h (QfiC' (Cj) опреде-

ляется компактной мерой (см., например, Хермандер [39], 
В. В. Напалков [25] и др.), то функция и.(z)= < /г(£), ехр-гС > , 
_гбСге, есть функция экспоненциального типа. Остается заметить, 
что и (?) — h (£), причем соответствие между А (5) и и(£) взаимно 
•однозначно. Таким образом, в итоге получаем (известное) 

У т в е р ж д е н и е 2 .1 . Имеет место алгебраический изо­
морфизм 

F:Exp(c;H?'(C£), 
причем обратное отображение определяется классической форму­
лой обращения Бореля. 

Обратимся теперь к общему случаю. Пусть и (.г)бЕхра (С£) — 
произвольная функция. Тогда 

*(£)-= 2 "*(--)• 
{lambda} 

где в. соответствии с формулой (2.1) Ux(Z) суть регулярные ана­
литические функционалы в полицилиндрах i/щх) и, как следст-. 
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вие, в области £2. Таким образом, 
E:Expfl(C*){to}<?'(Q). (2.2) 

Обратно, пусть А(Е)60**(Й). Тогда, как уже отмечалось, 
существует компакт KaQ и счетно-аддитивная мера n(dt,),со­
средоточенная на К, что 

< А (О, Ф (£) > = j Ф (£) И № Ф (Q6C (/<). (2.3) 

Поскольку /С компактно, то существует, очевидно, конечное 
семейство борелевских множеств Kt (i -= 1 , . . . , п) таких, что: 
1) Kir\Kj = 0 (i*£j); 2) U Kt=>K\ 3) любое множество К, 

> г = 1 
содержится целиком хотя бы в одном полицилиндре «аналитично­
сти» UR^)- Обозначим через щ (dQ сужение меры ц (d£) на мно­
жество Ki. Тогда в силу свойств 1), 2) |J-(dQ=-(J,1(dQ + . . . 
. . .+[~/ / (d0 и, следовательно, 

N N 

и (z) = 2 J е^М-Ф--3!! «-(*•)• 
i = l KL I—I 

В силу свойства 3) каждая функция щ (г)бЕхрд^ (С£) и, значит, 
и (2)6 Ехр-з (С*); при этом й(£) = к(£). Следовательно, отображе­
ние (2.2) взаимно однозначно. Тем самым, установлена 

Т е о р е м а 2.2. Если Q—-область Рунге, то отображение 
E:Expa(C2)-><?'(£!) 

взаимно однозначно, причем обратное отображение F -1 , опреде­
ляемое формулой обращения, есть преобразование Фурье—Бореля 
аналитического функционала. 

З а м е ч а н и е . Теорему 2.2 естественно назвать комплексной 
теоремой Пэли —Винера, ибо каждый аналитический функционал 
определяется компактной мерой. Таким образом, преобразование 
Фурье целой функции u(z) определяется компактной мерой, 
содержащейся в некоторой области Рунге й с С £ , тогда и только 
тогда, когда и. (z)6 ExpQ (C*). 

§ 3. Свойство комплексной унитарности 

Пусть u,{z)£0{Q) и Ф(£)еЕхро(С£). Тогда и (Q 6 Ехра (С£), а 
Ф (-г)б-?' (G). Имеет место 

Т е о р е м а 3.1. Для любых функций и(г)£б(О) и Ф(£)6 
•б Expo (С?) справедлива формула 

<«(£), Ф(Е)> - <«(«). Ф(г)>- (ЗЛ) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, т. к. Ф(?)6Expo(С£), то 

Ф(9=-2^Фя(0-
{lambda} 

где ФЛ (Qe ЕхрД(я) (С*), a X6G пробегают конечный набор значе­
ний. Тогда 

<«(£). Ф(0 ) = <и(-д) б (О, Ф(0> = 
- 2 < 6(5), и(д)еЩх{1) > — 2 < б(О-

{lambda} {lambda} 
со со 

2 -^(<?-я/)«ИФя(ш > =-2 2 „'^«(^мо)-
| « | -0 {lambda} | a | - 0 

С другой стороны, 
def _ •-£--

< и (2), Ф(г) > = < Ф(г), *ф) > = 2 < e~^Vt,(~D)8(z), u{z)) -= 
{lambda} 

= 2<б(~-)> Ф{lambda}P)^Dи(г)>=2<S(4 ^(D)u(z-hX)} = 
{lambda} {lambda} 

{lambda} | а | = 0 ' 

Сравнивая полученные выражения, приходим к формуле (3.1). 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Формула (3.1) обобщает, очевидно, одну из форм 
равенства Парсеваля. Ясно, что этой формуле можно придать 
также следующий эквивалентный вид: для любых функционалов 
/ (Q6-2" (Й) и h (г)бЕхрд (С2

Л) имеет место равенство 
{ f ®ЛР-Ч&)) - {[F-'f]{z), h{z)\), 

где [F^h] ( Q = { h (z), ехр £z > —преобразование Фурье-Бореля 
(Фурье - Лапласа). 

В итоге, как уже отмечалось во введении, пространства экспо­
ненциальных функций и экспоненциальных функционалов, а также 
пространства аналитических функций и аналитических функциона­
лов связаны диаграммой 

Expn(C/){to}tf'(a) 

Expt(C/)£<?(--.). 
где (*) означает операцию перехода к сопряженному пространству. 
При этом элементы Ф (г)еЕхрй (С/), Ф(£)еС"(2). K(06<?(Q) и и (2)6 
6Ёхрд(С/) связаны формулой унитарности (3.1). 
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§ 4. Приложения к п/д уравнениям 

Прежде, чем описать комплексный метод Фурье, отметим,-
что непосредственно из определения п/д оператора и свойства 
унитарности преобразования Фурье вытекает важное для при­
ложений дополнительное свойство преобразования Фурье. 

Утверждение 4Л. Если и(г)бЕхра(Cz
n) и A(D)~п/д. 

оператор с аналитическим в Q СИМВОЛОМ, ТО 

F [A (D) а (г)] ( О - А (0 я (9. 
Обратно, если аналитический функционал h(t) имеет вид h(£)=-
= .A (0 •»(£), где A (Об1-? (Й), а и(£) есть преобразование Фурье 
функции и (г)бЕхра (Сг"), то 

\F-xh](z) = A(P)u,(z). 
Это утверждение дает возможность решить задачи для п/д 

уравнений, рассмотренные в гл. II, методом Фурье и получить 
вновь результаты этой главы. 

Приведем, например, аналоги теорем 7.1 и 7.2. 
Теорема 4.1. Пусть в области Рунге О, функция А (£) ана­

логична, причем А (£) Ф 0. Тогда для любой функции h (2)6 
6ExpQ(Cz") существует единственное решение и (г)бЕхря (С-™)-
уравнения 

A (D) и (z) — h (г), геС", (4.1> 
при этом и (г) определяется формулой и (г) = < Ъ (£), А-1 (£) ег- > , 
где h(t,)~преобразование Фурье функции h(z). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим к уравнению (4.1) преобразо­
вание Фурье. Тогда ввиду изоморфизма 

F:Exp0<Ca»)-*tf'(Q) 
в пространстве С (Q) получим эквивалентное уравнение A (£) и (£) = 
=--h(Q, откуда и(£)==А~1(£)Л(0- По формуле обращения #(2.) = 
= < А-1 (0 h (£), exp zl) == { h (0, A-1 (0 е2- > есть решение 
уравнения (4.1). Это и требовалось. 

Аналогично формулируется двойственный результат. 
Теорема 4.2. Пусть A(£)e.-?(Q). A(£)^=0, № Тогда для 

любой правой части h (z)6Exp^_ (C2
n) существует единственное 

решение уравнения (4.1), которое определяется формулой 
и (z) =- F [А-1 (- 0 < h (z), е*с > ] (г) (4.2) 

(напомним, что &- = {t,QCn: - £бй}). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся изоморфизмом 

E:C4Q-){to}Expfl_(C-») 
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(по сравнению с общей теорией переменные z и £ поменялись 
ролями). Тогда в соответствии с формулой обращения от уравне­
ния (4.1) перейдем к эквивалентному уравнению для функций 
из О {От) 

А 

где и (Q = (a (z), ехр zt,). Отсюда немедленно получаем, что 
искомое решение имеет вид (4.2). Это и требовалось. 

Очевидно, методом Фурье можно решить и задачу Коши, 
рассмотренную в § 7 гл. 2. Переформулировка соответствующих 
результатов не представляет затруднений. Результаты будут 
те же, что и в § 7 гл. 2. 

Таким образом, можно, в заключение, отметить, что опера­
торный метод (§ 7, гл. 2) и метод Фурье в рамках экспоненци­
альной теории эквивалентны. 

Глав а 3 
П/Д ОПЕРАТОРЫ 

С ПЕРЕМЕННЫМИ АНАЛИТИЧЕСКИМИ СИМВОЛАМИ 

§ 1. Определение п/д оператора 
с переменным символом 

Пусть А (-г, 0 — аналитическая функция переменных гбС" и 
t&X где Йс С£— область Рунге. Имеем 

оо 

A(z, £)---• 2*а-4«<£), О--) 
|а|=0 

-где Aa(QeO(Q). 
В соответствии с этим разложением положим 

def ----, 
A (z, D) u(z)=2i zaAa ( D ) u (*)• 

|a|-=0 
•где Aa(D) —-п/д операторы с символами A«(Q. 

Допустим, что функция А (г, £) является по г целой функцией 
минимального типа. Точнее, пусть для любого е > 0 и любого 
компакта KcQ существует число М > 0 (зависящее, вообще 
говоря, от е и К) такое, что для всех zdC11 и £вАГ 

\А(г, Q |<Mexpe |2 | . (1.2) 
Утверждение 1. Если выполнено условие (1.2), то отобра­

жение 
.A(zl.D):Expa(C.?)-yExpn(Cj) 

определено и непрерывно. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о - Действительно, ввиду равномерной 
сходимости ряда (1.1) на любом компакте K.C.Q, для любого 
2.GO из формулы (5.4) (§ 5, гл. 1), дающей интегральное пред­
ставление п/д оператора, имеем 

A(z,D)u{z)^7±-^iebz J А{гЛ + 1)ВЫ1)е~гЩ. 

ИЗ условия (Г 2) теперь непосредственно следует, что 
..A(D)tt(z)eExp0(c;). 

Далее, если Ф (̂.г)-*-Ф).,(.г) (v{to}oo) в Ехрг (С"), то B%V(Q-+ 
->ВФ-.(?) равномерно при | ^ | > r i > r (/ = 1, . . . , n ) и, в част­
ности, на контуре ГеЛ. Отсюда следует, ЧТО А (г, D) u%v{z)-^-
{to} A (z, D) их (г) в Ехра (С") и, следовательно, A (z, D) av (z) -> 
-> Л (г, D)u(z) в Ехра(Сг), если только uv(z)-+u(z) 
в Ехра(С"). ЭТО и требуется. 

Пример. Пусть 

т 

|а|-=0 
где @а (z) — полиномы. Тогда символу A (z, £) соответствует 
л/д оператор A (z, D) с полиномиальными коэффициентами. 

§ 2. Необходимые пространства 
В следующем параграфе будет рассмотрена задача Коши 

..для систем п/д уравнений с переменными символами. Введем 
для ее изучения необходимые пространства. 

Пусть u(z) -=(«1(2),..., w.v(z))—вектор-функция, где 
щ (г) : О-э-С1 — целые функции. Пусть, далее, т= (mh ... 
.. ., mN) —целочисленный вектор, причем /п^О (/=1, . • • , N); 
г^О— некоторое число. 

Определение 2.1. Положим 
E^mir{C")-iu(z):\\Uj(z)\\m.,r^suV\ttj(z)\(\ + \z\)~mJX 

\ гбс" 
Xcxp(—г|г])<со, ; — 1, • ..,N}. 

Нетрудно видеть, что Ёхрт,г (С")-банахово пространство 
•с нормой 

||«(2,)||m,r — | lMz)IU-r+ • •. +||-»лг(г)||тлг.г-
Далее, скажем, что к (.г)бЁхрт,г (go; С?). где £о6Ся. если 

л {z) ехр (-S-z)eExpm,r (C*). 
Введенные пространства будут пространствами начальных 

данных задачи Коши. 
139 



Рассмотрим теперь пространства переменных а-бС1, -гбС", 
в которых будет найдено решение задачи Коши. 

Пусть 0 > 0 и б>0—-некоторые числа. Обозначим через 
0(6; Expm^+ov-ibiiZa; С") банахово пространство функций a{t, z), 
аналитических по t при | t — t 0 | < 8 , причем u(t, -)6 
$Expm,r+c\t-tt\ (Sol С"). Норму в этом пространстве определим 
равенством 

\\u(t> г)\\6;т,г,а=У. шах \\tij{t, z)exp(—t,0z)\\mi,r+u\t-tu\ 

(мы не отмечаем зависимость нормы от £0 и t0). 
Отдельно выделим случай 0 = 0, т .е . тот случай, при кото­

ром при любом t, \t — t0\<8, функция a(t, z) как функция z 
принадлежит тому же пространству Ехрт , г (£о; С"), что и в момент 
«времени» t — t-. Будем обозначать это пространство через 
С? (б; Exp"m,r(£0;C")). 

§ 3. Задача Коши для п/д уравнений 
с переменными символами 

Рассмотрим задачу Коши для системы уравнений 
ti'—A(z,t,D)tt=^h(t,z) (tt'ssdu/dt), (3.1) 

я (to.'г)-Ф (г). zeC*, (3.2) 
где а •= (иь..,, идт), h = (А1,..., hN) — вектор-функции переменных 
teC1 и zeC"; Ф(г) = (Ф1(2),...,Ф^(2)), A ( s , t , D ) = 
= (Ai} (2, t, D))NXN—матрица п/д операторов с символами 
Atj(z,t,Q, аналитическими в С? X ^i где V—область в прост­
ранстве переменных t, £,. 

Обозначим через Qt сечение области V плоскостью t == const, 
т. е. Qt = Vf]{t = const}. 

Допустим, далее, что при каждом t=cons t функции 
Atj(z,t, Q являются no z функциями минимального типа и удовлет­
воряют неравенству (1.2). Тогда в соответствии с Утверждением 1 из 
§ 1 операторы Atj(z, t, D) определены в пространствах ЕхрП; (С") 
и мы имеем возможность ставить вопрос о разрешимости задачи 
(3.1), (3.2) в классах экспоненциальных функций. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Скажем, что задача Коши (3.1), (3.2) 
локально корректна в классах экспоненциальных функций 

(С"), если для любой точки (t0, Z^QV найдутся числа 
JR > 0 и о > 0 такие, что, каково бы ни было г < R, для любых 
ф (г)еЩт,г (So; d и h (t, z)eC (£-=-; Щп+г,г+в11_ы (£0; С?)) 
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существует единственное решение 
«(*. z)e<? ( — - ; ^«.r+ai/-r.i(So; -S)) 

этой задачи. (Здесь те + 1=-(/»1 + 1,. . . , m.v + 1).) 
Теорема З.Г Задача Коши (3.1), (3.2) локально корректна 

в классах экспоненциальных функций Expm,r+a\t\ (С") тогда и 
только тогда, когда символы AtJ (z, t, Q суть полиномы по z, 
причем степени гпц этих полиномов удовлетворяют неравенствам 

m4<mi — m:j-\-\ (i, / - = 1 , . . . , N) (3.3) 
(если Aij(zf t, £) = 0, то по определению т^= — оо). При этом 

||й(*, z)|U_,. < 
11 N >• \m,rto 

<M(\\<f(z)e-Lb>\\m,r + \\k{t,z)\\^im+i\, (3.4) 

где Л1>0 —постоянная, не зависящая от r<CR. 
Доказательство . Достаточность. Прежде всего укажем 

числа RyO и а > 0 , определяющие класс решений. Именно, в ка­
честве R и а можно взять любые числа такие, что замкнутый 
полицилиндр 

U^/ДСо.-^-{Uy-^Kj? ( ! < / < « ) , \t-tQ\<R/a} 
находится строго внутри исходной области V. 

Ясно, что при любом r<R области {| £i — So;|{le}r+'a j t —-t0|, 
\t — t0\<(R — r)/a}czCJ^,R/a(Zo, to). Кроме того, заметим, что коль 
скоро некоторые числа R и а выбраны, то для всех больших 
значений а указанные области также будут находиться в перво­
начальном полицилиндре Ujt,Rie{Zo' to) (это существенно для даль­
нейших оценок). 

В последующем, не ограничивая общности, можно считать 
£о=0> г.0 = 0(замена u+->tiexp(— l^z), tW — t0). Тогда задача (3.1), 
(3.2) эквивалентна интегро-дифференциальному уравнению 

t \ 
«ft, z)=<\A(Z,X, £>)Й(Т, 2 ) d T + 9 ( 2 ) + U ( T , Z)dT. 

о° о 
Покажем, что оператор 

t, 
Ви (t, z) э [ A (z, х, D) и (т, z) dx 

о 
действует в пространстве &[——; Е-фт,-+а|<| (CJ.')J и является 
•сжимающим, если о > 0 выбрать достаточно большим. 

Лемма 3.1. Если tt(z)6Expm,r (с")> т° при |a |>/? i , (у — 
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= \ , . . . , N ) справедлива оценка 
||^^(<г)|[ОТу,г-<Ж(г + |«|)т/(сХ1...ай)1^я|-т/|!иЛ2:)||да.,г, (3.5> 
где M>О—-постоянная (не зависящая от г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы Коши для любой точки 
2бС" имеем 

i - % <*> I < wr(1+' У' *'r/ еГ(|д|+И) ii ^ & и »/•-• 
где вектор a = (a-,..., a„), ai > 0,. . . , an > 0, произволен. Полагая 
a —a/r (в случае r = 0 оценка (3.5) очевидна) и используя фор­
мулу Стирлинга, получаем, что 
Daaj (г) | < М (г + | а | + г | г |)'"/ («1 . . .с^ 'У " |г , в |- ' я /1 | й; (г)|Ц.г,. 

откуда, очевидно, 
|Datt(z)|<M(r + |a |p(«i---««) , / 2X 

x( l + |2 |r/e
r |Va |-m/ | |%(^)IUy.-' 

что и дает оценку (3.5). Лемма доказана. 
Продолжим доказательство теоремы. Пусть и(т, .)g. 

eExpm,r+--|T|(C"). Тогда по лемме ЗЛ при |т | <:(/?—r)ja и для 
всех а, таких, что• |а|>/rei (\<j<N) справедливо неравенство 

\\Daaj{x, 2)|U / ,-+a |T |<M(r + a|T| + |a|)m/(a1 . . .a„) , / 2X 
Х(г+а|т | ) 1 а | - т / | |иДт, 2)| |m/ , r+cr l t |<M(/? + |a | ) m /X 

X(«i.. .а/г)1/2^|"|-т/||Иу(т, z)\\ mj,r+a\x\, 
ибо г - | -а | т |< /? . 

Ясно также, что при | а | < nij 
\\DaUj(x, 2 ) i | m / 1 - + ( - | t |< :M| |^ ( - : , 2 ) | | m / , - + 0 | t | , 

где M — M(F(, от) —постоянная. 
Далее, по условию функции Л^(г, t, £) имеют вид 

Ait(z,i,Q~ 2 ^A^j(t,Q, (3.6> 

где Л?; (г;, £) аиалитичны в области V и, в частности, при | i | < 
<Rjo и | ^ | < R (1<у'</г). Учитывая это, из последних оценок 
получаем, что для всех z&Cn 

| Ab(x, D)uj(x, z) |<М||uj(x, z)|| m/,-+(r|T| (1 + | zj peC+°N)l"l 
где M > 0 — постоянная, не зависящая от г < ^ и a > 0. 
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Теперь из представления (3.6) видим, что при | t\<(JR —-r)/a 
и всех гбС" 

\Aij(z,t,D)Uj(t,z)\< 

<M\\uj(x,z)\\nj,r+clxV{l+\z\ru+mi-e(r+^w, 
где М > 0— постоянная. Отсюда 

j Ahj(z, т, D)Uj{x, z)dx <М max || и,(т, s)| |m. l /.+0 |-
\x\<\t\ ' 

•(1 + | 2 | р / + т / | е х р а ( 1 + | 2 | ) | т | й | т | . е х р г | 2 | < 
и 

< ^ max || щ (х, 20IU „+„„ (1 + | z i f - ' ^ ' - ' exp (г + а 11 |) \ г | < 
< ~ max || tij (-, 2)||m а+пп (1 +1 z \)m* exp (r + a | t |) | 2 |, 

а |T|<UI ' 
ибо по условию ml;j<Cmi — m1'\-l. 

Отсюда немедленно получаем неравенство 
t 

J Аг /(г, т, D)Uj{%, z)dx <.Ma-1max||«j,(T, г)Цт Г+СГ|Т|. 
0 mt,r+o]t\ \t\<\t\ 
Таким образом, для Bu(t, z) = ((Bu)i (Bu)N) имеем оценку 

N 

< ||(5a)i||m r+«,1(| < {sum} I Mi {z, т. L>) % (т. .г) dT 

y=l 0 m.,r+a|<| 

< ^ У ПЮХ||йу(Т,2)||т.,г+с|-(|. i = l -V-
и, значит, оценку [в норме пространства (? f——•; Expm,r+a|<|(C")jl 

| .fi«(t,Z)| |j?-r < ^ | | « ( i , Z ) | | ^ _ r 11 v '"-—;m,r,a О " X "-—\m,r,a а a 
Поскольку постоянная УИ>0 не зависит от и > 0 , то взяв a 

достаточно большим, получаем, что оператор Ви. является сжи­
мающим в пространстве О (——•; Expm,-+l-|i;|(C") 1. 

Для завершения доказательства остается заметить, что для 
любой функции h(t, z)£0 (-—-; Expm+i,r+o|/i (С")) ee первообраз­

ная ПО t Принадлежит Пространству О [—— 5 Expm,r+ffl*|(C*)j. 

Ясно также, что Ф (z)Q0 ( — - ; Expm,,+,-ui (<-£))• В итоге полу-
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чаем, что оператор 
t 

'«(и)-^.Аи + Ф(г) + | .4(т , z)dx 
о 

действует в пространстве О (——; ЕхрШ|,.+0.|.| (С")) и является 
сжимающим. Следовательно, он имеет единственную неподвижную 
точку u(t, z)&Oi~^; ЕхрОТ(Г+.т|.'|(С"))| которая и является реше­
нием исходной задачи (3.1), (3.2). Оценка (3.4) очевидна. Тем 
самым, существование решения доказано. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Положим h(t, 2)=.0, ф(г:) = (0, .... 1 , . . . 
. . . , 0 ) , т. е. фу(;г)-=1, ф- (г)—=0 при i=f=i> где / — некоторый 
фиксированный номер. Тогда для соответствующего решения 
задачи (3.1), (3.2) u{t, г)е0{Що\ Щащ (CJ)) при t = 0 будем 
иметь 

И. (0 ,2) -A„-(г , 0 , 0 ) ^ 0 , гбС". (3.7) 

Поскольку по условию \Ui(t, z)\<M(l + | 21)"1'exp-з-1 i s | при 
| t | <./•?/<т, гбС", то из формулы Коши следует, что )щ(0, 2.)|< 
<M(\-ir{z\)mi+l, где Л! > 0 —постоянная (зависящая, вообще 

говоря, от R и а). Таким образом из (3.7) вытекает, что целая 
•функция Aij (г, 0, 0) удовлетворяет неравенству 

\Ai}(z, 0, 0 ) | < M ( 1 - f - | 2 J p + I 

и, следовательно, является полиномом степени не выше m.+ l. 
Так как случай задачи Коши в окрестности точки (go, U)^V 

сводится, как уже отмечалось, к рассмотренному заменой и**-
ч-5-иехр(—£0, z), t+*-t—t0, то функции A{j(z, t, £) суть полиномы 
по г степени не выше m,+ l с аналитическими коэффициентами, 
зависящими от (£, t) бУ. Отсюда вытекает, что все производные 
(по £) дЫц(г, t, £) суть также полиномы степени не выше 

.ttti + 1. 
Положим теперь (вновь фиксируя индекс /) ф3- (.г) = гк, /г = 

- = 1 , . . . , п\ ф»(z) -----0, 1ф\. Тогда для соответствующего реше­
ния u(t, z) (зависимость решения от выбранных значений / и 
к не отмечаем) имеем для всех г б О 

щ(0, г)—А„(z, 0, 0 ) z k - ~ Atj(z, 0, 0)н==0. 

Отсюда в силу сказанного выше вытекает, что Adj(z, 0, Q)zh 
являются полиномами степени не выше т(+1, а, значит, сами 
••функции Aij (z, 0,0) (и, следовательно, Ai,-(z, t, £) для всех 
(̂ , g) вV) являются полиномами степени не выше mt, 

Повторяя эти рассуждения для начальных данных z'1 при 
| - у | = 2 , . . . , ть в итоге получаем, что степени полиномов 
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Atj(z, t, £) по 2 не выше mt—mj + 1. Это и требуется. Необходи­
мость, а вместе с ней и теорема полностью доказаны. 

З а м е ч а н и е 3.1. Как видно, при доказательстве необходи­
мости использовалась фактически разрешимость задачи Коши 
только при полиномиальных начальных данных (иначе Ф(2)6 
€Expmi-(C") при г = 0). Таким образом, корректность задачи 
Коши (3.1), (3.2) для полиномиальных начальных данных влечет 
необходимые ограничения на степени полиномов Aij(z,t, £) и, 
значит, корректность задачи Ксши для экспоненциальных клас­
сов данных Ехрт,-(Сг) при 0 < / - < / ? . 

Пример. Рассмотрим задачу Коши для одного уравнения 
порядка s>\ 

tiW — At.l{z,t,D)ui'-»—... — A0{z, t,D)a=h(t,z), (3.8) 
и(О,2)-=Ф0(г), . . . ,и^-1) (0,г) = Ф,_1(2), (3.9) 

где At(z,t, Q —функции, аналитические в C%XV и имеющие 
минимальный тип по z. 

Замена щ — и, u2 = ur
t . . . ,а , -=и( 1- 1) приводит к системе 

О 1 0 . . 
0 0 1 .. 

и' = \ 0 0 0 
4A0 Аг ДЯ 

В этом случае ограничения (3.3) дают неравенства 0</гег — тм-}-1 
(i = l s — 1); deg Ai</n — т г + 1 + 1 , откуда немедленно 
получаем, что d e g A . < s — i. 

Наоборот, если d e g A ; < s — i, то при переходе к системе 
достаточно положить mt — k-{-i — 1, где k — произвольное нату­
ральное число. Таким образом, для одного уравнения задача Коши 
корректна в классах экспоненциальных функций Ехрга, г (С") тогда 
и только тогда, когда характеристический полином уравнения (3.8) 
есть полином Ковалевской по переменной z. 

§ 4. Случай эволюции решения в классе 
начальных данных 

В § 3 установлено существование решения задачи Коши (3.1), 
(3.2) в пространствах Ехр,„, r+a\t\ (С"). Это, в частности, означает, 
что при эволюции решение u(t, z) при t^0 не принадлежит 
классу начальных данных Exp,-,, г (С"), а принадлежит более ши­
рокому пространству Ехрт , -+0|<| (Сг). 

В настоящем параграфе рассмотрен случай разрешимости 
задачи Коши в тех же пространствах Ехр,п,.. (С"), которым при­
надлежат начальные данные (случай а—О). 
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О п р е д е л е н и е 4Л. Скажем, что задача Кошта (3.1), (3.2) 
локально разрешима в классах экспоненциальных функций 
Ёхрт, - (С"). если для любых (to. So'GV найдутся числа / ? > 0 
и б > 0 , такие, что, каково бы ни было r<R, для любых функ­
ций Ф (2)6Ёхр"я. г (С") и h{t, z)eO (б; Expm+i.,(C»)) существует 
единственное решение и(t, 2)60(6; Expm,r(C*)) задачи (3.1), (3.2). 

Т е о р е м а 4.1, Задача Коши локально (корректно) разрешима 
в пространствах Ехрт, г (С«) тогда и только тогда, когда символы 
Aij(z, t, 0 суть полиномы по z, причем их степени ти удовлет­
воряют неравенствам 

miJ<ml — mJ (i,j = \ TV) (4.1) 
(как и ранее, если Al}(z, t, Q---0, то ти= — со). 

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 3.1 
и мы его опускаем. 

Пример . Рассмотрим задачу Коши (3.8), (3.9) для одного-
уравнения порядка s > l . Рассуждая, как и в примере из § 3, 
получаем, что для одного уравнения задача Коши локально кор­
ректна в классах начальных, данных Ехрт, - (C*) тогда и только 
тогда, когда d e g A ; < 0 (г--=0, 1 s — l), т. е. когда символы 
Ai(z, t, i) = At (t, Q не зависят от z. 

З а м е ч а н и е 4.\. Ясно, что, если какой-то мультиивдекс 
т = (ть ..., тн) удовлетворяет условиям (3.3) или (4.1), то этим же 
условиям удовлетворяет и любой индекс вида 1 = (mv\-k, ... 
..., m/vJ\-k), где к — целое число. Таким образом, если имеется 
корректность задачи для какого-либо одного мультииндекса 
т = (ту..., тм), то она имеется и для всех мультииндексов 

l& (ni)=">{l = {mx-rk, . . . .m.v + k), kQZ}, 
Если положить 

def _ 
ЕХрг(т), r-t-0|.|(C")— U EXP/, r+a\t\ (С£), 

то, например, теорему 3.1 можно переформулировать так: задача 
Коши (3,1), (3.2) корректна в классах ЕхрГ{/«),л+а|'| (С") тогда 
и только тогда, когда степени т,ц ПОЛИНОМОВ (по z) AtJ(z, t, 0 
удовлетворяют неравенствам miJ<mi — mJ-\-1 ( t , / = 1 , ...,N)> 

Аналогично формулируется критерий разрешимости задачи 
Коши в .классах Ехрг(тк-(С")-

З а м е ч а н и е 4.2. В условиях теорем 3.1 и 4.1 существова­
ние решения задачи Коши имеет место и в случае вещественно­
го t (или №[0, Г], где [О, Т] —-отрезок, соединяющий начало-
координат и точку ГбС1). Вопрос о необходимости условий тео­
ремы в этом случае остается открытым. 
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Замечание 4.3. В заключение отметим, что оператор 
сдвига u(t, г)-->и(т, z) задачи Коши (3.1), (3.2) обладает сле­
дующим полугрупповым свойством. Пусть t и т лежат на луче, 
исходящем из начала координат, т.е. % = \it, где (для опреде­
ленности) ц > ] . Тогда, если а (0, z)6Expm,- (С")> то и (0, г) {to} 
-»«(t, z)^Expm,r+a\t\ (С?) и, далее, и (г., z){to}K(t, г)6 
бЕхрот,г+а|Т| (С"), ибо r + a | t | + c|T —tf | = г + ог|т|. К этому же 
включению приводит, очевидно, и сдвиг и(0, г)->и{%, z). 

§ 5. Глобальная разрешимость 
Рассмотрим задачу Коши для включений 

u'-A{z,t,D)udh(t,z), (5.1) 
й(*о. г)--Р(г), zeC, (5.2) 

где A (2, t, D) — матрица п/д операторов AtJ (z, t, D), удовлет­
воряющих условиям теорем 3.1 или 4.L 

Пусть Qt — сечение области V плоскостью t — const и 
С (б; ExpQ̂  (С"))—пространство функций a{t, z), аналитических 
по t при \t — tQ | < 8, где б > 0 —некоторое число, причем 
«(*, ОбЕхраДсг). 

Теорема 5.1. Пусть ф(2)бЕхра<(С"), а функция h(t, z)£ 
6d?(S; Ехрй< (С*)). Тогда существует по крайней мере одно реше­
ние задачи (5.1), (5.2) и(г,, z)e<? (б0; ExpQ;(C")), где б0<б — 
некоторое положительное число. 

Доказательство . Пусть вначале h{t, z)з= 0. Напомним, 
что функция Ф(г)бЕхр£2, (С") имеет по определению вид (набор 
%&lt0 конечный) 

Ф(г)---2ф--(2). 
{lambda} 

где Ф-, (z)—целая функция, удовлетворяющая неравенству 
| Ф-, (2) ехр (— \z) | < М ехр* r | z |, 

где M>0, r<jR(k) (R(k) — расстояние отточки % до границы 
Qlt>). В обозначениях предыдущих параграфов это значит, что 
Ф^(£)6Ёхрт,г(^; CJ) при /71-= (0, . . . , 0 ) . Тем более Фг.(2)6 
бЕхрт.г(А,; С"), где т = (тъ ..., mN) — набор натуральных чисел 
из условий fe.%Ai]<m.l — mj-\-\. 

Следовательно, для каждого слагаемого Ф-.(г) существует 
единственное решение u%{t., z)£0{§%; Expm,r+a\t-t0\ W С"), где 
6\>0, a > 0 —некоторые числа. При этом по построению аб-,< 
<R(k)-r. Это значит, что иА(*. z)£(? (в),; ExpQ(. (C2)). ибо для 
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любых" е > 0 и т = (ти •••, mN) Expm>, [%; С")сЕхр-+Е (%; С*). 
'Остается заметить, что сумма 

я 
являющаяся глобальным решением, определена при | t —2.0|< 
< б 0 —штбя, причем u(t, г)в<У (<50; Ехра< (С")). 

Аналогично рассматривается случай h (t, г)Ф0. Теорема 
доказана. 
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