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КВАНТОВАНИЕ И МЕТОД ОРБИТ 
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§ 0. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе делается попытка рассказать о том, что 
имеет в виду математик, занимающийся теорией групп Ли и 
их представлений, произнося термин «квантование». Насколько 
известно автору, специалисты в других областях понимают под 
квантованием нечто совершенно иное. 

Для теории представлений «квантование» не есть самоцель, 
а лишь некий комплекс идей и рецептов (впрочем, весьма рас­
плывчатых), приводящих, в конечном итоге, к построению боль­
шого запаса неприводимых представлений рассматриваемой 
группы. Основная идея состоит в интерпретации некоммутатив­
ной «квантовой» системы как результата «квантования», т. е. 
деформации соответствующей коммутативной «классической» 
системы. Объясним это подробнее. Рассмотрим квантомехани-
ческое гильбертово пространство # = L2(Rn), в котором дей­
ствуют операторы координат qi = fi и операторы импульсов #-•— 
.-,—i-h-d/dtti. Ассоциативная алгебра Ап, порожденная этими 
операторами, есть алгебра наблюдаемых. В математической ли­
тературе ее называют алгеброй Вейля. Естественное представле­
ние Ап в Н неприводимо и, согласно теореме фон Неймана, это, 
по существу, единственное неприводимое представление алгеб­
ры Вейля, при котором 1 = 1. 

Пусть теперь g— некоторая конечномерная алгебра Ли. 
Грубо говоря, метод «квантования» состоит в том, чтобы по­
пытаться гомоморфно отобразить алгебру Ли g в Лп при под­
ходящем п (при этом Ап рассматривается как алгебра Ли от­
носительно коммутирования). Построив такой гомоморфизм <р: 
д>->-Лп, мы получаем представление g в Я, индуцированное ес­
тественным представлением Ап в Я. Будет ли построенное та­
ким образом представление алгебры Ли g неприводимым? Что­
бы ответить на этот вопрос, продолжим гомоморфизм <р до го­
моморфизма обертывающей алгебры U($) (см. § 3) в Лп. Если 
образ U(Q) совпадает с Ап или хотя бы в каком-то смысле пло­
тен в Ап, то при ограничении на g исходное неприводимое пред­
ставление Ап останется неприводимым. 

Естественно возникают два вопроса. Первый: как описать 
все гомоморфизмы £/(д) в Ап с плотным образом? Второй—.по­
чему, рассмотрев всевозможные такие гомоморфизмы при раз­
ных п, мы получим все или хотя бы достаточно много непри­
водимых представлений алгебры Ли д? Вполне строгого ответа 
ни на один из этих вопросов не существует. Мы обсудим снача­
ла первый вопрос. 

37 



Общий рецепт нахождения гомоморфизмов ср : Qr*-An состоит 
в том, чтобы сначала решить соответствующую «классическую 
задачу», а затем «проквантшать» ее решения. Классическим 
аналогом алгебры наблюдаемых Ап служит алгебра £[R2n] 
многочленов на фазовом пространстве R2n сю стандартной скоб­
кой Пуассша: 

№'4-2 дФ д¥ дФ дЧ 
dpi ' dqi dqi 'dpi' 

Аналог исходной задачи состоит в построении гомоморфизма 
Фкдалида-- алгебры Ли g в алгебру Ли &Щ2п1. Более общим обра­
зом, фазовым пространством классической механики может 
быть произвольное симплектическое многообразие Q (см. § 1) 
и наша цель описать гомоморфизмы алгебры Ли g в алгебру 
Ли 0{Q) функций на Q (относительно соответствующей скоб­
ки Пуассона). Каждый такой гомоморфизм однозначно про­
должается до гомоморфизма алгебры &[д*] многочленов на 
пространстве, двойственном к д в 0(&) (под гомоморфизмом 

-Щ*]-+& (Q) мы подразумеваем гомоморфизм пуассоновых ал­
гебр (§ 1), т. е. линейное отображение, согласованное как с 
обычным произведением, так и со скобкой Пуассона). Здесь 
0(&) выступает в роли классического аналога некоммутатив­
ной алгебры An, a &[fi*]—аналога обертывающей алгебры 
U(Q). Аналог условия плотности образа -7(g) в Ап состоит в 
том, что образ &[д*] в 0{Q) разделяет точки Q. Если это так, 
то нетрудно показать, что многообразное Q есть орбита ко-
присоединенного представления в д*, а гомоморфизм k[^]-^ 
-*-(?(Q) суть ограничение многочленов' на д* на Q. 

Итак, искомые гомоморфизмы g->0(Q) исчерпываются огра­
ничениями элементов д (рассматриваемых как линейные функции 
,на g*) на всевозможные орбиты в д*» Таким образом, если в д* 
нет орбит, изоморфных R2", что обычно и бывает, то гомомор­
физмов g->&[R2rtl не существует вовсе. Тем не менее, эмпири­
ческие наблюдения подтверждают возможность построения 
представлений по большинству орбит в g*. Дело в том, что, 
расширив алгебру k [R2,rj до алгебры Ояш «всех» функций на 
R-72, гомоморфизм g->0R2n в более широкую алгебру 6>R2n, мож­
но построить по каждой орбите в д*. Действительно, согласно 
теореме Дарбу, в достаточно малой области в Q существуют 
канонические координаты ръ..., рп, <?-,..., qn. Ограничения 
элементов g на Я можно представить в виде функций 
x=x{pt,qj) от координат pt, qr Хотя эти функции, вообще 
говоря, не полиномиальны, они все же определяют гомоморфизм 
алгебр Ли x*+x(pit qj). 

Таким образом, решение «классической задачи» может быть 
получено лишь с существенными оговорками, 
38 



Второй этап—-квантование классического решения в идеале 
состоял бы в том, чтобы каждой функции (многочлену) ¥ на R2rt 

сопоставить оператор (элемент Ап) ¥ , действующий в 
//--==Z2(Rra), так, чтобы соответствие W-+W было бы гомомор­
физмом алгебр Ли. Композиция такого гомоморфизма с «класси­
ческим» гомоморфизмом s-+0Rzn была бы представлением g в / / , 
т. е, решением исходной задачи. К сожалению, никакого гомо­
морфизма ¥->%* не существует, так как согласно теореме 
©ан —Хова алгебра Ли 6>Ran (и даже k [R2/1]) не имеет, вообще, 
яи одного неприводимого представления (эта патология связана 
с бесконечномерностью алгебры Ли). В квантовой механике этот 
факт проявляется в отсутствии какой-либо универсальной кон­
струкции квантования классических систем. 

В теории представлений указанная трудность обходится 
обычно следующим образом. Во-первых, выбирая канонические 
координаты на орбите коприсоединенного представления не про­
извольно, а путем специальной процедуры (например, выбрав 
предварительно лагранжево слоение, см. § 5), можно добиться, 
чтобы образ алгебры Ли g в 0Rtn при отображении jc{to}x(/?, q) 
попадал в выделенную подалгебру Ли О'аО^п* Например, 
в схеме, описываемой в § 5, в качестве такой подалгебры Ог 

выступает алгебра функций не выше первого порядка по ръ- •. 
".,рп (но произвольно зависящих от qi,...,qn)- При этом, хотя 
гомоморфизма всей алгебры 6>R2n в Ап построить и нельзя, го­
моморфизм подалгебры О' в Ап существует и приводит к пред­
ставлению алгебры Ли 8 (см. предложение 5.3.2). 

Несколько слов о месте, занимаемом представлениями, по­
лучаемыми при помощи процедуры квантования, среди полного 
набора всех неприводимых представлений рассматриваемой 
группы. Ситуация такова: для орбит общего положения в д* со­
ответствие между орбитами и представлениями существует и 
хорошо устроено. В случае же вырожденных орбит, возникают 
всевозможные трудности. Бывают орбиты, по которым име­
ющиеся в настоящее время рецепты не позволяют построить 
никаких представлений. Наоборот, бывают представления, ко­
торым, видимо, не соответствуют никакие орбиты. 

§ 1. СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

1.1. Симплектические векторные пространства. Напомним, 
что симплектическим векторным пространством называется 
пространство V с заданной на нем билинейной кососимметриче-
ской невырожденной формой со. Хорошо известно, что, выбрав 
подходящий базис в V, форму © можно привести к канониче­
скому виду. Точнее имеет место 
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Предложение 1.1.1. Существует такой (вообще говоря» 
не единственный!) базис еь . . . , en, fb . . . , fn, что 

«(ei, fj)=8ij, ca(ei, ej)-=0=co(fi, fj). 
Базис еь . . . , /n, удовлетворяющий этим соотношениям, назы­
вался каноническим. 

Следствие 1.1.2. Симплектическое пространство четно-
мерно. 

Следствие 1.1.3. Любые два симплектических прост­
ранства одинаковой размерности изоморфны. 

Подпространство WczV называется изотропным, если форма 
ву при ограничении на W обращается в нулевую форму. Если 
подпространство векторов, ортогональных № относительно со, 
обозначать через W1, то условие изотропности запишется 
в виде WcW1, 

Подпространство WczV называется коизотропным, если 
выполняется двойственное условие WZDWK Ясно, что подпро­
странство W изотропно тогда и только тогда, когда W - коизо-
тропно. 

Можно показать, что размерность всякого изотропного (со-
.ответственно, коизотропного) подпространства не больше (соот­
ветственно, не меньше) половины размерности всего прост­
ранства У. Более точно имеет место 

Предложение 1.1.4. Пусть W — изотропное (соответ­
ственно, коизотропное) подпространство в V. Тогда найдется 
такой канонический базис ей ..., еп, / ь . . . , fn в V, что векторы 
еи ..., eh (k<^n) (соответственно, е ь . . . , ek, f i , . . . , fn) порож­
дают W. 

Подпространство WczV называется лагранжевым, если оно 
одновременно изотропно и коизотропно, другими словами, если 
W=WX. Размерность лагранжева подпространства, очевидно.-. 
равна 1/2.dim V. 

1.2. Симплектические многообразия. 
Определение. Симплектическим многообр азием назы­

вается многообразие М с заданной на нем невырожденной зам­
кнутой 2-формой со. 

Замечание 1.2.1. Симплектическое векторное простран­
ство является симплектическим многообразием. 

На произвольном симплектическом многообразии симплекти-
ческая форма задает (ввиду невырожденности) изоморфизм ка­
сательного и кокасательного расслоений ТЫ и Т*М, Таким об­
разом, возникает взаимно однозначное соответствие между 
1-формами и векторными полями на М. В частности, поле, от­
вечающее дифференциалу функции Ч;, называется гамильтоно-
вым и обозначается | v . Функция '*£ называется его гамильтони­
аном. 

Лемма 1.2.2. Поток, порожденный на М векторным по­
лем I, сохраняет симплектическую форму <а тогда и только 
тогда, когда 1-форма, отвечающая полю .^замкнута. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через _ s производную Ли 
вдоль поля | и через /6 — внутреннее дифференцирование отно­
сительно | : 1ер-(-пь . v , Tifc)-=p(i, т ц , . . . , Tift). Операции L6 и i-. 
связаны формулой гбмотопии: 

Li = iiod-\-doi% (1.2-3)< 
с внешним дифференциалом d 

Заметим теперь, что поток, порожденный полем | , сохраняет 
форму со, если и только если L rco = 0. Так как форма со зам­
кнута, то это условие сводится, в силу (1.2.3), к замкнутости-

1-формы f-=co. Лемма доказана. 
С л е д с т в и е 1.2.4. Поток, порожденный гамильтоновьш по­

лем, сохраняет симплексную форму. 
Это вытекает из того, что соответствующая 1-форма dW 

замкнута. Обратно, так как всякая замкнутая 1-форма локаль­
но представляется в виде dxY (т, е. является точной), то след­
ствие 1.2.4 допускает такое обращение: 

С л е д с т в и е L2.5. Если поток поля £ сохраняет симплек-
тическую форму, то поле g локально является гамильтоновьш 
(т. е- в окрестности любой точки его можно представить в-. 
виде |-р для подходящей функции ¥),. 

Глобального представления | в виде | ~ может не существо­
вать, так как не всякая замкнутая форма на М точна,. 

Л е м м а 1.2.6. Для любых функций Ф и ¥ на М 
- 1 Ф . ¥ = со(Ь, gv)e£*•<&. (1.2-.7> 

Д о к а з а т е л ь с т в о.' По определению, для всякого поля тр. 
-(£Ф» 'П)=^Ф("-)„ Так как dO(r\) = r\-<3), то при т]—= £-# получаем 
второе равенство. Первое равенство получается аналогично, 
с учетом антисимметричности формы со„ 

О п р е д е л е н и е . Функция {Ф, Щ== оз(|ф, |—) называется1 

скобкой Пуассона функцией Ф, Ym 
Т е о р е м а 1,2,7И Скобка Пуассона обладает следующими; 

свойствами: 
а) кососимметричность: {Ф, W} = —{Ч**, Ф}; 
б) тождество Яиоби: 

{{Ф,У}, ^} = {{Ф,,Р}, ¥ } + {Ф, V¥,F}}; 
в) тождество Лейбница: 

{F, Ф • Ч>) = Ф • {F,W} -f ¥ • {F, Ф}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) вытекает из косо­

симметричности 0. Утверждение в) следует из леммы 1.2.6 и 
очевидного замечания, что операция £-- является дифференци­
рованием. 

Докажем б). Для произвольных'векторных полей | , тц и г^ 
запишем тождество 

Al-СПь ,П2)] = (А(0)('П1» i\2) + <»{hi\u % ) 4 - о ( . ь £ | .2) . 
Если | - = E F является гамильтоновым полем, то, согласно лем­
ме 1,2,2, /.,'03 = 0 и мы получаем такое равенство 
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Остается положить .1-=|ф, %•= ̂  и заметить, что 

Теорема доказана. 
Следствие 1.2.9. Скобка Пуассона задает на простран­

стве 0(М) функций (на М) структуру алгебры Ли. 
Следствие 1.2.10. Отображение Ф ^ Ф есть гомоморфизм 

алгебры Ли 0(М) в алгебру Ли векторных полей. 
Ясно, что ядро этого гомоморфизма состоит из постоян­

ных функций, а образом служит множество 2%>м гамидьтоновых 
векторных полей, которое, тем самым, является алгеброй Ли. 
Таким образом возникает точная последовательность алгебр 
Ли: 

0~>Ц-+О(М)->3%м->0. (1.2Л1) 
1.3. Примеры симплектических многообразий. 
1,3.1. Невырожденная кососимметрическая форма на вектор-

ном пространстве У, рассматриваемая как постоянная диффе­
ренциальная 2-форма на У, задает на нем структуру симплек-
тического многообразия. В координатах q\,.,., qn, рь .. • • Рп, 
отвечающих • каноническому базису еь . . . , еп, fb . . . , fn (см. 
1.1), симплектическая форма выглядит так: 

Ю в2-*ЛЛ-*?1- ' (1.3.1.1) 
Если Ф—функция на V, то нетрудно подсчитать, что: 

U^^dO/dqfd/dpi-dQ/dprdldgi, (1.3.1.2) 
Отсюда для скобки Пуассона функций Ф и ¥ получается клас­
сическое выражение: 

{Ф, 4}^^(d®ldqrdyidpi-~dCbjdprd
x¥/dqi). (1.3.1.3) 

Описанная симплектическая структура будет в дальнейшем слу­
жить для нас модельным примером, с которым сравниваются 
все остальные возникающие структуры. На самом деле оказы­
вается, что всякая симплектическая структура локально устрое­
на так же, как описанная выше структура. Точнее имеет место 

Теорема Дарбу. Пусть {М, со) — симплектическое мно­
гообразие и хШ. Тогда существуют такие координаты qh ..., qn, 
Ри • • • ,Рп, определенные в достаточно малой окружности точки 
х, что форма со принимает в этих координатах вид 1.3.1.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (см. [1]). Форма ico задает симплек-
тическую структуру сож в касательном пространстве У к точке 
х. Согласно предложению 1.1.1, на У существуют каноничес­
кие координаты относительно со*. Сейчас мы построим такой 
локальный диффеоморфизм g: (M,x)~*~(V, 0), что m=g*a)x. 
Ясно, что координаты на М, получающиеся переносом при по-
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:мощи g канонических координат с V, удовлетворяют требова­
ниям теоремы. 

Построим диффеоморфизм g. Выберем сначала произвольный 
..локальный изоморфизм / : (М, x)=^(V, 0), индуцирующий тожде­
ственное отображение 'ft: TXM~*-V касательных пространств. 
Рассмотрим семейство: 2-форм со*-=•£•©+(1—t) -f*®*, O^t^l. 
."Ясно, что тt — замкнутые формы. Выбирая малую окр>естнюсть 
V точки х, можно считать их точными: <ot="d%t. Семейство 
1-форм Xt может быть сделано гладко зависящим от t. Далее, 
сужая при необходимости окрестность, можно считать все фор­
мы со, невырожденными (действительно, все они определяют 
одну и ту же невырожденную форму на касательном простран­
стве к точке х). 

Построим семейство диффеоморфизмов ht таких, что /k*<jo0 — 
—ICO*. Дифференцируя это уравнение по t, получим 

^ - { - ^ • V V V . - - . - ^ •->..• d-3.1.4) dt \ dt i J "• u "U 

где через lt обозначено векторное поле -/Т'^Г1 и ч е Р е з L%t его 
производная Ли. Пользуясь формулой гомотопии (1.2.3) и равен­
ством 0)̂ .= ̂ , находим 

Выписанное равенство выполняется при условии, что 

V . - 7 . 7 - ' (••-•••б> 
Заметим, что ц ©< есть 1-форма, отвечающая полю | f . Так как 
симплектическая форма coi невырождена, то и, наоборот, 
поле lt однозначно задается равенством 1.3.1.5. Определив его 
таким образом и проведя предыдущие рассуждения в обратном 
порядке, мы придем к дифференциальному уравнению (1.3.1.4) 
с начальным условием co0=-=/*(o .̂ Ясно, что из этого уравнения 
следует, что <о-=А,.*со0, где диффеоморфизм ht определяется 
как решение уравнения-—--=-= |i-/гf. Наконец, при £ = 1, вспоми­
ная определение со0, находим 

со = сох.—t Â COQ = hi*°f*®x = (fohi) * юх. 
'Таким образом, искомый диффеоморфизм g можно определить 
как композицию g=f-hi. Теорема доказана. 

1.4. Пример 2. Кокасательное расслоение Т*Х произволь-
лого многообразия X имеет естественную симплектическую 
структуру. Симплектическая 2-форма о в этом случае является 
дифференциалом 1-формы X (формы Лиувилля), которую мы 
-сейчас определим. Пусть фх — ковектор в точке хбХ> -| — каса-

43 



тельный вектор к Т*Х в точке хрх. Естественная проекция 
л: Г*Х->-Х'переводит £ в вектор я ( | ) , касающийся X в х. По-

• ЛОЖИМ] 
Х(| )=ф х (л( | ) ) . 

Выбор системы локальных координат -7i,...,<7n на X опре­
деляет систему координат qi,..., qn, Ри • • •, Рп на Т*Х. В этих. 
координатах форма X записывается так: 

lk=lipidqi. 
Мы видим, что форма ia=dX имеет вид (1.3.1.1) и, следова­
тельно, симплектическая структура Г*Х в указанных координа.-
тах совпадает с описанной в 1,3. 

1.5. Ключевую роль в теории представлений играет 
Пример 3. Орбиты коприсоединенного представления: 

i[6]. Пусть G — группа Ли с алгеброй Ли д. Рассмотрим есте­
ственное действие группы G в пространстве д*, сопряженном к: 
ее алгебре Ли (так называемое «^присоединенное действие»)., 
Оказывается на любой G-орбите в д* есть симплектическая 
структура (структура Кириллова). Значение симплектической 
формы в точке f{in}g* на векторах x-f, y-f, x, t/{in}g, касающихся 
орбиты, проходящей через /, определяется так: 

<*(X'f,y-?)4\[x,y]). (1.5.1> 
Здесь :[•, •]—коммутатор в алгебре Ли, а через x-f обозна­
чен результат применения элемента л:бд к f{in}g* при коприсоеди-
ненном действии. Ясно, что всякий вектор, касающийся орбиты 
G-f, может быть представлен в виде x-f, лгбд. Такое представ­
ление, однако, неоднозначно и определение (1.5.1) нуждается 
в уточнении. Рассмотрим отображение группы G в орбиту 
G'f> e*~*g'f- - г 0 дифференциал есть отображение алгебры Ли 
б в касательное пространство к орбите в точке f, имеющее вид 
x~+x-f. Ядро этого отображения есть, очевидно, алгебра Ли 
-g(f) подгруппы G(f)czG, состоящей из элементов оставляющих 
точку /на месте. 

Корректность определения 1.5.1, равно как и невырожден­
ность формы со, обеспечивает 

Лемма 1.5.2. Пространство g(f) совпадает с ядром косо-
симметрической формы: 

x,y*f(lx,y]j. 
на алгебре Ли 0. 

Элементу ябд соответствует линейная функция на £*• Не­
трудно видеть, что гамильтоново векторное поле на G-орбите-

, Q_g*, отвечающее ограничению на Q линейной функции хг 
совпадает с векторным полем •£., порожденным «инфинитези-
мальным действием» ябд на орбите (таким образом, значение 
\х в точке f{in}Q равно -x-f). 

Рассмотрим еще одну линейную функцию yBQ на д*. Диффе­
ренцируя ее ограничение на Q вдоль поля ' |ж,. получаем 
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С л е д с т в и е 1.5.3. Для любой орбиты QCZQ* И Х, уЩ 

1.6. Подмногообразие Л симплексного многообразия назы­
вается лагранжевым (соответственно изотропным или ко-
нзотропным), если таковым является касательное подпростран­
ство к Л в каждой точке Л. 

Приведем примеры лагранжевых подмногообразий. 
A. Нулевое сечение кокасательного расслоения Т*Х— лаг­

ранжево подмногообразие в Т*Х (см. 1.4) 
Б. Предыдущий пример обобщается следующим образом: 

график в Т*Х дифференциала произвольной функции Ф (на 
X) —- лагранжево подмногообразие. 

B. Пусть У — подмногообразие в X. Рассмотрим конормаль-
ное расслоение TY*X на Y. Его точками являются ковекторы 
{$У&Т*Х, приложенные в точках У и аннулирующие касательное 
подпространство к У. Легко проверить, что ТГ*Х — лагранжево 
подмногообразие в 7*1 . На самом деле, в этом случае не только 
•симплектическая 2-форма со, ной 1-форма X (дифференциал кото­
рой равен со) обращается в нуль при ограничении на TY*X. 

1.7. Гамильтоновы действия групп. Пусть группа Ли G дей­
ствует симплектическими преобразованиями (т. е. преобразо­
ваниями, сохраняющими симплектическую форму) на симплек-
тическом многообразии М. Тогда каждому элементу x{in}g алгеб­
ры Ли группы G соответствует векторное поле %х на М, причем 
х^х есть гомоморфизм алгебр Ли. Согласно следствию 1.2.5, 
поле |ж является локально гамильтоновым. Вообще говоря, со­
ответствующую функцию гамильтона Нх нельзя выбрать гло­
бально на всем М. Предположим, однако, что для всех x{in}g 
функция Нх существует. Так как по полю |~ функция #~ вос­
станавливается не однозначно, а лишь с точностью до констан­
ты, то возникает вопрос: можно ли выбрать гамильтонианы Нх 
таким образом, чтобы отображение х^-Нх было гомоморфиз­
мом алгебры Ли g в алгебру Ли 0{М). Другими словами за­
дача состоит в том, чтобы построить гомоморфизм р, замыкаю­
щий диаграмму 

У*\ (1-7.1) 
О—.--R-—-0(M)——^Пи—-О • 

Это возможно не всегда. Препятствием служит класс коцикла 
х, у ^cod*, lv) (m), тШ, в "группе #2(g, R) 2-мерных когомо-
логий алгебры Ли д. При замене точки m{in}M другой точкой ко­
цикл изменяется на когомологичный. 

О п р е д е л е н и е . Действие группы G называется гамильто­
новым, если существует такой гомоморфизм алгебр Ли р : д—>• 
-±0(М), что функция Нх= р(х) является гамильтонианом поля 
•|я, порождающего инфинитезимальное действие х на М, 
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Пример 1.7.2. Коприсоединенное действие группы G на-
орбитах в б* всегда гамильтоново. Это следует из след­
ствия 1.5.3 и предшествующих ему замечаний. 

Пример 1.7.3. Пусть группа G действует на произвольном 
многообразии X Тогда индуцированное действие в кокасатель-
иом расслоении Т*Х гамильтоново. 

§ 2. ДЕФОРМАЦИИ ПУАССОНОВЫХ АЛГЕБР 

2.1. Определение. Пуассоношй алгеброй называется 
коммутативная алгебра А, снабженная билинейной операцией: 
(скобкой Пуассона), удовлетворяющей условиям а), б), в) 
теоремы 1.2.8. 

Следующая конструкция позволяет строить пуассоновы ал­
гебры, исходя из некоммутативных алгебр. 

Пусть В—некоммутативная ассоциативная алгебра с фильт­
рацией 5oci.5iCJ.32C..., удовлетворяющей условию B^BjCZ 
czBi+j. Рассмотрим присоединенную градуированную алгебру 
gxB==®iBiiBi_i. Предположим, что она коммутативна. Тогда 
на gr В возникает естественная структура пуассоновой алгебры. 
Чтобы определить скобку Пуассона, рассмотрим однородные-
элементы х, yQ.gr В. Пусть x£Bat y£Bm их представители в В.. 
Из коммутативности gr В вытекает, что х-у—у-х£Вп+т_ь. 
Обозначим через {х, у} класс этого элемента в grm+„_i5. Легко • 
видеть, что он не зависит от выбора представителей х и у., 
Его мы и будем считать значением скобки Пуассона на х и у.~ 

Приведем примеры. 
2.2. Пусть В — алгебра Вейля, т. е. алгебра с образующими:. 

Ръ р2> • • •» Рю Яъ - • ••> Яп> удовлетворяющими гейзенберговьщ 
соотношениям коммутации 

[РИ<?1]=*Р*-<?]—<1ГР^&Ч, [Ph Pj]=Q=l<?i,qjl-
Зададим на В фильтрацию. По определению, будем считать,, 
что Bk есть пространство, натянутое на-мономы от pi, qj, содер­
жащие не более k множителей. Нетрудно проверить, что алгеб­
ра gr В совпадает при этом с алгеброй многочленов от комму­
тирующих переменных р\,..., рп, <?ь . . . , qn- Конструкция скоб­
ки Пуассона на gx В, описанная в 2:1;, приводит к стандартной. 
скобке 1.3.1.3, ассоциированной с симплектической структурой 
векторного пространства с координатами р\,.. , qn- Если ал­
гебру В рассматривать как квантомеханическую алгебру наблю­
даемых, то переход от В. к gr В, как мы видим, соответствует 
классическому пределу. 

2.3. Пусть Ж)-— алгебра дифференциальных операторов на: 
многообразии X. На S>x имеется, естественная фильтрация ,̂ 
определяемая порядком, дифференциального оператора. Соот­
ветствующая градуированная алгебра gr'fe-, называемая ал-
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геброй..символов, совпадает с алгеброй функций на кокасатель-
ном расслоении Т*Х. Скобка Пуассона в gr.S>- совпадает при 
этом со скобкой Пуассона симплектической структуры на Т*Х 
(см. 1.4). 

2.4. Пусть д —конечномерная алгебра Ли и U($) —ее уни­
версальная обертывающая алгебра. Напомним, что алгебра 
U(Q), по определению, порождена элементами х£$, связанными 
соотношениями коммутации 

х-у—у-х={х, у], 
где х, z/бд, а [х, у] — их коммутатор в д. 

Рассмотрим фильтрацию Z70(б) —:UI(Q)CZU2(Q) _ ..'. в -7(g).. 
Пусть £4(д)—пространство, натянутое на мономы, составлен­
ные из элементов- д, содержащие не более k множителей. Со­
гласно теореме Пуанкаре — Биркгофа — Витта, ассоциирован­
ная алгебра gr U(Q) изоморфна симметрической алгебре 5(g),. 
порожденной элементами д. Эту алгебру, в свою очередь, мож­
но отождествить с алгеброй &[g*] многочленов на двойственном 
пространстве д* к алгебре Ли д. 

Приведем явное выражение для скобки Пуассона, возникаю­
щей на k [й*] при помощи общей конструкции 2.1. Выберем 
базис {вг} в б и введем, структурные константы ck

r, определяемые: 
из условий 

В координатах х4 на 8*, определяемых базисом et, скобка 
Пуассона задается следующей формулой 

. R-V-2-V-V-^-g-- (2.4.1). 
Недавно эта формула была обнаружена в работах Софуса Ли-
В наше время она была впервые предложена Ф. А. Березиным-
Ее инвариантная (бескоординатная) запись такова: 

' { Ф , ^ ( / ) « / . ( К Ф / , ^ / ] ) , . (2.4.2)-
Здесь / — точка д*, с1Ф/—дифференциал функции Ф в точке/ , 
рассматриваемый кдк вектор из S—(й*)*.; 

Пусть i\u<~k [8*j— вложение s в качестве подпространства. 
линейных. функций на д*. Нетрудно видеть, что пуассонова ал­
гебра k[§*] обладает следующим универсальным свойством: 
для всякого гомоморфизма ф алгебры Ли g в пуассонюву алгеб­
ру Л (рассматриваемую как алгебра Ли относительню_ скобки 
Пуассона) существует и единственный гомоморфизм «р ггуас-
соновых алгебр, замыкающий коммутативную диаграмму 
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Пусть, например, задано гамильтюновю действие группы Ли 
0 на симплектическом многообразии Ж. Ему отвечает гомомор­
физм алгебры Ли g группы G в пуассонову алгебру О (М) (см. 
(1.7.1)). Согласно сказанному выше, этот гомоморфизм может 
быть продолжен до морфизма пуаесоновых алгебр £[g*]__^ 
~*-0{М). Этот морфизм, как и всякий морфизм коммутативных 
алгебр, индуцирован некоторым отображением соответствую­
щих многообразий. Легко проверить, что возникающее таким 
•образом отображение M->g* совпадает с отображением мо­
мента. 

Скобка Пуассона 2.4.2 сама по себе не порождается никакой 
симплектической структурой. Однако она получается склеива­
нием скобок Пуассона на всевозможных орбитах в й*. Точнее 
для всякой орбиты .Qczg* и многочленов Ф, "Ч7 на б* имеет мес­
то равенство 

{Ф,1>={Ф |Й, г Ы - (2.4.3) 
где в правой части скобка Пуассона определяется симплекти­
ческой структурой на орбите (см. 1.5). Для линейных функций 
Ф, Ч? это равенство эквивалентно следствию 1.5.3. Общий слу­
чай выводится из линейного при помощи формулы Лейбница 
(1.2.8.В) 

2.5. Как уже отмечалось, переход от некоммутативной 
алгебры В к пуассоновой алгебре gvB следует рассматривать 
как переход от квантовой системы к соответствующей класси­
ческой. Наибольший интерес представляет обратный переход 
от gt В к В, отвечающий «квантованию» классической системы. 
При таком переходе алгебра В интерпретируется как деформа­
ция коммутативной алгебры gr.fi. Проиллюстрируем это на при­
мере 2.2. Ясно, что по запасу элементов алгебры В и gr В 
одинаково велики. Точнее для каждого п размерность конечно­
мерного векторного пространства Вп совпадает с размерностью 
пространства Вп!Вп^1@Вп^Вп^2® Поэтому можно выбрать 
такой линейный изоморфизм o:gxB->B, что G(Bi/Bi_1)czBit 

причем композиция 5 i/.5 i -1->_ i->JS i/B i_1 является тождествен­
ным отображением. В качестве конкретного о возьмем отобра­
жение симметризации, переводящее каждый моном xv ...-xkQ. 
ek[Pi, ...,Рп, <7ъ.. •,-?«] в элемент (kl^-^x^- ... -XifiB, 
1 < i u .. .,ik<n (здесь каждое xt — вектор исходного симплек-
тического векторного пространства с координатами ръ . . ., дп~) 

Перенесем операцию умножения из В в gr В при помощи ст-
Именно определим новое произведение многочленов Ф, 
^6& [Ръ ...,&]> полагая 

фо¥=а~1(а(Ф).сг(Чг)). 
Можно показать, что явная формула для этого произведения 
(вейлевское квантование) такова: 
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®M? ̂ ^jiyKidldp' -d Idq» -d Idq' -д 1дрУ -

Таким образом, произведение в В при переносе на & [ри . . . , <7n] 
превращается в бесконечный ряд (для конкретных многочленов 
•Ф, W лишь конечное число слагаемых которого отлична от ну­
ля) , первый член которого — обычное произведение, второй — 
пропорционален скобке Пуассона, а остальные зависят от более 
высоких производных сомножителей. Легко также показать, 
что i-e слагаемое в 2.5.1 имеет степень deg<P—deg^P—2i так, 
что переход от В к gr.8 отвечает отбрасыванию в (2.5.1) всех 
членов, кроме первого, а учет пуассоновой структуры в grS со­
ответствует первым двум членам ряда. Мы видим, таким обра­
зом, что восстановление алгебры В по пуассоновой алгебре 
grB равносильно восстановлению ряда 2.5.1 по первым двум 
его членам. 

Указанная задача не имеет однозначного решения (существо­
вание которого означало бы наличие канонического рецепта 
для «квантования»). Однако несколько более слабый факт все 
же имеет место- Именно, введем новый параметр—-постоянную 
Планка n и рассмотрим модифицированную алгебру Вейля В% 
<: теми же образующими ри . . . , рп, qu ..., qn, что и обычная 
алгебра, но с новыми соотношениями коммутации (зависящими 
от Щ 

[ри q^h.bu, [Pi, <7;.]=0 = [^, qj\. 

Перенося, как и выше, умножение из алгебры _ й в простран­
ство многочленов k \ръ . . . , qn\, мы получим формулу: 

Ф о й ¥ - = 2 ^ - ^ ( Ф , ¥)==ФЛ' + 1/2.й-{Ф,Ч'}+ . . . (2.5.2) 

где 6j(<D, Ч) суть слагаемые ряда (2.5.1). Это равенство поз­
воляет трактовать алгебру Bh как деформацию коммутативной 
алгебры многочленов. Заметим далее, что правая часть 2.5.2 
имеет смысл не только для многочленов Ф, Ч*, но и для любых 
формальных степенных рядов. После такого расширения стано­
вится справедливой 

Теорема 2.5.3. [2]. Всякая деформация алгебры формаль­
ных степенных рядов М[)[ри . . . , рп> qi, ..., -7п|] ], имеющая раз­
ложение 

ф0^ = Ф.¥ +1/2.п.{ф, ¥}+ь г-62(Ф, ¥ ) + . . . 
эквивалентна деформации (2.5.2). 
• Другими словами, выражения Ъ2(Ф, *F), Ъъ (ф, 4 х ) , . . . , опре­

деляющие произвольную деформацию алгебры степенных рядов 
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при помощи подходящей замены базиса в &['[рь . •. • Pn, -7ь •. -
-'••» -7«]] (быть может зависящей от й), можно привести к 
виду (2.5.1). Таким образом, алгебра &[.[рь . . . , -7n]] обладает 
по существу единственной деформацией. 

2.6. Обратимся теперь к более сложному примеру 2.4» Рас­
смотрим отображение симметризации a\k [e*]-> U (й) кольца мно­
гочленов на двойственном пространстве алгебры Ли 8 в ее 
обертывающую алгебру. Отображение а переводит моном 
.*!• . . . -.*.-.(# [8*], ^бб в элемент (kl^-J^x^-... -xikGU (й). Как 
и выше, перенесем умножение из U(u) в k [в*]. Можно пока­
зать, что получившаяся при этом операция имеет вид: 

Ф > Т - 2 * > , - > (2-6-1) 
Каждое слагаемое cj(<D, гР) выражается через производные 

многочленов Ф и f, причем'degci(0, Ч?) = (1едФ+;(1е^^—/. 
Кроме того, с0(Ф, Ч7)=Ф-"Ф,

) сх(Ф, ¥ ) = 1/2-{Ф, Ч?}. Формула 
(2.6.1) позволяет интерпретировать алгебру £/(д) как деформа­
цию коммутативной алгебры Й[б*]. 

Далее, напомним, что скобка Пуассона на #[g*] получает­
ся склеиванием скобок Пуассона на орбитах коприсоединенного-
представления. Согласно теореме Дарбу, скобку Пуассона на 
каждой.орбите можно локально привести к каноническому ви­
ду. В окрестности точки общего положения в д* это можно сде­
лать согласованным образом на различных орбитах. Точнее 
можно так выбрать локальные координаты р ь ..., рп, <7ь • • -
. . , , дп, Zy,..., zh на g*, чтобы орбиты локально задавались 
уравнениями Z\=const,..., ZA=-const, а скобка 2.4.1 приобрела 
стандартный вид 

{®,W~'2ldQ>ldprdW/dqi--dQ>/dqrd4tfpt. (2,6.2)-
Рассмотрим теперь деформацию (2.6.1) пуассоновой алгебры 
й[д*]. В выбранных выше координатах р, q, z она превращает­
ся в деформацию стандартной пуассоновой структуры (2.6.2). 
Однако, согласно теореме 2.5.3, всякая такая деформация экви­
валентна деформации (2.5.2). Так как деформации 2.6.1 воз­
никла из обертывающей алгебры £/(g), а деформация (2.5.2) — 
лз алгебры Вейля, порожденной образующими р\,..., pn, qi,... 
, . . , qn, то приведенные выше эвристические рассуждения по­
казывают, что обертывающая алгебра U(g), произвольной ал­
гебры Ли Q становится после некоторых расширений (перехода 
от многочленов к рядам и т. п.) изоморфной алгебре Вейля. 
Другими словами, в (расширении) обертывающей алгебры 
можно выбрать канонические образующие р . , . . . , рп, «7ь • • •» -7п, 
2 1 , . • - , 2 f c . 

Приведем два точных математических результата такого 
рода. 
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Пусть g— комплексная алгебра Ли и f — точка g*, отлич­
ная от 0. Выберем в g*\{0} достаточно малую коническую ок­
рестность V подпространства, порожденного вектором /. Рас­
смотрим пространство формальных рядов вида 

ф=ф-4+фй_1+ . . . ; + ф 0 + ф_-+ . . . (2.6.3) 
где <Dj — однородная голоморфная функция в V степени одно­
родности /. Определим умножение таких рядов по формуле 
(2.6.1) (заметим, что бесконечный ряд в правой части (2.6.1) 
будет при этом также иметь вид (2.6.3)). Получившуюся таким 
образом алгебру обозначим 0($)f и назовем микролокализа­
цией алгебры -17(g) в точке /. 

Т е о р е м а 2.6.4 1[3]. Для всякой точки f общего положе­
ния в д* алгебра Q($)f изоморфна микролокализации алгебры 
Вейля (определенной аналогичным образом-). 

Далее рассмотрим тело отношений_ D (g) обертывающей ал­
гебры U(Q). Пусть С — его центр и С — алгебраическое замы­
кание поля С. Обозначим через Dn тело отношений алгебры 
Вейля с образующими р ь . . . , рп> qi,..., <7П. Справедлива сле­
дующая _ 

Т е о р е м а 2 Л 5 , [17]. Алгебры' C®cD(fi) и C0Dn 
изоморфны» 

Это утверждение известно под названием «гипотезы Гель-
фанда—Кириллова». 

§ 3. ПРЕДКВАНТОВАНИЕ 

3.1. Пусть (X, а) — симплектическое многообразие: В § 1 
была построена точная последовательность алгебр Ли (см. 
1.2.11) 

0 ^ R - > O ( X ) - ^ ^ - > 0 . (3.1.1) 
Возникает естественный вопрос о построении точной последо­
вательности соответствующих групп. Алгебра Ли R соответ­
ствует одномерной компактной группе Т (тор), а алгебру Жх 
разумно считать алгеброй Ли группы AutX симплектических 
автоморфизмов многообразия X. Таким образом, мы хотим по­
строить расширение групп вида: 1--VT^?—>AutX—vl. Конструк­
ция такого расширения была предложена Б, Костантом [8]. 
Именно, предположим дополнительно, что а) многообразие X 
связно и односвязно; б) симплектическая форма ю определяет 
целочисленный класс в группе Н2(Х, R) двумерных когомоло-
гий многообразия X (это означает, что класс формы со принад­
лежит образу группы Н2(Х, Z) при естественном отображении 
Н2(Х, Z)-*-H2(X, R). Последнее условие равносильно тому, что 
интеграл от формы о> по любому циклу в X равен целому 
числу). 
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Хорошо известно, что по каждой целочисленной 2-форме со 
.можно построить одномерное комплексное векторное расслое-
ние -SB на X, удовлетворяющее следующим свойствам: 1) на 
слоях SB задана эрмитова метрика <•,•>" 2) в SB имеется 
связность V, согласованная с матрикой, т. е. для любых сече­
ний 5i, s2 и векторного поля £ на X: 

< Vs-si,s2> + <-?i, Vg-52> = 0 ; 
3) кривизна связности V равна —2я£-©, где со— симплекти-
ческая форма на X. 

Можно показать, что если X односвязно, то тройка {SB, V, 
<., •>) определяется по форме со однозначно с точностью до 
изоморфизма. 

Рассмотрим автоморфизмы расслоения 3?, переводящие слои 
в слои и сохраняющие связность V. Каждый такой автомор­
физм <ф индуцирует, очевидна, автоморфизм X. Так как ср со­
храняет связность V, то индуцированный автоморфизм в X 
сохраняет ее форму кривизны. Таким образом, возникает го­
моморфизм группы Auti?, всевозможных автоморфизмов <р в 
Aut-Y. Далее, послойное умножение на комплексное число а, 
| а | = 1 , задает автоморфизм SB, индуцирующий тождественный 
автоморфизм X. Костант показал, что возникающая при этом 
последовательность групп 

l^T->Aut .g^Aut Я->0 (3.1.2) 
точна и соответствует (3.1.1) при переходе к алгебрам Ли. 

Далее, допустим, что на X задано гамильтоново действие 
группы Ли G. Возникающий при этом гомоморфизм алгебр Ли 
%-+0 (X) (см. 1.7.1) можно продолжить до гомоморфизма групп; 

• °\ 
l-+T-+Aut&-+A\itX-+L (З.КЗ) 

Мы получаем действие G в .£?, сохраняющее связность И эрми­
тову метрику, и согласованное с действием G в X. В частности, 
возникает представление группы G в пространстве сечений рас­
слоения SB. Вводя в этом пространстве скалярное произведение: 

(Si,s2) = j (s^x), s2(x))dx, (3.1.4) 
x 

где dx—форма объема, порожденного симплектической струк­
турой, мы получаем унитарное представление G. Это представ­
ление слишком велико, чтобы быть неприводимым. В следую­
щем параграфе мы покажем, однако, как, используя приведен­
ную выше конструкцию (называемую предквантованием), мож­
но построить неприводимые представления G. 

3.2. Рассмотрим теперь более детально частный случай, 
когда симплектическое многообразие — орбита коприсоединен-
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ного представления. Итак, пусть задана группа Ли G с алгеб­
рой Ли g и орбита .Qczg*. Переходя к односвязной накрываю­
щей, можно считать группу G связной и односвязной. Орбита 
Q предполагается целочисленной (см. условие (б) п. 3.1), но 
необязательно односвязной. Пусть f — точка в Q и G (f) — 
подгруппа G, стабилизирующая /. Так как Q^G/G(f) и G — 
односвязна, то фундаментальная группа rti(fi) изоморфна 
группе связных компонент: G(f)/G0(f). 

Приведем независимую конструкцию расслоения i?-->Q 
с кривизной — 2.JU-C0'. Выберем унитарный характер %:G(/)-»T, 
дифференциал которого есть функционал на алгебре Ли 8(/), 
равный 2п1'/^ф,. Рассмотрим пространство гладких функций ф 
на группе G, удовлетворяющих условию: 

Ф(я.Л)-=х(/-"'1)-Ф(§), А€С?(/), geO- (3.2.1) 

Ясно, что всевозможные такие функции <р образуют простран­
ство сечений некоторого линейного расслоения на G/G(f). Да­
лее, на этом пространстве имеется G-инвариантная связность. 
Если х£$, та производная элемента <ф вдоль инфинитезимально-
го левого сдвига Lx определяется как 

(VLx-q)(g)~(Lx^)(g)-2™.f(g.x-g-i)-4>(g). 

Нетрудно проверить, что эта связность корректно определена 
на G/G(f)**Q, и что ее кривизна равна —2ni-(a. Обозначим 
построенное расслоение со связностью через (j?x, Vx). 

З а м е ч а н и е . Пространство сечений расслоения 2?%, опре-
деленое условием (3.2.1), есть не что иное как пространство 
представления группы G, индуцированного характером % под­
группы G(f). 

Имеет место 
Теорема 3.2.2 [8]. а) Всякое линейное расслоение (i?, V) 

на орбите Q, удовлетворяющее условиям 1)—3) п. 3.1, изомор­
фно расслоению (3?х, Vx) для однозначно определенного харак­
тера % группы G(f). б) Орбита Q целочисленна тогда и только 
тогда, когда функционал 2m-f{$(f) на алгебре Ли g(f) интегри­
руется до характера группы G(f). 

Ясно, что все характеры группы G(f) с одним и тем же 
дифференциалом получаются один из другого умножением на 
характер дискретной группы G(f)/G0(f) -=-я-(й). Отсюда выте­
кает такое 

Следствие 3.2.3. Множество пар (3?, V) либо пусто 
(если орбита не является целочисленной), либо находится во 
взаимно однозначном соответствии с множеством Horn (jti(Q), 
Т) характеров фундаментальной группы tQ. 
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§ 4. ПОСТРОЕНИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 

4.1. Пусть G — группа Ли, g — ее алгебра Ли и f— точка 
Bfi*. 

Определение 4ЛЛ. Подалгебра Р алгебры а, являющаяся 
в то же время максимальным изотропным подпространством 
формы х, у*-* / ([#, у]) (определенной на о), называется поляри­
зацией функционала / . 

Каждая поляризация задает на орбите G-f, проходящей че­
рез /, G-инвариантное слоение с лагранжевыми слоями, (опре­
деленное в окрестности f). Чтобы его определить, нужно рас­
смотреть образ у при отображении х >-*x-f алгебры б на каса­
тельное пространство к орбите G-f в точке f. Очевидно, образ 
у—лагранжево подпространство касательного пространства. Раз­
несем это подпространство в другие точки орбиты. Можно по­
казать, что (локально) результат не зависит от способа перено­
са, так что на орбите возникает G-инвариантное распределение 
лагранжевых подпространств. Это распределение всегда интег­
рируемо. Его слои задают искомое лагранжево слоение. Дру­
гой способ получения слоя, проходящего через точку f, состоит 
в рассмотрении орбиты / относительно локальной группы, со­
ответствующей подалгебре Ли у. 

Обратно, предположим, что на орбите G-f задано (/-инвари­
антное лагранжево слоение. Нетрудно проверить, что прообраз 
в g касательного подпространства к слою в точке f (при отобра­
жении JCh+ x-f) есть поляризация функционала f. Итак: зада­
ние поляризации равносильно заданию в окрестности f инвари­
антного лагранжева слоения. Можно показать, что получивше­
еся в окрестности f слоение может быть продолжено на всю 
орбиту, если и только если поляризация р инвариантна относи­
тельно присоединенного действия стабилизатора G(f) точки f. 
Заметим, что р автоматически инвариантна относительно ком­
поненты единицы группы С?(if), так как ее алгебра Ли содер­
жится в -р. 

4.2. Пусть р — инвариантная поляризация. Рассмотрим под­
группу Р тех элементов С?, которые переводят в себя слой со­
ответствующего слоения, проходящий через f. Тогда алгебра Ли 
группы Р совпадает с р, а слой, проходящий через f, есть Р-ор-
бита точки f. Более того, лагранжево слоение есть в этом слу­
чае расслоение"Qc*GfG(f)-*~G/P с базой G[P. 

Выберем характер % группы G(f) и рассмотрим соответ­
ствующее эрмитово линейное расслоение (3?%, Vx) на орбите Й 
(см, 3.2), Наличие связности Vx позволяет определить сечения 
3?%, ковариантно постоянные вдоль слоев лагранжева слоения. 
Пространство Г% всех таких сечений задает, очевидно, неко­
торое линейное расслоение на G]Р. Заметим, что на много­
образии G/P, в отличие от орбиты Q, нет, вообще говоря, 
инвариантной формы объема. Поэтому на пространстве 1\ 
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нельзя ввести скалярное произведение типа (3Л .4). Чтобы обойти 
эту трудность, рассмотрим расслоение д1/2(С?/Р) полуформ на 
многообразии G /Р. Пусть, далее, V (X, -р)—- пространство сече­
ний с компактным носителем расслоения 

r-c®A1/2(G/P). 
Ясно, что для сечений si = ui®ai£r%®/\m(GlP)1 i = \,2, кор­
ректно определено спаривание 

($i,s2)-= J < я ь йа > • а-Фоа, 
о/я 

задающее на V(%, у) скалярное произведение. Унитарное пред­
ставление группы G в пространстве V(%, у) называется пред­
ставлением, ассоциированным с характером х и поляризацией у 
точки /. 

З а м е ч а н и е 4.2Л. Нетрудно проверить, что представление 
V (%, Р) совпадает с представлением группы G унитарно—инду­
цированным с характером группы Р, ограничение которого на 
0(f) совпадает с %, а дифференциал равен — 2ni-f^r 

4.3. Дадим теперь интерпретацию представления V(%, р), с 
точки зрения идеологии «квантования». Рассмотрим сначала 
простейший случай алгебры Гейзенберга, т. е. алгебры Ли с ба­
зисом р, q, z, где z — центральный элемент и ][р, q] — z. Орбите, 
задаваемой уравнением 2 = 1 , и поляризации у, порожденной 
q и z, соответствует представление в пространстве функций от 
д (расслоение S'% в этом случае тривиально), действующее по 
формулам: 

л (Р) =-* —» n{q)==2ni-q, к(г) — 2ш. (4.3 Л) 
В общем случае произвольной алгебры Ли g и орбиты Q в 

$* выберем канонические координаты р, q в окрестности точки 
/6Q так, чтобы функции, q были постоянны на слоях лагранже-
ва слоения, задаваемого поляризацией р. Расслоение 3?% при 
ограничении на окрестность точки / может быть тривиализова-
но. Пространство V(%, р) отождествляется при этом с простран­
ством функций от q. Оказывается, что в такой реализации опе­
раторы представления записываются фактически теми же фор­
мулами «стандартного квантования» (4.3.1), что и для алгебры 
Гейзенберга. Именно, справедливо 

П р е д л о ж е н и е 4.3,2 [3]. Пусть #{in}g, тогда 
а) при ограничении на орбиту Q линейная функция на Q*, 

•отвечающая х, имеет в координатах р, q первую степень по р: 
jc{p,q)=^ui{q)-pi'\-v{q); 

б) оператор к(х) в пространстве V(%, V) имеет вид: 
n(x)*=l/2-]?l[ui(q)bd/dqi + d/dqioiii(q)]'+'0(q), 

т. е. получается из функции x(p,q) заменой р на d/dq и сим­
метризацией. 
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4.4. Приведем основные результаты, касающиеся построен­
ных представлений V(x»P). Допустим, для простоты, что 

A) G — вещественная алгебраическая группа; 
Б) :р — разрешимая G (/) -инвариантная поляризация точки 

f6g*, удовлетворяющая условию Пуканакого (см. [6]); 
B) Орбита Q==G-f целочисленна и допускает металинейную* 

структуру (это условие равносильно существованию расслое-
ния полуформ /\U2(G/P)). 

Теорема 4.4.1 [9]. Класс представления V{%,р) не зави­
сит ни от выбора поляризации р, ни от выбора точки f на ор­
бите Q; для разных орбит Q соответствующие им представления 
V(x,-р) дизъюнктны. 

Предположим дополнительно, что G — комплексная группа 
Ли. Тогда справедлива 

Теорема 4,4,2 [9] Представление V(%,$) неприводимо. 
В окрестности 0{in}g определим аналитическую функцию 

y(jc)==det1/2((shad.r/2)/adx/2). 
Рассмотрим экспоненциальное отображение ехр : g->6\ 

Теорема 4.4.3 (см. [3, 15]). Если орбита G-f имеет мак­
симальную размерность, то для характера представлений 
V{%,$) справедлива следующая универсальная формула: 

tr я (ехр x)=j (х) • J ехр (2я£ • < / , х >). 
G-f 

Аналогичная формула имеет место также и для инфините-
зимального характера. Именно, отождествим обертывающую 
алгебру C/(g) с алгеброй обобщенных функций на группе G, 
сосредоточенных в 1. Далее, обозначим через <р~ преобразова­
ние Фурье функции ф на g. 

Теорема 4.4.4 (см. [3, 15]). Пусть орбита G-f имеет 
максимальную размерность/ Для всякого элемента z из центра 
обертывающей алгебры соответствующий оператор n(z), дейст­
вующий в пространстве V(%, р), скаиярен, причем 

я (2) = (/ 0*0 •z (ехр х))v (/). 
4.5. Заключительные замечания. Изложенная выше схема. 

построения неприводдмых представлений (называемая теперь 
методом орбит) возникла при описании представлений нилыю-
тентных групп Ли (см. • [7J). Для таких групп было доказано,. 
что всякое неприводимое представление имеет вид V{%,$) и 
что все такие представления неприводимы (теорема 4.4.2). Та­
ким образам, в нильпотентном случае имеется взаимно одно­
значное соответствие между неприводимыми унитарными пред­
ставлениями и орбитами коприсоединенного представления. 

Для более широких классов групп ситуация сложнее. Наи­
большие трудности возникают при этом в связи с условием 
(Б) п. 4.4 (условие (А)., налагающее требование алгебраич-
ности, представляется естественным: она отсекает патологии, 
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связанные с представлениями типов II и III) . Именно, сущест­
вуют орбиты, вообще, не имеющие поляризаций. Сузим задачу 
и ограничимся классом комплексных групп и орбит максималь­
ной размерности в g*. Можно показать, что точки f таких орбит 
обладают разрешимыми поляризациями. Однако существуют 
примеры, показывающие, что даже в< этом случае, G(f) -инва­
риантных поляризаций может не быть. По этой причине схема 
пп 4.1—4.3 приводит, вообще говоря, к весьма незначительному" 
запасу представлений. 

Существует, однако, модификация метода, применимая в 
гораздо более широкой ситуации. Именно, вместо поляризаций 
вводится более широкое понятие комплексных поляризаций — 
подалгебр в комплексификации исходной алгебры Ли g [Ю], 
Им соответствуют интегрируемые лагранжевы распределения 
в комплексификации касательного расслоения к орбите в д*. 
По такому лагранжеву распределению (т. е. комплексной поля­
ризации 1р) строится представление V(%, у) аналогично тому, 
как это делалось выше. Оно называется голоморфно-индуциро­
ванным с подалгебры р. 

Однако и этого, вообще говоря, недостаточно. Дело в> том,. 
что даже при наличии комплексной поляризации р, пространст­
во V(%, p) может оказаться нулевым. Поэтому, вместо 
(̂%> -Р) приходится рассматривать пространства Н{(0,, S£r i)': 

/Лкогомологий, ассоциированные с поляризацией р и одномер­
ным расслоением 9?х на орбите. Можно показать, что существу­
ет ровно один номер i, при котором пространство* #-(Q, 3?х, у) 
нетривиально, и что в нем реализуется неприводимое представ­
ление группы G, При этом справедливы аналоги теорем 4.4.3 и 
4.4.4. Возникающий таким путем запас унитарных представле­
ний уже весьма широк. Точнее, доказывается, что каждая регу­
лярная точка f{in}g* обладает разрешимой (/(^-инвариантной 
комплексной поляризацией у. Если орбита Q = G-f целочислен-
на (см. условие п. 4.4 (В)) и является достаточно регулярной, 
в определенном смысле, то с ней можно связать представление 
в /.Лкогомологиях: #-(Q, $£%, р). Можно показать, что постро­
енных представлений достаточно для разложения регулярного 
представления. В частности, они образуют подмножество пол­
ной меры в множестве всех неприводимых унитарных представ­
лений рассматриваемой группы (см. [4, 12, 13, 16, 18]). 
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