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§1. Введение

В настоящей работе мы, прежде всего, решаем задачу о приведении к наиболее
простому и удобному для наших дальнейших целей «каноническому» виду произ-
вольной пары согласованных нелокальных скобок Пуассона гидродинамического
типа, порождаемых метриками постоянной римановой кривизны (согласованных
скобок Мохова–Ферапонтова [1]), для того чтобы эффективно построить от-
вечающие любым этим парам согласованных скобок Пуассона интегрируемые
иерархии. Как показано в [2, 3] (см. также [4]), согласованные скобки Мохова–
Ферапонтова описываются совместной нелинейной системой уравнений, инте-
грируемой методом обратной задачи рассеяния (в случае согласованных скобок
Дубровина–Новикова [5], т. е. согласованных локальных скобок Пуассона гидро-
динамического типа, соответствующая система проинтегрирована ранее в [6–8],
см. также [4]), но задача эффективного построения в этом случае соответствую-
щих интегрируемых иерархий, что является главной целью данной работы, тре-
бует иного подхода к описанию этих согласованных скобок. В данной статье
по любому решению интегрируемой системы уравнений, описывающей рассмат-
риваемые согласованные скобки, т. е. для любой пары этих согласованных ско-
бок, построены в явном виде интегрируемые бигамильтоновы системы гидроди-
намического типа, обладающие этой парой согласованных нелокальных скобок
Пуассона гидродинамического типа. В случае согласованных скобок Дубровина–
Новикова [5] эта задача была рассмотрена и полностью решена ранее в работах
автора [9, 10].
В [1] были введены и изучены нелокальные скобки Пуассона гидродинамиче-

ского типа, имеющие следующий вид (скобки Мохова–Ферапонтова):

{I, J} =
∫

δI

δui(x)

(
gij(u(x))

d

dx
+bij

k (u(x)) uk
x+Kui

x

(
d

dx

)−1

uj
x

)
δJ

δuj(x)
dx, (1.1)

где I[u] и J [u] — произвольные функционалы на пространстве функций (полей)
ui(x), 1 � i � N , одной независимой переменной x, u = (u1, . . . , uN ) — локаль-
ные координаты на некотором заданном гладком N -мерном многообразии M ,
коэффициенты gij(u) и bij

k (u) скобки (1.1) — гладкие функции локальных ко-
ординат и K — произвольная константа. Вид скобки (1.1) инвариантен отно-
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сительно локальных замен координат. Скобка вида (1.1) называется невырож-
денной, если det(gij(u)) �≡ 0. Если det(gij(u)) �≡ 0, то скобка (1.1) являет-
ся скобкой Пуассона тогда и только тогда, когда gij(u) — произвольная псев-
дориманова контравариантная метрика постоянной римановой кривизны K и
bij
k (u) = −gis(u)Γj

sk(u), где Γj
sk(u) — риманова связность, порождаемая мет-

рикой gij(u) (связность Леви-Чивиты) [1] (отметим, что при локальных заменах
координат коэффициенты gij(u) и bij

k (u) скобки (1.1) преобразуются как со-
ответствующие дифференциально-геометрические объекты — контравариантная
метрика gij(u) и связность bij

k (u) = −gis(u)Γj
sk(u) соответственно, а K — ин-

вариант). При K = 0 получаем локальные скобки Пуассона гидродинамического
типа (скобки Дубровина–Новикова [5]).
Напомним, что скобки Пуассона называются согласованными, если их произ-

вольная линейная комбинация также является скобкой Пуассона (Магри [11]).

§2. Согласованные нелокальные скобки Пуассона
гидродинамического типа

ЛЕММА 2.1. В задаче об описании произвольной пары согласованных нело-
кальных скобок Пуассона вида (1.1) одну из этих двух скобок Пуассона всегда
можно считать локальной без ограничения общности.
Действительно, если две согласованные нелокальные скобки Пуассона ви-

да (1.1) {I, J}0 (с соответствующей константой K0 в нелокальной части) и
{I, J}1 (с константой K1) линейно независимы, то в пучке этих скобок Пуас-
сона, т. е. среди скобок Пуассона λ0{I, J}0 + λ1{I, J}1 , где λ0 и λ1 — про-
извольные константы, обязательно есть ненулевая локальная скобка Пуассона
{I, J} = λ′

0{I, J}0 + λ′
1{I, J}1 , где λ′

0 , λ
′
1 — произвольные константы, удовле-

творяющие соотношению λ′
0K0 + λ′

1K1 = 0, которую и можно взять в каче-
стве одной из образующих всего рассматриваемого пучка согласованных ско-
бок Пуассона (очевидно, что если эта локальная скобка Пуассона {I, J} ну-
левая, то скобки Пуассона {I, J}0 и {I, J}1 являются линейно зависимыми:
λ′

0{I, J}0 + λ′
1{I, J}1 ≡ 0).

Рассмотрим задачу о согласованности нелокальной и локальной скобок Пуас-
сона гидродинамического типа
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∫

δI

δui(x)

(
gij
1 (u(x))

d

dx
+ bij

1,k(u(x)) uk
x + K1u

i
x

(
d

dx

)−1

uj
x

)
δJ

δuj(x)
dx

(2.1)
и
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dx, (2.2)

т. е. условие, что при всех значениях константы λ скобка

{I, J} = {I, J}1 + λ{I, J}2 (2.3)

является скобкой Пуассона (таким образом, формула (2.3) определяет пучок со-
гласованных скобок Пуассона).
Мы далее предполагаем, что локальная скобка {I, J}2 является невырожден-

ной, т. е. det gij
2 (u) �≡ 0, но не налагаем никаких дополнительных условий на
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скобку {I, J}1 , т. е., вообще говоря, она может быть и вырожденной. Скобка
(2.3) может быть вырожденной; поэтому нам потребуются общие соотношения
на коэффициенты скобки вида (1.1), эквивалентные условию, что эта скобка
является скобкой Пуассона. Эти общие соотношения (без предположения невы-
рожденности) были получены в работе автора [12] (см. также [13]):

gij(u) = gji(u), (2.4)

∂gij

∂uk
= bij

k (u) + bji
k (u), (2.5)

gis(u)bjr
s (u) = gjs(u)bir

s (u), (2.6)
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− ∂bjr

k

∂us

)
+ bij

s (u)bsr
k (u) − bir

s (u)bsj
k (u) = K(gir(u)δj
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где
∑

(i,j,r) означает суммирование по всем циклическим перестановкам индексов
i, j , r.

§3. Каноническая форма согласованных пар скобок

По теореме Дубровина–Новикова [5] для невырожденной локальной скобки
Пуассона гидродинамического типа {I, J}2 всегда существуют локальные коор-
динаты u1, . . . , uN (плоские координаты метрики gij

2 (u)), в которых эта скобка
постоянна, т. е. gij

2 (u) = ηij = const, bij
2,k(u) = Γi

2,jk(u) = 0. Таким образом, мы
можем выбрать плоские координаты метрики gij

2 (u) и в дальнейшем считать, что
скобка Пуассона {I, J}2 постоянна и имеет вид

{I, J}2 =
∫

δI

δui(x)
ηij d

dx

δJ

δuj(x)
dx, (3.1)

где ηij = ηji , ηij = const, det ηij �= 0. В дальнейшем мы будем также ис-
пользовать в рассматриваемых плоских координатах ковариантную метрику ηij ,
обратную к контравариантной метрике ηij , ηisηsj = δi

j .

ТЕОРЕМА 3.1. Произвольная нелокальная скобка Пуассона {I, J}1 вида (2.1)
(возможно, вырожденная) согласована с постоянной скобкой Пуассона (3.1)
тогда и только тогда, когда она имеет вид
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)
δJ
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dx, (3.2)

где Hi(u), 1 � i � N , — гладкие функции, определенные в некоторой области
локальных координат.
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В плоском случае согласованных скобок Дубровина–Новикова (K1 = 0) со-
ответствующее утверждение было сформулировано автором в [14, 15] (см. также
условия на плоские пучки метрик в [16]).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из соотношений (2.4)–(2.8) следует, что в рассматривае-

мых локальных координатах условия согласованности скобок Пуассона {I, J}1 и
{I, J}2 или, другими словами, условия, что скобка

{I, J} =
∫

δI

δui(x)

(
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1 (u(x)) + ληij)
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dx (3.3)

является скобкой Пуассона для всех значений параметра λ, имеют вид

ηisbjr
1,s(u) = ηjsbir

1,s(u), (3.4)

∂bjr
1,s

∂uk
− ∂bjr

1,k

∂us
= K1(δr

sδ
j
k − δj

sδ
r
k). (3.5)

Определим функции Aij
k (u) соотношениями

Aij
k (u) = bij

1,k(u) −K1δ
j
ku

i. (3.6)

Из формулы (3.5) следует, что

∂Ajr
s

∂uk
− ∂Ajr

k

∂us
= 0,

т. е. по лемме Пуанкаре локально существуют функции P ij(u), такие, что

Aij
k (u) =

∂P ij

∂uk
,

и из (3.6) находим необходимое выражение для коэффициента bij
1,k(u):

bij
1,k(u) =

∂P ij

∂uk
+ K1δ

j
ku

i.

Найдем выражение для метрики gij
1 (u). Из соотношения (2.5) для скобки Пуас-

сона {I, J}1 получаем

∂gij
1

∂uk
=

∂P ij

∂uk
+

∂P ji

∂uk
+ K1δ

j
ku

i + K1δ
i
ku

j

и, следовательно, учитывая соотношение (2.4),

gij
1 (u) = P ij(u) + P ji(u) + K1u

iuj + cij, cij = const, cij = cji.

Таким образом, доказано, что коэффициенты скобки Пуассона {I, J}1 имеют
так называемый лиувиллев вид (подробнее о важном свойстве лиувиллевости
см. §5):

gij
1 (u) = Rij(u) + Rji(u) + K1u

iuj,

bij
1,k(u) =

∂Rij

∂uk
+ K1u

iδj
k,
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где

Rij(u) = P ij(u) +
1
2
cij .

Кроме того, из соотношения (3.4) дополнительно получаем

ηpjb
jr
1,l(u) = ηlib

ir
1,p(u),

т. е.
∂(ηpsR

sr(u))
∂ul

+ K1ηpsu
sδr

l =
∂(ηlsR

sr(u))
∂up

+ K1ηlsu
sδr

p.

Последняя формула эквивалентна соотношению

∂(ηpsR
sr(u) + K1ηpsu

sur)
∂ul

=
∂(ηlsR

sr(u) + K1ηlsu
sur)

∂up
.

Следовательно, по лемме Пуанкаре локально существуют функции Hr(u), 1 �
r � N , такие, что

ηpsR
sr(u) + K1ηpsu

sur =
∂Hr

∂up
.

Таким образом, доказано, что

Rsr(u) = ηsp ∂H
r

∂up
−K1u

sur,

а коэффициенты скобки Пуассона {I, J}1 имеют вид

gij
1 (u) = ηis ∂H

j

∂us
+ ηjs ∂H

i

∂us
−K1u

iuj , (3.7)

bij
1,k(u) = ηis ∂2Hj

∂us∂uk
−K1δ

i
ku

j . (3.8)

Поскольку в этом случае, как легко проверить, все соотношения согласован-
ности (3.4) и (3.5) выполнены, важная для всей нашей дальнейшей конструкции
теорема 3.1 доказана.

§4. Интегрируемые уравнения для канонических
согласованных пар скобок

ТЕОРЕМА 4.1. Нелокальная скобка вида (3.2) (возможно, вырожденная) яв-
ляется скобкой Пуассона тогда и только тогда, когда выполнены следующие
уравнения:

∂2Hi

∂uk∂us
ηsp ∂2Hj

∂up∂ul
=

∂2Hj

∂uk∂us
ηsp ∂2Hi

∂up∂ul
, (4.1)

(
ηir ∂H

s

∂ur
+ ηsr ∂H

i

∂ur
−K1u

ius

)
ηjp ∂2Hk

∂up∂us

=
(
ηjr ∂H

s

∂ur
+ ηsr ∂H

j

∂ur
−K1u

jus

)
ηip ∂2Hk

∂up∂us
. (4.2)

В плоском случае (K1 = 0) соответствующая теорема получена автором в [15],
где была сформулирована также и гипотеза об интегрируемости системы (4.1),
(4.2) при K1 = 0 методом обратной задачи рассеяния, доказанная впоследствии
в работах автора [4, 6, 7] (см. также [8], где найдена пара Лакса для этой системы
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в плоском случае). Соответствующие общие условия на плоские пучки метрик
указаны в [16].
Для нелокальной скобки вида (3.2) соотношения (2.4), (2.5), (2.8) выполняют-

ся тождественно. Соотношение (2.7) в этом случае принимает вид

bij
1,s(u)bsr

1,k(u) = bir
1,s(u)bsj

1,k(u), (4.3)

что дает уравнения(
ηip ∂2Hj

∂up∂us
−K1δ

i
su

j

)(
ηsl ∂2Hr

∂ul∂uk
−K1δ

s
ku

r

)

=
(
ηip ∂2Hr

∂up∂us
−K1δ

i
su

r

)(
ηsl ∂2Hj

∂ul∂uk
−K1δ

s
ku

j

)
, (4.4)

эквивалентные уравнениям (4.1).
Соотношение (2.6) дает уравнения(
ηip ∂H

s

∂up
+ ηsp ∂H

i

∂up
−K1u

ius

)(
ηjl ∂2Hr

∂ul∂us
−K1δ

j
su

r

)

=
(
ηjp ∂H

s

∂up
+ ηsp ∂H

j

∂up
−K1u

jus

)(
ηil ∂2Hr

∂ul∂us
−K1δ

i
su

r

)
, (4.5)

эквивалентные уравнениям (4.2).
Из теоремы 4.1 немедленно получаем следующее элементарное следствие.
СЛЕДСТВИЕ 4.1. Очевидно, что любой набор N линейных функций Hi(u) =

ci
ku

k + ci , ci
k = const, ci = const, является тривиальным решением нелинейной

системы уравнений (4.1), (4.2). Таким образом, скобка

{I, J}1 =
∫

δI

δui(x)

([
ηiscj

s + ηjsci
s −K1u

iuj

]
d

dx

−K1δ
i
ku

juk
x + K1u

i
x

(
d

dx

)−1

uj
x

)
δJ

δuj(x)
dx (4.6)

является скобкой Пуассона при любых константах ci
k . В частности, для

любой симметричной постоянной матрицы (µij), µij = µji, µij = const, кон-
травариантная метрика µij −Kuiuj всегда является метрикой постоянной
кривизны K , если она невырожденна (при условии невырожденности мат-
рицы (µij) эта метрика является, очевидно, невырожденной); при этом по-
рождаемая этой метрикой связность Леви-Чивиты определяется формулой
Γij

k (u) = (µis −Kuius)Γj
sk(u) = Kδi

ku
j .

Рассмотрим, в частности, контравариантную метрику вида

gij(u) = aiδij −Kuiuj , (4.7)

где ai , 1 � i � N , — произвольные ненулевые константы, так что метрика gij(u)
является невырожденной. Нетрудно доказать, что

det(gij(u)) = a1 · · · aN

(
1 −K

N∑
s=1

(us)2

as

)
. (4.8)
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Ковариантная метрика gij(u), обратная к контравариантной метрике gij(u),
gis(u)gsj(u) = δi

j , имеет вид

gij(u) =
1
ai

δij +
Kuiuj

aiaj
(
1 −K

∑N
s=1

(us)2

as

) (4.9)

и является метрикой постоянной римановой кривизны K при любых значениях
ненулевых констант ai . Любопытно, что рассматриваемые локальные координаты
являются геодезическими в точке с координатами (0, . . . , 0) (ui = 0, 1 � i � N ),
но не являются не только нормальными координатами Биркгофа для метрики,
но даже и римановыми координатами, в которых, как известно, метрика имеет
подобное разложение. Более важно, что эти локальные координаты являются,
как будет показано в §5, специальными лиувиллевыми координатами для соот-
ветствующей скобки Пуассона.
Отметим, что метрика gij(u) является невырожденной тогда и только тогда,

когда не более чем одна из N + 1 констант ai , 1 � i � N , и K равна нулю.
Укажем соответствующие формулы для интересного случая, когда любая одна из
этих констант равна нулю. Случай K = 0 тривиален. Если же am = 0, то

det(gij(u)) = −K

( ∏
s �=m

as

)
(um)2. (4.10)

Компоненты ковариантной метрики gij(u) постоянной римановой кривизны K в
этом случае имеют вид

gmm(u) = − 1
K(um)2

(
1 −K

∑
s �=m

(us)2

as

)
, (4.11)

gim(u) = gmi(u) = − 1
ai

ui

um
, i �= m, (4.12)

gii(u) =
1
ai
, i �= m, (4.13)

gij(u) = 0, i �= j, i �= m, j �= m. (4.14)

Все эти модели пространств постоянной кривизны играют важную роль в гамиль-
тоновой теории систем гидродинамического типа. Скобки Мохова–Ферапонтова,
задаваемые при ai = εi = ±1 метриками (4.7) постоянной римановой кривиз-
ны K , названы в [17] каноническими. Такие канонические скобки естественно
возникали также в приложениях в работе [18].
ТЕОРЕМА 4.2 [2, 3]. Система нелинейных уравнений (4.1), (4.2) интегриру-

ется методом обратной задачи рассеяния.
Отметим, что в [2, 3] получена и проинтегрирована система нелинейных урав-

нений, эквивалентная системе (4.1), (4.2) и тоже описывающая согласованные
нелокальные скобки Пуассона вида (1.1), но в других локальных координатах,
гораздо более удобных для интегрирования (в этих координатах метрики обе-
их согласованных скобок диагональны). Но локальные координаты, в которых
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метрики скобок диагонализируются, плохо приспособлены для эффективного по-
строения интегрируемых иерархий, соответствующих рассматриваемым согласо-
ванным скобкам Пуассона. Для этой цели в данной работе развит другой подход.
В плоском случае (K1 = 0) система (4.1), (4.2) проинтегрирована в [6, 7].

§5. Лиувиллевы и специальные лиувиллевы координаты

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5.1. Локальные координаты u = (u1, . . . , uN ) называются лиу-
виллевыми для произвольной скобки Пуассона {I, J}, если функции (поля) ui(x)
являются плотностями интегралов в инволюции относительно этой скобки, т. е.

{U i, U j} = 0, 1 � i, j � N, (5.1)

где U i =
∫
ui(x) dx, 1 � i � N . В этом случае скобка Пуассона также называется

лиувиллевой в этих координатах.
Лиувиллевы координаты естественно возникают и играют существенную роль

в процедуре Дубровина–Новикова усреднения гамильтоновых уравнений [5]. Фи-
зические координаты, получаемые усреднением плотностей участвующих в про-
цедуре Дубровина–Новикова N инволютивных локальных интегралов изначаль-
ной гамильтоновой системы, всегда являются лиувиллевыми для соответству-
ющей усредненной скобки. Это свойство и явилось мотивировкой определения
лиувиллевых координат для локальных скобок Пуассона гидродинамического ти-
па в [5]. Для общих слабо нелокальных скобок Пуассона гидродинамического
типа (скобок Ферапонтова [19, 20]) лиувиллевы координаты введены в [17].
Нелокальная скобка Пуассона гидродинамического типа (1.1) является лиу-

виллевой в локальных координатах u = (u1, . . . , uN ) тогда и только тогда, когда
существует матричная функция Φij(u), такая, что

bij
k (u) =

∂Φij

∂uk
−Kδi

ku
j . (5.2)

В этом случае в силу соотношений (2.4), (2.5) метрика gij(u) обязана иметь вид

gij(u) = Φij(u) + Φji(u) −Kuiuj (5.3)

(функцию Φij(u) при этом можно подправить на произвольную постоянную мат-
ричную функцию cij = const). Матричная функция Φij(u) называется лиувил-
левой функцией соответствующей лиувиллевой скобки Пуассона.
Таким образом, нелокальная скобка Пуассона (1.1) лиувиллева, если она имеет

вид

{I, J} =
∫

δI

δui(x)

((
Φij(u) + Φji(u) −Kuiuj

)
d

dx

+
(
∂Φij

∂uk
−Kδi

ku
j

)
uk

x + Kui
x

(
d

dx

)−1

uj
x

)
δJ

δuj(x)
dx. (5.4)

Из теоремы 3.1 следует
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ТЕОРЕМА 5.1. Плоские координаты произвольной невырожденной локальной
скобки Пуассона гидродинамического типа {I, J}2 всегда являются лиувилле-
выми для любой нелокальной скобки Пуассона {I, J}1 вида (1.1), согласован-
ной с {I, J}2 . Более того, при этом соответствующая лиувиллева функция
Φij(u) всегда имеет специальный вид

Φij(u) = ηis ∂H
j

∂us
. (5.5)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5.2. Локальные координаты u = (u1, . . . , uN ) называются спе-
циальными лиувиллевыми координатами [15, 21] для произвольной скобки Пу-
ассона {I, J}, если существует ненулевая постоянная симметричная матрица
(ηij), такая, что функции (поля) ui(x), 1 � i � N , и ηiju

i(x)uj(x) являются
плотностями интегралов в инволюции относительно этой скобки, т. е.

{U i, U j} = 0, 1 � i, j � N + 1, (5.6)

где U i =
∫
ui(x) dx, 1 � i � N , UN+1 =

∫
ηiju

i(x)uj(x) dx. В этом случае скобка
Пуассона также называется специальной лиувиллевой в этих координатах.
Специальные лиувиллевы координаты были введены в работах автора [15, 21].

Наиболее важным является случай невырожденной матрицы ηij .
ТЕОРЕМА 5.2. Нелокальная скобка Пуассона вида (1.1) является специаль-

ной лиувиллевой в локальных координатах u = (u1, . . . , uN ) тогда и только
тогда, когда она лиувиллева со специальной лиувиллевой функцией Φij(u),
такой, что

ηksΦsj(u) =
∂Hj

∂uk
. (5.7)

Для невырожденной матрицы (ηij) получаем в этом случае в точности нашу
скобку (3.2) из канонической согласованной пары.
Таким образом, наша задача о согласованных нелокальных скобках Пуассо-

на гидродинамического типа эквивалентна задаче классификации специальных
лиувиллевых координат для нелокальных скобок Пуассона гидродинамического
типа.
ТЕОРЕМА 5.3. Произвольная нелокальная скобка Пуассона гидродинамиче-

ского типа вида (1.1) согласована с постоянной скобкой Пуассона (3.1) тогда
и только тогда, когда функции ui(x), 1 � i � N , и ηiju

i(x)uj(x), ηisηsj = δi
j ,

являются плотностями интегралов в инволюции относительно скобки Пуас-
сона (1.1).
Отметим, что ui(x), 1 � i � N , — плотности аннуляторов скобки (3.1), а

1
2
ηiju

i(x)uj(x) — плотность импульса скобки (3.1).
ТЕОРЕМА 5.4. Произвольная нелокальная скобка Пуассона гидродинамиче-

ского типа вида (1.1) согласована с произвольной невырожденной локальной
скобкой Пуассона (2.2) тогда и только тогда, когда N аннуляторов и им-
пульс скобки (2.2) являются интегралами в инволюции относительно скобки
Пуассона (1.1).
В плоском случае K = 0 все утверждения данного параграфа были доказаны

ранее в работах автора [14, 15, 21].
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§6. Интегрируемые бигамильтоновы системы гидродинамического типа

Рассмотрим произвольную пару согласованных нелокальных гамильтоновых
операторов гидродинамического типа P ij

1 и P ij
2 , порождаемых метриками по-

стоянной римановой кривизны. Как показано выше в лемме 2.1, один из этих
операторов, скажем P ij

2 , можно считать локальным без ограничения общности.
Если локальный гамильтонов оператор P ij

2 является невырожденным, то из тео-
ремы 3.1 следует, что локальной заменой координат пара согласованных гамиль-
тоновых операторов P ij

1 и P ij
2 приводится к следующему каноническому виду:

P ij
2 [v(x)] = ηij d

dx
, (6.1)

P ij
1 [v(x)] =

(
ηis ∂h

j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)
d

dx

+
(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)
vk

x + Kvi
x

(
d

dx

)−1

vj
x, (6.2)

где (ηij) — произвольная невырожденная постоянная симметричная матрица,
т. е. det(ηij) �= 0, ηij = const, ηij = ηji ; K — произвольная константа; hi(v),
1 � i � N , — гладкие функции, заданные в некоторой области локальных ко-
ординат, такие, что оператор (6.2) является гамильтоновым, т. е. функции hi(v)
удовлетворяют интегрируемым уравнениям (4.1), (4.2) (см. теоремы 4.1 и 4.2
выше).
ЗАМЕЧАНИЕ 6.1. Очевидно, что здесь всегда можно считать, что ηij = εiδij ,

εi = 1 при i � p, εi = −1 при i > p, где p — положительный индекс инерции
метрики, 0 � p � N , и, кроме того, необходимо классифицировать гамильтоно-
вы операторы (6.2) относительно действия группы движений соответствующего
N -мерного псевдоевклидова пространства R

N
p . Это нетрудно сделать, но для на-

ших целей достаточно (и удобнее) пользоваться указанным выше представлением
канонической согласованной пары («условно каноническим» представлением).
Рассмотрим оператор рекурсии, задаваемый каноническими согласованными

гамильтоновыми операторами (6.1), (6.2),

Ri
l [v(x)] = [P1[v(x)](P2[v(x)])−1]il

=
((

ηis ∂h
j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)
d

dx

+
(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)
vk

x + Kvi
x

(
d

dx

)−1

vj
x

)
ηjl

(
d

dx

)−1

(6.3)

(об операторах рекурсии, задаваемых парами согласованных гамильтоновых опе-
раторов, см. [13, 22–26]).
Применим полученный нами оператор рекурсии (6.3) к системе трансляций

по x, т. е. системе гидродинамического типа

vi
t = vi

x, (6.4)
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которая, очевидно, является гамильтоновой с гамильтоновым оператором (6.1):

vi
t = vi

x ≡ ηij d

dx

δH

δvj(x)
, H =

1
2

∫
ηjlv

j(x)vl(x) dx. (6.5)

Любая система из иерархии

vi
tn

= (Rn)i
jv

j
x, n ∈ Z, (6.6)

является мультигамильтоновой интегрируемой системой.
В частности, интегрируемой является любая система вида

vi
t1 = Ri

jv
j
x, (6.7)

т. е. система гидродинамического типа

vi
t1

=
((

ηis ∂h
j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)
d

dx

+
(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)
vk

x + Kvi
x

(
d

dx

)−1

vj
x

)
ηjlv

l

≡
(
ηis ∂h

j

∂vs
ηjk +

∂hi

∂vk
+ ηisηjl

∂2hj

∂vs∂vk
vl −Kηskv

ivs − K

2
δi
kηslv

svl

)
vk

x

≡
(
hi(v) + ηis ∂h

j

∂vs
ηjlv

l − K

2
ηskv

ivsvk

)
x

, (6.8)

где hi(v), 1 � i � N , — произвольное решение интегрируемой системы (4.1),
(4.2).
Эта система гидродинамического типа является бигамильтоновой с парой ка-

нонических согласованных гамильтоновых операторов (6.1), (6.2):

vi
t1

=
((

ηis ∂h
j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)
d

dx

+
(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)
vk

x + Kvi
x

(
d

dx

)−1

vj
x

)
δH1

δvj(x)
, (6.9)

H1 =
1
2

∫
ηjlv

j(x)vl(x) dx,

vi
t1 = ηij d

dx

δH2

δvj(x)
,

H2 =
∫ (

ηjkh
k(v(x))vj(x) − K

8
ηjkηslv

j(x)vk(x)vs(x)vl(x)
)
dx.

(6.10)

Следующей системой в иерархии (6.6) (при n = 2) является интегрируемая
система гидродинамического типа

vi
t2

=
((

ηis ∂h
j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)
d

dx
+

(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)
vk

x

+ Kvi
x

(
d

dx

)−1

vj
x

)
ηjl

(
hl(v) + ηlp ∂h

r

∂vp
ηrqv

q − K

2
ηprv

lvpvr

)
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≡
((

ηis ∂h
j

∂vs
+ ηjs ∂h

i

∂vs
−Kvivj

)(
ηjl

∂hl

∂vk
+ ηrk

∂hr

∂vj
+ ηrqv

q ∂2hr

∂vj∂vk

−Kηjlηpkv
lvp − K

2
ηjkηplv

lvp

)

+
(
ηis ∂2hj

∂vs∂vk
−Kδi

kv
j

)(
ηjlh

l(v) + ηrqv
q ∂h

r

∂vj
− K

2
ηjlηprv

lvpvr

)

+ Kδi
k

(
ηjlh

l(v)vj − K

8
ηjlηprv

jvlvpvr

))
vk

x . (6.11)

Даже тривиальные, линейные по полям vi(x), решения системы (4.1), (4.2) по-
рождают нетривиальные интегрируемые системы гидродинамического типа. Все
представленные в данной работе результаты обобщаются прямым образом на
случай общих нелокальных скобок Пуассона гидродинамического типа (скобок
Ферапонтова [19, 20]), хотя формулы становятся значительно более громоздкими
и менее эффективными. Эти результаты будут опубликованы в другой работе.
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