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Пусть Ее С - компакт без внутренних точек, С(Е)- множество 
всех непрерывных на Е функций, R(E) - замыкание в С(Е) 
множества рациональных функций с полюсами вне Е • А.Г.Витушкину 
[i] принадлежит замечательное условие совпадения R(E) с С(Е) 

ТЕОРЕМА А. Пусть для почти всех по плоской мере Лебега точек 
Z е Е выполнено 

Ш ЖВ(у)чЕ) > 0 , (I) 
где 5 - аналитическая емкость, В (z.tO -Zl<t| . Тогда 

R(E ) - C(E). J 

Предшествующий результат А.Г.Витушкияа в этом направлении был 
чуть слабее [2]: требовалось, чтобы верхний предел, в (I) был п.в. 
равен + со . Доказательство каждой из этих теорем достаточно 
сложно. 

Целью настоящей заметки является изложение более простого до­
казательства слабого УСЛОЕИЯ А.Г.Витушкияа. 

ТЕОРЕМА В. Если для почти всех точек Ъ £ Е верхний предел 
в (!) равен +• , то R(E) = C(E). 

I . Прежде чем приступать к доказательству, напомним определе­
ние и простейшие свойства аналитической емкости. Пусть К - ком­
пакт, не разделяющий плоскости, А (К) - множество функции |, 
аналитических в С \ К . и таких, что 11| <, i и | = 0 . 
Для | е Д ( К ) ^ Щ ^ т ^ | ( ^ ) . Тогда полагаем 

Если множество & С С ограничено и открыто, то 

где S U p в (2) берется по всем компактам К С & . 
ЛЕММА I [3], гл;8. Если К С € - компакт; то существует функ­

ция | е А (К) . для которой - -Х( К). 
ЛЕММА 2 [3], гл.8. Если множество & С С открыто и ограниче­

но, то существует компакт К С (х , состоящий из конечного чис­
ла жорданових областей с С -гладкой границей, для которого 
S(K)HrK&)-

ЛЕММА 3 [з] , гл.8. Пусть К с В ( Z 0 , R) - компакт,|€ А(К) 
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? ( * ) - ^ Х : т ^ в н е B ( Z 0 ) R ) .Тогда 

|ал|<еи, R H(J<), *t>2 1 ' 
Нам понадобится следствие из леммы 3. 
ЛЕММА 4. Пусть К СЁ> (.Z., R ) - компакт. Тогда в обозна­

чениях леммы 3 при j Z - Z o i ^ 2.R выполняется 

IZ-Zol ' 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3) получаем 

2. Приступим к доказательству теоремы В. Из соображений двой­
ственности ясно, что достаточно установить такое утверждение: 

всякая комплекснозначная мера на Е » ортогональная R(E), 
есть тождественный нуль. 

Для комплекснозначной меры jit на Е положим 

• Е 
Если мера JUU ортогональна R ( E ) , то JLL (z) — О ПРИ 

Z е С\Е • Функция JU- (z) определена также при п.в. Z €. Е 
(см.лемму 5 ниже). Если мн установим, что Jl (z)~0 п.в. на Е 
то по теореме Л.Шварца [4] J^ = 0 . Таким образом, достаточно 
доказать следующее: 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть компакт Е удовлетворяет условиям тео­
ремы В, jh - комплекснозначная мера на Е , JU,(z)»»0 при 

Z £ С \ Е . Тогда для п.в. Z G.E jk(z)-0. 
3. Потребуются два вспомогательных факта. 

• ЛЕММА 5. Пусть Е С С произвольный компакт, JU, - комплекс­
нозначная мера на Е . Тогда при п.в. Z6.E 

Е 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО приведем для полноты изложения. Если К - круг, 

содержащий Е , то 
dxdt, < о о 

— t jib *— S 
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значит, V j t ( z ) < o ° при п.в. Z G K . • 
Для комплекснозначной меры Jl в С полагаем 

ЛЕММА 6 [б], гл.1. Если Jt - финитная мера в С , то при 
п.в. z е С M f i ( z ) - с о » . 

4. Докажем теперь основную лемму (и, тем самым, теорему В ) . 
Пусть - множество полной меры в Е , для точек Z кото­
рого бесконечен верхний предел в (I), Vj«.(z)<t<» и Ha ( . Z ) < o e . 
Зададимся некоторым 5 '> 0 и пусть X (б) — X ( В ( z , о * ) \ Е ) . 
выберем, используя лемму 2, компакт K c B ( Z , 6 ' ) \ E , состоя­
щий из конечного числа жордановых областей с С 1 -гладкой грани­
цей, для которого X ^К) > -|- й (S") , и выберем, используя лем­
му I, функцию У €. А ( К ) , для которой = й ( К ) . Пусть 

I .Поскольку | L ( t ) = О n p n t € . C \ E и 
К с С \ Е имеем: 5 ^ § | (t) jl (t) dt - 0 . Но, с другой 

ЭК 
стороны, 

Е ЭК ^ Е 
Значит, J f ( Ю 0 ^ (.£)"* 0 и 

Е ? Е Е 

В(г,а5)ЛЕ B(z,a5)HE E\B(z,26) 

В(г,г5)ПЕ . . 
Так как | е А(К) и « ^ - К Ю И г К 5 ) • Ч И * / X j < 

(5) 

B(z,25)nE в(г,гь-) 

Лемма 4 и равенство И у — К (К.) влекут при (]=, -z ) >£b': 
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(7) 

й тогда 

ll-z|*asr а * ^ 
(8) 

« s c a r e s ' 

an Sr*«Ua«.E -||-г|<гжн5' 

В итоге (5) - (8) влекут 
l£(z)|<.X4(S)+Jl*(9+*a<*). (9) 

Левая часть в (9) не зависит от 8Г , в силу Z имеем 
Ы ^ ( S'J - O , ikTL oL a (6") - 0 , (wrv А 3 ( о " ) = 0 , 
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A.G.Vitushkin in [ij gives a sufficient condition, (in 
terms of analytic capacity) for the coincidence of algebras 
R(u) and C(E) , E being a compact subset of С .We 
present here an easy proof of Vituehkin'e theorem. 
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