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Рассматриваются новые постановки билинейных задач равновесного программирования со связанны­
ми ограничениями. Приводятся доказательства сходимости метода множителей и экстрапроксимального 
метода для решения равновесных билинейных задач. Демонстрируется возможность применения разви­
ваемой теории для решения игр двух лиц с ненулевой суммой. 

1. Постановка задачи 

1. Равновесная задача на квадрате. В билинейной задаче равновесного программи­
рования с функциональными ограничениями требуется найти неподвижную точку v* Е D*, 
удовлетворяющую экстремальному включению вида [1] 

v* Е Argmin{($t>* + ip,w) + (l/2)(Bw, w) | Aw < a, w > 0}. (1.1) 

Здесь Ф, В — (n x п)-матрицы, A — (m x п)-матрица, ip, a — фиксированные векторы, пе­
ременные ID и » принимают значения в одном и том же допустимом множестве D = {w 6 
W1 | Aw < a, w > 0}. Предполагается, что экстремальное (маргинальное) отображение 
w(v) = ATgmm{($v + ip,w) + (l/2)(Bw,w) | Aw < a, w > 0} переводит каждую точку допусти­
мого множества D в выпуклое замкнутое подмножество из D. Согласно [2], такое отображение, 
при достаточно общих условиях, имеет неподвижную точку v* € w(v*), при этом пара (v*, v*) 
всегда лежит на диагонали квадрата D х D. 

Как следует из (1.1), любое решение этой задачи удовлетворяет неравенству 

($v*+ <p,v*)+ (l/2){Bv*,v*) < ($v*+ <p,w)+ (l/2)(Bw,w) MwED. (1.2) 

Это неравенство можно рассматривать как эквивалентное определение интересующей нас 
неподвижной точки. Введем функцию (сдвиг относительно диагонали квадрата D х D) 

Ф(и,и;) = {ФР + <p,w) + (l/2)(Bw, w) - ($v + <p,v)~ (l/2)(Bv, v), (1.3) 

тогда задачу (1.2) можно представить в виде: 

найти v* б D такую, что 0<Ф(^*,гу) Угу 6 D. (1.4) 

Рассмотрим несколько частных случаев общей билинейной задачи (1.1). 

1.1. Седловое программирование. Пусть матрица Ф в (1.1) кососимметрична, т.е. удовле­
творяет условию Ф = — Ф т , а В = 0иуз = 0. Тогда (1.1) примет вид: найти 

v* Е Argmin{^t>*,if) | Aw < a, w > 0} . (1.5) 

Покажем, что пара (v*, v*), где v* — неподвижная точка (1.5), является седловой точкой для 
функции (Фи, го) на множестве D х D. Сначала отметим, что эта функция равна нулю на 
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диагонали квадрата DxD. Действительно, используя свойство кососимметрии, имеем (Фи, и) = 
(ь,Фть) = —(у,Фь) = — (ФУ,У). Отсюда немедленно получаем ($v,v) = 0 Vt> G D. Поскольку 
v* — решение (1.5), то выполняется неравенство 0 = (Фг>*,г>*) < (Фг>*,го) V4o G .D. Поэтому 
О > — (Фг>*,го) = ($Tv*,w) = (v*,$w) - (Фго, f*) Vif G I?. Следовательно, 

($w,v*) < ($v*,v*) < ($v*,v) Vv,w€D, 

т.е. (v*,v*) — седдовая точка. Таким образом, задача о вычислении неподвижной точки (1.5) 
сводится к решению седловой задачи специального вида, поскольку переменные этой функции 
одинаковой размерности, а седловая точка лежит на диагонали квадрата DxD. 

1.2. Квадратичное программирование [3]. Пусть в (1.1) Ф = О, <р = 0, а. В — положительно 
полуопределенная матрица (т.е. (Bw,w) > 0 Vw 6 Ж"). Тогда (1.1) примет вид: найти 

v* G Arg тт{(1/2) (Вw,w) | Aw < a, w > 0}. (1.6) 

Здесь v* — оптимальное решение задачи квадратичного программирования. При некоторых 
условиях регулярности задача квадратичного программирования (1.6) может быть сведена к 
седловой задаче: найти пару векторов v*,p* таких, что 

C(v*,p) < C{v*,p*) < C(w,p*) Vw > 0, p > 0, (1.7) 

где £{w,p) -= (l/2)(Bw,w) + (p,Aw — a) — функция Лагранжа для (1.6). 

1.3. Линейное программирование [4]. Пусть в (1.1) матрицы Ф = 0, В = 0. Тогда (1.1) 
принимает вид: найти 

v* G Argmin{(<p, го) | Aw < a, w > 0}, (1.8) 

где v* — оптимальное решение задачи линейного программирования. Задача (1.8) тоже может 
быть сведена к вычислению седловой точки функции Лагранжа этой задачи 

C(w,p) = (ср, w) + (р, Aw — a), w > 0, р > 0. 

Если (1.8) разрешима, функция Лагранжа имеет седловую точку (v*,p*), удовлетворяющую 
системе (17), где г;* — решение задачи (1.8), ар* — решение двойственной задачи. 

2. Равновесные задачи со связанными ограничениями. Равновесные задачи со свя­
занными ограничениями представляют собой наиболее естественное обобщение задачи (1.1). 
Эти задачи содержат связанные ограничения, зависящие от параметра [5, б], и состоят в отыс­
кании 

v* G A r g m i n { ^ * + <р, w) + (l/2)(Bw, w) \ (v*, AiW) < A", t = 1,2,.. . . та, w > 0}. (1.9) 

Здесь предполагается, что v* G V, где множество V является проекцией допустимого множе­
ства {(и, го) | (v, AJW) < fa, г" = 1,2,..., m, го > 0} на подпространство координаты v. Задачи 
со связанными ограничениями представляют собой наиболее адекватный математический ин­
струментарий для описания разнообразных рынков со многими участниками и сложных сетей 
со многими частично противоречивыми факторами. 

Задача (1.9) эквивалентна системе неравенств 

(Фг>* + <р, V*} + (l/2)(Bv*,v*) < (Фг-* + <р,го) + (1/2)(Яго,го), 

(v*,Aiw)<pi, го>0 , г = 1,2,..., та. (1.10) 

Задача (1.1) рассматривается на квадрате D х D, но квадрат — это множество, симметрич­
ное относительно своей диагонали v = го. Это означает, что свойство симметрии допустимого 
множества хорошо было бы сохранить и для задач со связанными ограничениями. Последнее 
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требование влечет свойство симметрии функций-ограничений, а поскольку мы имеем дело с 
линейными ограничениями, то это означает, что все матрицы At, г = 1,2,..., т должны быть 
симметричными, т.е. А{ = Aj, г = 1,2,..., т. 

2 . Кососимметричные равновесные задачи 

1. Прямая и дуальная задачи. В множестве равновесных задач выделим подкласс за­
дач, который будем рассматривать как аналог задач выпуклого программирования (точнее, 
квадратичного программирования) в классе задач нелинейного программирования. С этой 
целью несколько обобщим известное определение кососимметричной билинейной функции. 

Определение 1. Функцию F(v,w) из Шп х Шп в Ш1 назовем кососимметричной1 на 
Шп х Жп, если она удовлетворяет неравенству [7] 

F(w, w) - F(w, v) - F{v, w) + F(v, v) > 0 Vt«, v E Шп. (2.1) 

Для билинейной функции ($v,w) условие (2.1) переходит в определение положительной 
полуопределенности матрицы Ф, т.е. (Ф(г> — w),v — w) > 0 Vf, w Е Шп. Таким образом, свойство 
кососимметричности билинейной функции сводится к положительной полуопределенности со­
ответствующей матрицы. Введем следующее обозначение для целевой функции задачи (1.1) 

P(v, w) = (Фг> + tp, w) + (l/2){Bw, w). 

Легко проверить, что если матрица Ф положительно полуопределена, то функция P(v, w) 
кососимметричная, т.е. 

P(w, w) - P(w, v) - P(v, w) + P(v, v)>0 \/w,vE D. (2.2) 

Рассмотрим более детально класс равновесных задач с кососимметричными целевыми 
функциями. Положим v — v* в (2.2), тогда 

P(w,w)-P(w,v*)>P(v*,w)-P{v*,v*) MWED. (2.3) 

Сравнивая (1-2) и (2.3), получим 

P(v, v) - P(v, v*) > 0 MvED. (2.4) 

Наряду с задачей (1.1), которую будем называть прямой, введем еще одну задачу, которую 
назовем дуальной [8, 9]; в этой задаче требуется определить вектор v* такой, что условие (2.4) 
выполнено, т.е. 

v* Е Argтах{Р(г;, v*) - P(v, v) | Av < a, v> 0} . (2.5) 

Из (2.3) и (2.4) следует, что если v* Е D — решение прямой задачи (1.2), то оно же является 
и решением дуальной (2.5). Возникает вопрос о том, верно ли обратное утверждение. 

2. Седловая постановка. Задача (1.1) в терминах функции 4>(v,w) имеет вид (1.4). 
Дуальная задача (2.5) с помощью этой же функции может быть представлена так: найти 
v* Е D такое, что 

•$(v,v*) < 0 4vED. 

Очевидно, что обе задачи сводятся [10] к решению системы 

4(v,v*) < 4>(v*,v*) < y(v*,w) Vv,w E D, (2.6) 

1Прим. редакции. Обращаем внимание читателя на то, что терминология автора отличается от 
общепринятой. 
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из чего следует 
Предложение 1. Если функция P(v, w) кососимметричная, то точка (v*, v*) является 

седловой для функции сдвига 4f(v,w). 

Установим некоторые факты о связях прямой и дуальной задач. Предположим, что функ­
ция P(v, w) выпукла по w £ D для любого v £ D. В этом случае множество решений дуальной 
задачи очевидно замкнуто. Покажем, что оно также выпукло. Действительно, пусть v\ и v% — 

решения задачи (2.5), т.е. 

P(v,v?)-P(v,v) < 0 VvG D, i = l,2. (2.7) 

Убедимся, что неравенство (2.4) справедливо для любой точки отрезка v*(a) = аг>* + (1 — а ) ^ , 
где а £ [0,1]. Действительно, 

P(v, v*(a)) = P{v,av\ + (1 - а ) ^ ) < aP(v, vf) + (1 - a)P(v, v%) < 

< a P(v, v) + (1 - a)P(v, v) = P(v, v), 

т.е. 

P(v,v*(a))- P(v,v) < 0 \/v£D. 

Таким образом, установлено 

Предложение 2. Множество решений дуальной задачи (2.5) выпукло и замкнуто. 
Покажем, что любое решение дуальной задачи является решением прямой. Пусть v* — 

решение дуальной задачи, т.е. P(v, v*) — P(v, v) < 0 Vt> £ D. Тогда, если v(a) = av* + (1 — a)v, 
где a £ [0,1], то 

P(v(a), v*) < P{v(a), v(a)). 

Отсюда 

P(v(a), v*) < P(v(a),av* + (1 - o » < aP(v(a), v*) + (1 - a)P{v(a), v), 

или 

(1 - a)P(v(oc), v*)<(l- a)P(v(a), v) £ D. 

При a —̂  1 — 0 с учетом непрерывности функции P(v, w) получим 
P(v*,v*)<P(v*,v) W £ D, 

т.е. v* — решение прямой задачи (1.1). Таким образом, установлено 

Предложение 3. В выпуклом случае множество решений дуальной задачи (2.4) вло­
жено в множество решений прямой задачи (1.2) и, следовательно, совпадает с ним. 

Из этого факта, в частности, следует 

Предложение 4. Если P(w,v) выпукла по w £ D при всех v £ D, то множество 
неподвижных точек прямой задачи (1.1) является выпуклым и замкнутым. 

3. Седловой потенциал. В предыдущем разделе было установлено, что если функция 
P(v, w) кососимметричная, то точка (v*,v*) является седловой для функции сдвига Ф(г, w) = 
P(v, w) — P(v, v). Однако функция сдвига не единственная, обладающая этим свойством. Су­
ществуют и другие, которые имеют большее значение для обоснования сходимости методов 
градиентного типа. 

Возможность существования таких функций вытекает из следующих соображений. Как 
известно из линейной алгебры, любая квадратная матрица может быть разложена на сумму 
двух матриц, одна из которых симметрична, а другая — кососимметрична: Ф = S + К, где 
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S = ^(Ф + Ф т ) , К = Х(Ф — Ф т ) . С учетом этого факта градиент-сужение VwP(v,w)\v-w 

целевой функции P(v,w) = (Фг> + (p,w) + (l/2)(Bw,w) по w на диагональ квадрата DxD 
может быть представлено как 

VwP(v,w)\v=zw = (Фь + <р + Bw)\w=v = Kv + ip + (S + B)v. 

Поскольку матрица S + В симметрична, то легко видеть, что этот оператор является также 
градиент-сужением функции 

Pt(v,v>) = (Kv + <p,w) + (1/2)((S + B)w,w). 

Таким образом, функции P(v, и>) и Ps(v, и>), вообще говоря, различные, но градиент-сужения 
у них одинаковые: VwP(v, w)\v~w = VwPs(v,w)\v=w. Следовательно, функцию Ps(v,u>) можно 
рассматривать как седловой потенциал [10] для оператора VwP(v, w)\v=w. Отметим, что функ­
ция Ps(v,w) всегда кососимметрична как сумма билинейной функции с кососимметричной (и 
тем самым, положительно полуопределенной) матрицей и фувкции одной переменной, в то 
время как функция P(v, w), в общем случае, не является кососимметричной. 

Покажем, что если матрица S + В положительно полуопределенная, то точка (г>*,г>*) яв­
ляется седловой для функции вида Фх(г>, и>) — (VwP(v, v), w — v) Vu, w € D. По определению 
положительной полуопределенности и кососимметричности имеем ((S + В)(и> — v),w — v) > 0, 
(K(w—v), w—v) = 0 Vu, w 6 D. Положим v — v* и сложим соотношения, тогда ((K+S+B)(w— 
v*),w-v*) > 0 Vto 6 D. Отсюда имеем (Kw+tp+(S+B)w,w-v*) > (Kv*+<p+(S+B)v*,w-v*) 
\/w 6 D. Так как VwP(v, w)\v=w = Kw + <p + (S + B)w, то последнее неравенство можно пред­
ставить в форме 

(VwP(w, w),w-v*)> (VwP(v*, v*), w - v*) Vw 6 D. (2.8) 

Выпишем необходимое условие минимума в форме вариационного неравенства для задачи (1.2) 

(Фг>* + ip + Bv*,w -v*)>0 \/w 6 D. 

Так как Фь* + <p + Bv* = Kv* + ip + (S + B)v* = VwP(v*,v*), то 

(VwP(v*,v*),w-v*}>0 Vw€D. (2.9) 

Сопоставляя (2.8) и (2.9), получим 

(VwP(w,w),w-v*)>0 MwED. (2.10) 

Умножив обе части (2.10) на —1, сменив знак неравенства и заменив переменную w на г>, 
запишем систему неравенств (2.9) и (2.10) в форме 

(VwP(v, v),v*-v)< (VwP(v*,v*),v* - v*) < {VwP(v*,v*), w - v*) W , w G D. (2.11) 

Обозначим ^i(v, w) = (VwP(v, v), w — v), тогда (2.11) можно переписать в виде 

* i ( » , » * ) < * i ( » * , » * ) < * i (»* ,«») Vv,w G D. (2.12) 

Таким образом, установлено 

Предложение 5. Если матрица (1/2)(Ф + Ф т ) + В положительно полуопределенная, 
то точка (г>*,г>*) является седловой для функции Фх(г>, w). 

Заметим, что последнее предложение может быть справедливо и без выполнения условия 
положительной полуопределенности матрицы (1/2)(Ф + Ф т ) + В. В этом случае сходимость 
методов градиентного типа к решениям равновесных задач также может иметь место. 
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4. Сепарабельная седловая постановка. Функция Ф(г>, w) как функция двух перемен­
ных всегда порождает две другие функции: функцию минимумов 

m(v) = inf {Ф(г>, w) I w E D} 

и функцию максимумов 
M(w) = sup{*(v, w) I v E D}. 

Эту систему функций, в свою очередь, можно преобразовать в свертку C(v, w) = m(v)+M(w), 
определенную на квадрате DxD. Сразу же возникает важный вопрос, будет ли седловая 
точка (2.6) седловой и для функции C(v,w) на D х D. Важность этого вопроса определяется 
тем обстоятельством, что функция Ф(и,го) несепарабельная относительно своих переменных, 
и поэтому вычисление ее седловой точки — трудная задача, в то время как функция C(v, w) 
сепарабельная, и вычисление ее седловой точки сводится к решению пары задач оптимизации, 
а в равновесном случае — вообще к решению одной из них, поскольку седловая точка в этом 
случае имеет равные компоненты. 

Убедимся, что пара векторов (г>*,г>*) является седловой точкой для C(v,w) на D х D. 
Легко видеть, что m(v) < 0 Vw Е D, поскольку при v = w функция Ф(г>,ги) = (Фь + (р, w) + 
(l/2)(Bw, w) — ($v+(p, v) — (l/2)(Bv, v) равна нулю, и, следовательно, ее минимальное значение 
не превосходит нуля. Но легко видеть, что при v = v* функция m(v*) — 0. Поэтому максимум 
этой функции по всем v Е D также равен нулю, т.е. 

max т{у) = max min Ф(г>, и>) = 0. (2.13) 
v£D v£D w£D 

По тем же причинам аналогичное утверждение верно относительно функции M(w): 

min M(w) = min max Ф(г>, w) = 0. 
w€D w6D v6D 

Сопоставляя полученные соотношения, имеем 

max min Ф(г>, w) — min max Ф(г>, w). (2.14) 
v€D w€D w€D v€D 

Эти соотношения хорошо известны для выпукло-вогнутых ситуаций [11]. Из полученных ра­
венств также следует 

«*(») < 0 < М{и>) Vw, w ED. (2.15) 

Система неравенств (2.15) в терминах функции C(v,w) имеет вид 

C(v, v*) < C(v*, v*) < C(v*, w) V», wED. 

Таким образом, установлено 

Предложение 6. Седловая точка функции Ф(г>,w) на DxD является седловой точкой 
для C(v,w) на D х D. 

Докажем обратное утверждение. Пусть тахш(г>) — max ттФ(г>,ги) = 0. При этом, если 

D — компакт, то существует точка v* Е D такая, что ш(г>*) = max m(v) = 0. Но значение 
v€D 

m(v*) определяется как 
m{v*) = w)\wE D}, (2.16) 

т.е. 0 < (Фь* + ip,w) + (l/2){Bw,w) - (ФУ* + ip,v*} - (l/2)(Bv*,v*). Отсюда следует (Фь* + 
<p,v*) + (l/2)(Bv*,v*) < (ФУ* +(p,w) + {l/2)(Bw,w) Уго G D, т.е. г>* — неподвижная точка 
задачи (1.1). Аналогичное утверждение справедливо и относительно функции M(w). Таким 
образом, доказано 
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Предложение 7. Если выполняется условие (2.14), то точка v* из (2.16) является 
решением равновесной задачи (2.6). 

3. Игры двух лиц с ненулевой суммой 

1. Игры на квадрате. Равновесная задача (1.2) включает в себя, в частности, важный 
случай игры двух лиц с ненулевой суммой. Рассмотрим этот случай более детально. Для удоб­
ства рассмотрения перепишем неравенства (1.2) в виде 

($v*+ <p,v*)+ (l/2)(Bv*,v*) < ($v*+ <p,w) +(1/2) (В w,w), Aw < a, w>0. (3.1) 

Пусть матрицы и векторы, определяющие эту задачу, имеют следующие представления: 

• < г . П ' " ( Ю - A-(AoD 

••-(*)• - - ( : ) • "=(:)• -С;)-
Здесь С\ — (т х п)-матрица, а Сг - (n х т)-матрица, х\, с\ и х2, с2 — векторы размерности 
ш и п соответственно, В\ — (m х ш)-матрица, a В2 — (п х п)-матрица. Размерности матриц 
А\ и А2 равны mi х ni и т г х п 2 соответственно. 

Используя введенные обозначения, перепишем неравенства (3.1) в векторно-матричной 
форме: 

Выполнив векторно-матричные операции, можно получить эквивалентную задачу: найти 

(xl,x*2) е Argmin{(x 1 ,Cix; + ci) + (С2х\ + с 2 , х 2 ) + (1/2)(В1хих1)+ 

+(1/2)(В2х2,х2) | Aixi < oi, А2х2 < о 2 , xi > 0, х2> 0}. (3.3) 

Поскольку целевая функция этой задачи имеет сепарабельную структуру, а ограничения носят 
блочный характер, то эта оптимизационная задача распадается на две независимые подзада­
чи, которые в совокупности представляют собой игру двух лиц (в общем случае с ненулевой 
суммой) с равновесием по Нэшу [12]. Мы запишем их как задачи нахождения 

х\ £ Argmin{(xi,CiX2 + с х ) + (l/2)(Bxxi,xi) | AiXi < а ь х х > 0}, 

Х2 G Argmin{(C 2Xi + c 2 , x 2 ) + (1/2)(Б 2 х 2 , x 2 ) | A2x2 < a2, x 2 > 0} . (3.4) 

Введем обозначения для допустимых множеств Xi = {x i £ R m | A1X1 < a\, x\ > 0} и 
•X2 = {x2 € W1 I A2x2 < a2, x2 > 0}, тогда их прямое произведение D = Х\ х Х2 представляет 
собой параллелепипед, на котором определена игра. В этой игре множество Х{, i — 1,2 интер­
претируется как множество стратегийXj г-го игрока, / i ( x i , X 2 ) = (xi, CiX2+ci) + ( l /2)(5iXi , xi) 
и f2{xi, x2) = (C2Xi + c2,x2) + (l/2)(B2x2,x2) рассматриваются как платежные функции иг­
роков. Содержательный смысл точки х* = (х£,х*,) для игры двух лиц состоит в том, что ни 
один из игроков не заинтересован нарушать состояние равновесия, поскольку никто из них не 
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может в одностороннем порядке уменьшить значение своей платежной функции. В частности, 
интерпретация для любого решения игры (3.4) означает состояние компромисса с суммарным 
выигрышем fi(x{,x*,) + /2(ж*,ж*>)- Отметим несколько важных частных случаев. 

1. Седловая задача [13]. Пусть сумма целевых функций игры (3.4) равна нулю, т.е. 

{xi, Схх2 + ci> + ( l /2)(BiXi ,х х ) + (C2xi + с 2 ,х 2 ) + (1/2)(В 2ж 2 , х2) = 0 Vxi € Хи Vz 2 6 Х2. 

Из этого условия немедленно следует, что С = С\ = —Cj, с\ = с 2 = 0, В\ = В2 = 0, и задача 
(3.4) принимает вид: найти 

х\ £ Argmin-^z^Ca^) | Aixi < ai, х\ > 0} , 

х 2 6 Argmin{ - (C T x* ,x 2 ) | А2х2 < а2, х2 > 0}. (3.5) 

Очевидно, что задачу можно переписать в форме системы неравенств 

(х{,Сх2) < (х[,Сх*2) < (хъСх*2) Vxi 6 Хи Vs 2 6 Х2. (3.6) 

Отсюда следует, что пара векторов (ж*, х*,) — седловая точка функции (xi,Cx2) на множестве 
Xi х Х2. Обобщение концепции седлового программирования представлено в [14]. 

2. Двойственные задачи квадратичного программирования. Пусть С\ = С2 = 0, 
с\ = с 2 = 0, тогда из (3.4) получим пару задач квадратичного программирования. Эта пара 
представляет особый интерес в случае, когда она совпадает с задачей проектирования точки од 
на многогранник D = {х € Шп \ Ах < а}, т.е. с задачей отыскания 

х* € Argmin{(l/2) \х - а\2 \ Ах < а}, 

и двойственной к ней задачей нахождения 

р* € Argmax{-( l /2 ) \АТр\2 + (р,Аа-Ъ) \р> 0} . (3.7) 

Двойственную задачу здесь легко получить. Для этого достаточно выписать функцию Лагран­
жа для первой задачи, затем продифференцировать ее по х, приравнять к нулю полученный 
градиент, а затем из полученного уравнения и функции Лагранжа, исключив переменную х, 
получим вторую задачу. Здесь пара (ж*,р*) представляет собой седловую точку функции 
Лагранжа задачи проектирования. 

Известно, что метод регуляризации Тихонова [15] для прямой задачи линейного програм­
мирования и метод квадратичного штрафа для двойственной задачи находятся в отношении 
двойственности в смысле указанной выше пары задач [13, 16, 17]. В таком же отношении на­
ходятся модифицированная функция Лагранжа и двойственная модифицированная функция 
Лагранжа [16] для задач, например, линейного программирования. 

3. Двойственные задачи линейного программирования [18]. Пусть С\ = С2 = 0, В\ = 
В2 = 0, тогда из (3.4) получаем пару задач линейного программирования. Если дополнительно 
ci = с, oi = а, с2 = —а, а2 = —с, xi = х, х2 = у, А\ = А, А2 — АТ, то имеем систему 
двойственных задач линейного программирования 

х* 6 Argmin{(c, х) \ Ах < а, х > 0} , 

у* <= Argmax{(-o, у) | Ату > - с , у> 0} . (3.8) 

Решения этих задач образуют седловую точку (ж*, у*) соотнесенной с ними функции Лагранжа 
C(w,p) = (с,w) + (р,Aw — a), w>0, р>0. 
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2. Игры со связанными ограничениями. Игру двух лиц со связанными ограничениями 
мы можем получить как следствие из (1.10), если еще раз повторим все рассуждения типа 
(3.1)-(3.4), но относительно следующей системы неравенств 

($v' + <p,v*) + (l/2){Bv*,v*)<($v* + <p,w) + (l/2)(Bw,w), (v*,Aw) < /3, w > 0. (3.9) 

Для простоты вычислений мы ограничиваемся в данном случае только одним скалярным свя­
занным ограничением. 

Используя введенную систему обозначений для матриц Ф, В и векторов v, w, a, ip, пред­
ставим (3.9) в векторно-матричном виде 

«••»{(£ ? ) ( 3 H : ) b i « " » ( * * ) ( 3 ) s 

s 4 ( ^ ) ' ( S ) + ( : ) } + ^ ( ? i ) ( : ) ' <-) 

где компоненты симметричной матрицы А будем обозначать как А± и А\. 

Выполнив векторно-матричные операции, придем к оптимизационной задаче нахождения 

[х*ъх*2) в Argmin{(x l j Cix5 + ci) + [С2х\ + с 2 , х 2 ) + ( l / 2 ) ( # i x b x i )+ 

+(1/2){В2х2,х2) | (x1,A1x*2) + (x2,Ajx*1) < /? , Х 1 > 0 , х2 > 0}. (3.11) 
Целевая функция и функция-ограничение в этой задаче имеют сепарабельную структуру. Это 
обстоятельство используем, чтобы расщепить задачу оптимизации и свести ее к игре двух лиц. 
С этой целью введем функцию Лагранжа 

L(xi,x2)\) = (xi,Cix2 + ci) + {С2х{ + с 2 , х2) + (l/2)(Bixi,xi)+ 

+{l/2)(B2x2,x2) + \((x1,Alx*2) + {x2,Afx*l)-P), xi > 0, х 2 > 0 , А > 0, 

которая, конечно, зависит от х*, х2 как от параметров. 
Предполагая, что задача оптимизации носит регулярный характер, мы можем утверждать, 

что точка (х*, х 2 , А*) является седловой для этой функции, т.е. 

Ь(х*ъх*2,Х) <Ь(х*ъх*2,Х*) <L(x i , x 2 ,A*) V x x > 0 , х 2 > 0, А > 0. (3.12) 

Правое неравенство этой системы представляет собой задачу минимизации сепарабельной 
квадратичной функции на положительном ортанте. В силу сепарабельности целевой функ­
ции и блочности ограничений она расщепляется на две независимые подзадачи, каждая из 
которых определена на своем пространстве: первая из них состоит в поиске х* > 0 из условия 

(xi, ClX*2 + ci) + (l/2)<BixJ, х*г) + \*{х*ъ Агх*2) < 

< (xi,Cix£ + ci} + ( l /2)(BiXi ,xi) + A*(xi,4ix£) Vx x > 0, 

а вторая — в поиске х 2 > 0 из условия 

(С2х\ + с2,х*2) + (1/2)(В2х*2,х*2) + \*(х*2, Ajxl) < 

< (С 2х* + с 2 , х 2 ) + (1/2)(В2х2, х2) + \*{х2, Ajxl) Vx 2 > 0. 

Сами условия можно переписать в виде 

(xi ,C 1 x^ + c 1 ) + ( l / 2 ) ( B 1 x i , x i ) < 
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< (xi,Cix*2 + Ci) + (l/2)(Bix1,x1)+X*({x1,A1x*,)-(x*1,A1x*,)) Vzi > О 

и 
(С2х\ + с2,х*2) + {1/2)(В2х*2,х*2) < 

< {С2х\ + с2,х2) + (1/2)(В2х2,х2) + \*{(х2, Alx\) - (; )-{х*2,А?х1)) V x 2 > 0 , 

а отвечающие им задачи — в виде задач нахождения 

a!j€Argmm{(a!i )Cia!5 + ci) + ( l /2)(Bix 1 ) a!i) | \*((xi,AlX*2) - {х*2,Агх*2))) <0, X l > 0}, 

х*2 € Axgmm{{C2x\ + Ог,х2) + (1/2)(В2х2,х2) | \*((х2,А^х\) — (х\,А\х\)) < О, х2 > 0}. 

Проведем некоторые преобразования ограничений полученных задач. Из левого неравенства 
(3.12) следует выполнение условия дополняющей нежесткости 

Отсюда, в частности, 2\*(х\,А\х2) — А*/3. 
С учетом полученного факта ограничения последних задач оптимизации можно переписать 

в форме А*((жх, А\х*2) — /3/2) < 0, A*((Af х\,х2) — /3/2) < 0. Кроме того, всегда можно считать, 
что А* ф 0. В противном случае оптимальная точка задачи (3.11) являлась бы внутренней, 
а функциональное ограничение не являлось активным. В этом случае задача минимизации 
сепарабельной функции на положительном ортанте расщепляется на две независимые задачи, 
каждая на своем пространстве. 

Итак, множитель А* ф 0, поэтому его можно сократить в приведенных выше неравенствах 
для ограничений. С учетом сказанного последнюю пару задач можно переписать в форме 
задач нахождения 

х\ € Argmin^ZbCia;*, + а) + (l/2)(Bixuxi) | {xi,Axx*2) < /3/2, хг > 0} , 

xleAxgram{(C2x\ + c2,x2) + {l/2){B2x2,x2) \ (А^х*ъх2) < 0/2, х2 > 0}. (3.13) 

Таким образом, задача (3.9) в силу своей специфики распадается на систему двух задач оп­
тимизации, которая в совокупности представляет собой игру двух лиц со связанными ограни-

В работах автора [1,19, 20] обоснована применимость методов градиентного типа для реше­
ния равновесных задач. В основе сходимости этих процессов лежат седловые свойства функции 
ty(v,w) (2.6) и функции 4?i(v,w) (2.12). Так как седловая точка всегда принадлежит диаго­
нали квадрата D х D, то ее компоненты равны, поэтому в равновесной ситуации достаточно 
ограничиться итеративными формулами пересчета только одной векторной переменной, на­
пример, w Е D, относительно которой функция Ф(и, w) выпукла. По другой переменной, т.е. 
по v Е D, вогнутость 4>(v, w) (в нелинейном случае) не предполагается, поскольку формулы 
пересчета по этой переменной отсутствуют. 

В этой работе мы рассмотрим градиентный подход, в основе которого лежит задача мак­
симизации функции минимумов (2.13). Чтобы улучшить дифференциальные свойства функ­
ции минимумов, мы используем идею модифицированной функции Лагранжа. В отличие от 
обычной оптимизации, в равновесной ситуации речь пойдет о максимизации функции, кото­
рая порождена решением вспомогательной равновесной задачи по прямым переменным при 
фиксированных значениях двойственных переменных модифицированной функции Лагранжа. 
Градиентная процедура максимизации этой функции приводит к методу, который, по аналогии 
с задачами оптимизации, можно назвать методом множителей. 

\*{{x\,A1xl) + {xl,Alx\)-P) = ^. 

чениями. 

4. Метод множителей 
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Итак, рассмотрим равновесную задачу: найти v* € D из условия 

(Фь* + (рУ) + (1/2)(Вь*,ь*)<(Фь* + (р,ю) + (Ф)(Вт,хо) Vw £ D, (4.1) 

где D = {w | Aw <а, w > 0}. Введем функцию сдвига 

Ф(«,го) = ($v + (p,w) + (l/2){Bw,w) - ($v + (p,v) - (l/2)(Bv,v) \/v,w € D. 

С помощью функции Ф(и, w) сформируем модифицированную функцию Лагранжа 

M(v, w,p) = Ф(», w) + (1/2а) |тг+(р + а (Aw - а) ) | 2 - (1/2а) |р| 2 , 

где и > 0, w > 0, р > 0, 7г+(-) — оператор проектирования на неотрицательный ортант. В 
равновесном состоянии, т.е. при v = v*, точка с координатами v*,p* (при выполнении условий 
регулярности) является седловой для функции Лагранжа 

C(v*,w,p) = Ф(г)*,ю) + {p,Aw -a), Vw > 0, р > 0, 

тем более эта точка будет седловой и для модифицированной функции Лагранжа M.(v*,w,p), 
т.е. 

M(v*,v*,p) <M(v*,v*,p*) <M(v*,w,p*) V w > 0 , V p > 0 . (4.2) 

Поскольку функция M.(v,w,p) дифференцируема по своим переменным (по крайней мере, 
один раз), выпишем необходимые условия оптимальности для системы задач оптимизации (4.2) 

(VwV(v*, v*) + Атж+(р* + a(Av* - a)),w -v*)>0 Vw > 0, 

(тг+(р*+ (Av*-a))-p*,p-p*) > 0 VpGR!^. ( 4 ' 3 ^ 

Заметим, что вектор p* > 0 в этом неравенстве не равен нулю, в противном случае функцио­
нальные ограничения не активны. Поэтому второе неравенство из (4.3) можно представить в 
эквивалентной форме операторного уравнения 

тг+(р* + (Av* - а)) -р* = 0. (4.4) 

Действительно, если бы вектор 7г+(р* + (Av* — а)) —р* имел хотя бы одну отрицательную или 
положительную компоненту, то, выбирая в неравенстве (4.3) Pi с номером этой компоненты 
сначала больше, а затем меньше р | , мы получим противоречие с этим неравенством. 

Чтобы сформулировать метод, который мы будем изучать в этом разделе, придадим по­
следним неравенствам несколько иную форму — правое неравенство (4.2) оставим без измене­
ния, а левое запишем в виде (4.4): 

v* € Aigmin{V(v*,w) + (1/2 а) \тг+(р* + a(Aw - а))\2 - (1/2 а) \р*\2 | Vw > 0}, 
(4.5) 

тг+(р* + a(Av* - а)) -р* = 0. 

Все задачи (4.2), (4.3) и (4.5) эквивалентны. 
Система (4.5) дает нам очевидную возможность сформулировать процесс, который по ана­

логии с оптимизацией мы будем называть методом множителей 

pn+l = n+(p" + a(Av"+i-a)), 

v n + 1 € Aigmm{M(vn+1,w,pn) | w > 0} . 

Реализация этого процесса предполагает, что функция 

M(v, w,p) = Щь, w) + (1/2а) |тг+(р + a(Aw - а))\2 - (1/2а) |р| 2 , 



14 А. С. Антипин 

где v > О, w > О, р > О, выпукла по w при любых v и р и множество неподвижных точек 
вспомогательной равновесной задачи непусто при любом р € К" • Для решения этой задачи 
можно использовать любые методы, развитые в [10, 21]. 

Смысл последующего изложения состоит в доказательстве того, что система (4.5) является 
предельной для процесса (4.6) при п —> оо. Каждую итерацию процесса (4.6) запишем в форме 
вариационных неравенств 

( р " + 1 _ р П _ а ( Л г ; п + 1 - а ) , р - р п + 1 ) > 0 Vp > 0, (4.7) 

(VwV(vn+1,vn+l) + ATir+(pn + a(Avn+1 -a)),w-vn+1) > 0 \/w > 0. (4.8) 

Покажем, что процесс (4.6) сходится монотонно по рп к р * . 

Теорема 1. Если множество решений задачи (4.1) непусто, матрица Ф + В положи­
тельно полу определенная, вспомогательная равновесная задача определения v n + 1 на каждой 
итерации разрешима, последовательность vn ограничена, то последовательность рп, порож­
денная методом (4.6), сходится монотонно по норме к одному из равновесных решений, т.е. 
рп

 - > р * € К" при п -> оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив w = v* в (4.8), получим 

(Фг; п + 1 + (р + Bvn+1 + АТж+(рп + a(Avn+1 - a)),v* - vn+l) > 0 

и w — v n + l в неравенстве (4.3) 

(ф„* + <р + Bv* + Аттг+(р* + a (Av* - a)), v n + l - v*) > 0. 

Сложим полученные неравенства: 

((Ф + B)(vn+l -v*) + ATpn+1 - ATp*,v* - vn+l) > 0. 

Отсюда 

((Ф + B)(vn+l - v*), v* - vn+l) + ( p n + 1 -p*,Av*-a + a- Avn+1) > 0. 

С учетом ( p n + 1 —p*,Av* — a) > 0 и положительной полуопределенности матрицы Ф + В имеем 

( p n + 1 -p*,a-Avn+1) > 0 . (4.9) 

Из (4.7) при р = р * имеем 

( р " + 1 - р " , р * - а(Лг; п + 1
 - а , р * - p n + 1 ) > 0. 

Сопоставляя полученное неравенство с (4.9), имеем 
/„п+1 „п * „ п + 1 \ \ п 

Учитывая это неравенство в тождестве 

|Р" - Р * | 2 = IP" - P n + 1 | 2 + 2 ( р " - p n + 1 , p n + 1 -р*) + \Р

п+1-р*\2, (4.10) 

получаем 

\pn+l-p*\2 + \pn+l - p f < | р " - р * | 2 . (4.11) 

Просуммируем (4.11) от п = 0 до п — N 

\pN+1-p*\2+kJ2\pk+1-P

k\2<\p°-p*\2. 
А;=0 
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Из полученного неравенства следует ограниченность траектории \pN+l — р*\2 < |р° — р*| 2 , а 
оо 

также сходимость ряда \pk+l — рк\2 и, следовательно, стремление к нулю величины | p n + 1 — 

рп\2 О, n ^ оо. 
Так как последовательность рп ограничена по доказанному, a vn ограничена по условиям 

теоремы, то существуют р', v' такие, что р"» —>• р', и"» -»• v' при п$ -> оо и при этом 

Рассмотрим соотношения (4.6) для всех щ —»• оо и, перейдя к пределу, получим: 

г/ G Argmin{tf(i/,u;) + (1/2а) |тг+(р' + а (Ли' - а)) | 2 - (1/2 а) |р ' | 2 | Vw > 0}, 

7г + (р ' + а (Aw' - а)) = р. 

Поскольку эти соотношения эквивалентны (4.2), то р' = р* € R", т.е. любая предельная точка 
последовательности р" является решением задачи. Условие монотонности убывания величины 
|р" —р*| обеспечивает единственность предельной точки, т.е. сходимость р" —>• р* при п -> оо. В 
отличие от р" последовательность и" может иметь много предельных точек, и все они являются 
решениями исходной задачи. 

Теорема доказана. 

5. Геометрическая интерпретация метода множителей 

В методе множителей ключевую роль играет оператор тг+(р + a (Av(p) — а)) — р, опреде­
ленный для всех р € Е", где 

t>(p) € V(p) = Arg minM(v(p),w,p). (5.1) 

Напомним, что любой образ точечно-множественного отображения V(p) есть выпуклое за­
мкнутое множество (предложение 4). 

В пространстве трех переменных v, w, р проведем "плоскость", проходящую через ось пере­
менной р и "диагональ" v — w. В этой "плоскости" лежит график (V(p),p) отображения V(p). 
На этом графике рассмотрим сужение оператора VpM(v, w,p) — тг+(р + a (Av — а)) — р, ко­
торое можно получить, если продифференцировать функцию M(v, w,p) по р. Убедимся, что 
множество V(p) вложено в множество нулей уравнения тг+(р + а (Av — а)) —р = 0 относительно 
переменной v для любого фиксированного р. Действительно, пусть v' и v" — две точки, взятые 
из V(p). Тогда в силу (5.1) имеем 

<V w*(w', v') + ATv+(p + a (Av' - a)), w - v') > 0 Vw > 0, 

(Vw*(v", v") + ATv+(p + a (Av" - a)), w - v") > 0 Vw > 0. 

Полагая w — v" в первом неравенстве и w = v' во втором, получим после их сложения 

(Vw*(v', v') - VwV(v", v"), v" - v')+ 

+{ir+(p + a (Av' -а))-тг+(р + а (Av" - a)), Av" - a - Av + a) > 0. 

Используя монотонность оператора Уи,Ф(и, v), т.е. фактически положительную полуопреде­
ленность матрицы Ф + В, имеем 

(тг+(р -(- a (Av' - а)) - тг+(р + a (Av" - a)), (р + a (Av" ~а))-(р + а (Av - a))) > 0. 

Далее, применяя неравенство 

( 7 г + ( а ) - 7 г + ( 6 ) , а - 6 ) > | т г + ( а ) - 7 г + ( Ь ) | 2 Va,fc€lR n, (5.2) 
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впервые полученное в работе Н.В.Третьякова [22], преобразуем последнее соотношение 

О > <тг+(р + a (Av' - а)) - тг+(р + a (Av" - о)), (р + a (Av' -а))-(р + а (Av" - о))) > 

> \ж+(р + a (Av' - а)) - тг+(р + a (Av" - а))\2. 

Отсюда следует 
тг+(р + a (Av1 - о)) = тг+(р + a (Av" - о)). (5.3) 

Таким образом, можно сформулировать следующее 

Предложение 8. Оператор 7г + (р + a (Av(p) — а)) — р однозначно определен для любого 
р G Щ.. 

Рассмотрим сужение функции M(v,w,p) на графике (V(p),p), который лежит в "плоско­
сти", проходящей через ось переменной р и "диагональ" v — w, т.е. 

M(v, w,p) = (Ф(«, ю) + (1/2 а) |тг+(р + a (Av - а)) | 2 - (1/2а) b|2)l»=«,«(p)6V(p) = 

= (1/2 а) |тг+(р + а(Лг;(р) - а)) | 2 - (1/2 а) |р| 2 . 

Обозначим введенную функцию через т(р) = (1/2а) |7r +(p -f- a(Av(p) — о ) ) | 2 — (1/2а) |р| 2 . 
Структура функции т(р) и равенство (5.3) позволяют нам сделать следующее утверждение. 

Предложение 9. Функция т(р) однозначно определена на М". 

Интуиция подсказывает, что если т (р ) — дифференцируемая функция, то, по-видимому, ее 
градиент Vm(p) совпадает с оператором 7г + (р + a (Av(p) — а)) —р. Не останавливаясь детально 
на данном факте, установим основное свойство этого оператора. Покажем, что оператор 7г + (р+ 
а (Av(p) — о)) — р является монотонным и, более того, обратно сильно монотонным [17, 23]. 

Возьмем две произвольные точки р' е К" и р" G . Пусть им соответствуют две равно­
весные точки v' G V(p') и v" € V(p"), т.е. 

(VwV(v',v') + АТп+(р' + a(Av' — a)),w — v')>0 Уш > О, 

(VwV(v", v") + Атж+(р" + a (Av" - a)), w - v") > 0 Vw > 0. 

Полагая w = v" в первом неравенстве и w — v' во втором, сложим их, учитывая при этом 
положительную полуопределенность матрицы Ф + В: 

<тг+(р' + a (Av1 - а)) - тг+(р" + а (Л»" - а)), (р" + а (Av" - а)) - р" -(р' + а (Av1 - а)) + р') > 0. 

Отсюда 

(тг+(р' + a (Av1 - а)) - тг+(р" + а ( А / ' - а)), (р' + а (Аг/ - а)) - (р" + а (Аг/' - а ) ) ) -

-(тт + (р ' + а (Лг;' - а)) - тт+(р" + а (Av" - а)),р' - р") < 0. 

Используем неравенство (5.2), тогда 

|тг+(р' + a (Av' - а)) - тг+(р" + a (Av" - а))\2-

- (тг + (р ' + a (Av' - а)) - тг+(р" + a (Av" - а)),р' -р") < 0. 

Выделим полный квадрат 

|я+(р' + a (Av' - а)) - w+(p" + a (Av" - а)) - (р1 - р")\2+ 

+(тг +(р' + a(Av' - а)) - тг+(р" + а(Лг;" - а)),р' - р " ) - |р' - р " | 2 < 0. 
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Отсюда 

((тг+(р' + a (Av' - а)) - р') - (тг+(р" + a (Av" - а)) - р"),р' - р") < 

< \(тг+(р' + a (Av' - а)) - р') - (тг+(р" + a (Av" - а)) - р" ) | 2 . (5.4) 

Таким образом, установлено следующее 
Предложение 10. Оператор 7г + (р + a (Av(p) — а)) — р, где v(p) 6 V(p), является 

обратно сильно монотонным на R" . 

Введем обозначение Vm(p) = п+(р + a (Av — а)) —р, тогда (5.4) можно переписать в форме 

(Vm(p') - Vm(p"),p' - р") < - |Vm(p ' ) - Vm(p") | 2 . (5.5) 

Сопоставляя (5.5) и (5.2), можно видеть, что оператор Vm(p) является обратно сильно моно­
тонно убывающим, в то время как оператор проектирования тг+(а) — обратно сильно моно­
тонно возрастающим. 

Если воспользоваться свойством обратной сильной монотонности (5.4), то сходимость ме­
тода множителей (4.6) может быть обоснована совсем просто. Действительно, из (4.4) и (4.6) 
имеем 

j p n + l _ р . | 2 = ! 7 Г + ( р п _ А (АХП+1 _ _ _ А (АХ* _ a ) ) | 2 = 

= |тг+(р" - a (Axn+1 - а)) - р" - тг+(р* - а (Ах* -а))+р* - (р* - р " ) | 2 = 

= |тг +(р п - а (Ахп+Х - а)) - р " - тг+(р* - а (Ах* - а)) + р* | 2 + 

+2((тг +(р п - a (Axn+1 - а)) - р") - (тг+(р* - а (Ая* - а)) - р*),р" - р*) + \рп - р*\2. 

С учетом (5.4) получим 

|р«+1 - р*| 2 + |тг +(р п - а ( A x n + 1 - а)) - (тг+(р* - а (Ас* - а)) | 2 < |р" - р * | 2 . 

Суммирование полученных неравенств по п дает 

1 Р " + 1 - Р 1 2 / £ | Р * + 1 - Р ? < ! Р ° - Р * | 2 . 

00 
Из сходимости ряда ^ | р * + 1 — р*| 2 < оо следует стремление к нулю величины | p n + 1 — р*| 2 —>• О, 

n оо, т.е. сходимость процесса. 

Предложение 11. Условие обратной сильной монотонности (5.4) гарантирует сходи­
мость (4.6). 

Метод (4.6) можно рассматривать как метод простой итерации решения операторного урав­
нения (4.4), как метод решения вариационного неравенства (4.7) или как градиентный метод 
максимизации функции т(р). 

6. Экстрапроксимальный метод 

Модифицированная функция Лагранжа, лежащая в основе метода (4.6), обеспечивает его 
сходимость при относительно слабых предположениях. Однако эта функция не является ли­
нейной по двойственным переменным и поэтому не сохраняет свойства декомпозиции, да­
же если этими свойствами обладает исходная задача (например, имеет блочно-сепарабельную 
структуру). Это обстоятельство особенно плохо отражается на игровых задачах, поскольку 
последние всегда имеют декомпозиционную структуру и большую размерность. 

Итак, рассмотрим нашу базовую равновесную задачу: найти v* G D такое, что 

(Фи* + <р, v*) + (l/2)(Bv*,v*) < (Фг;* + <р, w) + (l/2)(Bw, w) G D, (6.1) 
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где D = {w | Aw < a, w > 0}. Будем считать, что в равновесном состоянии при v = v* точка 
w = v*,p = р* является седловой для функции Лагранжа 

C(v*,w,p) = $>(v*,w) + (р, Aw -a) \/w > 0, р > 0, 

где 

ф(г,*,.ш) = (фг;* +у>,«;> + (l/2)(Bw,w) - ($v* + ip,v*) - (l/2)(Bv* ,v*) Vw G I>. 

Последнее означает, что выполняется система неравенств 

C(v*,v*,p) <C(v*,v*,p*) <C(v*,w,p*) Vw>0, V p > 0 . (6.2) 

В этих условиях рассмотрим аналог процесса (4.6), в основе которого лежит обычная функция 
Лагранжа: 

рп = тг +(р п + a (Avn - о))', 

vn+i е Axgmm{C(vn+l,w,pn) | w > 0} , 

рп+1 = 7 г + ( р п + a (Avn+l - а)). 

Однако в этом методе оператор 7г+(р + a (Av(p) — а)) — р не будет ни однозначным, ни обрат­
но сильно монотонным, поэтому двух полушагов по переменной р явно недостаточно, чтобы 
гарантировать сходимость процесса к точке. Чтобы придать методу регулярный характер и 
обеспечить его сходимость и устойчивость, регуляризируем функцию Лагранжа по перемен­
ной w [1] 

р " = тг+(р" +a(Avn -а)), 

vn+i е Argmin{(l /2) \w - vn\2 + C(vn+l, w,pn) | w > 0}, 

p n + 1 = 7T + (p" + a (Avn+1 - a)), (6.3) 

где C(v, w,p) = ^(v,w) + (p, Aw — a) Vv > 0, ш > 0, p > 0 и Ф(г),и;) = (Фи + tp, w) + 
(l/2)(Bw,w) — (Фь + <p,v) — (l/2)(Bv,v) \jv,w G D. Для седловых задач идея экстрапрок­
симального метода была впервые предложена в [24], а для равновесных задач — в [1]. Идея 
экстраградиентного метода для седловых задач впервые рассматривалась в работах [25, 26]. 

Представим соотношения процесса (6.3) в форме вариационных неравенств 

(рп-рп-a(Avn-а),р-рп) > 0 Vp > 0, (6.4) 

(pn+l-р"-a(Avn+1-a),p-pn+l)>0 Vp > 0 (6.5) 

и 

(vn+l - vn + а ((Ф + B)vn+1 + <р + Л т р") , w - vn+1) > 0 Vu; > 0. (6.6) 

Выпишем оценку отклонения векторов p n + 1 и р " за один шаг метода: 

|р"+1 _ р " | < а | Л ( » п - г ; п + 1 ) | < а |Л| | г ; п + 1 - vn\. (5.7) 

Покажем, что процесс (6.3) сходится монотонно по норме к одному из равновесных решений. 

Теорема 2. Если множество решений задачи (6.1) непусто и. матрица Ф + В поло­
жительно полуопределенная, то последовательность {vn,pn}, порожденная методом (6.3) с 
выбором шага ап из условия 0 < а < ( v ' 2 | A | ) _ 1 , сходится, монотонно по норме к одному из 
равновесных решений, т.е. {vn,pn} -+ (v*,p*) при г? -> оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив w — v* в (6.6), получим 
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Положим также w = vn+ во втором неравенстве системы (6.2). Получим 

((Ф + B)v* +ip + Атр*, vn+1 - v*) > 0. 

Сложим два последних неравенства: 

(vn+1 - vn, v* - vn+1) + а((Ф + B)(vn+1 - v*), v* - vn+1) + <p" - p*, (Av* - a) - (Avn+1 - a)) > 0. 

Учитывая, что (pn, Av* — a) < 0, представим полученное в виде 

(„n+i _ г,", „* _ + а ((Ф + B)(vn+1 - v*), v* - vn+1) - <p" - p * , Avn+1 - a) > 0. (6.8) 

Вернемся к неравенствам (6.4) и (6.5). Положим р = р* в (6.5) 

{pn+1-рп,р*-pn+1)-a(Avn+1-а,р*-рп+1) > 0 (6.9) 

и р = рп+1 в (6.4) 

<р" - Р " , Р П + 1 - Р " ) + a (A( t> n + 1 - vn),pn+1 - р " ) - а(Лг> п + 1 - а , р п + 1 - р " ) > 0. 

Используя (6.7), оценим второе слагаемое в последнем из них 

(Рп ~ P n , P n + 1 - Р") + " 2 Ц ! 2 \ v n + 1 - vn\2 - a(Avn+l - a,pn+1 - p") > 0. (6.10) 

Сложим неравенства (6.9) и (6.10) 

(pn+1-pn,P*-pn+1) + (pn-pn,pn+1-pn)+a2\A\2\vn+1-vn\2-a(Avn+1-a^ (6.11) 

Сложим также неравенства (6.8) и (6.11), при этом учтем положительную полуопределенность 
матрицы Ф + В 

(vn+1 - vn, v* - vn+1) + ( p n + 1 - p " , p * - p " + 1 ) + (pn- p " , p n + 1 - p") + a2 \A\2\vn+1 -vn\2> 0. 

С помошью тождества (4.10) три первых скалярных произведения разложим в сумму квадра­
тов 

_ „*|2 + |р«+1 _ р * | 2 + £ |„п+1 _ „n|2 + | pn+l _ -n|2 + |-п _ р п | 2 < |уп _ у . | 2 + | р п _ 

где е = 1 — 2 а 2 | Л | 2 и по условиям теоремы е > 0. Просуммируем полученные неравенства от 
п = 0 до п = N 

k=N k=N 
lvN+l _ v*f + | piV+l _ p . | 2 + e £ _ „* |2 + J- | p *+l _ p * | 2 + 

Jfe=0 Jfe=0 

+ х > * - г > * | 2 < | г , ° - г , * | 2 + | р ° - р * | 2 . 
Jfe=0 

Из полученного соотношения следует ограниченность траектории, сходимость рядов и стрем­
ление к нулю величин \vn+1 — vn\2 —>• 0, | p n + 1 — р" | 2 -»• 0, n —>• оо. Этого достаточно, чтобы 
завершить доказательство по аналогии с доказательством теоремы 3. 

Теорема доказана. 

Заметим, что процесс (6.3) рассмотрен с фиксированным выбором шага а только из со­
ображений простоты изложения. Конечно, его легко переформулировать в метод с выбором 
шага из условия выполнения некоторого неравенства. 

В изложенном подходе на каждом шаге процесса приходится решать равновесную вспомо­
гательную задачу, что, вообще говоря, не является простым делом. Поэтому желание заменить 
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равновесную задачу на пару задач оптимизации представляется естественным. Это можно сде­
лать следующим образом [19]: 

р " = тг+(р" + an(Avn - а)), 

vn = 7r+(t>" - а„((Ф + B)vn + <р + Атрп)), 

рп+1=ж+(рп + ап(Аьп-а)), 

v

n+l = тг+(уп - а„((Ф + B)vn + ip + Атрп)). 

Сходимость этого метода основана также на седловых свойствах функции Ф(г>, w). 

7. Игровые методы 

В разделе 3 мы показали, что если равновесная задача (3.1) имеет специальную структуру, 
то она приводится к игре двух лиц с ненулевой суммой вида: найти 

х* G Argmin{(xi,Cix^ + ci) + ( l /2 ) (S 1 x i ,x i ) | Агхг < а ь х х > 0}, 
(7.1) 

х ^ Argmin-^C^x* + с 2 , х 2 ) + (1/2){.В 2 х 2 ,х 2 ) ] .А 2х 2 < а 2, ж2 > 0} . 

В равновесном состоянии, т.е. при v — v* = (х^ж?,), введем функции Лагранжа для каждой 
из задач 

Ci(xi,x*,,pi) = ^i{xi,xl) + {pi,Aixi-ai) V x x > 0 , P l > 0, 

С2(х\,х2,р2) = ^2{х\,х2) + (р2,А2х2 - а2) Vx 2 > 0, р 2 > 0, 

где 

Viixuxl) = (xi,Cix*2 + ci) + (l/2)(B1xi,x1) - (x*2,ClX*2 + ci) - (1/2) ( B ^ x ^ ) 

для всех x\ > 0, 

Ф 2 ( ^ , х 2 ) = (C 2x* + c 2 , x 2 ) + (l/2)(B2x2,x2) - (C2x\ + c2,x\) - (\12)(Вх*ъх\) 

для всех x2 > 0. 
Точки (х^р^) и (хз,р 2) назовем седловыми для функций £ х ( х х , x2,pi) и С2(х*, х2,р2), если 

выполняются неравенства 
A ( ^ ^ P i ) < A ( ^ 4 - p D < А ^ ъ х ^ р ? ) Vx x > 0 , V P l > 0 , (7.2) 

C2{xlx*2,P2)<£2{xlx*2tp*2)<C2{xlx2,p*2) V x 2 > 0 , V p 2 > 0 . (7.3) 

Наряду с функциями Лагранжа £ х ( х х , х*,,рх), C2(xl,x2,p2), введем модифицированные 
функции Лагранжа, отвечающие состоянию равновесия х*, х 2 , р*, р 2 , 

-M x (z i , z 2 ,P i ) = + (1/2а) |тг+(р1 + а ( А х х х - а х ) | 2 - (1/2а) |pi| 2 

для всех xi > 0, pi > 0, 

М2(х1,х2,р2) = Ф 2 (х^,х 2 ) + (1/2а) |тг +(р 2 + а(А2х2 - а 2 ) ) | 2 - (1/2а) |р 2 | 2 

для всех xi > 0, р 2 > 0. Точки (х*,р^) и (х2,р2) также являются седловыми для модифициро­
ванных функций Лагранжа, т.е. удовлетворяют системам неравенств 

Mi(x\,xl,pi) < Mi{xl,x*2,pl) < Mi(xux*2)p\) Vxi > 0, pi > 0, (7.4) 

M2(x*,x2,p2) <M2(x{,x*2,p*2) <M2(x*,x2,p*2) V x 2 > 0 , р 2 > 0 . (7.5) 
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1. Метод множителей. Системы неравенств (7.4), (7.5) эквивалентны задачам нахожде­

ния 
х\ е Argmin{*i(xi,x5) + (1/2а) \тг+(р{ + а ( А х х х - а х ) ) | 2 - (1/2а) \р{\2 Vx x > 0} , 

Pi = *+(Pi + а ( A i x i - ai))> 

x*2 e Argmin{*2(^,ar 2 ) + (1/2а) |тг+ (p*2 + a(A2x*2 - a 2 ) ) | 2 - (1/2a) \p*\2 \fx2 > 0} , 

P 2 = *"+(P2 + a (A2x2 - a 2 )) . 

Для их решения применим метод множителей в форме 

x n + 1 е A r g m i n { M ( z i , 4 + 1 , P x ) I xi > 0} , 

xn

2

+1 € Aigmm{M2(xF1,X2,P2l) 1 х2 > 0} , 

(7.6) 

Pi ̂
1^ж^{рп

1+а(А1хп

1

+1-а1)), 
(7.7) 

pn

2

+1 = *+{jpn

2+a{A2xn

2

+1 

•аг)), 

где 

M i ( s i , 4 + 1 > P i ) = Ф1 (х ь x ^ + 1 ) + (1/2а) \тг+(р1 + а(А1х1 - а х ) ) | 2 - (1/2а) |р?| 2 , 

М2(х1+1,х2,р^) = Ф 2 ( х 1

г + 1 , х 2 ) + (1/2 а) |тг+(р" + а ( А 2 х 2 - а 2 ) ) | 2 - (1/2 a) | P 2 f 

для всех х х > 0, х 2 > 0. 
Представим соотношения метода (7.7) в форме вариационных неравенств 

( C x x ^ + 1 + с х + BlX1+1 + ATp1+1, X l - x ? + 1 ) > 0 Vxi > 0, 

( C 2 x ^ + 1 + c 2 + B2xn

2

+1 + Alp¥\x2 - x ^ + 1 ) > 0 Vx 2 > 0, 

(Pl+1 - p » - a(Aixi* + 1 - a x ) ,p x - p n + 1 ) > 0 Vpx > 0, 

( p ^ + 1 - pn

2 - a ( A 2 x £ + 1 - a 2 ) ,p 2 - p £ + 1 ) > 0 Vp2 > 0. 

(7.8) 

В системе обозначений задачи (3.1)-(3.2) перепишем полученные неравенства в векторно-
матричной форме 

( х х - х 1

г + 1 , х 2 - х ^ 1 ) п+1\ 

+ сХ 

с 2 

+ 

0 С х 

С2 0 

Af 0 
0 А% 

+ 
в х о 
о в2 х. 

_п+1 
111 
п+1 + 

для всех х х > 0, х 2 > 0, 

( Р 1 - р Г \ Р 2 - р 5 + 1 ) 
Р Г 1 

Р 2 Рг 
Pi 

a 

Pi 
P 2 

A x 0 
0 A 2 

> 0 

x ? + 1 

«Со 

ax 

<*2 
> 0 

для всех p\ > 0, p 2 > 0. 
Используя соответствующие обозначения для матриц и векторов из (3.1)-(3.2), полученные 

неравенства перепишем в форме 

(($ + B)vn+1 + (p + ATpn+1,w-vn+1) > 0 \fw>0, (7.9) 

( p n + 1 - рп - a ( А ^ 4 4 - a),p - p n + 1 ) > 0 Vp > 0. (7.10) 

Очевидно, что эти неравенства совпадают с (4.7) и (4.8). Следовательно, если матрицы Ф + В 
и А подчинены условиям теоремы 1, то сходимость метода (7.7) следует из этой теоремы. 
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2. Экстрапроксимальный метод. Системы неравенств (7.2), (7.3) перепишем в виде 
эквивалентных задач нахождения 

(7.11) 

(7.12) 

х\ € Argmin{(ari,Ci^ 4-ci) 4- ( l /2)(BiXi,xi) 4- (pi, AixJ - ax) \ xx > 0} , 

pl = TT+{Px+a(A1xl-ai)), 

x2 € Argmm{(C 2x* 4 -c 2 , x 2 ) 4- {l/2)(B2x2,x2) 4- (p2,A2x2 - a2) \ x2 > 0}, 

p^ = 7г + (р 2 + a {A2xl - a2)). 

Для решения задачи (7.11) применим экстрапроксимальный метод (6.3) 

pr = 7 r + ( p ? + a ( A i x ? - a i ) ) , 

р 2

п = тг+(рп 4- a ( A 2 x n - a 2 )) , 

x j + 1 € A r g n i i n { ( l / 2 ) | x i - x J | 2 - | - a £ i ( x i , x 5 + 1 , p 1

n ) | xi > 0}, 

x%+1 € Argmin{(l/2) |x 2 - x^| 2 4- a £ 2 ( ^ + 1 , x 2 , p 2

n ) | x 2 > 0}, 

P i + 1 = *+(P? 4 - a ( A 1 x ? + 1 - a 0 ) , 

р5 + 1 = т + ( р 5 + « ( ^ 2 х 5 + 1 - а 2 ) ) , 

где 
A ( x i , x 5 + 1

> p 1

n ) = * i ( x i , x 5 + 1 ) 4- (рГ, AiX! - ai) Vxi > 0, 

£ 2 ( x ? + 1 , x 2 , p 2

n ) = Ф 2 ( х ? + 1 , х 2 ) + (p 2

n, A 2 x 2 - a 2) Vx 2 > 0. 

Длина шага a в этом процессе выбирается из некоторого фиксированного интервала. Пред­
ставим соотношения метода (7.12) в форме вариационных неравенств 

(р? - р ? - a ( A 1 x 1

l + 1 - 0 l ) , p i - р ? ) > 0 V P l > 0, 

(р2" - рЗ - a ( A 2 x ^ + 1 - a 2 ) ,p 2 - p 2

n ) > 0 Vp2 > 0, 

( x " + 1 - x? + a ( C i x ^ 1 4- ci 4- B i x " + 1 + Afpf ) , x x - x ? + 1 ) > 0 Vx x > 0, 
(7 13) 

( x ^ + 1 - x n 4- a ( C 2 x ? + 1 4- c 2 4- B2x^+1 4- A^p") , x 2 - x ^ 1 ) > 0 Vx 2 > 0, 

(p»+i _ p " - a ( A i x " + 1 - aO.Pi - Р Г 1 ) > 0 Vpi > 0, 

(p£ + 1 - p5 - a ( A 2 x ^ + 1 - a 2 ) ,p 2 - p ^ 1 ) > 0 Vp2 > 0. 
Используя векторно-матричные обозначения (3.1), (3.2), неравенства (7.13) можно представить 
в агрегированном виде 

(рп-рп-a(Avn-а),р-рп)>0 Vp > 0, 

(„"+! _ „ " + a ((ф + Б ) и п + Х 4- V + ATpn),w - vn+1) > 0 \fw > 0, 

(p»+i _ р " - a ( A t ; n + 1 - a), p - p n + 1 ) > 0 Vp > 0. 

Очевидно, что полученная система неравенств совпадает с (б.4)-(6.6) и поэтому сходимость 
процесса (7.12) следует из теоремы 2. 

8. Метод множителей для равновесных задач со связанными ограничениями 

Вернемся к задаче со связанными ограничениями (1.9): найти 

v* 6 Argmin{($t;* 4- <f,w) 4- (l/2)(Bw,w) | (v*, А{ги) < fa, i = 1,2,... ,m, w > 0} . (8.1) 



Методы множителей в равновесном программировании 23 

Введем обозначения: 

А = (Ai, А 2 , . . •, Am), {о, Aw) -/3 = ((«, Axw) - j3u (v, A2w) (v, Amw) - 0m). 

При значении параметра v = v*, т.е. в равновесном состоянии, выпишем функцию Лагранжа 

C(v*,w,\) = V(v*,w) + (\,((v*,Aw)-/3)) V w > 0 , А > 0 . 

Если задача (8.1) регулярна (например, в смысле условия Слейтера), то точка (v*, А*) является 
седловой для этой функции. Эта точка будет седловой и для модифицированной функции 
Лагранжа [17], которая при v = v* имеет вид 

M(v*, w, А) = Ф(«*, w) + (1/2а) |тг+(А + a ((v*,Aw) - /З)))2 - (1/2 а) |А| 2, 

где w > О, А > 0 и 

Ф(«*, w) = (Фь* + <p,w) + (l/2)(Bw, w) - (Фь* + у, v*) - (l/2)(Bv*, v*) Vw € R+ 

— функция сдвига относительно диагонали произведения К" х К" . 
Поскольку точка (и*, А*) седловая для Л4(ь*, v, А), то, по определению, выполняется систе­

ма неравенств 

M(v*,v*,X) <M(v*,v*,X*) <M(v*,w,X*) V w > 0 , A > 0 . (8.2) 

Выпишем вариационные неравенства, соответствующие системе (8.2). Для того, чтобы функ­
цию M(v*, w, А) было достаточно легко продифференцировать, запишем ее квадратичные чле­
ны в координатной форме 

m m 

M(v*,w, А) - * ( « * , « ) ) + (1/2a) £ ( ( A i + а((«*, Ди,) - & ) ) + ) 2 - (1/2а) £ А 2, 
j = l г=1 

где по определению 6± = max{0,<$}. Дифференцируя ее по переменным щи А, получим условия 
оптимальности 

т 
((Ф + в ) « * + ^ + ( Е ( А ? + « ( ( « * , ^ « * > - A ) M i K , о vw>о, 

i=i (8-3) 
((А* + a ((v*, AiV*) - - A?, ^ - A*) < 0 VA,- > 0, i = 1,2,..., m. 

Перепишем последние m неравенств в векторной форме 

(тг+(А* + a ((v*,Av*) - 13)) - А*, А - А*) < 0 VA > 0. (8.4) 

Используя условие эквивалентности для вариационного неравенства и операторного уравне­
ния, а именно (Fx,у — х) > 0 Vy € Q и а; = TTQ(X — aF(x)), неравенство (8.4) представим в 
форме операторного уравнения 

А* = 7г+(А* + тг+(А* +<*««* , Av*) -Р)) - А*), 

что равносильно (ср. (4.3) и (4.4)) 

X* = TT+(\* + a((v*,Av*)-/3)). , (8.5) 

Используя (8.5), перепишем первое неравенство из (8.3) в виде 

т 

((Ф+В)у*+ cp + (^2XiAi)v*,w-v*)>0 \/w>0. (8.6) 
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Напомним, что Ai, i = 1,2,. . . , т — симметричные положительно полуопределенные матрицы, 
поэтому 

(Aw, w) = (Av, v) + 2{Av, w — v) + (A(w — v), w — v). (8.7) 

Используя это тождество, оценим 
' ТП 771 

( ( £ А*А>*, w-v*) = J 2 Л ^ * ' "-»*>< 

1 т . - m - m 

t=i t=i i=i 

< i(A*, ( (Л», W ) - 0)) - i(A*, « А Л , v*) - 0)). 

Тогда неравенство (8.6) можно представить как 

((Ф + B)v* + <p,w-v*) + (1/2)(A*, ((Aw, w) —/?))> О Vu; > 0. (8.8) 

Эта оценка будет использована при обосновании сходимости методов. 
Таким образом, после этой вводной части можно заключить, что исходная задача (8.1) 

приведена к формату (8.5), (8.6), и для решения этой системы мы используем идею метода 
множителей (4.6) 

A n + 1 = тг+(Ап + a ( ( t> n + 1 , Avn+1) - 0)), 

v n + 1 € Aigmin{M(vn+1,w,Xn) | w > 0}. (8.9) 

Реализация выписанного процесса предполагает, что модифицированная функция Лагранжа 

771 ТП 

M(v, w, А) = 9(v, w) + (1/2 а) £((А< + a ((v, AiW) - # ) ) + ) 2 - (1/2 а) £ А2 

»=i »=i 

выпукла по w для любых v > 0, Aj > 0 и множество неподвижных точек вспомогательной 
равновесной задачи непусто при любом А € М". Для решения вспомогательной задачи можно 
использовать любые методы, развитые в [10, 21]. 

Представим соотношения процесса (8.9) в форме вариационных неравенств 

ТП 

((Ф + B)vn+1 + <р + (J2(K + a ((vn+1,AiV

n+1) - А ) ) + Л К + 1 , w - vn+1) > 0 (8.10) 
»=i 

при всех и > 0 и 

А ? + 1 = (А? + а ((vn+1,AiV

n+1) - 0{))+ . (8.11) 

Учитывая (8.11) и (8.10), имеем 

ТП 

((Ф + B)vn+1 + <р + X?+1Ai)vn+1, w - vn+1) > 0 Vu; > 0, (8.12) 

( A n + 1 — А" — a ({vn+1, Avn+1) - 0), А - A n + 1 ) > 0 VA > 0. (8.13) 

Докажем сходимость метода. 

Теорема 3. Если множество решений задачи (8.1) непусто, матрица Ф + В положи­
тельно полуопределенная, матрицы Ai, г = 1,2,. . . , т — симметричные положительно по­
луопределенные, вспомогательная равновесная задача определения v n + 1 на каждой итерации 
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метода разрешима, последовательность vn ограничена, то последовательность А", порож­
денная методом (8.9), сходится монотонно по норме к одному из равновесных решений, т.е. 
А" -> А* € R" при п -т- оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим w = v* в (8.12) 

ТП 

((Ф + В ) « п + 1 + р + (22*?+14К+1»«* - < ; п + 1 ) > 0 . (8.14) 

С помощью тождества (8.7) преобразуем 
т т 

((^2X-+1Ai)vn+1y -vn+1) =J2>4+1(AiVn+\v* - v n + 1 ) < 
t+i »=i 

m 
< i V A ^ + 1 ( ( ( V , 0 - f t ) - ((Aivn+I,vn+1)-Pi) - (Л,-(«п+1 - «*),t;n+1 - O ) = 

= ^<A"+\ „*) - P)) - i ( A " + 1 , ( (Аг> п + 1 , г> п + 1 ) - /3 ) ) -

~ ( A " + 1 , ( 4 ( / + 1 - , » ) ) / + I - / ) ) < _1(А п+ 1,((Лг; п + 1,|; п + 1) - / 3 ) ) . 

Тогда из (8.14) следует 

<(Ф + B)vn+1 + <p,v*- vn+1) - ( l / 2 ) ( A n + 1 , ({Avn+\vn+1) - /3)) > 0. (8.15) 

Положим w = v n + l в (8.8) 

((Ф + B)v" + tp, v n + l - v*) + (1/2)(A*, ((Avn+\vn+l) - /3)) > 0. 

Учитывая, что матрица Ф-t- В положительно полуопределена, сложим полученное неравенство 
с (8.15). Получим 

(А* - A n + 1 , ((Avn+\ vn+1) -/3)) > 0. (8.16) 

Положим А = А* в (8.13) 

( A n + 1 - А", А* - A n + 1 ) - a ( « v n + 1 , Avn+1) - /3), А* - A n + 1 ) > 0. 

Сложим полученное неравенство с (8.16), тогда 

( A n + 1 - A n , A * - A n + 1 ) > 0 . 

Используя тождество (4.10), разложим скалярное произведение в левой части последнего нера­
венства и перегруппируем слагаемые: 

| Л п + 1 _ л . | 2 + | Л п + 1 _ Л п | 2 < | Л п _ л . | 2 ( 8 1 7 ) 

Просуммируем (8.17) от п = 0 до п = N 

| Л Я+1 _ Л * | 2 + £ | Afc+l _ дк|2 < ( А 0 _ Л . | 2 _ 

к=0 

Из полученного неравенства следует ограниченность траектории: | А ^ + 1 — А*|2 < |А° — А*|2, а 
оо 

также сходимость ряда ]Г | A f c + 1 — A f c | 2 и, следовательно, стремление к нулю величины | A n + 1 — 

A n | 2 -»• 0, п —т> со. 
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Так как по доказанному последовательность А" ограничена, a vn ограничена по условиям 
теоремы, то существует элемент (А', г/) такой, что Ап* —»• А', г>п« —»• г/ при п,- —>• оо, и при 
этом | А п < + 1 - А п * | 2 - > > 0 . 

Переходя в (8.9) к пределу при щ -)• оо, получим: 

г/ G Argmin{*(u', w) + (1/2 а) |я+(А' + а ((i/, Aw) - 0))\2 - (1/2 а) |A'f | Vu> > 0}, 

тг+(Х' + a((v',Av')-0)) = А ' . 

Поскольку эти соотношения эквивалентны (8.2), то А' = A* G М", т.е. любая предельная точка 
последовательности А" является решением задачи. Условие монотонности убывания величины 
|АП—А*) обеспечивает единственность предельной точки, т.е. сходимость А" —»• А* при п —»• оо. В 
отличие от А", последовательность vn может иметь много предельных точек и все они являются 
решениями исходной задачи. 

Теорема доказана. 

9. Экстрапроксимальный метод для равновесных задач со связанными 
ограничениями 

В этом параграфе для решения задачи (8.1) рассмотрим аналог экстрапроксимального ме­
тода со связанными ограничениями. Для удобства рассуждений выпишем еще раз равновесную 
задачу: найти 

v* G Argmin{($u* + (p,w) + (l/2)(Bw, w) | (v*,Aiw) < ft, i = 1,2,.. . , m, w > 0}. (9.1) 

В обозначениях предыдущего раздела функция Лагранжа для этой задачи в равновесном 
состоянии имеет вид 

£(v*,v),\) = *(v*,v)) + {\,((v*,Aw)-P)) V w > 0 , А > 0 . 

В равновесном состоянии, т.е. при v = v*, седловая точка (v*, А*) этой функции удовлетворяет 
системе неравенств (8.2), которой соответствует система вариационных неравенств 

m 
((Ф + B)v* +•¥> + (Е A t*A,>*, w -v*)>0 Mw > 0, 

itl * / _ - (9.2) 

(А* - А, ((«*, Av*) -0))>О VA > 0. 

Первое неравенство из (9.2) по схеме (8.7)-(8.8) может быть приведено к виду 

((Ф + B)v* + i P j W - v * ) + (1/2)(А*, ((Aw, w) -0))>О Vw > 0. (9.3) 
Для решения системы вариационных неравенств (9.2) используем экстрапроксимальный 

метод [1, 24]: 

А п = 7 г + ( А " + (а /2) ( (г , " ,Аг ," ) -^) ) , 

v n + l G Argmin{(l/2) \w - vn\2 + aC(vn+1, w, A n ) | w > 0} , (9.4) 

A n + 1 = тг+(Ап + (a/2)((vn+1,Avn+1) - 0)), 

где 

C(vn+1, w, A n ) = Ф(г; п + 1 , w) + (A n, ((vn+1, Aw) - 0)) Mw > 0. 

Длина шага а в этом процессе определяется из условия 
0 < е < а < ( 2 / ^ ! ) , (9.5) 

где константа L\ определена ниже. 
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Получим оценку отклонения векторов А" и A n + 1 из (9.4). Любая квадратичная функция 
(v, Av) на ограниченном множестве всегда удовлетворяет условию Липшица, поэтому из пер­
вого и третьего уравнений (9.4) имеем 

|АП - А п + 1 | < (а/2) |<гЛ Avn) - (vn+l, Avn+l)\ < (a/2)Lx \vn ~ vn+1\. (9.6) 

Представим рассматриваемый процесс в форме вариационных неравенств 

<АП - А" - (а /2)«<Л Avn) - /3), А - А") > О VA > О, (9.7) 

( A n + 1 - А" - (a/2)((vn+l, Avn+1) — /3), А — A n + 1 ) > О VA > О (9.8) 

и 
т 

(vn+l - vn + а ((Ф + B)vn+l + <р + (J] А?Л)г>" + 1), w - vn+1) > 0 Vw > 0. (9.9) 
Покажем, что рассматриваемый процесс сходится монотонно по норме к одному из равновес­
ных решений. 

Теорема 4. Если множество решений задачи (9.1) непусто, матрицы Ф + В и Ai, 
i = 1,2, . . . ,m — положительно полуопределенные, кроме того, Ai, г = 1, 2 , . . . ,m — симмет­
ричные матрицы, то последовательность {vn, А"} , порожденная методом (9.4) с выбором 
параметра а из условия (9.5), сходится монотонно по норме к одному из равновесных реше­
ний, т.е. vn —»• v*, А" -> А* € К" при п ->• оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим w = v* в (9.9), тогда 

т 

_ u n j ^ . _ + а ^ ф + B ) ^ n + i + ( f i + (^2 \?Ai)vn+1,v* - vn+l) > 0. (9.10) 
t=l 

С помощью тождества (8.7) и неравенства (A n, (v*, Av*) — /3) < 0 преобразуем 

т т 
((52 \?Ai)vn+1,v* - vn+1) = 52 \?(АУ+\ v* - vn+l) < 

i=l i=l 

< 2 E * ? « 4 « * > «*) - ( Л ^ п + 1 , w n + 1 ) - ( Л К + 1 - «*), vn+l -v*)) = 

= ^ ( A " , ( ( ^ * , ^ ) - /3 ) ) - L(xn,((Avn+\vn+1)-0))-

- | ( A n , (A(w" + 1 - «*), w n + 1 - «*)) < ~ ( A " , ((Avn+1,vn+1) - /3)). 

С учетом полученной оценки перепишем (9.10) в форме 

(vn+l - vn,v* - vn+1) + а((Ф + B)vn+1 + vn+1)~ 

-(a/2){\n,((Avn+1,vn+1)-0)) > 0. (9.11) 

Положим w = v n + 1 в (9.3), тогда 

<(Ф + B)v* + ip, v n + l - v*) + (1/2)(A*, ((Avn+1,vn+1) - /3)) > 0. (9.12) 

Сложим полученные неравенства 

(vn+1 - vn, v* - vn+1) + а((Ф + B)(vn+1 - v*), v* - vn+1) + 

+(а/2)(А* - A n , ((Avn+l,vn+1) - /3)) > 0. (9.13) 
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Далее, рассмотрим неравенства (9.7) и (9.8). Полагая Л = Л* в (9.8) и Л = A n + 1 в (9.7), получим 

( A n + 1 — А", А* — A n + 1 ) - [a/2){((vn+1, Avn+l) — /3), А* — A n + 1 ) > О, 
, - (9-И) 

(A n - A n - (a/2){{vnAvn) - /3), A " + 1 - A n ) > 0 

или 

(A n - A n , A n + 1 - A") + {a/2)((vn+1, Avn+l) - (vn, Avn)), A n + 1 - A n ) -

~(a/2)((vn+\ Avn+1) - /3),\n+1 - A n ) > 0. 

Отсюда, с учетом (9.6), имеем 

(An - A n , A n + 1 - A n ) + ( (a /2)Li ) 2 \vn+1 - v n \ 2 - (a/2)({vn+\Avn+l) - 0), A n + 1 - A n ) > 0. (9.15) 

Сложим (9.14) и (9.15) 

( A n + 1 - A n , A* - A n + 1 ) + (A n - A", A n + 1 - A n ) + 

+ ( ( a / 2 ) L 1 ) 2 \vn+1 - vn\2 - (a/2)(((vn+1, Avn+1) - /?), A* - A n ) > 0. (9.16) 

Сложим неравенства (9.13) и (9.16), учитывая при этом положительную полуопределенность 
матрицы Ф + В, 

{vn+1 - vn, v* - vn+l) + ( A n + 1 - A n , A* - A n + 1 ) + 

+(A n - A n , A n + 1 - A n ) + ( ( a /2 )L0 2 \vn+1 - vn\2 > 0. (9.17) 

С помощью тождества (4.10) разложим три первых скалярных произведения в сумму квад­
ратов 

\vn+1 -v*\2 + | A n + 1 - А*|2 + \vn+1 -vn\2 + | A n + 1 - A n | 2 + |A n - A n | 2 -

- ( ( a / 2 ) L 0 2 \vn+1 - vn\2 < \vn - v*\2 + |A n - A*|2. 

Отсюда 
\vn+l - v*\2 + | A n + 1 - A*|2 + d\vn - vn\2 + (1/2) | A n + 1 - A n | 2 + 

+(1/2) |A n - A n | 2 < \vn - v*\2 + |A n - A*|2, (9.18) 

где d — 1 — (a /2) 2 L 2 , и по условиям теоремы d > 0. 
Просуммируем (9.18) от n = 0 до n = N 

K=N K=N 
\VN+L _ V*F + ,AJV+1 _ Л . | 2 + 1 £ |Afc+l _ A * | 2 + 1 ^ |Afc+i _ A fc | 2 + 

K=0 K=Q 

K=N K-N 

+ £ \»к+1 - A2+d £ \*k - v k \ 2 ^ \v° - v*\2 + i A ° - A*i 2-
K=0 K=0 

Из полученного неравенства следует ограниченность траектории: 

_ v*\2 + |A" + 1 - А*|2 < \v° - v*\2 + |А° - А*|2, 

а также сходимость рядов 
ОО ОО 00 

£ \ v k + l ~ vk\2 < оо, £ | A f c + 1 - А*|2 < о о , £ I А* - А*|2 < оо 
K=Q К=0 К=0 

и, следовательно, стремление к нулю величин 

I t A ^ - v f - X ) , | A n + 1 — A n | 2 —»• 0, | A n - A n | 2 - + 0 , n - + o o . 
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Так как последовательность {vn, А"} ограничена, то существует элемент (у', Л') такой, что 
и"» —»• v', А"» —> Л' при П{ —>• со, и при этом 

( „ П . - + 1 _ гЛ |2 о, |Л П » + 1 - Ап< | 2 -»• 0. 

Рассмотрим неравенства (9.7)-(9.9) для всех щ —¥ оо и, перейдя к пределу, получим: 

m 

((Ф + B)v' + if + (J2 А^А,-)»/, W - v') > 0 Vu> > 0, 

(A' - A, ((« ' , At-') -0))>Q VA > 0. 

Поскольку эти соотношения совпадают с (9.2), то г/ = v*, А' = А* > 0, т.е. любая пре­
дельная точка последовательности {и" , А"} является решением задачи. Условие монотонности 
убывания величины |г7" — с*| -+- |АП — А*| обеспечивает единственность предельной точки, т.е. 
сходимость vn —> v*, А" —¥ А* при п —>• оо. 

Теорема доказана. 

10. Игровые методы для задач со связанными ограничениями 

Рассмотрим относительно простую билинейную игру двух лиц с ненулевой суммой и со 
связанными ограничениями 

х? € Argmin{(xi JC'ix 2

, + ci> + ( l /2)(Bixi ,x i ) | (хи Ах*2) < 0/2, хх>0}, 

х*2 € Argmin{<C 2x; + C2,X2) + (1/2)(В2х2,х2) \ [Атх\, х2) < 0/2, х2 > 0}. (10.1) 

В этой игре каждый из участников решает задачу квадратичного программирования по соб­
ственным переменным при фиксированных значениях параметров. Однако игроки в этой си­
туации связаны не только через целевые функции, но и через функциональные ограничения. 
Учитывая эту довольно жесткую связь, задаче (10.1) поставим в соответствие задачу (3.11), в 
которой игроки выступают как одна команда 

(х{, х2) € Aigmm{{x1,C1x*2 + сх) + {С2х\ + с2,х2) + (l /2)(BiXi, хх)+ 

+{1/2){В2х2,х2) | (хиА1Х*2) + {Х2,А1Х\) <0, XI > 0, х2 > 0} . (10.2) 

Из рассуждений (3.11)—(3.13) следует, что любое решение задачи (10.2) является решением 
игры (10.1). Используя обозначения задачи (3.1), перепишем задачу (10.2) в виде системы 
векторно-матричных неравенств 

($v*+v,v*) + (l/2)(Bv*,v*) < {$v* + tp,w) + (l/2)(Bw,w), 

(v*,Aw)<0, w>0. (10.3) 

Для решения этой системы можно использовать как метод множителей (8.9), так и экс­
трапроксимальный метод (9.4). Метод множителей применительно к рассматриваемой задаче 
опирается на более простую, по сравнению с (8.9), модифицированную функцию Лагранжа 

M{v, w, А) = 41 (v,го) + (1/2а)((А + а ((«, Aw) - 0))+)2 - (1/2а)А 2 , 

которая выпукла по w для любых v > 0, А > 0. Соотношения метода имеют вид 

А"*1 = тг+(Ап + a ((vn+l, Avn+1) - 0)), 
(10.4) 

vn+i е Argmin{M(v n + 1 ,w,Xn) \ w > 0} . 
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Сходимость метода следует из теоремы 3. 
Экстрапроксимальный метод применительно к (10.1) имеет форму 

А" = тг+(А" + (а/2)((гЛ Av") - /?)), 

v n + 1 € A r g m i n { ( l / 2 ) | u ) - u n | 2 + a £ ( u n + 1 , u ) , A n ) | w > 0} , (10.5) 

А"+ г = тг +(А п + (a/2){(vn+\Avn+1) - /?)), 

где 

C(vn+1, w, A n ) = Ф(г> п + \ w) + Xn((vn+1,Aw) -0) Vw > 0. 

Длина шага а определяется из условия 

0 < е < а < (2/Li), 

где Xi — константа. Сходимость метода (10.5) следует из теоремы 4. 
Так как игроки в исходной задаче были тесно связаны друг с другом как по целевым 

функциям, так и по ограничениям, то в рассмотренных методах самостоятельность игроков 
практически отсутствует. Это обстоятельство можно рассматривать как плату за сходимость 
метода (10.5) к равновесному решению задачи (10.1). 
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