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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЗАДАЧИ МАRРОДИСПЕРСИИ 
В СЛОИСТЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

А. А. Рошалъ 

(Москва) 

Массоперенос примесей в слоистых пористых средах может быть описан уравне­
нием диффузйи с :конве:ктивным членом. 

Коэффициент дисперсии при этом пропорционален :квадрату с:корости фильтрации. 
В работе рассматриваются задачи налива раствора в пласт через с:кважину и после­
дующая от:кач:ка его из той же с:кважины, приводятся решения задачи для различных 
граничных условий и их асимптотичес:кие представления. Результаты работы позво­
ляют построить методи:ку опробования с помощью однос:кважного метода с целью оп­
ределения параметров переноса. 

Массоперенос динамичес:ки нейтральных примесей в слоистых пористых средах 
при движении раствоР.ов параллельно слоистости хара:ктеризуется явлением продоль­

ной ма:кродисперсии [1- 3]. В своем асимптотичес:ком выражении процесс описывается 
диффузионным уравнением с :конве:ктивным членом. Суммарный :коэффициент диспер­
сии D*, учитывающий явления моле:кулярной диффузии, :конве:ктивной диффузии и 
ма:кродисперсии, при этом имеет вид [1- 3] 

D* = D + Лv+ l\v2 (0.1) 

Здесь D - :коэффициент моле:кулярной диффузии в свободном поров ом пространстве, 
Л-параметр :конве:ктивной диффузии, /\-параметр ма:кродисперсии, v-с:корость филь­
трации, хара:ктеризующаяся :ка:к средневзвешенное значение с:коростей фильтрации 
по :каждому слою, или суммарный фильтрационный расход, отнесенный :ко всей мощ­
ности рассматриваемой среды. 

В существенно неоднородных средах при значительных с:коростях фильтрации 
первые два члена в формуле (0.1) о:казываются малыми по сравнению с третьим чле­
ном, т. е. суммарный :коэффициент дисперсии в этом случае равен [2• 3] 

D* ~ l\v2 (0.2) 

· 1. Постановка 3адачи. Будем рассматривать движение раствора отно­
сительной избыточной концентрации С в закрытой многослойной изотроп­
ной пористой среде при наливе или откачке его из скважины радиусом r 0, 

полагая, что фильтрационный поток является стационарным стабилизиро­
ванным, подчиняющимся линейному закону Дарси. В этом случае осесим­
метричное уравнение массопереноса имеет вид 

п . ас. Q± дC~.!.__?__ rD*r дC\ n.* ~ A(Q±\2 (1.1) 
д t± --+- 21tmr дr r дr l ± дr } ' ~ :r: · ~ \ 2лтr } 

Здесь п, т - средневзвешенное значение активной пористости и мощ­
ность многослойной среды; Q - расход раствора поступающего или отка­
чиваемого из скважины; r- расстояние от оси скважины ; t- текущее вре­

мя. Индекс плюс относится к величинам при наливе раствора, индекс ми­
нус - при откачке. В уравнении (1.1) величина расхода раствора при на­
ливе имеет положительное значение, а при откачке отрицательное. 

Введем обобщенные независимые переменные 

t ' 
·f,J_ = б~ 

Тогда уравнение (1.1) можно привести к виду 
а2с ~ ас ~ . 2 ас _ (\ 
-8 2 - ""±-а - ""± -;;::- -- v, 
Х Х v'± 

(1.2) 

(1.3) 
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Выражение (1.3) является одномерным диффузионным уравнением с 
конвективным членом в области переменной х, определяемой преобразова­

нием (1.2). Следовательно, в рамках рассматриваемых предпосылок осе­
симметричные задачи макродисперсии сводятся к одномерным задача~. 

Рассмотрим задачу макродисперсии при откачке из скважины с расхо­
дом Q _ после предварительного налива раствора в течении времени t+ в 
ту же скважину с расходом Q +· 

Краевые условия в этом случае будут иметь вид 

С(оо, т_; t _,., ) =О, ~cl =О 
ОХ ,Х=О 

(1.4) 

Начальное условие (первое краевое условие (1.4)) определяется распре­
делением концентраций раствора на конец налива его в скважину. Это рас­
пределение может быть определено из следующих соображений. 

Если налив проводился при постоянной концентрации в скажине (гра­
ничное условие первого рода), т. е. при условиях 

С (О, т+) = 1, С (х, О) . О, С ( оо, т+) = О (1.5) 

то начальное условие будет иметь вид [4] 

С (х, О; т_J = 

= Ф1 (а+х, тJ = 0.5 {erfc ( а~х У т+ ) + ехр (а+х) erfc ( а.~х, ) ~+ ' \ f 
2 'f+ \ L. " 't+ J) 

(1.6) 

Однако, как показано в работах [5- 7], более правильным граничным ус­
ловием на скважине при наливе будет граничное условие третьего рода 

' 

_ n * 2лтrо дС 1 ·+ С ( t ) = 1 .и+ Q д . ro, + + r .r=r0 

что в обобщенных переменных ( 1. 2) равно 

1 дС / - -- + С(О, т+) = 1 
а+ дх =о 

(1.7) 

(1 .8) 

В этом случае начальное условие может быть записано в виде [5• 71 

2. Решение задачи. Преобразуем (1 .3) для случая откачки с учетом на­
чального условия (первое краевое условие (1.4)) по переменной т_ по Лап­
ласу 

d2W dW 2 
dx2 +а_ dx - а_2 qФ (а+х, •J- a_q W =О (2.1) 

Здесь 

00 

(' 
W (х, q ; т+) = L {С (х, т_; тJ = q ~ е-ч~-с (х, т_; t +) dт_ 

о 

по Ка рсону - Хэвисайду. 
1 



74 ПМТФ, М 6, 1970 

Общий интеграл уравнения (2.1) представим в виде 

W (х, q; т+) =А ехр [- (1/2 -i У q + 1/4) а_х] + 
+вexp[-(1/2-fq+ 1/4)a_xJ ·_!_ va_q ~ {ехр[-(~ +yq+ 1 )х 

2 q + 1/ 4 ~ ,\ ~ . 
о •' 

Х а_ (х - 8)] - ехр [- ( ~ - -;,/ " q + 1) а_ (х - 8)]} Ф (а+ 8, т+) d8 - (2.2) 

Используя граничное условие на скважине (1.4), запишем (2.2) сле­
дующим образом; 

w (х, q; т+) = в {ехр [-(} - -;,/ q + 1)a_:i:]- (2.3) 

ч •. - v~ [ ( 1 -. ; -1) ]} a_q с { г / ! - lf~ + V ~ + lf4 ехр - 2 + V q + 4 а_х + 2 V q + 1/4 .) ехр I_ - ~ 2 + 
- о 

+ Jf q J_ 1 )а_ (х - 0)] - ехр[- ( ~ - у q + 1) а_ (х - 8) ]} Ф (а+8, т+)d8 

Для определения постоянной интегрирования в выражении (2.3) вос­
пользуемся граничным условием на бесконечности (1.4). Тогда 

(2.4) 

Отсюда 
00 

w (х, q; т+) = va_q {\ ехр и~ -v q + 1) а_(8 - х)] ф (а+е, т+)d8-
2 q+ 1/ 4 ~ L 1. ~ 

- 112 - vr~ е-а_х r ехр [(_!_ - "lq + 1 ) а (8 - х)] ф (а 8 т ) d8 + 
1/2 + -v q + 1/4 ~ 2 v 4 - + ' + 

о 

+~ ехр[(; +y,rq + 1Ja_(!:J--x)JФ(a+8,т+)d8} (2.5) 
о 

Формула (2.5) при х = О примет вид 

W о . . a _q r [( 1 . /--1) ] ( , q; T,.J = r - \ ехр 2 - 1/ q + -4 а_8 ф (а ... 8, тJ d8 (2.6) 
. 1/ 2 + v q + 1/ 4 J ' 

о 

Оригинал (2.6) запишется так: 
00 

с (о ~ р ф d FI " - 1 [ (0 - 't'_)~ 1 , т_; т+) -= (8, т_) ((Х8, т+) 8, (8,,т_) - "r- ехр - 4 J. -
" Jt•r_ -r -

о 

-О.5е0 erfc ( ~ ~:=), (а= a+f а_ (2.'i) 

Аналогично может быть построен оригинал выражения (2.5). 
Функция Ф (а 8, тJ, стоящая в формуле (2.7), определяется началь­

ными условиями (1.6) или (1 .9) в зависимости от граничных условий при 
наливе раствора в скважину. 

\ 
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3. Асимптотические представления решения при граничном условии 
первого рода. Рассмотрим первоначально асимптотические представления 
решения при х = О. С этой целью преобразуем выражение (2.6) при на­
чальном условии (1.6) по параметру т+ по Лапласу 

У(О, q; р) = a_(l/2-V~) (31) 
а_ (1/2 - V q + 1/4) + а+ (1/2 ~ V р + 1/4) • 

Асимптотика изображения (3.1) и ее оригинал при больши'х значениях 
параметра т+ будут иметь вид 

у (о . ) ~ а_ (1/ 2 - V q + 1/4). с·' (О . )'~ 1 Ф ( ) (3.2) ,q,p ~ _ _г _ , . ,т_,т+.~ - 1 Т+/е1.,т_ 
а_ ('/2 - V q + ' /4) - а+р 

Асимптотические представления (3.2) при больших значениях пере­
менной т_ и <t_ :> ат+ соответственно равны 

У (О, q; р):::::: - , a_q , • , С (О, т_; т+):::::: 1 - J (т+/ е1., т_) (3.3) 
и_q 1 й+Р (q 1 .а. ) 

и совпадают с (3.2) с погрешностью не более 5% при условии [3 ] 

т_ > т+ / а > 0.1 

В формуле (3.3) 
cr 

J ( (), 'Х,) = j - е-Х \ e-Z f О (2 v 'X,Z) dz 
.J 
о 

(3.4) 

(3.5) 

где J - функция, введенная Шуманом [8], / 0 - модифицированная функ­
ция Бесселя первого рода нулевого порядка. 

Далее рассмотрим асимптотику изображения (3.1) и ее оригинал при 
больших значениях переменной т_ 

У (О, q; р):::::: a_q V , С (О, т_~ т+) :::::::Ф1 (~т_, т+) (3.6) 
a_q - а+ (1/2 - р + 1/4) 

Асимптотика изображения (3.6) и ее оригинал при больших значениях 
параметра т+ И т+ > ат_ соответственно равны 

\ 

у (О . ) ~ a_q (р + 1) 
'q, Р ~ a_q(p+ i )+a+p ' 

(3. 7) 

Разложение (3. 7) совпадает с ·(3.6) с погрешностью не более 5 % при 
УСЛОВИИ (3) 

т+ >ат_> 0.1 (3.8) 

Для оценки применимости приведенных асимптотических разложений 
(3.2) и (3.6) запишем решение (2. 7) в виде 

~ у 

С (О, т_; т+) ::::::: ~ F (0, т_) d0 + ~ F (0, т_) Ф1 (а0, т+) de (3.9) 
о ~ 

определив пределы интегрирования ~ и у как границы зоны дисперсии, 
образовавшейся при наливе, с погрешностью не более 0.1 % в выраже­
нии (3.9) 

(3.10) 
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Функция Ф1 (а е, -r+) в области ~ < 0 <у изменяется практически 
от 1 до О. Если положить_, что в этой области 

(3.11) 
то 

С (О, -r_; -r+) < 1 - Ф1 (['t'+ + 5 V т+] а-1 , -r_) (3.12) 
Сопоставление формул (3.2) и (3.12) определяет погрешность примени­

мости (3.2) 
л < ~, Ф1 (['t'+ + 5 V-t:J oi-1, 't'_) - Ф1 ('t'+ / ct, 't'_) 1 
- 1 - Ф1 (т+ / ct, т_) 

(3.13) 

Аналогично определив Пределы интегрирования ~ и у в формуле (3.9) 
как границы зоны дисперсии, образующейся при откачке, получим погреш­
ность применимости формулы (3.6) в виде 

Л < f _ Ф1 (ct ['t'_ + si v:r=J. 't'+] (3.14) 
Ф1 (ct't'_, 't'+) 

Далее могут быть построены асимптотические представления решения 
при любых значениях переменной х. Можно показать, что при больших 
значениях параметра т+ асимптотика решения, изображение которого 
определяется выражением (2.5), будет иметь вид 

С (х 't' · 't' ) ~ 1 - О 5 {erfc (а- ['t'+ / а+ - х] - т_) + ' _, + ,_.. • 2 ,r 
'· " 't'_ 

+ ехр ('t' / rx) erfc (а_ ['t'+ /а+ + х] + 't'_ ')'} (3.15) 
+. 2 -Vт_ 

при этом т+ ~ а+х, а асимптотическое представление решения при боль­
ших значениях переменной т_ определяется следующим образом; 

С(х, -r_; 't'+)::::::Ф1 (a+('t'_/a_-x), -r+) 

Условия применимости асимптотических выражений (3.15) и 
могут быть построены по аналогии с условиями (3.13) и (3.14). 

(3.16) 

(3.16) 

4. Асимптотические представления решения при граничном условии 
третьего рода. Асимптотические разложения решения при х = О при 
начальном условии (1.9) могут быть получены из следующих соображений. 
Рассмотрим двойное преобразование Лапласа формулы (2. 7) 

у (О. Q: р) = а_ <112 - vq+i/;) (112 - v~ 
. - · - . p[a_(1/2- Vq+1;,)+a+ (l/2- VP+1/'4)] 

(4.1) 

При больших значениях параметра т+ изображение (4.1) будет 

у (О, q; р):::::::: а_ (1/2 - ~~ (4.2) 
(р + i)[a_ (1/2- V q + 1/4) - а+р] 

Обратное преобразование (4.2) по р дает 
,., 11 /. - lf ;;-::L"'"i/.\ W(O,q;-r+)::::::1- - ,,. _. , , ,. , е-т+-

. 1/2 - v q + 1/i + ct 

- 1/2- Vq~ 1/4+ct ехр [( ; - yq + 1/ 4.) т; J 
Это соответствует асимптотике оригинала 

(4.3) 

С(О, 't'_; 't'+)z1- 2 (ct~i) e-т+{erfc (1/'J Jf-rJ+(a+1f2)exp[rx(rx+ 1)-r_]X 

Х erfc(- (rx + 1/ 2 ] f-r_)}-0.5erfc ( 't'+~~-т-) - 2 (ct~i) ехр (-r+/rx) Х 

х erfc( 't'+;y.~_'t'_ )+ ехр [- " ... + rx (а+ 1) 't'_) erfc c _;: /ct-; v-:~ 111'- )(4.4) 
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асимптотика которого при еще больших значениях параметра 't'+ в свою 

очередь равна 

(4.5) 

т. е. совпадает с асимптотическим представлением (3.2) решения для гра­
ничного условия первого рода. 

При больших значениях переменной -r_ асимптотика изображения 
(4.1), ее обратное преобразование по q и оригинал могут быть представлены 
соответственно в виде 

у (О, q; р) = a_q (l/2 - -V~ 
р [a_q - а+ (1/2 - -V р + 1/4)] 

(4.6) 

И (О, -r_; р) ~ - 1
/ 2 - ~~ ехр [ ( ; -ур + ~) a-r_J 

С (О, -r_; -r ... );;:::::; Ф2 (c.t-r_; -rJ 

Как известно [7,9], асимптотическое представление функции (1.9) 
совпадает с функцией (1 .6). Следовательно, асимптотики решений (4.6) 
и (3.6) совпадают при больших значениях переменной -r_ и параметра -r+. 

"У словил применимости приведенных асимптотических · разложений, 
а также асимптотические представления при любых х строятся аналогич­
но тому, как это было сделано в п. 3. 

5. Анализ результатов. Численный пример. Точное решение задачи, соответствую­
щее (2.5), является весьма сложным, однако в определенных условиях оказывается 
достаточным применение асимптотических разложений . 

В самом деле, е"сли налив производится с расходом, значительно меньшим расхода 
откачки, дисперсиеи , которая возникла при наливе, можно пренеберечь, считая , что 

перенос определяется при наливе лишь 

1 - вынужденной конвекцией. В этом случае 
уравнение (13) должно решаться при 
краевых условиях 

с 

налива, можно не учитывать 

{1 при х < -r ... / а+ 
С (х, О, 1'+) '= О > / 

при х 't' + а+ 

дС 1 - - О 
ОХ Х=О -

(5.1) 

С (ос, 't'_, 1'+) =О, 

Решение задачи в такой постановке 
может быть выведено из решения, при­
веденного в [5]. Это решение является 
весьма сложным. Однако, следуя (9], мо­
жно показать . что при определенных 

1 условиях это решение практически сов­

падает с (3.2) и (3.15) 
Аналогично в случае, когда расход 

откачки значительно меньше расхода 

дисперсию, которая будет возникать в процессе от-

качки, считая, что ее влияние на дисперсию, возникшую при наливе, мало. 

В этом случае в уравнении (1.3) опускается диффузионный член, а решение его сов-
падает с (3.6), (3.16) и (4.6). . . _ _ __ 

Рассмотрим далее численный пример. Положим 't"+ = U.4, а+ = <:, а_ = 1. Кри­
вые изменения относительной концентрации в скважине, из которой производится 
откачка, представлены на фигуре. В этом случае предполагается, что налив произво­
дился при граничном условии первого рода, т. е. используется начальное условие 
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(1.6). Rривая 1 соответствует точному решению задачи (2. 7), Rривая 2 - асимптоти­
чесRому разложению (3.2), Rривая 3 - асимптотиRе (3.3), Rривая 4 - асимптотичесRо­
му представлению (3.6), а Rривая 5 - (3. 7). 

Согласно фигуре, несмотря на то что расход отRачRи всего в два раза превышает 
р11сход налива, асимптотичесRое представление (3.2) достаточно точно отражает ход 
процесса в области малых значений времени отRаЧRИ . 

Результаты, полученные в работе, позволяют обосновать проведение опробования 
водоносных горизонтов с целью определения параметров переноса односRважинным 

методом. Подобная постановRа полевого ЭRсперимента становится весьма аRтуальной 
при изучении глубоRих водоносных горизонтов. 

RaR поRазывает анализ асимптотичесRих представлений решений, наиболее про­
стым в своей постановRе является опыт, в Rотором расход налива либо существенно 
превышает, ли~о значительно меньше, чем расход отRачRи. 

Автор благодарит В. М. Шестакова, предложившего идею односква­
жинного метода опробования , за ряд ценных замечаний в процессе под­
готовки работы. 
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