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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

M� B� Zv�gina

O PROEKTIVNYH I IN�EKTIVNYH
OB�EKTAH KATEGORI�� DVO�STVENNYH AB

Vvedenie

Kategorii� dvo�stvennye AB
Pust� AB �ZM � kategori� abelevyh grupp� AB� � dual�na�

kategori�� Avtoru izvestny tri konkretnye kategorii� kanoni�
qeski izomorfnye AB�	

�� kategori� CompZkompaktnyh abelevyh grupp 
dvo
stven�

nost� Pontr�gina��

�� kategori�ZLfCo nepreryvnyh sleva kovariantnyh funk�

torovZM�ZM 
sm� �����

��ZR�Z�Mult � kategori�ZR�Z�mul�tistruktur 
sm� �����
Opredelenie kategorii ZV �Mult dl� proizvol�no
 abelevo


gruppy V privedeno v ���� my pozvolim sebe zdes� ego povto�
rit�� Nazovem abelevu gruppu Y ZV �mul�tistrukturo�� esli na
gruppah vida Y I zadany soglasovannye me�du sobo� struktury
EndZ�V I��module
� t�e� vs�komu nepustomu mno�estvu I posta�
vlen v sootvetstvie kol�cevo
 gomomorfizm ��I� � EndZ�V I� �
EndZ�Y I�� priqem kommutativny vsevozmo�nye diagrammy

�EndZ�V I��J��J ����� EndZ�V I�J �

���I��J��J
��y ��I�J�

��y
�EndZ�Y I��J��J ����� EndZ�Y I�J �

s estestvennymi gorizontal�nymi strelkami

f�k�jgk�j�J �
�
fyjgj�J �

�X
k�J

�k�j�yk�
�
j�J

�
�

�k�j � EndZ�V
I� i yj � V I dl� verhne
 stroki� �k�j � EndZ�Y

I�
i yj � Y I dl� ni�ne
 
zdes� i vezde v dal�ne
xem pod Y I my

Rabota vypolnena pri finansovo	 podder
ke fonda RFFI� grant ���
���������

���
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ponimaem pr�moe proizvedenie I �kzempl�rov Y � a pod Y �I� �
pr�mu� summu��
Pust� Y� i Y� � ZV �mul�tistruktury� My nazyvaem gomo�

morfizm abelevyh grupp Y�
�
�� Y� ZV �mul�timorfizmom� esli

pri nepustom I Y I
�

�I

�� Y I
� est� gomomorfizm levyh EndZ�V I��

module
�
Imenno �tu kategori� ZV �mul�tistruktur iZV �mul�timor�

fizmov my oboznaqaem qerezZV �Mult�
Opixem teper� funktory� osuwestvl��wie dvo
stvennost�

ZM kategori�m 
���
��	

�� klassiqeska� dvo
stvennost� Pontr�gina osuwestvl�ets�

vzaimno obratnymi funktorami

ZM� CompZ�

ZX � HomZ�X�R�Z� i 
kompaktna� abeleva gruppa Y � �
HomComp

Z
�Y�R�Z��


�� Dvo
stvennost� me�duZLfCo iZM osuwestvl�ets� paro

funktorovZM�ZLfCo�

ZX � HomZ�X� � i �F �ZM�ZM�� HomFunct�F� Id�

gde Id �ZM�ZM � to�destvenny
 funktor�

�� Dvo
stvennost� me�du ZM i ZR�Z�Mult osuwestvl�ets�

vzaimno obratnymi funktorami ZX � HomZ�X�R�Z� i 
ZR�Z�
mul�tistruktura Y �� Hom

ZR�Z�Mult�Y�R�Z��
Poskol�ku struktura proektivnyh i in�ektivnyh abelevyh

grupp i in�ektivnye oboloqki proste
xih abelevyh grupp nam
izvestny� my mo�em dokazat� sootvetstvu�wie strukturnye te�
oremy i vyqislit� proste
xie proektivnye nakryti� v dvo
�
stvennyh kategori�h 
���
���

x�� Struktura in�ektivnyh ob�ektov

Teorema �� 
�� 
sm� ��� s� ����� Kompaktna� abeleva gruppa R�Z
�vl�ets� in�ektivno� koobrazu�we� kategorii CompZ� Vs�ka� in��
ektivna� kompaktna� abeleva gruppa �vl�ets� toroidno�	 t�e�
izomorfna �R�Z�I pri nekotorom I�

�� To
destvenny� funktor Id �ZM �ZM est� in�ektivny�

koobrazu�wi� kategorii LfCo� Vs�ki� in�ektivny� ob�ekt �to�
kategorii izomorfen IdI �ZM�ZM	 IdI�X� � XI �
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�� R�Z�mul�tistruktura R�Zest� in�ektivna� koobrazu�wa�
kategoriiZR�Z�Mult� vs�ki� in�ektivny� ob�ekt �to� kategorii
izomorfen �R�Z�I�

Dokazatel	stvo� Dostatoqno zametit�� qto kompaktna� abeleva
gruppa R�Z� funktor Id �ZM�ZM iZR�Z�mul�tistruktura R�Z
kanoniqeski dvo
stvenny diskretno
 abelevo
 gruppe Z� pro�
ektivno
 obrazu�we
ZM� priqem vs�ka� proektivna� abeleva
gruppa svobodna� t�e� izomorfna Z�I��

x�� O nekotoryh proektivnyh nakryti�h

Teorema 
� V kategori�h CompZ	ZLfCo iZR�Z�Mult vs�ki� ob��
ekt obladaet proektivnym nakrytiem	 edinstvennym s toqno�
st�� do izomorfizma�

Dokazatel	stvo� V dvo
stvenno
 vsem trem kategori�mZM vs��
ki
 ob�ekt obladaet� kak izvestno� in�ektivno
 oboloqko
�
edinstvenno
 s toqnost�� do izomorfizma�

Zameqanie� Dl� vyqisleni� proektivnogo nakryti� ob�ekta Y
l�bo
 iz pereqislennyh kategori
 dostatoqno

�a� vyqislit� dvo
stvennu� abelevu gruppu X � Y ��
�b� na
ti in�ektivnu� oboloqku Inj�X� abelevo
 gruppy X�
�c� vyqislit� dvo
stvenny
 ob�ekt �Inj�X��� ishodno
 katego�

rii � �to i est� proektivnoe nakrytie Pro�Y � ob�ekta Y �

Primer �� Pust� p � � � prostoe� n � � � celoe� Vyqislim
sledu�wie proektivnye nakryti�	

�� kompaktno
 abelevo
 gruppy Z�pnZv CompZ�

�� funktora HomZ�Z�pnZ� � vZLfCo�

��ZR�Z�mul�tistruktury Z�p

nZvZR�Z�Mult	

�a� dvo
stvenno
 vsem trem pereqislennym ob�ektam dis�
kretno
 abelevo
 gruppo
 �vl�ets�Z�pnZ�

�b� ZInj�Z�pnZ� �Z�p�Z�
�c� v CompZPro�Z�p

nZ� � HomZ�Z�p
�Z�R�Z� � Zp 
additiv�

na� gruppa kol�ca celyh p�adiqeskih qisel s p�adiqesko

topologie
��
vZLfCo Pro�HomZ�Z�p

nZ� �� � HomZ�Z�p
�Z����

vZR�Z�Mult Pro�Z�pnZ� � HomZ�Z�p�Z�R�Z� �Zp�
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Primer 
 
obobwenie primera ��� Pust� n � � � celoe� Vyqi�
slim sledu�wie proektivnye nakryti�	

�� ProComp

Z
�Z�nZ��


�� Pro
ZLfCo �HomZ�Z�nZ� ���


�� Pro
ZR�Z�Mult �Z�nZ�	

�a� dvo
stvenna� diskretna� abeleva gruppa ravna Z�nZ�
�b� InjZ�Z�nZ� �

L
pjn

Z�p�Z�

�c� ProComp
Z
�Z�nZ� �

Q
pjn

Zp�

Pro
ZLfCo�HomZ�Z�nZ� �� �

Y
pjn

HomZ�Z�p
�Z� ��

Pro
ZR�Z�Mult�Z�nZ� �

Y
pjn

Zp�

Primer � 
obobwenie primera ��� Pust� X � koneqna� abeleva
gruppa� Vyqislim

�� ProComp

Z
�X��


�� Pro
ZLfCo �HomZ�X� ���


�� Pro
ZR�Z�Mult �X�	

�a� dvo
stvenna� diskretna� abeleva gruppa ravna X� w X �L
p�n

�Z�pnZ�kp�n priqem poqti vse kp�n ravny nul� 
summa

koneqna���
�b� InjZ�X

�� �
L
p
�Z�p�Z�kp� gde kp �

P
n
kp�n�

�c� ProComp
Z
�X� �

Q
Z
kp
p �

Pro
ZLfCo�HomZ�X� �� �

Y
p

HomZ�Z�p
�Z� �kp �

Pro
ZR�Z�Mult�X� �

Y
Zkpp �

Primer �� 
�� Vse kompaktnye abelevy gruppy Zp proektivny�
priqem

Q
p
Zp est� proektivny
 obrazu�wi
 ob�ekt v CompZ�


�� vse funktory HomZ�Z�p
�Z� � �ZM �ZM sut� proektiv�

nye ob�ektyZLfCo� priqem
Q
p
HomZ�Z�p

�Z� � est� proektivny


obrazu�wi
ZLfCo�



��� M� B� ZV�GINA


�� vse ZR�Z�mul�tistruktury Zp proektivny� priqem
Q
p
Zp

est� proektivny
 obrazu�wi
 ob�ektZR�Z�Mult 
dostatoqno za�
metit�� qto vse Z�p�Zsut� in�ektivnye abelevy gruppy� pri�
qem Q�Zw

L
p
Z�p�Z� in�ektivna� koobrazu�wa� abeleva grup�

pa��

Primer 
� Vyqislim sledu�wie proektivnye nakryti�	


�� ProComp
Z
�R�Z��


�� Pro
ZLfCo�Id��


�� Pro
ZR�Z�Mult�R�Z�	

�a� dvo
stvenna� abeleva gruppa est� Z�
�b� InjZ�Z� � Q�
�c� ProComp

Z
�R�Z� � HomZ�Q�R�Z� � ���

Pro
ZLfCo�ZId� � HomZ�Q� ��

Pro
ZR�Z�Mult�R�Z� � HomZ�Q�R�Z� � ���

Ostanovims� teper� podrobnee na izuqenii kompaktno
 abe�
levo
 gruppy 
iZR�Z�mul�tistruktury� ���

Rassmotrim sledu�wu� induktivnu� sistemu	Zn � svobodna�

abeleva gruppa s obrazu�wim �
n �n � ��� m �

�
n� esli n � �

�mod m�� Zm
� n
m���Zn dl� m �

�
n� Oqevidnym obrazom lim

��
Z
n � Q�

Dual�na� sistema kompaktnyh abelevyh grupp vygl�dit sle�
du�wim obrazom	 �R�Z��n� � R�Z� otnoxenie por�dka na mno�e�

stve natural�nyh qisel to �e� �R�Z��n�
� n
m��� �R�Z��m� dl� m �

�
n�

Po�tomu �� � lim
��

�R�Z��n� 
sm� ��� s� ������

My budem nazyvat� ob�ekt �� solenoidom Vietorisa 
hot� sam
Vietoris rassmatrival bolee obwie solenoidy��

x�� Struktura proektivnyh ob�ektov

Poskol�ku izvestna struktura in�ektivnyh 
�kvivalentno	
delimyh� abelevyh grupp� my mo�em opisat� strukturu proek�
tivnyh ob�ektov v treh rassmatrivaemyh kategori�h�
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Teorema �� 
�� Proektivnymi ob�ektami kategori� CompZ
so�
otvetstvenno ZR�Z�Mult� �vl��ts� kompaktnye abelevy grup�

py 
sootvetstvenno ZR�Z�mul�tistruktury� vida Y � �IY
� 	�Q

p
Z
Ip�Y
p

�
	 gde IY 	 Ip�Y � nekotorye mno
estva	 mownosti koto�

ryh sut� invarianty Y �

�� Proektivnymi ob�ektami kategoriiZLfCo �vl��ts� funk�

tory vida

F � HomZ�Q� �
IF 	

Y
p

HomZ�Z�p
�Z� �IF�p�

gde IF 	 IF �p � mno
estva	 mownosti kotoryh sut� invarianty
funktora F �

Dokazatel	stvo� V dvo
stvenno
 kategorii ZM vs�ki
 in�ek�
tivny
 ob�ekt raskladyvaets� v pr�mu� summu X � Q�IX� 

�
L
p
Z�p�Z�Ip�X� gde IX i Ip�X � nekotorye mno�estva� mownosti

kotoryh sut� invarianty X� Poskol�ku �� � HomZ�Q�R�Z� i
Zp � HomZ�Z�p

�Z�R�Z�� �tim teorema dokazana�

x�� Topologo	algebraiqeskie svo
stva

proektivnyh kompaktnyh abelevyh grupp

Teorema �� 
�� Solenoid Vietorisa �� �vl�ets� sv�zno� kom�
paktno� abelevo� gruppo� bez kruqeni� razmernosti �� Po�tomu
�I
� � sv�zny� kompakt razmernosti I dl� proizvol�nogo mno
e�

stva I�

�� Vse Zp sut� vpolne nesv�znye kompaktnye abelevy gruppy

bez kruqeni� razmernosti nol�	 po�tomu
Q
Z
Ip
p � tak
e vpolne ne�

sv�zny� kompakt razmernosti nol� bez kruqeni� dl� proizvol�nyh
mno
estv Ip�

Dokazatel	stvo� 
�� Gruppa harakterov �� est� Q � abeleva
gruppa bez kruqeni�� po�tomu �� sv�zna 
sm� ���� s� ���� teore�
ma ���� Razmernost� �� ravna rangu gruppy Q� t�e� edinice 
sm�
tam �e� s� ���� teorema ���� V silu teoremy ����� iz ��� kom�
paktna� abeleva gruppa ne imeet kruqeni� togda i tol�ko togda�
kogda ee gruppa harakterov delima� Poskol�ku Q delima� �� �
bez kruqeni��

�� Gruppa harakterovZp est� periodiqeska� diskretna� abe�

leva gruppa Z�p�Z� po�tomu vse Zp vpolne nesv�zny 
sm�� op�t�



��	 M� B� ZV�GINA

�e� teoremu �� iz ����� razmernost� Zp ravna rangu Z�p�Z� sle�
dovatel�no� ravna nul�� Vse Zp oqevidnym obrazom ne ime�t
kruqeni� 
mo�no bylo by soslat�s� i na delimost� grupp ha�
rakterov��

Teorema 
� Kompaktna� abeleva gruppa togda i tol�ko togda
proektivna	 kogda ona ne imeet kruqeni��

Dokazatel	stvo� Oba uslovi� ravnosil�ny delimosti� t�e� in��
ektivnosti� gruppy harakterov�

Teorema �� Vs�ka� sv�zna� kompaktna� abeleva gruppa bez kruqe�
ni� izomorfna �I

� pri nekotorom mno
estve I� vs�ka� vpolne ne�

sv�zna� kompaktna� abeleva gruppa bez kruqeni� izomorfna
Q
p
Z
Ip
p

pri nekotoryh Ip�

Dokazatel	stvo� �ti utver�deni� �vl��ts� oqevidnymi sled�
stvi�mi teorem �
��� � i rezul�tatov Pontr�gina�

x�� Sv�znye oboloqki i nakryti� bez kruqeni�

Pust� Y � kompaktna� abeleva gruppa� � � sv�zny
 kompakt i
Y � � � in�ektivny
 gomomorfizm� My nazovem � sv�zno� obo�
loqko� Y � esli dl� l�bogo vlo�eni� Y � �� kompaktno
 gruppy
Y v sv�zny
 kompakt �� diagramma

���y
� ����� Y ����� ���y

��

mo�et byt� dostroena do kommutativno
 pri pomowi monomor�
fizma � � �� 
inymi slovami� � � minimal�ny
 sv�zny
 kom�
pakt� soder�awi
 Y ��
Dvo
stvenno� pust� X � diskretna� abeleva gruppa� S � abe�

leva gruppa bez kruqeni�� S � X � �pimorfizm� Budem nazyvat�
S nakrytiem bez kruqeni� abelevo
 gruppy v X� esli S est� mi�
nimal�na� abeleva gruppa bez kruqeni�� proektiru�wa�s� na
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X� t�e� dl� vs�kogo �pimorfizma S� � X� gde S� � bez kruqeni��
diagramma

�x��
S ����� X ����� �x��

S�

mo�et byt� dostroena do kommutativno
 pri pomowi �pimor�
fizma S� � S�

Zameqanie �� Vvedennoe nami pon�tie nakryti� bez kruqeni�
�torsionless cover� ne sovpadaet s kl�qevym dl� rabot ��� �� po�
n�tiem ploskogo nakryti� �torsion free covering	 
at cover�� Dl�
nas pon�tie nakryti� bez kruqeni� �vl�ets� vspomogatel�nym�
ibo soder�atel�no nas interesu�t sv�znye oboloqki kompakt�
nyh abelevyh grupp�

Zameqanie 
� Vopros ob edinstvennosti sv�zno
 oboloqki 
i
nakryti� bez kruqeni�� v obwem sluqae a priori ostaets� otkry�
tym� Odnako dl� proektivnyh kompaktov 
dvo
stvenno	 in�ek�
tivnyh diskretnyh abelevyh grupp� imeet mesto teorema edin�
stvennosti � sm� ni�e�

Lemma �� Sv�zna� oboloqka proektivnogo kompakta izomorfna
�I
� pri nekotorom I� Dvo�stvenno	 nakrytie bez kruqeni� in�ek�

tivno� diskretno� abelevo� gruppy izomorfno Q�I� pri nekoto�
rom I�

Dokazatel	stvo� My doka�em vtoroe utver�denie� pervoe �vl��
ets� �kvivalentnym blagodar� dvo
stvennosti Pontr�gina�
Pust� S � X � nakrytie bez kruqeni� in�ektivno
 abelevo

gruppy X� Oqevidnym obrazom in�ektivna� oboloqka InjZ�S�
izomorfna Q�J� pri nekotorom J � V silu in�ektivnostiZX dia�
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gramma
� ����� S ����� Q�J�

��y
X��y
�

mo�et byt� dostroena do kommutativno
 pri pomowi morfizma
Q�J�� X� kotory
 ob�zan byt� �pimorfizmom� Poskol�ku
S � X � nakrytie bez kruqeni� i Q�J� ne imeet kruqeni��
diagramma

Q�J�

��y
S ����� X ����� ���y

�
mo�et byt� dostroena do kommutativno
 s pomow�� �pimorfiz�
ma Q�J� � S� i po�tomu S � delima� abeleva gruppa 
kak obraz
delimo
�� Kol� skoro S � bez kruqeni� i delima� S � Q�I� pri
nekotorom I� qto i trebovalos��

Lemma 
� Esli proektivna� kompaktna� abeleva gruppa imeet
sv�znu� oboloqku	 to �ta oboloqka edinstvenna s toqnost�� do
izomorfizma� Dual�no	 nakrytie bez kruqeni� in�ektivno� dis�
kretno� abelevo� gruppy edinstvenno s toqnost�� do izomorfiz�
ma�

Dokazatel	stvo� Kak i vyxe� my predpoqtem rabotat� v kate�
gorii ZM� Pust� S� � X i S� � X � nakryti� bez kruqeni�
in�ektivno
 abelevo
 gruppy X� Soglasno lemme � S� � Q

�I��
S� � Q

�J� pri nekotoryh I� J � Poskol�ku ime�t mesto �pimor�
fizmy S� � S�� t�e� Q

�I� � Q�J�� my vidim� qto card I � card J �
card J � card I� otkuda card I � card J � Q�I� � Q�J�� t�e� S� � S�� qto
i trebovalos��

Zameqanie �� V silu lemmy � my mo�em vvesti korrektnoe obo�
znaqenie Con�Y � dl� sv�zno
 oboloqki proektivnogo kompakta Y
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i� dvo
stvenno� S�X� dl� nakryti� bez kruqeni� in�ektivno

abelevo
 gruppy X�

Zameqanie 
� Otn�d� ne vs�ka� proektivna� kompaktna� abele�
va gruppa obladaet sv�zno
 oboloqko
� Ni�e budut privedeny
primery i vy�vleny nekotorye dostatoqnye uslovi��

Primer � 
trivial�ny
�� Pust� � � sv�zna� kompaktna� abele�

va gruppa� togda to�destvenny
 morfizm �
id
� � daet edinstven�

nu� sv�znu� oboloqku �� Dvo
stvenno� esli S � abeleva gruppa

bez kruqeni�� to S
id
� S � edinstvennoe nakrytie bez kruqeni�

gruppy S�

Primer �� Cikliqeska� kompaktna� abeleva gruppa Z�nZne
imeet sv�zno
 oboloqki� Dvo
stvenno� cikliqeska� diskretna�
abeleva gruppa Z�nZne imeet nakryti� bez kruqeni��

Dokazatel	stvo� Poskol�kuZ�nZ� R�Z�R�Zsv�zna i vs�ka� ee
sobstvenna� kompaktna� podgruppa� kak izvestno� est� koneqna�
cikliqeska� gruppa� edinstvennym kandidatom na rol� sv�zno

oboloqki Z�nZ�vl�ets� R�Z� No esli by vlo�enie Z�nZ� R�Z
bylo sv�zno
 oboloqko
� to dvo
stvenno� �pimorfizm Z�Z�nZ
bylo by nakrytiem bez kruqeni�� a tem samym i proektivnym
nakrytiem� Poskol�ku izvestno� qto abeleva gruppa Z�nZne
imeet proektivnogo nakryti�� utver�denie primera dokazano�

Lemma �� HomZ�Q�Z�p
�Z�� Qp�

Dokazatel	stvo� Imeem gomomorfizm Qp � HomZ�Q� Z�p
�Z��

x � Qp � fx� fx�q� � qx modZp� Primen�� toqny
 funktor
HomZ��Z�p�Z� k toqno
 posledovatel�nosti ��Z� Q� Q�Z�
�� poluqim ��Zp� HomZ�Q�Z�p�Z�� Z�p�Z� �� priqem kom�
mutativna diagramma

� ����� Zp ����� Qp ����� Z�p�Z����� �

id

��y
��y id

��y
� ����� Zp ����� HomZ�Q�Z�p�Z� ����� Z�p�Z����� ��

po�tomu blagodar� ��lemme Qp� HomZ�Q�Z�p�Z��izomorfizm�

Oboznaqim qerez �
�p�
� kompaktny
 Zp�modul�

��p�
� � HomZ�Qp�R�Z��
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�to sv�zny
 proektivny
 ob�ekt v kategorii kompaktnyh Zp�
module
�
Doka�em teper� soder�atel�ny
 rezul�tat o sv�znyh oboloq�

kah�

Teorema �� V kategorii kompaktnyh Zp�module� vpolne nesv�z�
ny� proektivny� ob�ekt Zp � HomZ�Z�p

�Z�R�Z� obladaet sv�z�

no� oboloqko�	 izomorfno� �
�p�
� � Dvo�stvenno	 v kategorii dis�

kretnyh Zp�module� in�ektivny� modul� Z�p�Zobladaet nakry�
tiem bez kruqeni�	 izomorfnym Qp�

Dokazatel	stvo� Imeem toqnu� posledovatel�nost� Zp�modu�
le
 ��Zp� Qp�Z�p

�Z� �� Perehod� k dvo
stvennomu ob�ek�
tu� poluqim toqnu� posledovatel�nost� kompaktnyhZp�module


� � Zp � �
�p�
� � HomZ�Zp�R�Z� � �� Poka�em� qto imenno �to

vlo�enieZp� �
�p�
� �vl�ets� sv�zno
 oboloqko
 kompaktnogoZp�

modul�Zp v kategorii CompZp� Dl� �togo doka�em dvo
stvennoe

utver�denie� a imenno	 kanoniqeski
 �pimorfizm Qp � Z�p�Z
�vl�ets� nakrytiem bez kruqeni� v kategorii Zp�module
�
De
stvitel�no� pust� S � Zp�modul� bez kruqeni�� i S �

Z�p�Z� �pimorfizm� S mo�et byt� vlo�en v svo� in�ektiv�

nu� oboloqku InjZp�S� � Q
�I�
p � i diagramma

� ����� S ����� Q
�I�
p��y

Z�p�Z��y
�

dostraivaets� do kommutativno
 pri pomowi �pimorfizma

Q
�I�
p ��Z�p�Z� Rassmotrim teper� diagrammu

�x��
Qp ����� Z�p�Z����� �x��

Q
�I�
p
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i poka�em� qto ona mo�et byt� dostroena do kommutativno
 pri

pomowi �pimorfizma Q�I�
p � Qp� Po lemme �

HomZp�Q
�I�
p �Z�p�Z�� QI

p � HomQp�Q
�I�
p �Qp��

tak qto �pimorfizm Q
�I�
p � Z�p�Zprihodit iz nekotorogo Qp�

morfizma Q�I�
p � Qp� nenulevogo i potomu �pimorfnogo�

Blagodar� vlo�eni� S � Q
�I�
p imeem kommutativnu� dia�

grammu

Qp

�� 
�
S �� Z�p�Z �� ��

i ostaets� proverit�� qto � � �pimorfizm� Oboznaqim qerez
Im��� obraz morfizma �� Poskol�ku � �� � i rasxirenie � �
Zp � Qp suwestvenno� Zp � Im��� �� �� pust� Zp � Im��� � pmZp�
m � �� Iz �pimorfnosti �� sleduet suwestvovanie takogo x �
Zp� qto x� �

pm � Im���� otkuda pmx�� � Im���� � � Im���� i sledo�

vatel�no� Zp � Im���� m � �� Dalee� dl� vs�kogo n � � na
dets�
takoe xn � Zp� qto xn � �

pn
� Im���� otkuda �

pn
� Im���� tak qto

x
pn � Im� dl� vs�kogo x � Zp i tem samym Im��� � Qp� qto i

trebovalos��

Napomnim teper� pon�tie p�adiqeskogo solenoida 
sm� ���
s� ������ Pust� p � � � prostoe� oboznaqim qerez Z

pn
svobod�

nu� abelevu gruppu s obrazu�we
 �
pn � i pust� Zpn

�p
�� Z

pn�� �

induktivna� sistema vlo�eni
 �
pn � p

pn�� � Oboznaqim qerez
Z
p�

induktivny
 predel �to
 sistemy� Dvo
stvenna� kompakt�

na� abeleva gruppa ravna proektivnomu predelu lim
��

�R�Z��n��

�R�Z��n���
�p
�� �R�Z��n�� �ta gruppa nazyvaets� p�adiqeskim sole�

noidom i oboznaqaets� qerez �p� Poskol�ku diskretna� abele�

va gruppa Zp� ne imeet kruqeni�� kompaktna� abeleva gruppa �p

sv�zna� Imeem �pimorfizm diskretnyh abelevyh grupp

Z

p�
�Z�p�Z�

�

pn
� � modZ�

Dvo
stvennym �vl�ets� monomorfizm kompaktnyh abelevyh
grupp ��Zp� �p�
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Primer �� Pri vs�kom prostom p � � kompaktna� abeleva grup�
pa Zp ne imeet sv�zno
 oboloqki� Dvo
stvenno� diskretna� abe�
leva gruppa Z�p�Zne imeet nakryti� bez kruqeni��

Dokazatel	stvo� Predpolo�im� qto suwestvuet sv�zna� obo�
loqka Con�Zp� kompakta Zp� V silu vlo�eni� � � Zp � �p

Con�Zp� � �p� Dvo
stvenno� esli suwestvuet nakrytie bez kru�
qeni� S�Z�p�Z� diskretno
 abelevo
 gruppy Z�p�Z� to imeets�
proekci�

Z

p�
� S�Z�p�Z�� ��

Po lemme � S�Z�p�Z� w Q�I� dl� nekotorogo I� tak qto Z
p�

�

Q�I�� � i tem bolee Z
p�

� Q� �� i diagramma

���y
Z
p� ����� Q ����� ���y
Q

mo�et byt� dostroena do kommutativno


���y
Z
p�

����� Q ����� ���y �

Q

s pomow�� �pimorfizma Q� Q� kotory
 avtomatiqeski okazy�

vaets� izomorfizmom� Ots�da imeem izomorfizm Zp�
w

�� Q� qto

protivoreqivo� t�k� abeleva gruppa Z
p�

ne �vl�ets� delimo
� Po�
luqennoe protivoreqie dokazyvaet utver�denie primera�

Pust� P � proizvol�noe podmno�estvo mno�estva prostyh qi�
sel� NP � podmno�estvo natural�nyh qisel� sosto�wee iz qisel�
ime�wih v svoem primarnom razlo�enii tol�ko stepeni p � P�
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Vvedem na NP otnoxenie por�dka	 m �
�

n� esli n � � �mod m�

i rassmotrim induktivnu� sistemu
�
Z
n

�
n�NP

� Z
m

� n
m��� Z

n
pri

m �
�

n� Induktivny
 predel �to
 posledovatel�nosti obozna�

qim qerez ZP� � dvo
stvennu� kompaktnu� gruppu lim
��
n�NP

�R�Z��n��

�R�Z��n�
� n
m��� �R�Z��m� pri m �

�
n nazovem P�adiqeskim soleno�

idom i oboznaqim qerez �P � Poskol�ku abeleva gruppa ZP� ne
imeet kruqeni�� kompaktna� abeleva gruppa �P sv�zna�

Primer � 
obobwenie primera ��� Pust� P � nepustoe sob�
stvennoe podmno�estvo mno�estva prostyh qisel� togda kom�
paktna� abeleva gruppa

Q
p�P

Zp ne imeet sv�zno
 oboloqki i�

dvo
stvenno� diskretna� abeleva gruppa
L
p�P

Z�p�Zne imeet na�

kryti� bez kruqeni��

Dokazatel	stvo� Predpolo�im protivnoe� i pust�
Q�I� �

L
p�P

Z�p�Z � � � nakrytie bez kruqeni�� V silu

�pimorfizma
Z
P� �

L
p�P

�Z�p�Z�� �
n � �

n modZabeleva gruppa ZP� dol�na

�pimorfno otobra�at�s� na Q�I�� a tem bolee na Q� Diagramma

���y
Z
P� ����� Q ����� ���y
Q
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dostraivaets� do kommutativno


���y
Z
P� ����� Q ����� ���y �

Q

s pomow�� �pimorfizma Q� Q� kotory
 avtomatiqeski okazy�

vaets� izomorfizmom� Ots�da imeem izomorfizm ZP�
w

�� Q� qto
protivoreqivo� t�k� P � sobstvennoe podmno�estvo mno�estva
prostyh qisel� i ZP� ne �vl�ets� delimo
 abelevo
 gruppo
�
Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet utver�denie primera�

Avtor blagodaren A� M� Verxiku� A� F� Ivanovu i V� M� Cve�
tkovu za soder�atel�nye besedy�
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