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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

ДЕКАБРЬ 1982 г., ТОМ XVIII, № 12 

ОБЗОРНЫЕ СТАТЬИ 

УДК 517.929 

Н. В. АЗБЕЛЕВ, Bi П. МАКСИМОВ 

УРАВНЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 

Математическое описание многих явлений выводит нас за рамки 
классических дифференциальных уравнений и предлагает все новые и 
новые виды функционально-дифференциальных уравнений [1—3]. Воз­
никающая таким образом потребность в общих концепциях вызвала 
интерес многих исследователей к различным обобщениям обыкновен­
ного дифференциального уравнения. Наиболее целенаправленно разви­
валась теория «обыкновенных дифференциальных уравнений в банахо­
вом пространстве», где евклидово пространство значений искомой функ­
ции заменяется общим банаховым пространством [4—6]. Однако эта 
теория не охватывает ряд актуальных случаев, в частности, не охваты­
вает уравнения вида 

x{t)=f(t9x[h(t)}9 i[g{t)])9 Ща,Ь], 
(1) 

* ( | ) = Ф ( 6 ) , *(£) если Ща9 Ь]. 

Таким уравнениям и некоторым их обобщениям посвящены многочис­
ленные работы, связанные с прикладными задачами, с попытками уста­
новить общую точку зрения на достаточно широкий класс уравнений и 
с применениями новых схем функционального анализа [7—14]. В цикле 
работ, которым посвящен обзор [15], заложены основы теории обобще­
ния обыкновенного дифференциального уравнения, содержащего в себе 
уравнения с отклоняющимся аргументом и уравнения интегро-диффе-
ренциальные. Это обобщение основано на рассмотрении с единой точки 
зрения различных уравнений, решениями которых являются абсолютно 
непрерывные функции. Границы общности новой теории определяются 
свойствами операторов, порождаемых уравнениями. Особое место в упо­
мянутой теории заняли уравнения с вольтерровыми (по А. Н. Тихонову 
[16]) операторами, так называемые «уравнения с последействием» [17] 
и их частный случай — «уравнения с запаздывающим аргументом» [18, 
19]. Актуальным представителем такого обобщения обыкновенного 
дифференциального уравнения является уравнение (1) в предположении, 
что h(t)^ty g(t)^t. Уравнения с вольтерровыми операторами оказа­
лись изученными наиболее обстоятельно благодаря работам В. Воль-
терра, А. Н. Тихонова и Н. Н. Красовского. 

Предлагаемая работа представляет собой обзор основных идей и 
результатов общей теории функционально-дифференциальных уравне­
ний с вольтерровыми операторами. Особое внимание уделяется краевым 
задачам. Историю функционально-дифференциальных уравнений и 
специальные вопросы — такие, как устойчивость, колеблемость, перио­
дические решения — мы не затрагиваем, отсылая читателя к соответ­
ствующим монографиям [17, 20, 21] и обзорам [2, 3, 22]. 

Ниже используются обозначения: Rn — евклидово пространство 
я-мерных векторов с нормой | - | , Ln[0, b] — пространство вектор-функ­
ций у : [0, b]-+Rn с суммируемыми компонентами и нормой 
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b 

I M I L " [ O , & ] = J \y(s) \ ds, 

0 
D n [ 0 , b]—пространство вектор-функций x: [0, b]-+Rn с абсолютно 
непрерывными компонентами и нормой 

IM1D"[0, Ь] = |*(0) | +||Л1ьп[0, Ь ] , 

£—единичная матрица, / — тождественный оператор. Индекс [0, Ь] 
в обозначении пространств будем опускать, если это не вызывает недо­
разумений. 

§ 1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

Некоторые уравнения с запаздывающим аргументом, даже очень 
простые внешне, приводят к загадкам и парадоксам [1, 23], если смот­
реть на них с привычной точки зрения классической теории обыкновен­
ных дифференциальных уравнений. Например, для уравнения. 

* ( 0 - * ( - f ) - * ( 0 = f ( 0 . ' e [ o , o o ) f 

задача Коши (х(0)=а) разрешима лишь при специальных а и f, при­
чем решение не будет единственным ни при каких а и /. Если же по­
дойти к приведенному примеру с позиций общей теории, то мы не встре­
тим здесь затруднений: пример служит хорошей иллюстрацией теоре­
мы 3 работы [24]. 

Здесь мы сформулируем основные положения общей теории линей­
ных функционально-дифференциальных уравнений применительно к 
уравнению 

def 

(2x)(t) = (Qx) (t)+A(t)x(0) =f(t), /6[0, o o ) , (2) 
где главная часть Q оператора 3! имеет вид 

t 

(Qy)(t)=y(t)--^rJQ(t,s)y(s)ds. (3) 

Уравнение (2) будем рассматривать в следующих предположениях. 
I. При каждом фиксированном 6 > 0 элементы q%j(t, s) /гХ/г-матрицы 

Q(t, s) в треугольнике Д& = {(/, s) : O ^ s ^ f ^ f t } удовлетворяют усло­
виям: qij(t,s) измеримы по совокупности переменных, при каждом 
фиксированном /6(0 , Ь] функции qij(t, s) аргумента s измеримы и огра­
ничены, q%j{t, s) при каждом фиксированном sG[0, b) являются функ­
циями ограниченной вариации, причем 

ъ 
sup \J quit, s ) < + oo , 

se[o, b) t=s 
min {t, %} 

функции J qij(t, s)ds аргумента / абсолютно непрерывны при 
о 

любом тб(0, Ь]. 
II. При каждом фиксированном 6 > 0 компоненты вектор-функции 

f : [0, b]-+Rn и элементы /гХя-матрицы А суммируемы на отрезке 
[ 0 , 6 ] . 

III. При каждом фиксированном й > 0 и каждом z £ L n [ 0 , 6] для 
уравнения Qy—z в пространстве Ln[0, b] сходятся последовательные 
приближения (спектральный радиус оператора (Q—/) : L n [ 0 , &]-»-
- > L n [ 0 , b] меньше единицы). 

Решение уравнения ( 2 ) — т а к а я вектор-функция х : [0, oo)-+Rn 

с абсолютно непрерывными на каждом конечном отрезке [0, Ь] компо­
нентами, которая удовлетворяет (2) при почти всех / > 0 . 
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Равенство (3) определяет при выполнении условий I общий вид ли­
нейного ограниченного вольтеррова оператора в пространстве Ln. Таким 
образом, в предположениях I и II уравнение (2) — общий случай ли­
нейного уравнения с ограниченным при каждом & > 0 линейным воль-
терровым оператором Я? : Dn[0, b]-+Ln[0, Ь]. 

Как показано в [24], задача Коши 

2х=\9 * (0)=<х (4) 
при выполнении условия III однозначно разрешима при любых a£Rn и 
f£Ln. В случае а = 0 задача (4) имеет вид Qx=f9 л ( 0 ) = 0 . Следова­
тельно, для производной искомого решения имеем равенство x=Q~ifl 

Пользуясь общим видом непрерывно действующего в Ln вольтеррова 
оператора, последнее равенство , можно записать так: x{t) = 

t t 

= ~^г J C(t, s)f(s)ds9 откуда x(t) = J C(t9 s)f(s)ds. Ядро C(t9 s) 
интегрального оператора С : Ln->Dn в правой части полученного пред­
ставления решения полуоднородной задачи (4) называют матрицей 
Коши [15, 20, 24]. Столбцы яХя-матрицы Х9 определяемой равенством 

t 

X(t)=E— j C(t9 s)A{s)ds9 

о 
удовлетворяют однородному уравнению S?x=0 и составляют фунда­
ментальную систему уравнения (2). Матрицу X называют фундамен­
тальной матрицей уравнения (2) [15, 20, 24]. Таким образом, общее 
решение уравнения (2) имеет представление 

t 

x(t)=X(t)a+ J C{t9 s)f{s)ds9 ( 5 ) 
о 

где a — произвольный постоянный вектор. 
Для обыкновенного дифференциального уравнения x(t) =F(t)x(t) + 

+/(>/) главная часть Q оператора 2? имеет вид 
t 

(Qy)(t)=y(t)- J F ( t ) y ( s ) d s . 
о 

К уравнению (2) с главной частью вида 
t 

(Qy)(t)=y(t)- j K(t, s)y(s)ds (6) 
0 

t 

приводятся с помощью подстановки x(t) = х ( 0 ) + J x(s)ds разрешен-
0 

ные относительно производной уравнения с запаздывающим аргументом, 
интегро-дифференциальные уравнения, а также ряд других уравнений, 
изучавшихся ранее вне связи друг с другом [15, 23—27]. Естественный 
путь изучения каждого нового уравнения начинается с поиска пред­
ставления общего решения. Равенство (5) непосредственно отвечает 
на вопрос о виде общего решения для всех уравнений с главной частью 
вида (6), так как перечисленные выше условия выполняются при естест­
венных предположениях. 

Для уравнения «нейтрального типа» 

k т 

1 = 1 j = l 

(?) 
*(5)*=ф(£) , * ( £ ) = Ф ( £ ) , если | < 0 , 
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оператор Q имеет более сложную структуру. Чтобы выделить здесь 
линейную операцию 9? и записать ее главную часть, введем следующие 
обозначения: 

(Svy)(t) = если v (0>0 , . 
1 v i n w I 0 если v ( 0 < 0 , 

2 v m = / °> е с л и v (0>0, 
lz[v(f)L если v ( 0 < 0 . 

Теперь уравнение (7) можно записать в виде 
к т 

т - л B<v) (s8i*) (t)-n Pi a) (sh x)(t) =f(t), 
i=i j = l 

где правая часть 
k m 

г = 1 j = l 

не зависит от искомой функции, а левую часть определяет линейная 
операция 

k т 

2х=х- £ BiSg.x-£ PjSh}x. 
Пусть, далее, 

(Sy)(t) = ZBi(t)(Sg.y)(t), (8) 

t т т 

(Кну) ( 0 = 1 2 PjWxsV, s)y(s)ds, A(t)=-XPi(t)%5(t,0), 
Г Д е 5 ) —характеристическая функция множества {(t, s) : O ^ s ^ 
^hj(t)}. Тогда Sx= (J—S—Kh)x—Ax(0) и, следовательно, Q = /— 

Для того чтобы главная часть Q удовлетворяла условию I (чтобы 
оператор Q непрерывно действовал в пространстве L n ) , достаточно, что­
бы на каждом отрезке [0, Ь] выполнялись условия: элементы яХя-мат-
риц В{ измеримы и ограничены в существенном; элементы яХя-матриц 
Pj суммируемы; функции hj : [0, bJ-W? 1 измеримы, hj(t)^Zt почти всю­
ду; функции gi : [0, б]-*-/?1 измеримы, gi(t)^t почти всюду и обеспе­
чено непрерывное действие операторов Sg. в пространстве Ln. А имен­
но [28, с. 707], 

mes Р " * (в) 

mes е = 0 =^mes g~{ (е) = 0, \it = sup zi _ < оо. 
1 eC[0 ,&] ,mesJe>0 meS£ 

Здесь mes —мера Лебега, g~:x(e) = {/£[0, b] : gi(t)Ge}. При этом 
число \ii — норма оператора Sg. : L n - > L n . 

Если, кроме того, функции г, ф, я|з, /ij и обеспечивают суммируе­
мость свободного члена f, то выполнено и условие II. 

Весьма общий случай уравнения (2) получим, если главная часть 
имеет вид Q = J—S—K, где оператор К определен равенством 

t 

(Ky)(t)= J K(t, s)y(s)ds. (9) 
0 

В этом случае условие I будет выполняться, если, кроме перечисленных 
предположений относительно оператора 5, будут выполнены следую­
щие требования: элементы kij(t, s) яхя-матрицы K(t, s) при каждом 
фиксированном Ь>0 измеримы по совокупности переменных в Д&, 
причем 
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lim vrai sup J | кц (t, s) \ dt=0. 
m e s e - > 0 se[0, b] e[\[s, b] 

Как известно, ^ этих условиях оператор К : Ln-+Ln слабо вполне непре­
рывен и, следовательно, его спектральный радиус равен нулю. 

В случае Q = J—S—K условие III выполнено, если при каждом 6 > 0 
спектральный радиус p b (S ) оператора S : L n [ 0 , fe]->Ln[0, b] меньше 
единицы. Это следует из результатов работы [24], где показано, что в 
сделанных предположениях относительно S и К справедливо равенство 
pb(S+K)=pb(S). Оценки pb{S) имеются в работах [24, 30—34]. Здесь 
мы сформулируем следующее утверждение, вытекающее из результатов 
работ [ 2 4 , 35]. 

Т е о р е м а 1. Пусть для каждого Ь>0 существует такое число 
ть>0у что либо все множества о)г(ть) = {/б[0, b] : t—gi(t)^xb} пусты, 
либо 

£ | Л г vrai sup \\Bi(t)\\<l9 

где суммирование проводится по тем индексам i, для которых множест­
во (Oi(xb) не пусто. Тогда рь(5)<1 для каждого Ь>0. 

Из приведенной теоремы следует, в частности, что условие III вы­
полнено, если, например, t—gi(t) ^ т > 0 , t = l , 2, . . . , k. 

Теория функционально-дифференциальных уравнений ставит много 
новых вопросов о свойствах оператора S в пространствах суммируемых 
функций. Некоторые результаты изучения этого оператора освещены в 
работах [25, 29—34]. 

Использование представления (5) и общих теорем об уравнении (2) 
при изучении уравнения (7) вызвало в свое время дискуссии, связан­
ные с тем, что в распространенных монографиях об уравнениях с за­
паздывающим аргументом [18, 19] решение уравнения определяется 
как непрерывное продолжение «начальной функции» ф. Такое определе­
ние приводит к понятию «бесконечномерной фундаментальной системы». 
В то же время в представлении (5) столбцы /гХя-матрицы X состав­
ляют базис пространства решений однородного уравнения 3?х=0 (фун­
даментальную систему этого уравнения). Однако представление (5) не 
противоречит утверждениям упомянутых монографий, так как каждый 
элемент «бесконечномерной фундаментальной системы» является реше­
нием неоднородного уравнения 2х=\\ со специальной правой частью 
/ г . Поясним сказанное на примере уравнения 

x{t)+p{t)x[h{t)]=r(t)9 *б[0, о о ) ; x[h(t)]=<p[h(t)]9
 е с л и М 0 < 0 . 

Это уравнение в упомянутых монографиях не изучалось как самостоя­
тельный объект: там рассматривались лишь решения «начальной зада­
чи», связанные со способом задания х при t<,0. Такой подход к урав­
нению с запаздывающим аргументом объясняется давно сложившейся 
традицией, возникшей при исследовании уравнения с постоянным коэф­
фициентом р и постоянным запаздыванием A — t—h(t). Согласно этой 
традиции, восходящей к Хильбу [36], решением называют функцию, 
определенную не при £ > 0 , где это решение неизвестно, а на множестве, 
являющемся объединением полуоси [0, оо) с областью значений функ­
ции h (с так называемым «начальным множеством»). Такое определе­
ние включает в решение и заданную начальную функцию ф. Поэтому 
естественным образом возникает условие «непрерывной стыковки» 
х ( 0 ) = ф ( 0 ) . Различные начальные задачи отличаются друг от друга 
тем, что задаются различные множества начальных функций. Размер­
ность фундаментальной системы рассматриваемой задачи (размерность 
базиса пространства решений при г=0) совпадает с размерностью 
множества начальных функций ф. Так, для «основной начальной зада­
чи» [19] 

x(t)+p{t)x[h(t)]=G, *G[0, о о ) , x[h(t)]=<p[h(t)], если Л ( 0 < 0 , 

2031 



где ф пробегает пространство абсолютно непрерывных функций, про­
странство решений имеет счетный базис. Это является следствием того, 
что такой базис имеет пространство абсолютно непрерывных функций. 
Если же ограничиться конечномерным множеством начальных функ­
ций, как это, например, сделано в [19], то и фундаментальная система 
будет конечномерной. 

Такая точка зрения на понятие решения уравнения с запаздываю­
щим аргументом привела к ряду тонких результатов о существовании 
периодических решений и об устойчивости некоторых классов уравне­
ний. Однако распространение описанного подхода на уравнения вида 
(7) не принесло ожидаемых результатов, и понятие бесконечномерной 
фундаментальной системы долгое время тормозило развитие наших 
представлений об уравнениях с отклоняющимся аргументом. 

Применение общей теории уравнения (2) к изучению уравнения (7) 
основано на том, что начальные функции ф и if> (предыстория описывае­
мого уравнением процесса) фиксируются и решением называется функ­
ция, определенная при t^O и удовлетворяющая равенству (7) почти 
всюду. При этом выполнение условия х ( 0 ) = ф ( 0 ) не обязательно, и 
начальные функции входят в состав правой части f уравнения. Такой 
подход к изучению уравнений с отклоняющимся аргументом, как отме­
чено в [37], уже назревал в работах некоторых авторов. Однако только 
в [38] было четко сформулировано понятие решения уравнения с откло­
няющимся аргументом. Физический смысл этого определения вряд ли 
надо искать и обсуждать: такое определение позволяет непосредствен­
но пользоваться общей теорией уравнения (2) для изучения математи­
ческих моделей, естественным образом возникающих при описании не­
которых задач. 

§ 2. МАТРИЦА КОШИ 

Для матрицы Коши C(t, s) обыкновенного дифференциального урав­
нения x(t) =F(t)x(t)-\-f(t) имеет место замечательное равенство 
C(t, s) =Ху)Х~1(з), где X — фундаментальная матрица. Таким обра­
зом, при фиксированном s матрица C(t, s) как функция первого аргу­
мента удовлетворяет матричному уравнению X=FX, а при фиксирован­
ном t как функция второго аргумента — «сопряженному уравнению» 
У=—/?*У. Аналогам этих свойств для различных классов функцио­
нально-дифференциальных уравнений были посвящены работы [37, 
39—44]. 

Для построения уравнения, решением которого была бы матрица 
C(t, • ) , зафиксируем матрицу Коши W(t, s) некоторой вспомогательной 
задачи Коши (Qw&) {t)=2(t)9 J t ( 0 ) = 0 . Например, положим W{t, s) — 
=Е в треугольнике Аь (тогда QW=J). 

Всюду ниже всякую матрицу Коши будем считать определенной в 
квадрате [0, b] X [0, ft], полагая C(t, s) = 0 при 0 = ^ / < s ^ & . 

Решение вспомогательной задачи имеет представление x(t) = 
t 

= J W(t9 s)z(s)ds. Это равенство — так называемая «^-подстановка» 
о 

[15]—устанавливает взаимно-однозначное соответствие между мно­
жеством решений z уравнения QQ^z=f и множеством решений х за­
дачи Коши 3?х=\, x ( 0 ) = 0 для уравнения (2). Обозначив для сокра­
щения записи QQ-^=U9 получим 

t ь 

x(t)=$ C(t,s)f,(s)ds=$ W(t,s)(U-*f)(s)ds. 
о о 

Правую часть этого равенства можно рассматривать при каждом фик­
сированном /6(0, Ь] как значение вектор-функционала на элементе t/- 1 / . 
Поэтому при любом / имеем: 
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]c(t9 s)f(s)ds = J [(U-*)*W(t9 -)](s)f(s)ds9 

о о 
где звездочкой обозначен сопряженный оператор. Таким образом, 

C(t, s) = [(U-*)*W{t, .)](*)• (10> 
Отсюда 

[U*C(t9 .)]{s) = W(t9 s). ( И ) 
Запишем 

t 
{Vy)(t)=y(t) w ) U(t9s)y(s)ds 

и воспользуемся представлением оператора U*9 сопряженного к линей­
ному вольтеррову оператору U : Ln-+Ln

y в терминах ядра U(t, s) [25]. 
Тогда уравнение (11) примет форму 

C(t, s)—C(t, s) -4- J U(s, x)dx-
ds Q 

t 

д 
ds 

J C(t, x) J U(x9 l)dl ]dx=W(t9 s). 

В конкретных случаях удобнее непосредственно использовать вид 
сопряженных операторов и записывать уравнение (11), не прибегая к 
построению ядра U(t9 s ) . Пусть, например, Q = / - - S — / ( . Положив 
QW=J, из (11) получим при каждом фиксированном t на отрезке [0, t] 
уравнение 

C(t9 s)-C(t9 s) 2 Bi{s)oi(s9 s)--£- J C(t9 x) 2 Bi(%)oi(s9 x)dx— 
i=l s i=l 

t 

C(t9x)K(x9s)dx=E9 

s 

где Oi{s9 x) —характеристическая функция множества 

{(t,s)e[09t]x[09t] : 0 < { [ ( ( т ) < 5 } . 

Предположим, что при каждом фиксированном Ь>0 существует 
ограниченный вольтерров оператор Р = ( /—S)- 1 . Тогда уравнение 
Qxz=(J—S—K)x=f эквивалентно уравнению (J—PK)x=Pf9 где опе­
ратор Р/С : Ln-+Ln оказывается слабо вполне непрерывным оператором 
Вольтерра: 

t t 

(РКу) (t)= J [PK(;s)](t)y(s)ds= $ Kr(t,s)y(s)ds. 
0 0 

Так как QQ^= (P - 1—/С) (J—PK)~i=P~~i, то для матрицы Коши урав­
нения (2) в силу (10) и (11) соответственно имеем: 

C(t9s) = [P*W(t9.)](s) и [(P-*)*C(t, -)](s)=W(t9s), 
где W(t, s) — матрица Коши уравнения (J—PK)x=Pf. 

Остановимся на специфике случая Q = J—K, для которого матрица 
Коши была исследована в [44]. В этом случае из (10) при Qw=J 
имеем 

C{t9s)=E+\v{x9s)dx9 s6[0 , / ] . (12) 
s 
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Отметим, что резольвента V(t, s) ядра K(t, s) удовлетворяет каждому 
.из уравнений 

t 

V(t, s)=jv(t, х)К(х, s)dx+K(t, s), 

V(t,s) = j" K(t,x)V(x,s)dx+K(t,s). 
S 

Из (12) следует, в частности, что при почти каждом sG[0, b) матри­
ц а Коши как функция первого аргумента имеет абсолютно непрерывные 

на [s, Ь] элементы, причем - ^ ~ С ( / , s)=V(t, s). Отсюда и из (12) по­

лучаем, что при любом / 

{ J C(t, s)f(s)ds } = J С; (t, s)f(s)ds+f(t). 
о о 

Д а л е е , из уравнения для резольвенты V(t, s) следует, что 
t 

С\ (t, s)- J K{t, r)C(x, s)dx=K(t, s). 
S 

Если элементы ядра K(t, s) имеют ограниченную вариацию по s при 
почти каждом t, то с помощью интегрирования по частям из последнего 
равенства получаем 

t 

C't(t, s ) + I d^K it, т )С (т , s)=Kit, t)C(t, s). 
S 

Отсюда видно, что для уравнения с «распределенным запаздыванием» 
t 

def f 
(&x)(t) =x(t)-) dsR(t, s)x(s)=f(t) (13) 

0 

.матрица Коши при каждом фиксированном s как функция первого аогу-
мента является решением матричной задачи Коши 

t 

X(t)= Jrft/?(/,r)X(T), X(s)=E, t^s 
s 

(здесь главная часть Q оператора 2? имеет вид (6), где K(t, s) = 
=R(t, t)—R(t, s)). Таким образом, сечение C(t, 0) представляет собой 
фундаментальную матрицу, и поэтому общее решение (5) в случае урав­
нения (13) имеет вид 

x(t)=C(t, 0 ) а + J C(t, s)f(s)ds. 
о 

Приведенные соотношения позволяют изучать свойства матрицы 
C(t, s) по каждому аргументу: определенные свойства ядра K\t9 s) по­
рождают соответствующие свойства матрицы Коши, в частности, для 
уравнения (13) функция C(tf •) имеет ограниченную вариацию. Усло­
вия непрерывности и абсолютной непрерывности этой функции также 
формулируются в терминах ядра K(t, s) [44, 46] . 

В теории устойчивости обыкновенного дифференциального уравне­
ния широко используется соотношение C(t, s)=C{t, т )С(т , s) ( S ^ T ^ 
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^t). В случае уравнения (13) это соотношение заменяется более слож­
ным [20] : C(t,s)=C(t,T)C(т, s) + в { t , т, s), где 

t т 

в(*, т, s ) = J С(* . I ) [ j" <*„/?(£, TI)C(T|, S) ]d%. 
T s 

Отметим, что G(Z, т, s ) = 0 тогда и только тогда, когда (13) — обыкно­
венное дифференциальное уравнение. В. А. Тышкевич [20] изучал свой­
ства 6 ( / , т, s) и распространил на уравнение (13) ряд теорем об устой­
чивости из главы III книги Е. А. Барбашина [45]. 

Для построения оценки матрицы Коши применимы различные ва­
рианты метода сравнения [47]. Эффективность этих методов зависит от 
возможностей проинтегрировать мажорантное уравнение сравнения или 
получить нужную оценку его функции Коши. Отметим, что в случае, 
когда оператор Q : определен равенством 

t 

(Qy)(t)=y(t)-VL(*)$ y(s)y(s)ds, 
о 

согласно (12) имеем 
t X 

C(t, s) = l+ J H(T)V(S ) { exp j n(|)v(S)d£ }dx. 
S S 

В заключение приведем следующее утверждение об оценке функции 
Коши уравнения с постоянными коэффициентами рг- и постоянными за­
паздываниями Аг. 

Т е о р е м а 2 [48]. Функция Коши С(tf s) скалярного уравнения 
т 

x(t) = £iPix[t-Ai]1 Щ0, с о ) , х(1)=0, если £ < 0 , 
г = 1 

допускает оценку \C(t, s)\^N txp [—a(t—-s)], 0 ^ s ^ / < o o , где а и 
N — положительные постоянные, тогда и только тогда, когда существует 
такое число Р<С0, что для всех корней kj квазиполинома А,— 

m 

— 2] Рг exp (—АД) выполняется неравенство Re 

Отметим, что при m=l утверждение теоремы 2 имеет место, если 
71 

^ — < P i < 0 [48]. Другие теоремы об оценках функции Коши 
имеются в недавно депонированных работах В. В. Малыгиной. 

§ 3. Н Е Л И Н Е Й Н О Е УРАВНЕНИЕ 

Пусть L — линейное многообразие функций у : [0, oo)-+Rn с сумми­
руемыми на каждом конечном отрезке [0, Ь] компонентами, D — линей­
ное многообразие функций х : [0, oo)-+Rn с абсолютно непрерывными 
на каждом [0, Ь] компонентами. Пусть, далее, F : D->L — вольтерров 
оператор, т. е. однозначное отображение, обладающее свойством: для 
любого числа т > 0 и любых таких хи х2^Оу что Xf(t) =x2(t) на [0, т ] , 
выполняется почти всюду на [0, т] равенство (Fxi) (t) = (Fx2) (t). Это 
свойство позволяет рассматривать уравнение x=Fx и его решения на 
любом отрезке [0, &], игнорируя значения x{t) и (Fx) (t) при t>b. 
Иначе говоря, решением на [0, Ь] уравнения 

x=Fx (14) 

будем называть элемент xGZ) n[0, й] , удовлетворяющий почти всюду на 
[ 0 , 6 ] равенству x(t) = (Fbx)(t). Здесь «сужение» Fb : Dn[0, £]->• 
- > L n [ 0 , b] оператора F : определено равенством (Fbx) (t) = 
= {РУх) (/), /б [0 , b], где элемент yx£D выбран так, чтобы yx(t)=x(t) 
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на [0, 6] . В дальнейшем индекс «6» в обозначении оператора Fb будем 
опускать. 

Если задача Коши 
x=Fx9 х(0)=а (15) 

разрешима на [О, Ь] при любом a £ i ? n , то существует такая функция 
Ф : [0, b] XRn-*rRn, что решение уравнения 

' * (0= Ф ( ' , * (0 ) ) (16) 
является также и решением на [О, Ь] уравнения (14). Если, кроме то­
го, задача Коши разрешима однозначно, то на [О, Ь] уравнения (14) 
и (16) эквивалентны. В этом случае общее решение на [О, Ь] уравнения 
(14) имеет представление 

t 
x(t) = a + J ф ( 5 , a)ds. 

о 
Свойство приводимости уравнения (14) к «канонической форме» (16) 
или к другому удобному для исследования эквивалентному уравнению 
сыграло важную роль в развитии наших представлений о функциональ­
но-дифференциальных уравнениях [15, 23, 24, 26, 29, 49] . 

Будем называть уравнение (14) вольтеррово приводимым на отрезке 
[О, Ь], если существует такой вполне непрерывный вольтерров опера­
тор Fi : Z) n[0, 6 ] ->L n [0 , 6 ] , что для каждого т6(0 , Ь] множества реше­
ний на [0, т] уравнений (14) и x=FtX совпадают. 

Требование глобальной вольтерровой приводимости оказывается 
излишне жестким, если можно ограничиться рассмотрением не всех ре­
шений, а лишь тех, для которых справедлива некоторая оценка, на­
пример, 

| * ( 0 ) | < p , . | * ( O I < Y ( ' ) . Щ0,Ь]9 у№[0,Ь]. (17) 
В этом случае достаточно иметь дело с вольтеррово приводимым урав­
нением х=Нх, где оператор Н : D-+L выбран так, что (Нх) (t) = 
= (Fx) (t), /б[0, b] для всех х £ Д удовлетворяющих оценке (17). 

В работах [49—52] понятие «приводимость» используется без требо­
вания вольтерровости оператора А. Ради сокращения мы будем гово­
рить ниже о приводимости, подразумевая вольтеррову приводимость. 

В основе классической теории обыкновенного дифференциального 
уравнения лежат теоремы о локальной разрешимости задачи Коши, о 
связности и компактности множества решений этой задачи, о продол­
жаемости и о непрерывной зависимости решений от параметров. Эти 
теоремы распространяются на весь класс приводимых уравнений. Таким 
образом, имеются достаточные основания для введения понятия приво­
димости и для специального изучения класса приводимых уравнений. 
Этот класс естественным образом обобщает обыкновенные дифферен­
циальные уравнения, специфику которых определяют свойства операто­
ра Немыцкого. Отметим, что при многих качественных исследованиях 
фактическое построение оператора Fi не требуется: достаточно лишь 
установить факт приводимости. 

Если задача Коши (15) корректно разрешима (разрешима одно­
значно и решение непрерывно зависит от а ) , то вполне непрерывный 
оператор Fi можно определить равенством (F\x) (t) = ф ( / , х(0)). Таким 
образом, корректная разрешимость задачи Коши гарантирует приводи­
мость. Отсюда, в частности, следует приводимость линейного уравне­
ния (2). Квазилинейное уравнение Sx=Fx приводимо на [О, Ь], если 
оператор F : Z) n ->L n вольтерров и вполне непрерывен. Отметим, что 
класс вполне непрерывных операторов F : Dn-+Ln достаточно широк. 
В частности, при естественных предположениях свойством полной не­
прерывности обладает оператор 

t 

(Fx)(t)=*f(t, J dsR(t,s)x(s)) 
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(см. [53, 54]) . Уравнение (1) при прочих обычных предположениях бу­
дет приводимым, если существует такая положительная постоянная 
т > 0 , что t—g{t)^x. Если, кроме того, и t—h(t) ^ > х , то для этого урав­
нения корректно разрешима задача Коши и, следовательно, существует 
каноническая форма (16) этого уравнения. В общем случае установле­
ние факта приводимости сводится к разрешимости некоторых вспомо­
гательных уравнений и часто встречает затруднения. 

Здесь мы приведем четыре теоремы о свойствах множества реше­
ний приводимого уравнения. 

Т е о р е м а 3. Пусть уравнение (14) приводимо на [О, Ь]. Тогда 
для каждого ctG/?n существует такое T G ( 0 , Ь], что множество опреде­
ленных на [О, т] решений задачи (15) не пусто. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подстановка x(t) = а + J z(s)ds сводит за-
о 

дачу (15) для приведенного уравнения к уравнению г=Фьг с вполне 
.непрерывным оператором Фь : L N [ 0 , 6 ] - ^ L n [ 0 , &], который определяет­

ся 
ся равенством ( ф Ь 2 ) ( 0 = ( Ft ( а + J z(s)ds ) ) (t). Обозначим S * = 

о 
= {yGi>[0, b] : ||#||ь"[о, & ] ^ Y } - Все элементы относительно компактного 
множества Ф&5£ имеют равностепенно абсолютно непрерывные нормы. 

т 

Поэтому существует такое T G ( 0 , 6 ] , что J |#(s) | d s ^ Y у #£Фь5^ . 
о 

Оператор Ф Т : Ln[0, T ] - W > [ 0 , Т ] отображает множество 5^ в себя. 
Ссылка на принцип Шаудера завершает доказательство. 

Т е о р е м а 4. Пусть уравнение (14) приводимо на [0, Ь] и х — 
решение задачи (15), определенное на [0, т ] с : [ 0 , Ь). Тогда существует 
такое T I G ( T , b], ЧТО задача (15) имеет на [0, п ] по крайней мере одно 
такое решение х\, что x(t)=Xi(t) на [0, т ] . 

Доказательство этой теоремы о продолжаемости решений исполь­
зует схему работы [55] и схему доказательства теоремы 3. 

Т е о р е м а 5 [56]. Пусть a£Rn фиксировано и существует такая 
постоянная с, что для любого T G ( 0 , Ь] имеет место общая априорная 
оценка всех определенных на [ 0 , т] решений х задачи (15): 

I M I D - [ O , T ] ^ T G ( 0 , Ь]. 

Пусть, далее, уравнение (14) приводимо на [0, Ь]. Тогда множество всех 
определенных на [0, Ь] решений задачи (15) непусто, компактно в себе 
и связно в пространстве Z ) N [ 0 , Ь ] . 

В заключение докажем следующий признак приводимости уравне­
ния (14) к канонической форме (16). 

Т е о р е м а 6. Пусть уравнение (14) приводимо на [0, Ь] и выпол­
нены условия: 

а ) для каждого aGi? n существует общая для всех т6(0, Ь] априор­
ная оценка всех определенных на [0, т] решений ха задачи (15): 
IU 'a l lz>n [o , T ]^£(a) , где функция с : Яп^Я1 ограничена на каждом огра­
ниченном множестве; 

б) для каждого a£Rn задача (15) не может иметь на [0, Ь] более 
одного решения. 

Тогда задача Коши (15) корректно разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы задача (15) однозначно 

разрешима и остается показать, что при k-^oo 
{ak-+a}=>{\\Xak— Ха\\вп[о, 

Зафиксируем a и пусть {аь} — любая сходящаяся к а последователь­
ность, {Xak} — соответствующая последовательность решений задач 
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Коши. В условиях теоремы эта последовательность компактна и каж­
дая ее предельная точка является решением задачи (15). В силу усло­
вия б) эти предельные точки совпадают, поэтому \imxak=xa. 

k-^oo 

§ 4. МАЖОРАНТНОЕ УРАВНЕНИЕ 

Будем говорить, что на [О, Ь] для уравнения (14) определено кано­
ническое априорное неравенство, если существует такая функция 
пг : [0, b]xRL~*Ri, что m( - , v) суммируема при каждом v и каждое ре­
шение х уравнения (14) удовлетворяет почти всюду на [О, Ь] нера­
венству 

\x(t)\<rn(t9 | * ( 0 ) | ) . (18) 
Таким образом, с точки зрения уравнения (16) функция m является 
мажорантой правой части уравнения: |ф(/, а ) | ^m(t, | а | ) . 

t 

Из (18) следует априорная оценка \х(t) | ^ | а | + J m(s, \a\)ds 
о 

решений задачи Коши (15). Ниже будет показано, что неравенство (18) 
является также источником априорных оценок решений некоторых крае­
вых задач для уравнения (14). 

Для построения мажоранты m можно воспользоваться следующей 
схемой. Пусть | (Fx) ( О I < ( Ф | * ( " ) I) ( О

 v *GZ) n , где оператор Ф : Z) 1-^ 
->L* обладает свойством монотонности: если g i ^ b , то Ф ' ^ ^ Ф ^ . Тогда 
для каждого решения х уравнения (14) имеем 

(•) 

• | * ( 0 | < ( Ф [ | * ( 0 ) | + J \*(s)\ds])(t). (19) 
о 

Пусть, далее, в пространстве L 1 для «мажорантного уравнения» 
(•) 

E = <I>[v+J&(s)£fe] (20> 
о 

справедлива теорема о неравенстве типа теоремы Чаплыгина: если 
(О 

для некоторого Z&L1 выполняется неравенство ; г ^ ф £ v + J z(s)ds j , 
о 

то для решения | ( / , v) уравнения (20) справедлива на [0, Ь] оценка 
^(/ , v ) > 2 ( ( ) . Положив z(t) = \x(t)\, из (19) получаем неравенство-
( 1 8 ) : 

ф [ |х (0) | + } |(s, \x{0)\)ds])(t)=m(t, \х(0)\). 
о 

В случае, когда Ф —оператор Немыцкого: (Фи) (t) =<о(/ , u(t)), под-
t 

становка = v + 1 l(s)ds сводит уравнение (20) к задаче Коши 
о 

£=о) ( / , £), £ ( 0 ) = v . Для этой задачи справедлива теорема Чаплыгина 
[57, 58]. Если при этом уравнение £=а>(/ , Z) можно проинтегрировать 
в квадратурах, то задача построения априорного неравенства решена. 
К сожалению, функция со удобна для мажорирования лишь операторов 
Немыцкого: более сложные операторы приходится мажорировать опе­
раторами Ф более сложной структуры. При этом возникают вопросы 
о применимости теоремы о неравенствах и об эффективном интегриро­
вании мажорантного уравнения. Некоторые пути к решению этих во­
просов предложены в [59]. 
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Пусть для любого x£Dn почти всюду на [ О , Ь] выполняется неравен­
ство 

| (Fx) (t) I ^ (BtNMx) (t) + (B2\x(-)\)(t). (21) 
Здесь B-i и Вг — линейные положительные вольтерровы операторы в 
пространстве L 1, причем спектральный радиус оператора В2 меньше 
единицы; оператор М9 действующий из Dn в некоторое линейное про­
странство Z измеримых функций г : [0, b^R1, определяется равен­
ством 

t 

{Мх) ( 0 =<7(0 \x(0)\+u(t) [v(s) \x(s) \ds, 
О 

где функция v : [0, b]-*Ri неотрицательна, измерима и ограничена в; 
существенном; q9 u£Z, причем q^u; N : Z-^L1 — оператор Немыцкого:. 
(Nz) (t) =со( / , z(t))9 функция о)(/, •) непрерывна и не убывает. 

Определим функцию Q : [0, b] X [0, оо)-^[0, оо) равенством 

Щ у) u(t)y) [B*{J-B$-*v] (t). 

Будем говорить, что задача Коши 

У = Ш У ) , у(0)=р (22) 

имеет на [0, b]i верхнее решение у, если у является таким решением 
этой задачи, что для любого тб(0, Ь] всякое решение ут уравнения у = 
= Q(t9 у)9 определенное на [0, т) и удовлетворяющее начальному усло­
вию Ут(0)=р, удовлетворяет неравенству yx(t)^y(t)9 /б[0, т ) . 

Т е о р е м а 7 [50]. Пусть (3^0 и задача (22) имеет на [0, Ь] верх­
нее решение у (t, р). Пусть, далее, х — такое определенное на [0, т ] с : 
cz[0, b] решение уравнения (14), что | jc(0)|^p. Тогда почти всюду на 
[0, т] имеет место неравенство 

\x(t)\^m(t9 \x(0)\) = [(J-B2)^BiNzl(t)9 

edez(t)=u(t)y(t9 \х(0)\). 
Другой способ построения априорных неравенств, основанный на 

модификации односторонних оценок работ [5, 12, 581, рассмотрен 
в [60]. 

Для приводимых уравнений теорема 7 в сочетании с теоремой 5 
позволяет формулировать условия нелокальной разрешимости задачи 
Коши (15): если мажорантная задача (22) имеет на [0, Ь] верхнее ре­
шение, то задача (15) разрешима на [0, Ь] при любом таком a£Rn, для 
которого | а | ^ р . Наличие оценки (18) на полуоси [0, оо) гарантирует 
разрешимость уравнения (14) на полуоси и позволяет иногда устано­
вить некоторые асимптотические свойства решений этого уравнения. 

Т е о р е м а 8. Пусть оператор F : Dn[09 b]-+Ln[0, b] при любом 
fe>0 вполне непрерывен и удовлетворяет условию (21), где Bi=J, В2= 
=0, ©(*, z)=p(t)+li(t)z+v(t)zv, уф1, у^>0. Пусть, далее, и 
^.d = const на [0, оо) и 

оо оо оо 

J p(s)ds=c, J n(s)u(s)ds=cu J v(s)uv(s)ds=c2. 
0 0 о 

Тогда для каждого а б / ? п , удовлетворяющего неравенству 

(| а | +dc) i-v ехр [(1 - Y ) da] + (l-y) dc2>Q, 
существует на [0, оо) решение задачи (15) и любое решение этой за­
дачи имеет конечный предел на бесконечности. 

Для обыкновенного дифференциального уравнения аналогичное 
утверждение получено в [61]. 
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Заменим неравенство (21) неравенством 

\Fx—Fz\ ^BiNM(x—z)+B2\x—z\ Ух, z£D" 

и сохраним предположения относительно операторов В±, В2> N, М. Если 
при этом у = 0 будет верхним решением мажорантной задачи (22) при 
Р = 0 , то можно гарантировать априорную единственность решения за­
дачи (15): если задача имеет решение, то оно единственно. 

§ 5. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

Линейной краевой задачей называют систему уравнений 

(&x)(t)=f(t), №[0 ,&] , 1х=а, (23) 
где 

ъ 

1х=Ч?х(0) + \®{s)x{s)ds, (24) 
о 

W — постоянная яХ#-матрица, элементы яХя-матрицы в измеримы и 
ограничены в существенном на [О, Ь]. Равенство (24) определяет общий 
вид линейного ограниченного вектор-функционала I : Dn[0y b]-+Rn. 
В [15] приведен обзор основных идей и результатов изучения этой за­
дачи. 

Для задачи (23) справедлива альтернатива Фредгольма: либо за­
дача однозначно разрешима при любых jFGLn, a£Rn, либо однородная 
задача j ? x = 0 , 1х=0 имеет нетривиальное решение. Таким образом, 
задача (23) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда 

ь 

det {IX} = det { ЧЧ- J* в (s) (Q-iA ( . ) ) (s)ds } ^ 0 . 
о 

Эффективным признакам разрешимости линейных краевых задач по­
священ большой цикл работ различных авторов, цитированных в [15]. 
В основе этих признаков лежит редукция задачи к уравнению второго 
рода и оценка нормы оператора, порождающего это уравнение: если 
эта норма меньше единицы, то задача однозначно разрешима. Здесь 
мы сформулируем признак разрешимости задачи (23) для случая, ког­
да матрица W обратима, Q = J—/С, где операторы S и К определены 
равенствами (8) и (9) соответственно, причем оператор J—S имеет 
обратный Р= ( / — S ) - 1 . 

Обозначим через | В | матрицу, элементами которой являются мо­
дули соответствующих элементов матрицы В; яХя-матрицу А={кц} 
определим равенством 

ъ 

A(s)= j\{PK(-,s)}(t) + {PA(-)}(t)^Q(s)\dt. 
о 

Здесь ядро K{t, s) полагается равным нулю вне треугольника Дь. 
Т е о р е м а 9. Пусть yij — такие числа, что vrai sup 'kij(s), 

sG[0, b] 
i, / = 1 , 2, n, и все собственные числа пХп-матрицы {yij} по модулю 
меньше единицы. Тогда задача (23) однозначно разрешима. 

Если задача (23) однозначно разрешима, то ее решение х при а=0 
ь 

имеет интегральное представление x(t) = (Gf) (t) = J G(t, s)f(s)ds. 
о 

Оператор Грина G : Ln-+{x£Dn : lx=0} обратим и его ядро G(t, s) — 
матрица Грина краевой задачи (23)—удовлетворяет равенству 
G(t, s)=C(t, s)—X(t)(lX)-*V(s). Здесь C(t, s) — матрица Коши урав­
нения (2), а матрица V(s) является ядром интегрального представле-
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ния вектор-функционала 1С : Ln-+Rn, который определяется равенством 
Ъ я 

( / C ) f = J в ( 5 ) {-̂- J С ( 5 , X)f\%)dx }d8. 

Оператор Грина подробно изучен в работе Л. Ф. Рахматуллиной 
[62] , посвященной описанию множества правых и левых регуляризато-
ров задачи (23). 

По сложившейся традиции решение обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения и уравнения с запаздывающим аргументом рассматри­
вают как элемент пространства непрерывных функций. Внутри доста­
точно узкого круга вопросов это не приводит к затруднениям, а некото­
рые задачи об устойчивости и о периодических решениях даже целесооб­
разно предварительно свести к уравнению в пространстве непрерывных 
функций. Однако в общей теории нельзя игнорировать производную 
решения, и здесь принципиальную роль играет пространство Dn. 

Теория краевой задачи (23) приобретает наиболее законченный вид, 
если рассматривать эту задачу как уравнение \SE\ t]x=g, где оператор 
[ i? , /] действует из пространства Dn в прямое произведение LnxRn. 
Такой подход к краевым задачам для обыкновенного дифференциально­
го уравнения был предложен Д. Векслером [63]. Если при этом вос­
пользоваться изоморфизмом пространств LnXRn и Z) n, то такая кон­
цепция краевой задачи оказывается особенно удобной применительно к 
вопросам, связанным с рассмотрением сопряженной краевой задачи 
[27]. Отметим, что эти вопросы вызывали в свое время определенные 
затруднения у многих авторов [23, 64—68]. 

Доказательства большинства фундаментальных теорем об уравнении 
[S 7 , l]x=g в банаховом пространстве LnxRn не опираются на специ­
фику пространства Лебега Ln. Это позволяет предложить «абстрактную 
теорию краевой задачи» [69]—теорию уравнения [ i? , l]x—g в про­
странстве BxRn

y где В — произвольное банахово пространство, 3? : Вх 
XRn-+B и / : ВXRn^Rn — ограниченные линейные операторы. Такая 
теория уже нашла применение в изучении импульсных систем, сингу­
лярных краевых задач и уравнений вида (7) с необратимым оператором 
Q [70, 71]. Попытки заменить конечномерное пространство Rn на бес­
конечномерное R°° и рассматривать уравнение [ j? , l]x—g в простран­
стве BxR°° привели к новым результатам о бесконечных системах функ­
ционально-дифференциальных уравнений [72], но показали, что ряд 
важнейших теорем упомянутой выше абстрактной теории не распростра­
няется на такое обобщение. 

Результаты работ последнего десятилетия о нелинейных краевых 
задачах освещены в обзорах [15, 51, 73]. Основная идея этих работ 
состоит в редукции краевой задачи к такому уравнению второго рода, 
для которого можно было бы сформулировать содержательную теорему 
существования на основе известных принципов неподвижной точки. 
Отметим, что применение некоторых специальных подстановок приво­
дит краевую задачу для широкого класса функционально-дифферен­
циальных уравнений к уравнению Гаммерштейна в пространстве сум­
мируемых функций [15]. Это позволяет получить ряд утверждений о 
краевых задачах в виде непосредственных следствий известных теорем 
об уравнениях Гаммерштейна. 

Здесь мы остановимся на признаках разрешимости краевых задач, 
использующих априорные неравенства (18) и вытекающие из них 
априорные оценки решений исследуемых задач. 

Рассмотрим нелинейное возмущение линейной задачи (23): 

gx=Fx, lx=$x. (25) 

Оператор F : Dn-+Ln будем предполагать вполне непрерывным, а век­
тор-функционал г|) : Dn-+Rn непрерывным и ограниченным на каждом 
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шаре пространства Dn. Из теоремы Лере — Шаудера следует, что зада­
ча (25) разрешима, если для всех решений х^ всех задач 

3?'x=XFx, 1х=Щх, Яб[0, 1J 

существует общая априорная оценка I U A J ! D * ^ C Отсюда вытекает 
Т е о р е м а 10 [74]. Пусть линейная задача (23) однозначно раз­

решима, а возмущения F uty удовлетворяют условию 

Ux\\Ln 1И 
v0 , • >Q При Р х ~ ^ + 0 0 , 

рх Рх 

где pxz=:\\x\\Dn. Тогда задача (25) имеет по крайней мере одно решение. 
Эта теорема в случае обыкновенного дифференциального уравнения 

привлекала внимание многих авторов [75]. 
В качестве примера к теореме 10 рассмотрим нелинейное возмуще­

ние линейной периодической задачи 
t 

x(t)—A(t)x(t)=f(t, J d8R{t, s)x(s)Y x(b)-x(0)=tyx (26) 
0 

в следующих предположениях. Элементы АгХп-матрицы А суммируемы, 
функция / : [0, b] xRn-+Rn

 удовлетворяет условиям Каратеодори и не-
равенству | / ( / , г) \ ̂ .c(t)-\-d\z\, элементы r^(t9 s) яХя -матрицы R(t, s) 
имеют ограниченное изменение по 5 при почти каждом /6(0, &], функ­
ции r 2 j i ( - , s) и r 2 j ( - , •) измеримы и 

Обозначим 

t 
Vrij(t, s)dt<oo, / , / = 1 , 2 , ...,п. 

s=0 

p(0 = sup{ | | /?(* ,s) | | : s 6 [ 0 , *]}, 

© i ( i , T ) = sup {]/(*, z(t)) I : z 6 L " , -|z(s) | < T P ( S ) , S6[0,&]}, 

<O2(T) = sup {|if>x| : x£Dn, \\x\\Dn^%}. 
Из теоремы 10 вытекает 

С л е д с т в и е . Пусть при почти каждом /6[0 , Ь] квадратичная фор­
ма, порождаемая матрицей A(t), строго положительно (строго отрица­
тельно) определена. Если при этом 

ъ 
1 Г 1 

lim — J ( 0 i ( / , x)dt=09 lim — о ) 2 ( т ) = 0 , 
T->+oo X Q x - > + ° ° X 

то задача (26) имеет no крайней мере одно решение. 
Рассмотрим теперь для приводимого уравнения (14) краевую за­

дачу 
x=Fx9 цх=0 (27) 

с непрерывным вектор-функционалом т) : Dn[09 b]-+Rn. 
Предположим сначала, что для уравнения (14) корректно разреши­

ма задача Коши. Воспользуемся канонической формой (16) и обо­
значим 

(•) 

г|£ а + ]"ф( 5 , a)ds j = a—Ga. 
о 

Если ао — корень уравнения a = G a , то решение задачи Коши (15) при 
<х=ао является решением краевой задачи (27). Если имеется эффек­
тивный метод приближенного решения задачи Коши для уравнения 
x=Fx, то можно организовать, пользуясь, например, схемой работы 
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[76], приближенное решение задачи (27), основываясь на методах при­
ближенного решения уравнения a=Ga. 

Пусть для уравнения (14) построено априорное неравенство (18) 
и пусть существует такой функционал \х : Ll[0y b]xRi-+Ri, неубываю­
щий по первому аргументу, что 

| * ( 0 ) - r i x | < | i ( | x ( - ) | , |*(0)|) VxGZK '(28) 
В терминах мажорант т и р, можно записать условие, при выполнении 
которого непрерывная функция G отображает некоторый шар про­
странства Rn в себя и, следовательно, уравнение a=Ga разрешимо. 
Такими условиями, например, являются: 

lta 4"1*М-, S), б ] < 1 ; (29) 

множество всех положительных решений неравенства 

в < | 1 [ т ( . , 6 ) , в ] (30) 

ограничено; функции m(t, •) и \i(z, •) не убывают и существует такое 
б > 0 , Ч Т О 6 ^ [ i [ m ( - , б), б ] . Каждое из этих условий гарантирует раз­
решимость задачи (27). 

Наличие априорного неравенства (18) позволяет использовать схему 
Лере — Шаудера при доказательстве теорем существования решения 
задачи (27) для приводимого уравнения (14), не производя построения 
вполне непрерывного оператора Fi. Действительно, приводимость урав­
нения позволяет предположить, что задача (27) эквивалентна уравне­
нию х—Фх с вполне непрерывным оператором Ф. Это уравнение разре­
шимо, если существует общая априорная оценка всех решений семей­
ства уравнений 

Х=ХФХ, а,б[о, 1]. (31) 

Главное затруднение при получении такой оценки в общем случае со­
стоит в том, что мы не знаем представления оператора Ф, так как при­
водимость гарантирует лишь его существование. Таким образом, распо­
лагая только априорным неравенством (18), нельзя без дополнительных 
предположений получить априорную оценку решения уравнения (31) 
при Яб(0, 1). 

Опишем ситуацию, в которой уравнение (14) оказывается приводи­
мым, а нужную оценку решений семейства уравнений (31) можно по­
лучить, воспользовавшись теоремой 7. 

Обозначим через Zi и Z2 линейные пространства измеримых вектор-
функций, определенных на [0, 6 ] , и сформулируем следующее 

У с л о в и е Н [50]. Оператор F : D n - > L n допускает представление 
FX=FQ(QX} ХХ), где 

e:Dn->Zu 2:Ln-+Zb F0 : SD*x'LLn-+Ln, 

причем существует такой оператор Н : @Dn~^Ln, что для любого zd@Dn 

функция у— Иг является единственным решением уравнения у = 
=F0(z, 2у), а произведение HQ : Dn-+Ln является вполне непрерывным 
оператором. 

Пусть выполнено условие «Я» и, кроме того, для любых xGDn и y£Ln 

имеем: \F0(ex, I1y)\^BlNMx-\-B2\y (операторы Ви В2, N и М опре­
делены в § 4 при рассмотрении мажорантной задачи). Если при этом 
существует верхнее решение y(tt Р) задачи (22) и мажоранта m опре­
делена равенством m(t9 \х(0) | ) = [ ( /—B 2 ) - i B i Nz] (t), где z(t) = 
= u(t)y(t9 | х ( 0 ) | ) , то каждое из условий (29) и (30) гарантирует раз­
решимость задачи (27). 

Действительно, уравнение (14) эквивалентно уравнению х=Н@х 
с вполне непрерывным оператором # 6 , а задача (27) эквивалентна 
уравнению х = Фх в пространстве Z) n, где 
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(фх)(/)= j (Нвх) {s)ds+[x(0)-rvc]. 

Априорное неравенство (18) , полученное в силу теоремы 7, справедливо 
в сделанных предположениях для всех решений х% всех уравнений i = 
= ХН@х, Я6[0 , 1 ] . При А, = 0 и К=\ это очевидно. Если же Яб(0 , 1 ) , 

то из условия «Я» и соотношения — х=Нвх следует, что хъ— реше­

ние уравнения 

l=KF0 (вх, 2 у-* ). 

Таким образом, неравенство (18) вместе с любым из условий (29) 
или (30) гарантирует наличие общей априорной оценки всех решений 

всех уравнений 
t 

х=КФх=Х { j (H@x)(s)ds+[x(0)— цх] } . 

Отсюда в силу теоремы Лере — Шаудера следует разрешимость урав­
нения х = Ф х , эквивалентного задаче (27) . 

Вопрос об условиях непрерывной зависимости решения краевой за­
дачи от параметров этой задачи естественным образом связан с общей 
проблемой о непрерывной зависимости решений операторных уравне­
ний. Этой проблеме посвящена недавняя работа Ц. Артштейна [ 7 7 ] , 
идеи и результаты которой позволяют на основе опыта работ [15, 54] 
сформулировать общее утверждение о краевой задаче. Для формули­
ровки этого утверждения воспользуемся следующими понятиями. 

Говорят, что операторы Nk, k=\, 2, . . . ; , действующие из банахова 
пространства X в банахово пространство У, компактны в совокупности, 
если множество U ̂ kB компактно в У для любого ограниченного мно-

k 
жества BczX. Под сходимостью Nk-^N (N : X-+Y) будем понимать не­
прерывную сходимость: {||л:&—x\\x-+Q при k-*~oo}=b-{\\NhXh—Nx\\Y->Q 
при k-^oo). 

Наряду с задачей (25) рассмотрим последовательность краевых 
задач 

2,

kx=Fkx, lkx=^kx, / 2 = 1 , 2 , . . . , (32) 

в предположении, что эти задачи разрешимы, что S ^ - ^ i ? ' , Fk-+F, lu-+U 
tf>k-M|; и что разрешима задача (25) . 

Т е о р е м а 11 [ 5 4 ] . Пусть существует такой линейный ограничен-
ный вектор-функционал k : Dn-+Rn, что при каждом g£Ln задача 
3?hX=g, / 0 х = 0 , k=l9 2, имеет решение zu, причем sup | | 2 | Ь " < С ° о . 

н 
Пусть, далее, операторы Fhu i$k> k=l, 2, компактны в совокупно­
сти и для всех решений xk задач (32), k=l, 2, имеет место общая 
априорная оценка: I U / l | | j D n ^ d < o o . 

Тогда каждая последовательность {х^}, k=l, 2, решений задач 
(32) компактна и все ее предельные точки являются решениями задачи 
(25). Если при этом в шаре {zQDn : \\z\\Dn^d} содержится только одно 
решение х задачи (32), то \\xk—x\\Dn-^0 при k-^oo. 

Признаки совокупной компактности конкретных операторов приве-
денр в [ 5 4 ] . 

Об условиях непрерывной зависимости решения краевой задачи х = 
= Fx, lx=a без предположения о компактности оператора F см. в 
[14, 7 8 ] . 
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§ 6. НЕКОТОРЫЕ П Р И Л О Ж Е Н И Я 

о°1. Управляемость. Общие теоремы об управляемости линейных 
систем 9?x=Gu-\-f сформулированы в [15]. Здесь мы рассмотрим ква­
зилинейную систему управления 

&x=Gu+F(x, и), (33) 

где G — /гХт-матрица со столбцами из пространства!^ функций 
z : [0, b]-+Rn, компоненты которых суммируемы с квадратом на [О, Ь], 
u£UmczL™y Um — некоторое банахово пространство функций и : [0, &]-> 
-+Rm. Оператор F : DnxUm-+Ln вполне непрерывен. Будем предпола­
гать, что для каждого a£Rn и каждого u£Um задача Коши Sx=Gu-\-
+F(x, и), х(0)=а однозначно разрешима. 

Обозначим l / ( s )=G* . ( s )C r (& , s ) , -W(t) = J C(t, s)G(s)V(s)ds, где 
о 

C(t, s) — матрица Коши оператора 2 \ -т — символ транспонирования. 
Т е о р е м а 12 [79]. Пусть выполнены условия: а) матрица W(b) 

обратима; б) столбцы матрицы V принадлежат пространству Um\ 

в ) Jim " f (*' ")» Ln = 0, где рхи = \\{х, u}\\Dn xfjm. 
P * u - + e e Рхи 

Тогда для любого a£Rn найдется такое управление uaGUm, для кото­
рого решение ха задачи Коши 

2>x=Gua+F(x, иа), х(0)=а 
удовлетворяет условию ха(Ь)=0. 

З а м е ч а н и я к т е о р е м е 12. 1. Условие а) гарантирует управ­
ляемость линейной системы Sx=GuJ\-\ (теорема 9 работы [15]). 

2. Условие б) связывает выбор пространства Um со свойствами мат­
риц G(s) и C(b, s). В частности, если эти матрицы непрерывны (абсо­
лютно непрерывны), то в качестве Um можно принять пространство 
непрерывных (абсолютно непрерывных) вектор-функций. При таком 
выборе пространства Um условия а) и в) теоремы гарантируют сущест­
вование непрерывного (абсолютно непрерывного) управления и. Для 
систем с постоянным запаздыванием упомянутая связь гладкости мат­
риц G(s) и С(6, s) с выбором пространства управлений отмечалась 
в [80]. 

3. Пусть F — оператор Немыцкого: F(x9 u)(t)=f(t, x(t), u(t)) и 
функция / : [0, b]xRnXRm-*~Rn удовлетворяет условиям Каратеодори. 
Если G(s) и С (6, s) абсолютно непрерывны, то можно положить Um = 
=Dm. Тогда полная непрерывность оператора F : DnXDm-+Ln обеспе­
чивается неравенством 

\f(t,x, u)\^p(t)+ix\x\p+v\u\ry 

где О ^ р , г < о о . Если, кроме того, р, г < 1 , то, очевидно, выполнено и 
условие в) теоремы. 

п°2. Задача Томаса—Ферми. В статистической теории атома воз­

никает [81] краевая задача ~\/ty=y3/2, t / (0)=oc, у(Ь)= У ^ , а > 0 . 
Рассмотрим обобщение этой задачи 

Q(t)y=f(y), * / ( 0 ) ^ с с > 0 , y(b)=$[y(b)]+d, (34) 
предполагая, что функции f, yjp : Ri-^Ri непрерывны, / ( « / ) > 0 при у^О 
и f(y)—Q при / / < 0 ; функция q^D1 неотрицательна, не убывает и 

1 ds 
———- < о о . 
4(s) 
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Подстановка у—х сводит задачу (34) к краевой задаче для интегро-
дифференциального уравнения первого порядка: 

г Ъ 

* ^ = ^777Г"К
 а+1 x(s)ds) > x{b)~-=y)p \ а+ $ x(s)ds]+d. 

ЧКЧ х о ' о 

Исследование разрешимости этой задачи методами, описанными в § 5, 
приводит к следующему утверждению. 

Т е о р е м а 13. Пусть для любых Хб(0, 1] и р,£(0, Ь) уравнение 
£=Я(й— \ х ) [ i | )(£)+d] не имеет отрицательных решений. Пусть, далее, 
функции г)1, т)2 : [0, оо) -^ [0 , оо) таковы, что для любого ( 3^0 выпол­
няется неравенство 

J f (s )ds>T, i . (P ) -n« (a ) 
a 

м множество положительных решений £ неравенства 

. т ( 6 ) < - ^ - [ | * ( £ ) | + И | Р + т ь ( а ) 

ограничено. Тогда задача (34) имеет по крайней мере одно неотрица­
тельное решение у с абсолютно непрерывной производной у. 

п°3. Метод Тонелли. Теорема 11 о непрерывной зависимости позво­
ляет иногда получить доказательство сходимости того или иного при­
ближенного метода. Проиллюстрируем сказанное на случае абстракт­
ного аналога метода Тонелли приближенного решения задачи Коши 
x=Fx, х(0)=а с вполне непрерывным оператором F : Dn-+Ln. 

Предполагая однозначную разрешимость этой задачи, рассмотрим 
последовательность {хи} решений задач x=Fkx, x ( 0 ) = a , где 

t 

Fkx=F{a+VTkx]9 (Vz) (t) == J z(s)ds, 
о 

(T y\(t\— i• е С Л И ( ^ f c ) 6 [ 0 , 6 ] , 

\'hZ)(i)— \ ^ е с л и (^_ X f t )$ [o , 6 ] . 
В силу теоремы 11 имеем: если т ь > 0 , т^-^О при k-^oo и последова­
тельность {л:̂ } ограничена, то lim \\хи—x\\Dn~0y где х — решение исход-

k-+oo 

ной задачи. 
п°4. Уравнение движения в случае конеч(ной скорости дальнодей­

ствия. Математическое описание взаимодействия быстро движущихся 
тел, обладающих массой или электрическим зарядом, приводит [7, 8] 
к уравнению вида 

т=н*>*ш*(*))]> *[g(t>*(t))]), 
(35) 

*(€)=<p(g), * ( £ ) = • ( £ ) . если 1<0. 
Трудности исследования такого уравнения связаны с наличием нелиней­
ных операторов внутренней суперпозиции 

(QhX) (t)={X

(f 

x[h>(t, x(t))], если h(t, x{t))^0, 
[h(t, x(t))], если h(t, x(t))<0, 

i W / ) = l i [ 8 ( U ( < ) ) ] ' е с Л И 8(t.x(t))2»0, 
( g П 1 I *[g(t, x(t))], если g(t, x(t))<0, 

еще очень мало изученных. 
Простые примеры показывают, что оператор Sh '• Dn-+Ln, вообще го­

воря, не обладает свойством непрерывности. Поэтому естественным 
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образом возникли попытки [82, 83] подойти к уравнению вида x(t) = 
=f(t, QhX) на основе теории функционально-дифференциальных вклю­
чений, развиваемой А. И. Булгаковым, Л. Н. Ляпиным [84] и другими 
авторами. Применение аппарата включений связано с обобщением по­
нятия решения и приводит иногда к рассмотрению решений, не имею­
щих физического смысла. 

Другой подход к уравнению (35) использует тот факт, что на неко­
торых специальных множествах операторы @н и 2g обладают нужными 
свойствами [85, 86]. Такой подход может исключить из рассмотрения 
некоторые нужные решения. 

На основе априорного неравенства (18) и априорных оценок (17) 
иногда удается установить корректную разрешимость задачи Коши 
x(t)=f(t, внх), х(0)=а, где | а | ограничена некоторой постоянной р. 
Тогда уравнение (35) оказывается приводимым, если ограничиться рас­
смотрением только тех решений х, для которых {i(-)> #(0)}G{yG 
G L " : |$,(0 |<Y(0}X{a6tf* : | a | < p } . 

п°5. Динамические модели экономических систем. В заключение 
отметим возрастающее значение уравнений вида (1) в современных 
исследованиях по математической экономике. Например, в работе [87] 
показано, что модель динамического межотраслевого баланса с нели­
нейными производственными функциями описывается уравнением вида 

x(t) =f{t, x(t)y x(t—%i),...9x(t—Tm)\ - T I ) , . . . , x(t—TM)), f^ O , 

x ( £ ) = q > ( 6 ) , i ( £ ) = * ( 6 ) , если £ < 0 . 

Здесь x — запас основных фондов в фондообразующей отрасли. На 
основе априорных неравенств и теоремы 1 работы [50] получены эффек­
тивные условия существования положительного решения задачи Коши 
для этого уравнения. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В становление и развитие теории и приложений интегральных урав­
нений существенный вклад внесли советские математики. За 60 лет ими 
опубликовано более 6 тысяч статей, 100 монографий, 10 крупных обзо­
ров, посвященных различным аспектам теории линейных и нелинейных 
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений. 

В настоящем обзоре отражены в основном работы советских мате­
матиков, опубликованные в последние 15—20 лет, работам, вышедшим 
до этого периода, посвящены обстоятельные обзоры, на которые в 
тексте имеются соответствующие ссылки. Библиография к данной ра­
боте не приводится, но вместе с тем в тексте указаны монографии и 
обзорные статьи, посвященные многим вопросам современной теории 
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений. В этих работах 
имеются более полные библиографические сведения. В соответствую­
щих местах указываем авторов, принимавших участие в разработке 
того или иного вопроса. В данном обзоре авторы старались охватить те 
результаты по развитию теории интегральных и интегро-дифферен­
циальных уравнений, которые не включены в ранее опубликованные 
обзоры. 

Исследования по теории интегральных и интегро-дифференциальных 
уравнений продолжаются. 
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