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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 
ИЮЛЬ 1978 г . , ТОМ XIV, № 7 

УДК 517.948.34 

В. П. МАКСИМОВ 

О СВЯЗНОСТИ М Н О Ж Е С Т В А Р Е Ш Е Н И Й 
Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н О - Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я 

Множество решений з а д а ч и Коши для обыкновенного дифферен­
циального уравнения x=f(t, х) при естественных предположениях от­
носительно функции f оказывается связным множеством (см., напри­
мер , [1] и библиографию в [ 2 ] ) . Д л я уравнения с отклоняющимся 
аргументом 

x(t)=f(t, x[h{t)]), t£[a, Ь], 
(1) 

* ( g ) = < p ( g ) , если £ $ [ а , b], 

при тех ж е предположениях относительно f связность множества ре­
шений з а д а ч и Коши м о ж е т н а р у ш а т ь с я . Н а п р и м е р , с к а л я р н о е уравне­
ние х= у x(l), £G[0, 1] , имеет только два решения , удовлетворяющих 
началь ному условию х ( 0 ) = 0 : xi(t)=0, x2(t) =t. В настоящей статье 
д л я уравнения (1) и некоторых его обобщений предлагаются условия 
связности множества решений з а д а ч и Коши в пространстве абсолютно 
непрерывных на [а, Ь] вектор-функций. 

Пусть Rn — линейное пространство я -мерных вектор-столбцов с 
нормой H - I U ; Ln — пространство суммируемых функций у: [a, b]-+Q-n 

ъ 

с нормой | | у | | / П = J" \\y(t) \\ndt\ Dn — пространство абсолютно непре-
а 

рывных функций у: [a, b]-+Rn с нормой \\y\\Dn= m a x \\y(t) L + l l y l l L n . 

te[a, b] 
Функционально-дифференциальное уравнение 

x=SNTx (2) 

будем р а с с м а т р и в а т ь в следующих предположениях , в : Ln^Ln — ли­
нейный ограниченный оператор , Т : Z ) n - v L v — линейный вполне непре­
рывный оператор . N : Lv-+Ln — оператор Н е м ы ц к о г о : (Nz) (t) = 
=f(t, z(t)). Функция f : [a, b]xRv-+Rn удовлетворяет условиям Kapa-
теодори, т. е. f(t, z) непрерывна по z при почти всех t£[a, Ь] и измери­
ма по t при к а ж д о м z£Rv. Н а п о м н и м , что необходимым и достаточным 
условием непрерывного действия оператора N из Lv в Ьп является вы­
полнение неравенства 

\\f(t, z J l l n ^ O + ' l l z l l v , (3) 

где q(t) — с у м м и р у е м а я на [а, Ь] функция , r = cons t (см. [3 , 4 ] ) . 
П о д решением уравнения (2) понимается такой xGZ) n , д л я которого 

равенство x(t) = (®NTx) (t) выполняется почти всюду на [а, Ь]. 
Отметим, что к виду (2) приводятся д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения 

с з а п а з д ы в а ю щ и м аргументом и многие другие функционально-диффе-
венциальные уравнения (см., например , [ 5 ] ) . 
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п. 1. Приведем здесь некоторые вспомогательные сведения. П у с т ь 
X и У — линейные пространства функций, определенных на [а, Ь]. Опе­
ратор А : X-+Y на зывается вольтерровым [ 6 ] , если д л я любого т е (а, Ь] 
из равенства x\{t) = х 2 ( / ) , №[а, х], следует равенство (AxA(t) = 
= ( Л х 2 ) ( / ) , Ща, т ] . 

Неравенства м е ж д у векторами понимаются покомпонентно; если 
def 

х = со\ (Xi, ..., хп), то \х\ = col ( | * i | , . . . , \хп\). Пусть X — б а н а х о в о 
пространство с нормой \\-\\х- Оператор А : X-+L71 на зывается и-ограни-
ченным [ 7 ] , если существует такой и£Ьп, что для всех хЬХ выполняется 
неравенство 

\Ах\^и\\х\\х. 

Оператор А : Х-+Х на зывается сглаживаемым [8] на множестве 
FaX, если для к а ж д о г о е > 0 можно построить такой оператор Л £ , что 
\\Ах—Аех\\х^г при x£F и уравнение x=ABx-\-g при H g l l x ^ e имеет на F 
не более одного решения. Оператор А& н а з ы в а ю т сглаживанием опера­
тора А. 

Д л я удобства чтения приведем еще формулировку следующего прин­
ципа связности [ 8 ] . 

Пусть F — выпуклое, ограниченное и замкнутое множество, А — 
вполне непрерывный оператор, который отображает F в себя. Пусть А 
имеет на F сглаживание, которое также является вполне непрерывным 
оператором. Тогда множество решений уравнения х=Ах, содержащих­
ся в F, связно. 

п. 2. Рассмотрим с н а ч а л а интегральное уравнение Г а м м е р ш т е й н а 
z = KNz+g, g£L\ (4) 

Здесь К : Ln-+Lv — вполне непрерывный интегральный оператор Воль-
т е р р а : 

(Ky)(t)=$K{t,s)y(s)ds 
а 

с ядром K{t, s), элементы k^(t, s) которого удовлетворяют неравенству 

kijit s)\^k(t)9 i=T7v, / = Т Г й , (5) 
с суммируемой на [а, Ь] функцией k(t). 

И з неравенства (5) следует, что \\K{t, s) \\ ̂ ck(t). Здесь норма 
vXf t -матрицы согласована с нормами | | - | | п и | | - | | v , и постоянная с зави­
сит только от выбора этих норм. 

Пусть g"6L v, % ( 0 — решение скалярного уравнения 

t 
r\(t)=rck(t) $i)(s)ds+yg(t), Ща, b], (6) 

а 

t 
где yg(t)=\\g(t)\U+ck(t) J q(s)ds, a q(t) и г определяются неравен-

a 
CTBOM (3). 

Л е м м а . Для любого g£Lv множество решений уравнения (4) не­
пусто, компактно и связно в пространстве Lv. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор Az=KNz+g о т о б р а ж а е т мно­
жество Z={z£Lv : | | z ( / ) I U < % ( 0 } в с е б я ' т а к к а к 

t t 

\K{t, s)f(s, z(s))ds\\ b + | | g ( 0 l l v < J" I I К s ) \ \ - \ \ f ( s , z(s))\\nds+ 
a v a 
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+ llg(0Hv<<*(0 j " 4-r | |z(s) | |v}rfs+| |g(0|lv^Tte(0. 
a 

Ссылка на принцип Ш а у д е р а з а в е р ш а е т доказательство существования 
решения уравнения (4 ) . 

Д а л е е , любое решение уравнения (4) удовлетворяет неравенству 

t 
\\z(t)\\v^rck(t) j \\z(s)\\vds+yg(t). 

a 
Отсюда следует, что все решения уравнения (4) ограничены одной сум­
мируемой функцией : \\z(t) | | v ^ % ( 0 > г Д е % ( 0 — р е ш е н и е уравнения 
(6) . В силу полной непрерывности оператора KN это означает , что мно­
жество решений уравнения (4) компактно . 

Д л я доказательства связности достаточно показать , что оператор 
KN имеет на множестве Z вполне непрерывное с г л а ж и в а н и е . 

Обозначим через fm, т=\, 2, функцию, определенную равен­
ством 

f(t, z) при H V < M » 

L(t> z) = ' ( m + 1 - 1 4 ) f& *) при m < | | 4 < m + 1, 
О при m + 1 < ||z||v. 

Пусть Nm : L v - ^ L n — оператор Немыцкого , порожденный функцией fm. 
П о к а ж е м , что д л я любого е > 0 найдется такое т, что 

\\Nz-Nmz\\Ln^e Vz£Z. (7) 
Введем обозначения 

om(z) = {t£[at Ь] : \\z(t)\\v>m}, 

от={Ща, Ь] : r\g(t)>m}. 

Очевидно, am(z)czGm VzdZ; кроме того, m e s a m - > 0 при т-^оо (см. [ 9 ] , 
стр. 130). Выполнение (7) теперь следует из соотношений 

ъ 

\\NZ-Nmz\\bn=l ||/а Z(t))4m(t, Z(t))\\ndt = 
а 

= J | | / ( * , Z(t))-fm(t, 2 ( 0 ) Н » Л < J И/С, Z{t))-U{t, 2(t))Udt<, 
о (z) а т т 

^ 2 $ {q(t)+r4g(t)}dt. 
о 

т 
Обозначим через fM, M=l, 2, функцию, определенную равен­

ством fM(t, z) = col {q>i(£ z ) , . . . , ф п ( ^ г ) } / г д е 

m / / * \ _ J если z ) | < M , 
Фг ^ ^ - | ^ s j g n ^ ^ 2 ) ^ е с л и | ^ ^ 2 ) | > A f , 

z) — i - я компонента функции z ) . Пусть J V M : Lv-+Ln — опера­
тор Немыцкого , порожденный функцией fM. П о к а ж е м , что д л я любого 
е > 0 найдется такое М, что 

\\Nz-N*z\\Ln^e, Vz£Z. (8) 

Действительно, пусть д л я определенности норма в Rn определяется 
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It 

равенством: д л я x = col (хь ..., хп) \\х\\п=^\хг\. Введем обозна-

чения 

°?(г) = Ша, b] : \ft(t, z{t)) \ >М}, 
о"(г) = {Ща,Ь] : \\f(t,z(t))\\n>M}, 

a M = { / G [ a , b] : q(t)+n\g(t)>M). 

Д л я любого zGZ имеем of (z) с а м (z) czaM; кроме того, mes а м - М З при 
М->оо . Выполнение (8) следует теперь из соотношений 

Ь п 

\\Nz-NMz\\L„= f \U{t, z(t))-<pi(t, z{t))\dt = 
a i=i 

n n 

= E I \f<(t>*(t))-<pt(t,z(t))\dt^Yi I l / H ^ ( 0 ) -

-qx(*,z(*))|<tt = j | | f ( t Z ( 0 ) — ^ ( f , Z ( 0 ) l l « r f ^ 
a M ( Z ) 

< 2 I {q{t)+ry\g{t))dt. 
M а 

Пусть {г|^} — т а к а я последовательность функций \pk : [а, 6] X {zG 
G # v : l l z l l v ^ m + l } - ^ / ? 7 1 , что 1) ^fh{tt 2 ) , ft = l, 2, удовлетворяет 
условиям К а р а т е о д о р и ; 2) ^k{t, z ) , k=l, 2, удовлетворяет усло­
вию Л и п ш и ц а no z: 

Hk(t, Zi)—1pk(t, Z2) | | n ^ / | | Z i — Z 2 | | v 

д л я л ю б ы х Zi, z 2 и td[a, b]\ 3) почти при всех t£[a, b] \\tyk(t, z) — 
-f%V,z) при k^oc. 

Обозначим через г | ^ , т функцию, определенную равенством 

( yk(t, z) при 114 < m > 
^k,m (t, z) - \ ( m + 1 —1|4) % (t, z) при m < Ц4 < m + 1, 

I 0 при m + 1 < | I 4 -
Пусть Nk,m : Lv-+Ln — оператор Немыцкого , порожденный функцией 
i|)k,m. П о к а ж е м , что для любого е > 0 найдется такое k, что 

\\NMz-Nk,mz\\Ln^z Vz£Z. (9) 

Действительно , п р а в а я часть равенства 

ъ 
\\Nfnz-Nk>mz\\Ln= J z(t))-yh,n(t, z(t))\\ndt 

а 

стремится к нулю при &->оо д л я к а ж д о й нары т и М в силу теоремы 
Л е б е г а . 

И з соотношений (7) — (9) и неравенства 

\\Nz-Nk \\Nz-Nmz\\Ln+ 

+ \\Nmz-N*z\\Ln+\\N%z-Nh,mz\\Ln 
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следует, что д л я любого е > 0 найдется такой оператор Nk,m, что 

\\Nz-Nh,mz\\^E Vz£Z. 

Оператор Nh,m удовлетворяет условию Л и п ш и ц а , поэтому уравне­
ние z = KNk,mZ-{-g при любом gdLv не м о ж е т иметь более одного реше­
ния. Д а л е е , оператор KNk,m вполне непрерывен в силу полной непре­
рывности оператора /( . 

Таким образом, произведение KNk,m является вполне непрерывным 
сглаживанием оператора KN. Л е м м а д о к а з а н а . 

п. 3. Рассмотрим теперь з а д а ч у Коши д л я уравнения ( 2 ) : 

x = QNTx, х{а)=а. (10) 

Вопрос о связности множества решений этой задачи сводится к вопросу 
о связности множества решений уравнения (4) следующим образом. 

Уравнение 
x=VSNTx+a9 (11) 

t 

где оператор V : Ln—^Dn определен равенством (Vy) (t)= J y(s)ds,. 
a 

эквивалентно з а д а ч е (10) . К а к известно (см., например , [10, 11 ] ) , меж­
ду множеством решений уравнения (11) и множеством решений урав ­
нения 

z = TVSNz+g, (12) 
где g = Ta, существует взаимно однозначное соответствие, определяе­
мое равенствами 

x=VSNz+a и z = Tx. (13) 
Пусть оператор в : Ln->Ln вольтерров, а оператор Т : Dn-+Lv воль-

терров и ^-ограничен. П о к а ж е м , что в этом случае уравнение (12) есть 
уравнение вида (4 ) . Оператор TVQ : Ln-+Lv ^ -ограничен: 

\TVSy\ < и \\VQy\\Dn = и \Щ\ьп + и max || f (ву) (s) ds| | n < 

< 2 а | | в ^ « < 2и||в|.|14* 
и, кроме того, вольтерров к а к произведение вольтерровых операторов.. 
Отсюда следует [12] , что оператор TV& представим в виде 

t 

(TVQy)(t)= $ K(t, s)y(s)ds, 
a 

где ядро K(t, s) удовлетворяет неравенству ( 5 ) . Таким образом, к урав ­
нению (12) применима л е м м а . Отсюда на основании соотношений (13) , 
учитывая , что свойство связности инвариантно относительно непрерыв­
ного отображения , получаем следующее утверждение . 

Т е о р е м а . Пусть оператор в : Ln-^Ln вольтерров, а оператор 
Т : Dn-+Lv вольтерров и и-ограничен. Тогда множество решений задачи 
(10) непусто, компактно и связно. 

Многие авторы, следуя традиции [13] , р а с с м а т р и в а ю т решение диф­
ференциального уравнения не к а к элемент пространства Dn, а к а к эле­
мент пространства Сп непрерывных на [а, Ь] вектор-функций с чебы-
шевской метрикой. В связи с этим отметим, что из непрерывности опе­
ратора вложения пространства Dn в Сп следует связность множества 
решений задачи (10) и в пространстве Сп. 
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п. 4. Остановимся теперь на приведении некоторых уравнений к ви-
Д У ( 2 ) . 

Рассмотрим дифференциальное уравнение с з а п а з д ы в а ю щ и м аргу­
ментом 

x(t)=h(t,x[h(t)], x[g(t)])9 Ща,Ь], 
(14) 

* ( g ) = < p ( S ) , х { 1 ) = ^ { 1 ) при Щ[а,Ь], h(t)^t9 g(t)^t 

К а к известно (см., например , [5, 14 ] ) , уравнение (14) можно записать 
в виде 

*(t)=f2(t, Thx, ЗД, (15) 

где линейные операторы Th и Sg определяются равенствами 

(Т x)(t) = i x l h { t ) ] п р и Л ( 0 6 [ А . *Ь W A _ / У [ г ( 0 ] п р и « г ( 0 б [ а , ft], 
I 0 при Л 6], ^ Н О - \ 0 n p H g ( / ) ( j [ a > 6 ] e 

О п е р а т о р Th : Dn-+Ln вполне непрерывен, если функция h(t) и змерима 
[ 1 5 ] ; условия , г а р а н т и р у ю щ и е непрерывное действие оператора Sg 

в пространстве L n , приведены в [14 ] . 
Пусть оператор Sg нильпотентен, т. е. существует т а к а я степень 

к о т о р а я переводит в нуль любой элемент из Ln. Это свойство гаранти­
руется , например , неравенством t—g(t) ^ c o n s t > 0 . В [5] показано , что 
в этом случае уравнение (15) эквивалентно уравнению 

*(*) =!Щ Thx, SgThx, ..., Sk-*Thx), (16) 

где функция fh : [a, b]xRnX ... XRn-+Rn удовлетворяет условиям Ка-
ратеодори . Уравнение (16) з апишем в виде ( 2 ) , п о л а г а я д л я к а ж д о г о 

zGRh* (z=co\ (zu zk), Zi£Rn

9 i=l9 k) 

fit, z)=fh(t, z b . . . , z f c ) ; 
определив оператор T : Dn-+Lkn равенством 

Г * = с о 1 (Thx, SgThx, . . . , Sk-WhX); 

и, наконец, п о л а г а я 0 = / , где / — тождественный оператор . 
Отметим, что в уравнении (15) оператор Th м о ж н о заменить более 

общим оператором TR: 
t 

(TRx)(t) = §dsR(t, s)x{s)y 

a 

где я Х я - м а т р и ц а R(t, s) т акова , что д л я к а ж д о г о ее элемента r(t, s) 
t 

функция p(t)=\/r(t, s) суммируема на [a, b] (см. [ 1 5 ] ) . 

Уравнение (I—XS)x=f(t, Тх) очевидным образом приводится к ви­
ду (2 ) , если существует ограниченный обратный оператор ( /—A-S)- 1 : 
: Ln-+Ln. 

В работе [5] показано , что и более общее квазилинейное уравнение 

toc=f(t, Тх) (17) 

приводится к виду (2) в предположении фредгольмовости главной части 
линейного оператора £ : Dn-+Ln. В частности, к уравнениям (17) отно­
сятся уравнения вида 

§dsR(t, s)x(s)=ft(t, J d8Ri(t, s)x(s), J K(t, s)x{s)dsj. 
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В заключение рассмотрим в качестве примера с к а л я р н о е уравнение 
t 

x{t)=U\t, \x{s)dsr{t, s), i ( f - A ) ] , te[a,b], 
—oo 

( 1 8 ) 

* U ) = q > U ) , * ( | ) = ф ( 1 ) > если g$[a, 6], 

в следующих предположениях . 
Функция fi : [a, ft] XRiXRl-^Ri удовлетворяет условиям Каратео -

дори и 
\h(t, ^ < 0 I ^ < 7 ( O + P M + Y M > 

где функция д(£) суммируема на [а, &]; y = const . 

Функция г ( / , 5 ) определена на множестве { ( ^ s) : — o o < s ^ ^ 6 } , 

при почти всех t непрерывна по s в точке s = a, функции R(t)= \ / r(t, $) 

a 

и ф ( £ ) = J ф (5 )с? в г (^ s) суммируемы на [а, 6]. A = c o n s t > 0 , функция 
—оо 

ty(t) суммируема на [а—Д, а ] . 
П р и в о д я уравнение (18) к виду (2 ) , к а к описано выше, получаем 

следующее утверждение . 
Множество решений уравнения (18) , удовлетворяющих условию 

х(а) = а , непусто, компактно и связно. 
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