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А.И.Скопин 

ИССЛЕДОВАНИЕ НА БЭСМ-6 СТРУКТУРЫ НИЛЬПОТЕНТНОГО РЯДА 

МЕТАБЕЛЕВОЙ 2-ПОРОЖДЕННОЙ ГРУППЫ ЭКСПОНЕНТЫ 27 

Статья опирается на выпускавши на ту же тему автором с и з ­
ложением многих технических деталей препринт ЛОМИ [ I ] . Здесь тех ­
нические подробности, касающиеся, в основном, описания приемов 
программирования, исключены и оставлена лишь алгебраическая с т о ­
рона дела. 

Изучается аддитивно записанная группа G, имеющая следующее 
задание: 

Gr= < х , у | ( С 2 ) 2 = 0 , 27 Gr = 0>. 

Рассматривается нильпотентный ряд этой группы 

и мы хотим дать явное описание (в образующих и определяющих с о ­
отношениях) факторов М п ,= сЛ /Gf t v + ' 1 этого ряда. Аналогичное и с ­
следование (но "вручную") было проведено ранее для экспонент 8 и 
9 (см. [2]). 

Известно ( с м . , напр., [ 3 ] ) , что если в задании группы Gf о т ­
бросить условие 27 Gr = 0, то для определяемой тогда одним у с л о ­
вием ( О 2 ) 2 = 0 свободной метабелевой группы Gr с образующими х , у 
двойная последовательность одночленов 

V*= y x * " k y k~< , tv= I, 2, ... ; k= I ft-I CD 

образует (выражаясь в естественно используемой аддитивной терми­
нологии) базис, который мы будем называть базисом одночленов Ф. 
Холла.При добавлении же условия 27 Gr = 0 , т . е . в изучаемой нами 
группе экспоненты 27, последовательность (I) является системой 
образующих этой группы, и нам нужно найти соотношения для этих 
образующих. 

В первом параграфе мы дадим описание полученных результатов 
- перечислим соотношения в факторах M f t, н 4 36. (При этом, чтобы 
не усложнять записи, мы сохраним без изменений обозначения базис­
ных одночленов vj^ для их образов в М л ) . Далее мы будем описы­
вать выкладки над соотношениями в самой группе Gr, пользуясь бази­
сом ( Г ) ; образ в Мц, каждого разложения по этому базису будет с о ­
вершенно очевиден как "главная часть" такого разложения. Это с о ­
ответствует тому, что набор из Yi-1 одночленов ( k = I 

r l - f ) ft-й степени при фиксированном п порождает группу Gf̂ c точ -
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ностыо до элементов из С г

и ' ' н . Параграфы 2 и 3 посвящены языку и 
методике, которые мы используем, а в §§ 4 - 6 описывается сам 
поиск соотношений. 

§ I . Сводка результатов 

Из [4] следует, что класс нильпотентности рассматриваемой 
группы Gr равен 54, т . е . Q 5 5 = 0, но О- 5 4 = 0 . Значит, полностью 
нужно было бы исследовать 54 фактора. Однако, возможности вычис­
лительной машины и применяемого метода не позволили изучить ниль-
потейтный ряд до конца. Были найдены только 36 первых его факто­
ров. Думается, что полученная информация в дальнейшем могла бы 
оказаться полезной для определения тех факторов, которые стались 
ненайденными. 

Опишем структуру исследованной нами части нильпотентного ря­
да. Первые два фактора Mj- и М2 свободны над кольцом 2)211 и име­
ют ранги r f f l j ) = 2 , Г (М 2 ) = I , то есть |М^| = 2 7 2 , |М 2 | = 27 1 . 
Затем, начиная с УЬ = 3 , все аннулируются умножением на 9 , 
благодаря действию собирательной формулы, о которой пойдет речь в 
следующем параграфе. Так как rOv? ) и до % = 9 никаких 
соотношений, кроме 9 v £ = 0 (14 к 4 r v - l ) нет, т о | М „ , | = 9 1 г"' 1 

при 3 < к 4 9 . 
При У1 - 10, т . е . в Шц0, появляется первое соотношение с к о ­

ординатами ф 0 mod.9: 

3 V , % 3 V j ° + 3 V™ = 0 , (2 ) 

и оно единственное. Значит, | М 1 0 | = 9 8 3 1 . При ц.= И такта соотно­
шений уже 6, и |Мзд|= 9 4 3 ^ . Вот эти соотношения: 

3 v £ k - 3 V , ^ + k = о, Ь о 5 . (з) 
Следующий шаг ничего нового не дает: I Mj2l = 9^3 . При W- 13 
строение модуля совсем упрощается, поскольку находятся "все" с о ­
отношения: 

3 V ? « 0, k = 1 12 . (4) 

На длительный период картина сохраняется, и мы имеем |М | = 3 
для И, = 13, . . . , 31 . 

Начиная с W - 32 появляются соотношения с координатами, 
равными ± I . Первые из них имеют вид: 

w J I 4 . v 4 a * v H ~ n v ^ + V W + V 3 i = 0 V t t +V t t +V M ==0 .<5 ) V<f + V 1 5 + V « " ° « Mo + V16 + V « i U ' V « + v 1 9 « 
.Эта тройка является базисной системой соотношений 32-й степени, 
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и поэтому 1 м з 21 = 3 • П Р И ^ ^ 3 3 количество найденных базисных 
соотношений вырастает до и - 2 5 . Ш частности, при И, = 33 их 8 . ) 
Приводим последние из найденных соотношений: 

C + C k + v ; + k = o , k = o к-26. с е ) 

Поэтому при 33 4Ш 36 мы имеем |M f t l = З 2 4 . 
Как уже сказано, вычисление факторов М^ограничилось значе­

ниями У1436, Остальные 24 соотношения должны найтись при прохож­
дении К/ от 37 до 54. 

Приведем таблицу, по которой можно найти порядки всех факто­
ров, исследованных в этой работе. Положим JA/y^ = vOfl̂ | Mft(. Тогда: 

К = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 И 12 
6 3 4 6 8 10 12 14 16 Т7 ,14 15 

и = 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

И = 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 
24 25 26 27 28 29 30 28 24 24 24 24 

Отсюда, суммируя, получаем для | Q- /Gr I значение З 6 , которое, 
строго говоря, можно считать только верхней границей порядка ука­
занной факторгруппы, поскольку критерия полноты используемого п о ­
иска у нас нет. 

§ 2 . Символьная запись 

Для нахождения соотношений в факторах Мц, приходится с самого 
начала учитывать "продолжения" этих соотношений в самой группе Gr 
с точностью до некоторого достаточно далекого члена G} нильпотент-
ного ряда. Этот "показатель точности", конечно, было бы нужно 
брать близким к классу нильпотентности (который для произвольной 
группы мог бы быть неизвестным). Но, как говорилось, в наших рас­
четах мы его взяли равным 37, т . е . каждый элемент, и в том числе 
каждое соотношение, может быть записано в виде его разложения по 
базису ( ! ) со степенями базисных одночленов ^ 3 6 . Коэффициент при 

V * в этом разложении называется координатой степени П>. Сумма 
всех членов в разложении с ненулевыми коэффициентами наименьшей 
степени называется главной частью, а ее степень - степенью само­
г о элемента. 

Чтобы перейти к более детальному изложению хода поиска с о о т ­
ношений, мы сейчас дадим описание предлагаемой нами специальной, 
символьной (или буквенной)формы записи разложения по базису (I). 
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Напомним основные сведения об основном соотношении - так называ­
емой собирательной формуле Ф.Холла (см. [3]). Упомянутая в пер­
вом параграфе аннулируемость умножением на 9 факторов М л при 
ft 3 определяется собирательной Ф О Р М У Л О Й И ее следствиями. 

Эта формула является соотношением 3-й степени, главная часть к о -
торого имеет вид 9 V,| - 9 V 2 . Несколько позже мы запишем при помо­
щи символьной формы все 216 ненулевых слагаемых степеней «/< 36 
собирательной формулы. Мы будем это и другие соотношения записы­
вать в виде координатных строк в базисе (1). Очевидно, для коорди­
нат возможно редуцирование по модулю 27. Более т о г о , как нетрудно 
видеть, при выбранной точности, координаты степеней ^13 можно 
редуцировать по модулю 9, а координаты степеней > 19 - по модулю 
3. Но и при такой "тройной" редукции нам достается "пространство" 
размерности 629, и координатные строки очень громоздки. Чтобы 
обойти это неудобство, и предлагается символьная запись, исполь­
зующая сильную "дырявость" наборов координат. Итак, символьная 
запись элемента представляет собой строку, начинающуюся левой 
скобкой ' ( ' и кончающуюся правой О*. В ней указываются номера 
только ненулевых координат элемента. Координаты приводятся следу­
ющим образом. Если у элемента имеются ненулевые координаты степе­
ни ft, то после перечисления координат меньших степеней пишется 
метка ft : номера степени, а за ней в возрастающем порядке- пере­
числяются номера этих ненулевых координат; при этом за каждым н о ­
мером координаты следует либо пробел,.либо штрих по правилу, опи­
сываемому чуть позже. После перечисления номеров всех ненулевых 
координат данной степени, перед переходом к новой степени, ставит­
ся разделительный знак в виде дробной черты ' / ' . Кроме т о г о , с т р о ­
ка имеет более крупное разбиение: она разделена на три серии дру­
гим разделяющим знаком - знаком конъюнкции *&' . (Выбор знаков раз ­
деления, конечно, произволен.) В первую серию попадают номера к о ­
ординат, равных ±9, во вторую - равных ±3, в третью - равных ±1. 
Если знак соответствующей координаты есть ' + ' , то после номера 
этой координаты ставится пробел, а если этот знак есть то 
после номера ставится штрих. Приведем полный вид символьной запи­
си собирательной формулы: 

(3:1 2*/4:2'3'/5:3 /6:1 2*3 4 5*/7:2'3*5'6'/8:3 6 /9:4*5 6*/Ю:3 
4*5'6*7'8 /11:4'5'6'7'8*/12:1'2 3'4 6 7 9 Ю ' П &9:1 2'3 4'5 6' 
7 8*/10:2*3>5 6 8*9*/И:3 6'9 /12:4*5 6'7'8 9*/13:5 6 8 9 /14: 
6*9'/15:7 8'9 /16:8'9'/17:9 /18:1 2*3 4*5 6*7 8*9 10 11*12 13* 
14 15*16 17 •&27:1 2*3 4*5 6*7 8*9 10*11 12*13 14*15 16*17 18*19 
20*21 22*23 24*25 26*/28:2'3*5 6 8*9'И 12 14*15*17 18 20*21*23 
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24 2 6 ' 2 7 ' / 2 9 : 3 6*9 1 2 4 5 18«21 24 '27 /30:4*5 6*7*8 9 4 3 1 4 4 5 
16 1 7 4 8 22 '23 24*25*26 27>/31:5 6 8 9 1 4 4 5 4 7 4 8 « 2 3 24 26 27 
32:6*9 4 5 18 24 '27* /33 :7 8*9 1 6 4 7 18-25 26>27 / 3 4 : 8 * 9 4 7 18 
2 6 ' 2 7 ' / 3 5 : 9 18»27 / 3 6 : 1 0 4 1 1 2 4 3 14 4 5 16 4 7 18 4 9 * 2 0 21*22 
23*24 25*26 2 7 ' ) . 

Получение этого соотношения было включено в самую первую 
программу работы на машине по исследованию группы Q, которой по­
священа данная статья. Программа не сводилась к нахождению одной 
только собирательной формулы, обозначим ее через 6 ( х , у ) . Далее 
ставилась задача "расщепить" главную часть соотношения б'Сх.у). 
Для этого в б'Сх.у) производилась замена Х - » - - Х , У - *^- (До ка­
кой степени трудоемкой является эта замена, можно увидеть в [ 2 ] , 
где для группы экспоненты 9 она выполнялась "вручную".) После за­
мены получается соотношение бЧ -х ,у) с главной частью 9V^ + 9V^. 
Сложение и вычитание соотношений бЧх,у) и *5( -х ,у ) и приводит 
к желаемому "расщеплению", т . е . к двум новым соотношениям вида 

6}(х ,у) = 9 V J + . . . , ( 7 ) 

6- а(х ,у) = 9 V | + . . . , 

где написанные члены являются главными частями. На получение (с 
выводом на экран дисплея) четырех соотношений б" ( х , у ) , бЧ-х ,у) , 

б̂  ( х , у ) , ( х , у ) машина затратила менее 40 секунд рабочего 
времени. 

§ 3 . Средства поиска 

В [ 1 ] описываются средства общения с машиной, дающие возмож­
ность использовать символьную форму записи соотношений. Здесь под­
робные сведения на эту тему опускаются. Мы только в общих чертах 
приведем описание тех'операций над данными соотношениями, которые 
были использованы для ведения поиска новых соотношений. 

1 ) Сложение или вычитание двух соотношений. 
2 ) Умножение данного соотношения на образующую ' х ' или ' у ' 

нужное число раз (повышающее степени всех слагаемых на это число) . 
3 ) Умножение соотношения на - I . 
4 ) Замена х <-» у в данном соотношении (такая замена является 

автоморфизмом группы, который мы будем называть дуализацивй). 
5 ) Пять следующих замен: х-ии,х, у—»• у , где иг = - 1 , 2 , 3 , 

4 , 5 . (Первая из этих замен была упомянута в конце § 2 . ) 
6 ) Три следующих свдита: х —- х , у—* у +tnx, где т= 1, 2 , 
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Помимо этого, данное соотношение можно подвергать операцияи 
(вообще говоря, упрощающим) "науссовского" типа. Все такие опера­
ции расчитаны на исключение, при помощи введенного в машину запа­
са уже известных соотношений, в данном соотношении координат из 
некоторого выделенного семейства. Схема такого исключения, повто­
ряемого до тех пор, пока не исчерпывается все семейство, состоит 
из трех этапов: во-первых, определение адреса координаты, подлежа­
щей исключению (адресом базисного одночлена или соответству­
ющей координаты называется число а, = (ft(ft-3)/a-t-k, вводимое для 
линейной упорядоченности); во-вторых, конструирования, на основе 
адреса, исключающего слагаемого путем умножения нужное число раз 
на образующую *х» или * у некотррого соотношения из заранее в в е ­
денного запаса; и в-третьих, само исключение. Основными операция­
ми гауссоЕского типа являются "исключение девяток", "исключение 
троек" и "исключение единиц". Они исключают координаты, соответ ­
ственно, первой, второй и третьей серии. Все эти операции расхо­
дуют много рабочего времени машины. 

Теперь переходим к описанию самого поиска соотношений. 

§ 4 . Исключение девяток 

Первую возможность упростить соотношение - исключить в нем 
координаты первой серии - позволяют соотношения 6^,6^ . Смысл 
такого исключения совсем прост. Благодаря формулам 

v k x vk ' W У Ы > 
верным на основании метабелевости для всех ft и к, мы можем, 
умножая одно из соотношений , 6% на образующие 'х* или ' у ' 
нужное число раз , получить соотношение с главной частью 9 Vj^ с 
любыми ft и к , при ft>3. Это и позволяет сконструировать с о о т ­
ношение для исключения любой координаты первой серии в любом с о ­
отношении. 

В частности, мы можем подвергнуть "самоочистке" соотношения 
, . (Такие "косметические" упрощения можно было бы и не д е ­

лать, поскольку длины соотношений на этом этапе даже увеличивают­
ся.) Приведем начальные члены соотношения после исключения в 
нем всех координат первой серии, начиная со второй координаты: 
<oi= (3:1 &9:1 3 5 7 /10:3 4'5'6 /11:3 4'6'7 /12:1'3'4'5 6 7*8' 

10'/ ...) 
Таким образом, с помощью мы можем любое соотношение 

привести к виду (& . . . ) . В дальнейшем с исключения девяток начи-
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нается каждая обработка соотношения. Если в полученном после это­
го соотношении имеются координаты второй серии, то для их исклю­
чения нужно расширить запас исходных соотношений. К построению 
такого запаса мы и приступаем. 

§ 5. Исключение троек 

Хотя способ "исключения троек", т.е. исключения в данном со­
отношении координат второй серии, основывается на том же принципе, 
что и способ "исключения девяток", но в этом-случае появляются 
значительные технические усложнения. Прежде всего, оказывается, 
что для координат второй серии безусловное исключение возможно 
только, если они имеют степень >13; координаты же этой серии сте­
пени <13, если и исключаются, то лишь частично. 

Первая, весьма ограниченная, возможность исключения коорди­
нат второй серии появляется для 10-й степени. Единственное соот­
ношение, реализующее такую возможность, находится, например, сле­
дующим образом. (Его образ в M J Q - это соотношение (2), см. §2.) 
Построим соотношение <Е) (х,ух). Нетрудно видеть, что при исполь­
зуемой для этого замене (х—- х, - у — - ух) соотношение, получае­
мое из «j станет значительно короче. Базисный одночлен при 
к>1, из-за условия метабелевости, данной заменой аннулируется, 
а V* превращается при этом в \J*U . Поэтому легко ("вручную") 
находится результат данной замены: 
6ij(x,yx) = (4:1 #10:1 ДЗ:1'/16:1'/17:1 /18:1 &28:1 /31:1'/ 

34,1*735:1 /36:1) 
Искомое соотношение 10-й степени получается отсюда исключением 
девяток (что в данном случае сводится к одному вычитанию). При­
ведем (чем мы будем ограничиваться и дальше) лишь начало разложе­
ния этого соотношения. 
(И0:3 5 7 /11:3 4*5*6 /12:3 4*6*7 /13:3*4*5 6 7*8*10*/ ... ) (8) 

Перейдем теперь к нахождению соотношений 11-й степени. Ориенти­
руясь на (3), мы должны найти соотношения вида (Hi: к ...) при 
к = 2, ... , 7. Из (8) мы получим соотношения такого типа с к= 
= 3 и 4. Для нахождения еще двух соотношений - с к = 2 и 5 -
найдем 6i,(3x,y). Соответствующая замена дает: 
(5:2 /9:8 /10:8 /12:«»Ш:8 /14!:И*/15:6 /16:7*717:8 14*/ 
18:6*^29:26 /32:29*/33:24 /34:25*/35:26 32*/36:24*). 

После исключения девяток и дуализации мы и получаем два намеченных 

253 



соотношения: 

< Ш : 2 4 6 / 1 2 : 4 5 '6»7 / 1 3 : 4 5 ' 7 ' 8 / . . . ) ( 9 ) 
< Ш : 5 7 9 / 1 2 : 5 6 ' 7»8 / 1 3 : 5 6»8»9 / . . . ) (10) 

Для нахождения еще двух соотношений 11-й степени понадобится но ­
вая замена. Рассмотрим соотношение б } ( 2 х , у ) . Это соотношение на­
чинается следующим образом: 

(3 :1 / 4 : 1 / 5 : 1 / 9 : 1 5»7 Д 0 : 1 ' 3 ' 6 ' 7 / 1 1 : 4 5 ' 1 2 : 1 ' 3 5,8 1 0 ' . . . ) . 

После исключения девяток и дуализации мы из этого соотношения п о ­
лучаем следующие два соотношения: 

( Ш : 3 ' 5 / 1 2 : 3 ' 4 5 ' 6 / 1 3 : 4 6 ' 7 / . . . ) (11) 
(«11 :6 8 ' / 1 2 : 6 7 ' 8 9 ' / 1 3 : 6 7 ' 9 / . . . ) (12) 

Соотношение (12) является одним из тех , которые нам нужны, а при 
помощи соотношения ( I I ) из соотношений (8 ) и (10) легко получить 
соотношение вида: 

0(11:7 ъ'?12:Ъ 6 '7 8 « Д З : 3 » 5 ' 7 8 9 ' / . . . ) (13) 

Это и есть последнее нужное нам соотношение 11-й степени. 
Возвращаясь к соотношениям ( 4 ) , мы усматриваем, что на дан­

ном этапе остается ,найти четыре соотношения 13-й степени вида 
# 1 3 : к . . . ) . Действительно, для к = 2 , . . . , 9 соотношения этого 
вида следуют из:уже найденных. Остается обеспечить четыре значе­
ния к= -I, 1 0 , II, 12. Начнем с соотношения б^СЗх.у): 

( 7 : 1 / 1 1 : 7 ' / 1 2 : 6 ' $ 1 3 : 7 / 1 6 : 1 0 » / 1 7 : 5 / 1 8 : 6 & 
31:25 / 3 4 : 2 8 ' / 3 5 : 2 3 /36 :24 ) 

После исключения здесь девяток мы с использованием дуализации п о ­
лучаем соотношения: 

<ИЗ:1 3 5 / 1 4 : 3 4>5'6 / 1 5 : 3 4 ' 6 ' 7 / . . . ) (14) 
( И 3 : 8 Ю 12 / 1 4 : 7 8 1 0 ' 1 1 ' / 1 5 : 7 9 10 1 1 4 2 / . . . ) (15) 

Соотношение (14) обеспечивает нам значение k = 1 . Чтобы обеспе­
чить значение к = 1 0 , можно в (15) "удалить" координату ' 8 ' . Это 
достигается так. Найдем соотношение 6} ( 5 х , у ) , которое после 
исключения девяток приобретает следующий вид: 

( Ш : 3 5 ' / 1 2 : 3 4 ' 5 6 ' / 1 3 : 3 4 ' 5 6 8 ' / . . . ) (16) 

Сложение соотношений (11) и (16) приводит к "одночленному" с о о т ­
ношению следующего вида: 

( И 3 : 5 / 1 4 : 5 6 / 1 5 : 6 7 / 16 :1 5 ' 7 ' 8 - 1 1 ' 1 3 / . . . ) (17) 

Теперь вычитание из (15) соотношения, дуального соотношению ( 1 7 ) , 
дает соотношение 
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( И З : 10 12 /14:7 9 * I 0 4 1 ' / I 5 : 7 8 4 0 « 4 2 / . . . ), (18) 

которое и обеспечивает нам значение к = £0. Далее, из (-10) после 
двукратного умножения его на 'х* и, затем, вычитания (17) получаем: 

(Н3 :7 9 /14:6 7»8 /15:5 6 7*8*9 / . . . ). (19) 

Теперь снова обращаемся к соотношению (10). После двукратного ум­
ножения его на 'у* и вычитания из результата соотношения (19) мы 
получаем соотношение, имеющее вид: 

0-13:11 / 1 4 : 6 ' 7 ' 8 9 4 0 /15:5*6*7*94041 / . . . ) , (20) 

что в нашем поиске нужно для значения к= 11. Наконец из (13) 
посредством умножения на ' х ' , а затем на » у , мы получаем соотно­
шение вида: 

(ИЗ :8 Ю ' Д 4 : 6 7*8 9 *Д5 : 4 *6 ' 7 9 10»/ . . . ) , 

откуда с помощью дуализации соотношения (17) получается соотноше­
ние (И3:10>/14:6 7'9 / 1 5 : 4 * 6 4 0 7 . . . ) , что и дает, наконец, из 
(18), последнее соотношение: 

( И З : 12 /14 :6 1 0 ' « * / 1 5 : 4 * 6 ' 7 8 4 1 4 2 / . . . ). (21) 

Таким образом, формирование массива соотношении для операции 
"исключение троек" завершено, и эта операция реализована. 

§ 6. Исключение единиц 

Нам осталось организовать операцию "исключение единиц". В 
пределах исследуемой точности для группы Gr ( т . е . до 36-й степени 
включительно) массив нужных для этой операции соотношений третьей 
серии находится быстрее, чем массив в предыдущем параграфе. Удает­
ся обнаружить пять независимых соотношений. Именно, в соответст ­
вии с (5), оказывается, имеется три соотношения 32-й степени, к. 
которым затем добавляются два соотношения 33-й степени, что видно 
из (6). 

Первое соотношение, открывающее массив для исключения единиц 
и имеющее вид ( М . . . ) , появляется следующим образом. В соотно­
шении (14) выполняется замена х ~ » х , у—*ух. Мы получаем, совершен­
но очевидным образом, соотношение О - 14:1 &32:1 ) . После исключения 
в нем троек появляется соотношение 

(8*32:7 13 19 / 3 5 : 9 4 0 4 1 . 4 5 4 6 17*19 21 '23*25*/36:5 9*11 12 13 
14 4 5 46*17*18 20*21*22*23*24 25*26*28*). (22) 
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Дуализация этого соотношения приводит к соотношению; 

(ИгЗ'2:13 19 25 / 3 5 : 1 0 4 4 4 4 4 6 1 8 4 9 2 0 ' 2 4 * 2 5 ' 2 6 * / 3 6 : 8 4 0 4 1 4 2 
1 3 4 4 4 5 4 6 4 8 19*20'21'22*23 24 25 27*31 ) (23) 

Еще одно соотношение 32-й степени получается следующим образом. 
К соотношению (23) применяется сдвиг (х — х, у - * у + х ) и результат 
вычитается из суммы соотношений (22) и ( 2 3 ) . Ответ имеет вид: 

(«•832:10 16 22 / 3 3 : 7 4 0 13 16 19 22 25*/35:10 16 4 9 - 2 5 / 3 6 : 7 9* 
10 13 14 1 5 4 6 19 20-21-28 ) (24) 

Остается получить два соотношения 33-й степени. Одно из них п о ­
лучается так. Берется соотношение 6\ ( х , у ) , делается замена х—-

—*-Зх, у — - у , затем исключаются девятки, производится дуализа­
ция и опять делается замена х - * 3 х , у - * - у . Это дает соотношение 
( Я 5 : 1 2 ' / 1 8 : 1 5 £33 : 30 ' / 36 : 33 ) , из которого исключением троек мы 
получаем соотношение: 

Ш 3 3 : 1 2 18 24 /36:7*9*11*12 4 3 17 4 8 19 21 2 3 * 2 5 ' ) , (25) 

Дуализация этого соотношения дает последнее соотношение: 

0*33 :9 15 21 / 36 :11-13 4 5 17 18 19*23 24*25*27*29 ) . (26) 

Использование соотношений (22) - (26) позволяет исключить 
координаты третьей серии в любом соотношении, уже подвергнутом 
исключениям девяток и троек. Если бы нашлось нетривиальное с о о т ­
ношение после всех трех исключений, то его можно было бы присово­
купить для усиления действия исключения единиц. Однако, все пере­
численные средства такого результата не дали. Например, програм­
ма вычислений по схеме: взять соотношение ( х , у ) , сдвиг х—*- х , 
у — « - у+1их ( m - = I , 2 , 3 ) , исключение девяток, исключение троек, 
исключение единиц - неизменно приводила к тривиальному соотноше­
нию, т . е . машина выдавала результат (W). 
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