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§ 1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ 
ПОВЕРХНОСТИ 

Будем изучать л-мерную поверхность, погруженную • в 
N-мерное проективное пространство. 

На протяжении всего изложения индексы будут пробегать 
следующие значения 
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I, J, К, . . . = 0 , 1, ..., N; £,/, ft,-..., p,q, ...=\,....,n; 

a.p,--, . . . - • - - « + 1 , . . . , # . 

Присоединим к поверхности подвижной репер, состоящий 
из N + 1 аналитических точек М0, Мь ..., Мм, совместив 
вершину М0 репера с текущей точкой поверхности и распо­
ложив вершины М0, Мх,...,Мп в касательной плоскости. 

Относительно такого репера дифференциальные уравнения, 
определяющие поверхность, принимают вид: 

а><- = 0, (1.1) 

а уравнения инфинитезимального перемещения репера запи­
шутся так 

dM0 -= w°M0 + <»<Мг, 

dMt = u>°M0 + (o*.Mft + ш«Л4в. (1.2) 

Последовательные продолжения системы (1.1) приведут к 
системе дифференциальных уравнений последовательности 
фундаментальных объектов поверхности [1]: . 

л а Л а да 

Рекуррентная формула имеет вид 
г~2г -

VA?...-,.../, — 2 |_(« + l)l(r—u—TjI^i-wAl+a-"'^"^ ~~ 
/ • • — ц — 1 р a о | a ; (1,3) 

где 

VA^ i . . . , r -=dA^ . . . , - - - - - ^A^ . . . ; r _^ ) + 

+ A t . - ^ + (''-1)A«...va)0, (1Л) 

а по индексам, заключенным в скобки, производится симмет­
рирование [3]. 

.Заметим, что поскольку подвижной репер,. присоединенный 
к поверхности (1.1), частично канонизирован (репер первого 
порядка), компоненты фундаментального объекта первого по­
рядка А" в формуле (1.3) имеют нулевые значения., i 
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§ 2. ОБРАТНЫЙ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ ОБЪЕКТ 

1. П. И. Швейкин показал, что если порядок соприкасаю­
щейся плоскости наинизшей .размерности, заполняющей про­
странство, равен р, то в аффинном пространстве компонентами 
фундаментального объекта порядка р можно охватить относи­
тельный инвариант поверхности [4]. Он .построил такой отно­
сительный инвариант / и для достаточно широкого класса по­
верхностей доказал, что этот относительный инвариант ОТЛИЧ­
НЫЙ от нуля. 

Оказывается, что величина, имеющая ту же конструкцию, 
что и инвариант / П. И. Швейкина, является относительным ин­
вариантом и в проективном пространстве [3]. 

В" настоящей работе мы будем предполагать, что соприка­
сающаяся плоскость второго порядка заполняет пространство, 
т. е. что Р---2. Воспользуемся инвариантом /, построенным 
•П. И. Швейкиным [4], [5]. В случае р = 2 этот инвариант совпа­
дает с инвариантом Вейзе [6]: 

j = •—,i.1.1,1 . i . 1 . 1 , 1 , i ,i , i ,i 
' l / l f t l ' l ' ' 2 '2 f t 2 '2 lmitnkmlm ' ' ' 

'"Ll?iXl? -• ininknln --'М--? JmL--C ( 2 -0 

- щаг 8<.l8№< - • • • bVc VZ x {2-2> 
X Ар...-.,, -.,.7., pmqm X Krti 

^duttU lmtM = **...%£?& • • • KX 
ea,...am, E'1 '" "—кососимметричные тензоры с единичными ком­
понентами, а т = N — п. 

Очевидно, инвариант / представляет собой однородный 
относительно А", многочлен степени 2/п/г. После приведения 
подобных членов многочлен будет состоять из слагаемых 
такого вида 

<-Л"-,Ло-, . . . А > - , (2.3) 

где а — постоянный множитель, а наборы индексов i j , . . . ,i2mn. 
/i> • • • > hmn B каждом слагаемом таковы, что каждое из зна­
чений, пробегаемых этими индексами: 1,2, . . . , « , встречает­
ся Am раза. 
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Отсюда следует, что если хотя бы в одном из множителей 
произвольного слагаемого (2.3) индексы i и / различны, то 
найдется среди этих сомножителей еще по крайней мере один 
сомножитель А\р у которого индексы будут тоже различные. 

2. Исключим ИЗ рассмотрения поверхности, для которых 
инвариант / равен нулю. 

В этом случае к поверхности присоединяется объект вто­
рого порядка Vy, компоненты которого являются частными 
производными логарифма инварианта по компонентам фунда 
ментального объекта второго порядка Ау{ 

VI-Щ. .",.!> 

В дальнейшем мы будем под / понимать инвариант (2.1) 
возведенный в надлежаще выбранную степень. 

Из формулы (1.3) следует, что компоненты фундаменталь­
ного объекта второго порядка Аац удовлетворяют следующей. 
системе дифференциальных уравнений 

dAf, = Afa! + Л>} - Л?;со£ ~ Л?/0>8 + А?УАш§. 
Пользуясь этой формулой и формулой, выведенной 

Г. Ф. Лаптевым [2]: 

где Xs8 — компоненты охватывающего объекта, Y9 —- компо­
ненты охваченного объекта, a Y<g = —-g, а также дифферен­
циальным уравнением, справедливым для любого относитель­
ного инварианта [2]: 

dK = К (Хо>{ + щ1 + ш°0) + К А 
находим, что компоненты объекта VlJ удовлетворяют следую­
щей системе дифференциальных уравнений 

dVli = _ V'M - V'M + V№ + VlJ4 + V&ug, (2.5> 
т. e. Va—тензор [1]. Будем называть этот тензор УЦ обрат­
ным фундаментальным объектом второго порядка. 

По, формуле, указанной выше, дифференциальное уравне­
ние относительного инварианта / имеет вид 

d In / == Xcoi + [1Шц + то + /йшо", 
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с другой стороны, из (2.4), имеем 
dlnl^V'JdA?,, 

Следовательно, 
Хш{ + ?«& + ш°0 + Ik4 = V4 {A.t,^t + A?*<oJ _ 

— Л ^ — л Х + Лг>А
0), 

или 
Х8^ + vt<4 + *4 + ->§ — 2VljA^-

- VXAfol - V'iKaiA + V'jAfa^. 
Откуда, сравнивая коэффициенты при одинаковых формах, полу-
ч а е м ' / Й -=И/Л^ (2.6) 
и 

v — — ^ /A? / . 
Свертывая первое равенство по индексам k и i n второе 

по индексам а и р, находим, что 
v== - —Х = ( N - я ) ц „ 

Положив v = — n(N—n), получим \ — 2{N — п), р. = —и 
И, следовательно, 

l / ^ / = (N-/ i)5 /i , ..' 
(2.7) 

Продолжая систему (2.5), получаем дифференциальные 
уравнения, которым удовлетворяет система величин третьего 
порядка (2.8): 

Vll • (2.8) 
v̂ ai — ̂ 4 + n \ 4 + .:,.... 

+ VlibU-V4Ali^a— . (2.9) 
- VljA^'y- VL'AH + 4 4 

Следовательно, величины (l/^. К/, A?y) образуют геометри­
ческий объект. 
16* ' 243 



§ 3. ОСНАЩЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ 

Основной задачей неметрической дифференциальной гео­
метрии поверхности является построение инвариантного осна­
щения. 

Оснащающей плоскостью или оснащением п-мерной по­
верхности JV-мерного проективного пространства мы будем на­
зывать (N—n—1)-мерную плоскость, инвариантно присоеди­
ненную к поверхности и не имеющую с касательной .плоскостью 
ни одной общей точки. Такая плоскость может быть задана 
(N—п) линейно независимыми точками 

• Ма = X|MP + Х . Х + Х°аМ0. (3.1) 

Так как точки 
Мп+1, . . . , MN;MU M2, ..., Мп;М0 

линейно независимые, то det | X£\ =/= 0 и, следовательно, за точ­
ки, определяющие оснащающую плоскость, можно принять 
точки 

Ма = НЩ - Ма + чЪМ1 + v°aM0, (3.2) 

где XaXp — §a и XpXY = <-". Таким образом, оснащающая ПЛО­
СКОСТЬ определяется системой величин (v£, v°), которая и будет 
называться системой относительных компонент объекта осна­
щения. 

При преобразованиях репера, связанного с текущей точкой 
М поверхности, компоненты v*,, v° объекта оснащения будут 
изменяться. Однако их. изменения должны подчиняться усло­
вию неподвижности ПЛОСКОСТИ, определяемой точками Ма. Эти 
условия выражаются уравнениями 

4 = й , . . (з.з) 
;где 6&—-пфаффовы формы. 

Подставляя в (3.3) дифференциал йМа, вычисленный диф­
ференцированием (3.2) с учетом (1.2), получим 

d%a •= (ш£ + v£u>$) Mp + (dv^ + viol! + coa + W ) Mt + 

; + К т ^ т { - ! т » ^ о = 

-eP(Mp + v X + ^ ) . 
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Полагая ш£= 0 и сравнивая коэффициенты при М_, М0, Mh 
находим 

-И + < + *Й=-Л^, 
<—Ж 

Теперь подставляя б| из третьей группы уравнений в преды­
дущие и полагая ы1

аФ0, получаем дифференциальные уравне­
ния поля оснащающего объекта (v̂ , v°): 

^а-~<+<к< (3-4) 

где . 
Vvd = --Va —vpmS + v.H 

VvO~dvO—vO № P. (3.6) 

Заметим, что компоненты v£ объекта оснащения образуют 
самостоятельный подобъект. Этот подобъект v£ определяет 
поле инвариантно присоединенных к поверхности (N — ^-мер­
ных плоскостей таких, что плоскость, соответствующая теку­
щей точке М поверхности, имеет с касательной плоскостью 
в этой точке М только одну общую точку М^М0. 

Объект (v£, v°) определяет инвариантное оснащение. 
Задача построения инвариантного -оснащения поверхности, 

внутренне определенного этой поверхностью, состоит в том, что­
бы .построить объект оснащения, охваченный фундаментальным 
объектом поверхности- ' 

С алгебраической точки зрения в проективном пространстве 
эта задача слагается из двух задач. 

Во-первых, надо построить охват подобъекта оснащения 
vjj, система дифференциальных уравнений которого разрешена 
относительно форм ш1

а. 
Во-вторых, надо построить охват остальных компонент v°, 

система дифференциальных уравнений которых разрешена от­
носительно форм v£u)̂  -f- tu°. 

Естественно, представляет интерес построение этих охватов 
фундаментальным объектом наинизшего 'ВОЗМОЖНОГО' порядка. 

В системе дифференциальных уравнений фундаментальных 
объектов (1.3) формы ш̂  появляются впервые, одновременно 
с формами ш£, в дифференциальных уравнениях фундаменталь­
ного объекта третьего порядка, а формы ш° - в системе диф-
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ференциал ьных уравнений фундаментального объекта четвертого 
порядка. Поэтому объект оси ащения (va, vg) можно охватить фун­
даментальным объектом не ниже четвертого порядка. Однако 
можно попытаться построить охват подобъекта оснащения 
va фундаментальным объектом третьего порядка. Для этого 
систему дифференциальных уравнений фундаментального объек­
та третьего порядка нужно разрешить относительно форм шг

а 
и исключить из полученных уравнений формы ш°. 

Можно предложить несколько вспомогательных приемов. 
Во-первых [3], из системы дифференциальных уравнений 

фундаментального объекта третьего порядка можно, при не­
которых дополнительных условиях, определить формы 

<^ Л >а- | ( 5 И+ 8 /Ч)- (3-7) 
Во-вторых, МОЖНО также при выполнении некоторых до­

полнительных условий' определить из той же системы формы 
6/ф = Л°;Шр — 8рША. (3.8) 

Наконец, следуя методу, предложенному Г. Ф. Лаптевым 
[2] для построения оснащения аффинной поверхности, можно 
построить объект третьего порядка (ha, А".-), дифференциаль­
ные уравнения которого в проективном пространстве оказы­
ваются разрешенными относительно форм 

%i = -(2N - п) ша + (и -|- 2) V%°h. (3.9) 
Далее, при помощи любых двух из форм 

можем определить формы ш1
а. 

В настоящей работе (§§ 4, 5) для построения оснащения 
мы используем формы 0"р и К 

§ 4. ОБЪЕКТЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА W^, Wgf 

1. Выпишем из системы (1.3) систему дифференциальных 
уравнений фундаментального объекта третьего порядка 

vAU — A?/ft<4, 
7 4 - - A ? ( ( A W - A , V l ) + A№»o. 

Перепишем вторую группу уравнений следующим образом 
VA?/fc = A?/(A?fcmp'-8fcfc

0) + 
+ А% (Д?-ш& - 8|ш?) + Al [А$,4 - Щ^) + A?/w J0. 
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Или, используя обозначения (3.8), 
VA?/ft = .Af-r/egjp + А?т т1

0. (4.1) 
Свернем компоненты A"-fe с обратным фундаментальным 

объектом Vy. Система дифференциальных уравнений полу­
ченных величии будет иметь вид 

VAfaV» = У'^Фт + [V'y&w + V№ik) 4 . (4.2) 
Или, с учетом соотношений (2.7), 

vA?,ftV? = [nb% + 2Vl
y%) е?р -f- {V'№lkl + 

+ У#А? /к) <4. . (4.3) 
Введем объект (4.4): 

W-5{ = /-8$8f + 2̂{cdot}v'A?/. (4.4) 
Из строения величин (4.4) Wy

lt следует, что они образуют 
тензор, охваченный фундаментальным объектом второго по­
рядка. Непосредственным дифференцированием убеждаемся, 
что компоненты тензора Wy\ удовлетворяют следующим 
дифференциальным уравнениям 

dW§ = Wyiw1 + W%<% - Wy-'Л — 
- ^ - O i l + ' ( ? W (4.5) 

Здесь и в дальнейшем под символом [i'.'.'.'i)m мы будем 
понимать величины, полученные при продолжении величин, 
снабженных набором индексов, указанным в скобках. 
В случаях, когда они используются в работе, мы будем их 
выписывать в явном виде. 

2. При обозначениях (4.4) систему (4.3) можно переписать 
следующим образом 

чЯрУ» = И ? % + {V>y
kA%kl + Vy%a

m) 4. (4.6) 
B системе (4.6) примем за неизвестные формы (3.8) б?р. 

ЧИСЛО ИХ совпадает с числом уравнений системы (4.6). 
Поскольку уравнения системы (4.6) являются линейными 

комбинациями уравнений системы (4.1), то для их линейной 
независимости необходимо, чтобы число их 'не превышало чис­
ла уравнений системы (4.1), т. е. должны .выполняться условия 
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или 
N~n< (и + 1)(« + 2) 

В настоящей работе мы ограничимся рассмотрением поверх­
ностей, для которых выполняется строгое неравенстве» в этих 
соотношениях, т. е. будем полагать, что 

(Л+1И.2+2) 
6 N-n< (4.7) 

Соотношения 
условие отличия 
компонент тензора 
маем сочетание (3/, а за 

(4.7) выражают одновременно необходимое 
от нуля определителя, составленного из 

где за номер столбца мы прини-
номер строки — сочетание fj, т. e. необходимое условие невырожденности тензора W\\, 

Позже мы увидим (см. § 6), что оно является существен­
ным для нетривиальное™ и других геометрических объектов по­
верхности. . 

З а м е ч а н и е . Если выполняется равенство 
(я + 1)(д-+2) 

б N—n = 

то, вообще говоря, тензоры D?//-, Dijk, построенные в § 6, 
имеют нулевые компоненты. Эти поверхности будут иссле­
дованы особо. 

3. Мы покажем теперь, что, например, для поверхностей, раз­
мерность которых кратна размерности нормального пространства, 
т. ё. n = k(N •— п), где k — любое 'целое положительное 
число, определитель W, составленный из компонент тензора 
Wy\, не равен нулю тождественно. 

Примем за номер столбца определителя сочетание верх­
них индексов р/ и за номер строки — сочетание нижних ин­
дексов. ri. Тогда определителю W можно придать клеточный вид 

W 

где каждая клетка WJ построена следующим образом 

w\ 
w\ 

wi 

w\\... 
w\\---

'wi\'-'-

wi 
w'l 

wi 

W\: 
W&i.WiRi 
wz+l- '• wp*A 1+2 j Wn+2j 

w,n+m t 
Wn+1 j 

•Vn+2 / 

w#l
m

l,w ,n+2 I 
n+mi 

ту/п+т ( w n+m i 
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Зададим компонентам фундаментального объекта второго 
порядка следующие начальные значения 

4 = ̂ *i- (4.8) 
Л"-И , „ = 1 , /здесь о— 1,.... т; m —N —/г;\ 

\ S — 0, ..., (й — 1) / 
А^ = 0 при остальных сочетаниях индексов. 

При таких значениях компонент Af. инвариант / (2.1) отличен 
от нуля [5]. 

Вычисляя по формуле (2.4) компоненты "•/{alpha}' (i =£=.}) и под­
ставляя значения (4.8) в полученные выражения, мы убе­
димся, что 

V'J = 0(i^i). (4.9) 
Действительно, любая частная производная 

уц = ЁМ 
а дА.4, 

представляет собой однородный многочлен степени 2тп — 1,. 
каждое слагаемое которого получено из (2.3) последователь-
ной заменой одного (каждого) из сомножителей Л" констан­
той АЧ, : 

iklk 

lk'k 

= 0, если сочетание (t-,/ft) отлично от сочетания (ij), 
= 1, если сочетание (lkjk) совпадает с 

сочетанием (if). 

(4.10> 

Таким образом слагаемые этого многочлена будут 
иметь вид 

Пусть i Ф ]. Тогда либо сочетание (ikjh) не совпадает с 
сочетанием (ij) и такое слагаемое (4.11), в силу (4.10), равно 
нулю, либо сочетание (i,Jk) совпадает с сочетанием (ij), т. е. 
1ьФ}и- B таком случае (в силу рассуждений, приведенных в 
§ 2, п. 1) в слагаемом (4.10) найдется по крайней мере еще 
один сомножитель Л".-, такой, что /. ф j - . Но такое слагае­
мое.(4.11) при значении (4.8) также равно нулю. 

Итак, мы показали, что при значениях (4.8) все компонен­
ты VlJ, у которых I ф}, равны нулю. 
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Подставляя значения (4.8) в часть первой группы уравне 
ний (2.7), а именно в уравнения 

'2л« VaAlk — N — п {k_ —• фиксированное), 
находим Vsffi sm+q&-smlq sm+q= ̂  ~~ n (по Ч суммирования нет) 
'{здесь q~ 1, ...,т; m = N — п.; s = 0, 1,.... (k — 1)), или 

V'ffi™* = N - п. (4.12) 
Остальные компоненты VlJ могут быть вычислены из уравне­
ний (2.4), но они не потребуются при доказательстве, и мы 
не будем их здесь определять. 

При заданных значениях (4.8) и найденных значениях (4,9) 
и (4.12) определитель W принимает клеточно-диагональный 
вид, причем клетки, расположенные по главной диагонали, 
имеют следующее строение 

я О П ni/sm+q sm+q ,n+q п 

U /J U ...AV п^2 As-i-fi/sra+(.{cdot}{cdot}-

0 
ra>sm+q — 

0 0 n...2V)№sm+q K%-qsn+q 

0 0 0 ...li+2Vs№sm+4^Us,n+q...O 

О О П ovs"f+-7-'"-(-•? Д.-+.7 „ 

«((7== l, ...,.*?z; m~N—n; s — 0, ..., (A — 1); k — коэффициент 
кратности) или, с учетом (4.8) и (4.12), 

п 0... 2/п ...О 
0 и... 2/п ...0 

Ws.n + .- • 
/г + 2m...O 

О 0... 2/п ...it 

= - я Л - 1 
л«-1 (2.N - п) ф 0. 

Таким образом, мы показали, что в пространстве перемен­
ных Л", в точке с координатами (4.8), определитель W ф 0, 
•следовательно, он отличен от нуля и в окрестности ТОЧКИ С 
координатами (4.8). 

Есть основания полагать, что для неспециальных поверх­
ностей определитель W не равен нулю тождественно. 
Однако мы не будем проводить здесь доказательства этого 
утверждения. 
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4. Исключим из рассмотрения поверхности, для которых 
•тензор Wpj— вырожденный. 

Тогда можно ввести обращенный тензор Wf-r компоненты 
которого связаны с компонентами тензора Wl.[ соотноше­
ниями (4.13): 

W t : W # - - $ - / ; Wl{Wa
y
l
t = b% , (4.13) 

Компоненты Щ, будут удовлетворять следующей системе 
дифференциальных уравнений:. 

dwl'i = Ц\< + wlWt - WZ№Y -
-V&Wi + ilfi/a. (4.14) 

§ 5. ОБЪЕКТЫ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА (A"fc, А«) , (h{alpha}, V[*). (l^V1*) 

И ПОДОБЪЕКТ ОСНАЩЕНИЯ ^0 

I. Возвратимся к системе (4.6) 
yA&fcVf =- №*$% + [%)t ш̂ . ' (4.6) 

Свертывая (Л"//,1/(Л) с тензором Щи и дифференцируя эти ве­
личины, мы получим систему разрешенную относительно 
форм в% (3.8) 

У.А?/*кЛ{=е?р + (?р)Ла,8. (5.1) 
Введем обозначения: 

4 - ~ - А ? Л ! (5.2) 
и перепишем уравнения (5.1): 

vA%^-B%+{%)k4. (5.V) 
.Или, с учетом (3.8), 

у-4?р •— — A?ftu>p + 8рш° + A?-fcU)o, (5.3) 
где 

А%к = - (##1^Л? /А* + W$feV>'lA?/ft + lf#\/$A"//-.)- (5.4) 
!Йз уравнений (5.3) и (5.2) следует, что величины [А%, Afu) 
.образуют объект, охваченный фундаментальным объектом 
третьего порядка. Мы используем этот объект для построе­
ния подобъекта оснащения. . B дальнейшем (§ 9) мы дадим 
этому объекту геометрическую интерпретацию. 
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2. Свернув систему величин (5.2) с обратным фундамен­
тальным объектом V*', мы получим: 

4 = Afty-f. (5.5) 
Дифференцируя (5.5) с учетом (5.3) и (5.2), находим 

7 ^ = » —(N —/l)a)^ + V?a)2+(v)fc»o. (5.6) 
Из (5.6) и (5.5) следует, что величины ( 4 , Vy

k) образуют 
геометрический объект третьего:порядка. 

3. По аналогии с аффинным пространством [2] строим 
объект hi: 

hk = ^[{2N-n)VL\ + V^lhVih], (5.7) 

где V'ai — свернутый по индексам I и / продолженный обрат­
ный фундаментальный объект V"/ (2.8). Непосредственным 
дифференцированием находим систему уравнений, которой 
удовлетворяют компоненты \hi 

Чка- = -(2Ы--п.)иа + (п + 2)Уа
к4 + {Ь)к4. (5.8> 

4. Теперь из дифференциальных уравнений (5.6) и (5.8) мы 
можем исключить формы ш£ ' ' 

V [(я + 2) U - ha] = - п (N - п - 1) ш(. + Ц)-. «J. (5.9> 
ВВОДЯ обозначения 

Pla = (n + 2)la~ha, (5.10> 
мы перепишем систему (5.9) так 

VPa = - 1 (N - П - 1) -4 + (а)й 4 . (5.1 1> 

Из системы (5.10), (5.11) следует, что величины р„ обра­
зуют геометрический объект, охваченный фундаментальным 
объектом третьего порядка. 

Сравнивая систему (5.11) с системой (З.4), приходим к за­
ключению, что pa с точностью до постоянного множителя 
совпадает с искомым подобъектом оснащения. 

З а м е ч а н и е . При N = / г + 1 все компоненты подобъекта 
•оснащения (5.10) равны нулю тождественно. 

Действительно,, в этом случае 
И $ . - № $ - ( « + 2 ) 8j[. 
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Следовательно, 
m^wu = j±-2bi 

Далее из соотношений (2.7) как следствие получаем 
Vah •— VNH — — А-ц/УNVN, • 

откуда, свертывая no k и h, находим 

Следовательно, 

-а = -.у = — - — 2 ^-v^.v-^-i/ft 

А£ = Л/г ^V^Ai/fc. 
Откуда 

p U p l v ^ O . (5.12) 
Заметим также, что при N == n + 1 в уравнениях (5.9) 

коэффициент при формах ш1
а равен нулю. 

Исключая из рассмотрения гиперповерхность, т. е. полагая 
N — п — 1 Ф 0, мы можем ввести объект 

Очевидно v o = =
n ( i v-n - i )P a ' (5-13) 

w.---< + W- (5 Л 4) 
Таким образом, нам удалось охватить фундаментальным 

объектом третьего порядка объект va, который и является 
искомым подобъектом оснащения. 

§ 6. ТЕНЗОРЫ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА Da
ilk, В[р В11, й а , ba, Dljk 

\. Рассмотрим систему величин D .̂ft, охваченную фундамен­
тальным объектом третьего порядка; 

D?iM = *t» + AhAw . (6Л) 
где скобки ( ) означают циклирование по индексам, заклю­
ченным в них. Очевидно, D«/fc симметричны по нижним индек­
сам. 

Дифференцируя (6.1), находим: 
--Я?/* = Vi + Dm«li + Dh< ~ (6 й) 

-Щ^-^цЛ + ШУо-
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Следовательно, объект Df.k — тензор. 
2. Свернем тензор Da

ijk с обратным фундаментальным объек­
том второго порядка Vj/. С учетом соотношений (2.7), (4.4),, 
(5.2) и (4.13) находим: 

-W-0'. 
то есть 

од*— о. (б.з> 
3. Введем систему величин By при помощи следующих 

уравнений 
В.. = Da DP .VprVls (6 4\ 

Величины 5 у , очевидно, образуют симметричный тензор. Диф­
ференцирование (6.4) дает 

<WU = .8yco{ + Ва*\ — 25//Во + (,>*. (6.5). 
4. Из компонент тензора By составим определитель В 

5 . - d e t | 5 y | . (6.6) 
Дифференциал этого определителя имеет вид 

dB = В (2«Н - 2/гшО) + ( )к а.*. (6.7) 

Следовательно,-S образует относительный инвариант третьего 
порядка. 

Покажем теперь, что4 например, для класса поверхностей, раз­
мерность которых кратна размерности нормального пространства, 
т. е. п= k(N—п), где k—любое целое положительное число, опре­
делит ель В не равен нулю тождественно. 

Зададим компонентам фундаментального объекта третьего. 
порядка следующие начальные значения 

А « = 0 , *=£/, 

А Х + Г ^ - 1 - ^ ; s - -=0 , . . . . (A-l ) , (4.8> 
m — N — п.; k — коэффициент кратности, 

Л«; -== 0 при всех остальных системах индексов а и i> 
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AfJk = 0, если I, j , к все разные, 
Aa

Hk — 0, если i Ф k, 

Asm+p sm+p sm+p = > ( O . o ) 

Aflt = 0 при остальных сочетаниях индексов а и г . 

Как мы уже нашли (§ 4, п. 3), при значениях (4.8) компо­
ненты обратного фундаментального объекта VJ- имеют такие 
начальны е значения 

V«---0, если 1Фи (4.9> 

V^"sm+p = т. (4.12) 

Остальные компоненты V'J не нужны для доказательства, 
поэтому мы их здесь вычислять не будем. 

Соответствующие начальные значения для других величин. 
будут следующие: 

Wn+p sm+q = - Р,. Я = 1, . . . , Щ m = N — II; 

Wff = 0, если к^-р и 1ф j , 

-4?Й-р==°. если Р*Я, 
ft—1 

Лп+р __ V Кп+р ysm+psm+pWQsm+p. 
•"sm+j-p 4-1 MX-sm+p sm+p sm+p K p "psm+p' 

Da..k = 0, если все индексы i, j , k разные, 
Df.k — 0, если i Ф k, 

D"-+P — п о Ф a 
sm+q sm+q sm+q ' г ~ Ч > 

D.+P _ _ N~2n 

sm+p sm+p sm+p 2N— n ' 

_ ( / • / _ 2 n ) - ( - V — n ) 3 

' ° " _ ' . (2.V—n)2 

Очевидно,определитель (6.6) отличен от нуля в точке про­
странства переменных Л", A*jk с координатами (4.8), (6.8), и, 
следовательно, он отличен от нуля и в некоторой окрестности. 
этой точки. Мы будем рассматривать только те поверхности,, 
для которых 

В ф 0. 
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5. Вследствие отличия от нуля определителя В мы можем 
ввести обратный тензор BlJ\ компоненты которого заданы 
уравнениями 

вЩк = Ч- (6-9) 
Дифференцирование этих уравнений дает 

•d.gy •-= - ВЧи\ — 5»ш/ + 2.fi</a>g + ('/)А<1>*. (6.10) 
Тензор BlJ' симметричный. 

6, Свернув тензор BtJ- с обратным фундаментальным объек­
том второго порядка V'J, получим тензор Ьа 

ba = BuV^. (6.11) 
Дифференцирование (6.11) дает 

^ „ « . V g - ^ ' - g + («)*< • (6.12) 
7, Свертывая контравариантный тензор BiJ' (6.9) с фунда­

ментальным объектом второго порядка Л?., получим тензор Ьа 

Ьа = В»А«р (6.13) 
компоненты которого удовлетворяют следующим дифференци­
альным уравнениям 

dba = — 6Рсв« + 6аш° + (а)Аш*. (6.14) 
8. Свернув тензор Dfjk c тензором ba, мы получим трех­

валентный симметричный тензор третьего порядка: 
DUk^baD?]k. (6.15) 

Очевидно компоненты тензора DyA удовлетворяют следую­
щей системе дифференциальных уравнений 

dDlJk = V ' + - /zX + А/Х ~ 3£>у*-"0 + djk)i «о. (6.16) 
Из уравнений (6.3) находим, что компоненты тензора Dyft 

удовлетворяют соотношениям 
DUkVlk~0. (6.17) 

З а м е ч а н и е . Из соотношений (6.3), так же как и из 
соотношений (6.17)., следует,. что п и N должны удовлетво­
рять условиям (4.7) 

Далее (см. § 10) мы выясним геометрический смысл по­
строенных тензоров D?tb, ba, DiJk и их связь с аналогичными 
объектами гиперповерхности [ 1J. 
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§ 7. ОБЪЕКТ ОСНАЩЕНИЯ (va , v°a ) 

•1. Г. Ф. Лаптевым [1] было построено инвариантное осна­
щение гиперповерхности, охваченное фундаментальным объек­
том четвертого порядка. 

В настоящем параграфе мы исключим из рассмотрения 
гиперповерхность и будем строить оснащение /г-мерной поверх­
ности 1 < j V - n < ("+ Д я+ ) ПрИ помощи построенного нами 
(§5) подобъекта оснащения ч1

а (5.13), охваченного фундамен­
тальным объектом третьего порядка, и некоторых объектов 
четвертого порядка. 

2. Продолжив систему (5.14) мы найдем систему диффе­
ренциальных уравнений, которым удовлетворяют величины 
четвертого порядка 

•vift, (7.1) 

-возникшие в дифференциальных уравнениях (5,14) 
i i л р i , i д и i i«i о -л о , it \ i iry o\ 

Vvafc = vpA'№o>a + vaA№m,- — vao-,w< - 8fecua •+ \ak)l щ. (7.2) 
3. Составим теперь следующую систему величины четвер­

того порядка 
vS.— - | ( v S f t + v g v ^ ) , ' (7.3) 

где vafe - свернутые по индексам i и k величины (7.1), а 
vp - подобъект оснащения (5.13). 

Дифференцируя, с учетом (7.2), (5.14) и (1.3), находим 
yv° = v£u>° +- o>a + (а)/- 4 . (7.4) 

Следовательно, величины (v„, v£) образуют объект, охвачен­
ный фундаментальным объектом четвертого порядка. 

Сравнивая уравнения (7.4) с уравнениями (3.4) и (3.5), 
убеждаемся, что объект (v„, v„) является объектом оснаще­
ния. 

§ 8. ОБЪЕКТ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА (А$у,- Л£р, Л?-) 

1. Свернув объект А% по индексам а и р, получим систе­
му величин 

Ак-А%*, (8.1) 
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удовлетворяющих следующим дифференциальным уравнениям: 

&Ah .-= At4 ~ Ak4 - AWa + (/V - ti) 4 + А1ащ, (8.2) 
где Ам — свернутые по индексам а. и [3 величины (5.4). 

Величины Aft вместе с Л,™ образуют объект, охваченный 
фундаментальным объектом третьего порядка. 

Заметим, что в случае гиперповерхности величины Ak с 
точностью до числового множителя совпадают с величинами 
h (2-6). 

Действительно, 
А - Л ^ - - - А ^ ^ Й = - - - 1 - 2 / / ( . (8.3> 

2. Определим систему величин АкЬ симметричных по индек­
сам Ы, следующими уравнениями 

Л 1 - т ( - 4 « + Л*). (8.4> 

Продолжая систему (8.2) и подставляя полученное выра­
жение для clA,tt в дифференциал (8.4), мы получим систему 
дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют вели­
чины (8.4) 

dAkl — Ak}4 + Ад4 — 2АМ<А - ЛАо>? - A^l + 
+ Л Д 4 ~ Лед < +' (-V - я + 1) Aw «»э + ( « И • (8.5> 

3. .При помощи величин Аы (8.4) строим систему величин,. 
охваченную фундаментальным объектом четвертого порядка. 

h = ~{A!ll + Aa
kyAl)Vktl. (8.6> 

Дифференцируя (8.6) с учетом уравнений (8.5), (5.3) и (2.5) 
и упрощая полученные уравнения при помощи соотношений 
(5.2), (4.13) и (4.4), находим систему дифференциальных урав­
нений, которым удовлетворяют величины (8.6): 

dk = ly<~ h4 + [А„Ц + Л&) <4 + 
+ (N-^+l)™p0 + (.-)ft<4. (8.7> 

4. При помощи величин 1а, А%р, ро, Ак и компонент Л?/ и 
Va строим величины Ap7, охваченные фундаментальным объек­
том четвертого порядка: 

А&у = Л - Г ^ + Т ^ -"^ + ° Ив8"' Л/г + А*т 8?)Р* — 
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где 

_л е , , - ' , , . -? < - 'П_1_ Г °' л о. A I -a k 
a&kl Ре Р(|3»-ч)] I + а y ЛА/ Р(Р P Y ) — -A/Ml- Pv) 

= ^ITv-TT-T) ПРИ Л/ ^ /г + 1, 
= 0 при N — п + 1, 

(8.8) 

(8.9) 

а по индексам, заключенным в скобки, производится симмет-
рироваиие, 

Дифференцируя (8.8), находим 
rfApv -= Л"-/ор + ApE «4 — -40vO)° — 

- Ap
n
Y ш§ -h A/?(P о,*, + 3^°,+ (gv)fc 4 . (8.10) 

Заметим, что в случае гиперповерхности, в силу условий 
(8.9) ApY совпадают с /р (8.6), а система дифференциальных 
уравнений (8.10)* сводится к системе (8.7). 

Таким образом, мы построили геометрический объект 
(ApY, Asp, Л"/), охваченный фундаментальным объектом чет­
вертого порядка. 

§ 9. ПУЧОК СОПРИКАСАЮЩИХСЯ МНОГООБРАЗИЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА 

1. Рассмотрим присоединенное к поверхности 
ш а = 0 (1.1) 

поле многообразий, каждое из которых задано относительно 
соответствующего репера системой N — и уравнений 

C W = 0 , (9.1) 
где CfKr,= Cfa. 

При фиксации первичных параметров шй (5) = 0 коэффициен­
ты C'jK удовлетворяют вполне интегрируемой системе урав­
нений 

ЬСЪ< -=- С?-.«& (й) + (%Wi (3) + Op (3) ClK. (9.2) 
Следовательно, система дифференциальных уравнений поля 
многообразий, каждое из которых определено системой (9.1), 
имеет виД: 

^ - c ^ + c>H f i f t + c$, IKI%-_ (9-3) 
2, Потребуем, чтобы многообразие (9.1), соответствующее 

точке М поверхности (1.1), имело с поверхностью в этой точ-. 
ке касание второго порядка. Это требование приводит немед­
ленно к следующим соотношениям 
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Соао = 0; Соа
; = 0; С?/ — - А?}. (9.4) 

Кроме того, пронормируем коз ффициенты Сх/с так, чтобы 
С"р = 5^' (9.5) 

Тогда, из системы (9.1) с учетом (9.4), получим 
0£(5) = -ш«(8) — ш°о(8). (9.6) 

В силу соотношений (9.4), (9.5) и (9.6) система (9.3) примет 
вид 

(a) dflj = С?,а>\ + С>< - С Ц - С?/<о° + CStog. 

(6) dC% -= С?рю{ + C > £ - СУрш« - С?эо>3 + 

+ 8|шО-А?^+е?р^, (9.7) 
(в) dCgY = ( ->* + CpVY - C|VCD« -

- <-->о° + «-ОД + С&ш* + ВЭД + 
+-p-o» + 5pv*< 

Уравнения (9.1) можно теперь переписать следующим образом 
— AlxW + 2Cfyxbjt? + 2x°x* + ChiPx< = 0. (9.Г) 

Для поля таких многообразий (9.10 уравнения (9.7а) удов­
летворяются в силу соотношений С(°= - А " / . 

Если теперь положить 
С&----4&, (9.8) 

где А% введены в (5.2), и 
CgY=-AgY+v6a6p6Y, (9.10) 

где V-любой абсолютный инвариант поверхности (1.1), а ApY 

бр и- Ьа введены соответственно в (8.8), (6.11) и (6.13), то 
будут удовлетворяться и.остальные уравнения системы (9.7). 
Таким образом, мы получили пучок полей инвариантно присое­
диненных к поверхности (1.1) соприкасающихся алгебраиче­
ских многообразий (9.11) 

• • Л"***/ - 2х°ха — 2Afyx*W — (A«v + чЬЧфу) х$хч =- 0. (9.11) 

Позже мы увидим (§ 10), что пучок (9.11) является одним 
из возможных обобщений пучка поверхностей Дарбу на слу­
чай n-мерной поверхности. ' 
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§ 10. ПУЧОК ГИПЕРКВАДРИК ДАРБУ 

1. Потребуем, чтобы пучок многообразий (9.11), соответст­
вующий точке М поверхности (1.1), имел с поверхностью ка­
санье третьего порядка, т. е чтобы многообразию (9.11) при­
надлежали с точностью до величины третьего порядка малости 
точки 

M + dM + 1 сРМ + ~ dsM. 
Это требование немедленно приводит к необходимости выпол­
нения системы уравнений (10.1) 

или, учитывая (6.1), системы 
D»ftoWco*.-0. (10.1') 

Отсюда следует, что пучок полей многообразий (9.11) может 
иметь с поверхностью (1.1) касание третьего порядка толысо 
в случае, если тензор Dfjk = 0. Если же это тождество не 
имеет места, то при N — и < п. — 1 система (10.1') выделит 
на поверхности (1.1) подмногообразия, вдоль которых пучок 
(9.11) имеет с поверхностью касание.третьего порядка. 

Это дает основание назвать тензор Щк — по аналогии с 
классической проективной дифференциальной геометрией — 
тензором Дарбу, а пучок многообразий (9.11) — пучком мно­
гообразий Дарбу. 

2. Свернув систему (9.11) с тензором Ьа (6.10), получим 
пучок полей инвариантно присоединенных к поверхности (1.1) 
гиперквадрик, имеющих с поверхностью касание второго по­
рядка 

А х Ь ^ ж ^ - О , (10.2) 
Г д е 

6аС«~0; A.C0V=0; 
ЬгС^-Ьц (Ю.З) 

Требуя, чтобы пучок полей (10.2) имел с поверхностью 
(1.1) касание третьего порядка, приходим к условию 

• ' • DyjcoWto* «= 0, • (10.4) 
где DiJk=baD?ih/ . (6.14) 

Итак, компоненты тензора Dijh являются коэффициентами 
уравнения конуса третьего порядка, вдоль образующих которо-
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го 'пучок полей соприкасающихся гиперквадрик (10.2), соответ­
ствующий текущей точке М, имеет с поверхностью (1.1) каса­
ние третьего порядка. Будем называть тензор Diih — обобщен­
ным тензором Дарбу, а пучок гиперквадрик (10.2), где коэф­
фициенты подчинены условиям (10.3) —пучком гиперквадрик 
Дарбу. 

3. Выясним теперь связь между построенными геометриче­
скими объектами и некоторыми геометрическими объектами 
гиперповерхности (см. [1], стр. 354—382). 

* 
При N = п + 1 компоненты тензора WaJj — константы 

Тогда из (5.2) следует, что объект третьего порядка 
(Л" , Л".) является обобщением кзазитгнзора (Ьк, аи), введен­
ного в работе Г. Ф. Лаптева [1]. 

Тензор (6.1) Df.k сводится к обобщенному тензору Дарбу 
bljk, а соотношение (6.3) обобщает свойство аполярности тен­
зора D" обратному фундаментальному объекту второго по­
рядка а1К Тензоры Ви и В'./, взеденныз в (6.4) и (6.9), сво­
дятся к двухвалентным тензорам Ь1} и biJ\ а тензор Ьа (6.11) 
является обобщением относительного инварианта Ь0 —-основ­
ного дискриминанта третьего порядка гиперповерхности. 

Объект четвертого порядка (8.8) (A« , А" Лу является 
обобщением квазитензора четвертого порядка (/, atj, b,t). Тен­
зор (6.15) Dl]k сводится вместе с тензором Da

ijti к тензору 
Дарбу Ът, Пучок (9.11) инзариантно присоединенных к по­
верхности полей соприкасающихся многообразий совпадает с 
пучком (10.2) и станозится каноническим пучком соприкасаю­
щихся гиперквадрик. 

Система (10.1') сводится к уравнению (10.4), которое при 
л = 2, .V----3 является уразнением линий Дарбу. 
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