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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 4-ГО ПОРЯДКА 
С НЕГЛАДКОЙ ЛИНИЕЙ ВЫРОЖДЕНИЯ 

Рассмотрим уравнение 
[д2/дх2 + sgn (ху) д2/ду2] (д2/дх2 ~ д2/ду2) и = 0. (1) 

Пусть £ —прямоугольник, ограниченный отрезками характе­
ристик АВ: х + у = \, 0 < л : < 1 , ВС: у — ; с = 1 , CD: х + у = 0, 
AD: х~ у = 1 уравнения (1), ООг — отрезок прямой у~ х = 0, 
0 < л : < 1 / 2 . Обозначим 2Х = 2 р {у < 0}, ®2 = ®[){х < 0}, &3 = 
= 2 П { л > 0 , у > 0 } . 

Рассмотрим следующую задачу. 
З а д а ч а 1. Найти функцию 

«(*, У ) 6 О Д П С 2 ( ^ \ С Ю ' ) П C»[(2Ui4fi)\OCKJ, 
удовлетворяющую уравнению (1) в &! ( J 2 2 U ( 2 3 \ 0 0 ' ) и гранич­
ным условиям 

ди/дп\ол = %1(х), 1 / 2 < л : < 1 , ди/дп\св = %2(у), 1 / 2 < у < 1 , 
^/<?/г2 |5Л-ср0(д;), 0 < * < 1 , «|С В = Ф 3 (^ 1 / 2 < у < 1 , 

и\ос = ^(У)> 0 < у < 1 / 2 , u\0D = ty5(x), 0 < д : < 1 / 2 , 
где п — внешняя нормаль. Будем предполагать, что 

ф01 (х) = (1/2 - л ) 2 + 1 ( 1 - * ) 2 + Ч п (х), 1/2 < х< 1, 

Ф02 (Ĵ ) = (1/2 — >02+£ (1 — У)2+£ Ф12 (^), 1 / 2 < у < 1 , 0 < е < 1 , 
где ф'п, <|/12 £ / / [ 0 , 1], а функции ф3, ф4, ф5 — трижды непрерыв­
но дифференцируемы. При этом фш (1) = Фо2(1) = 0, ф3(1/2) = 
= ф4(1/2), ф4 (0) = Фб (0)- Кроме того допускается, что частные 
производные 3-го порядка функции и(х, у) могут обращаться 
в бесконечность порядка ниже единицы вблизи точек О, А, В. 

Замена v(x, у) = ихх — иуу дает следующую задачу. 
З а д а ч а 2. Найти функцию v (x, y)^C(Q)f\Cl(Q[)AB)9 удов­

летворяющую уравнению 
Vxx + sgn (xy) vyy = 0 (2) 

в Q i U ^ U ^ и граничным условиям 

v\DA = V2¥0i(*) = bi(x)> 1 / 2 < л < 1 , 

^ 1 с т = - > / 2 Ф ю О ' ) = Ф»2(У). 1 / 2 < у < 1 , 

<?г>/Л* / м = V2 сро W - т (*), 0 < х < 1. (3) 
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Кроме того допускается, что частные производные vx> vy 
вблизи точек О, Л, В могут обращаться в бесконечность по­
рядка ниже единицы. 

Отметим, что аналогичная задача для уравнения Лаврентье­
ва — Бицадзе рассматривалась в [1] и [2]. 

Как и в работе [1] ограничимся случаем ср(х) = 0. 
При решении задачи 2 методом интегральных уравнений 

основную роль играет функция Грина задачи Неймана, кото­
рую можно определить согласно [2] следующим образом. 

О п р е д е л е н и е . Функцией Грина задачи Неймана для урав­
нения (2) в области 23 называется функция G (z, С) двух точек 
z£Qz, С£2 3 , обладающая свойствами: 

1) у С £ 2 3
 о н а представима в виде 

G(z, С) = - ( 2 * ) - Ч п | г - С | + §(г, С), 

где функция g (z, 0 по переменной z принадлежит классу С1 (23) 
и гармоническая в 23, 

2) V t £ 2 3 удовлетворяет граничному условию по z 
dG(z, Q/dn\dQz = h(z), 

где h (z) — произвольная кусочно-непрерывная функция, для ко­
торой 

f h (z) dsz •== — 1. 
as, 

Приведем одну теорему, которая доказывается аналогично 
теореме 2 в [2]. 

Т е о р е м а . Пусть & — область, расположенная симмет­
рично 23 относительно отрезка OS, Q" = 23 U 2 ' U OB, 2W — 
область, расположенная симметрично 2" относительно от­
резка (—1, 1) вещественной оси, 2*=2' / |J2 , f |J(—1, 1)- Пусть 
функция р = w (С) конформно отражает 2* яа дгдуг | ( 3 | < 1 , 
причем так, что отрезки ОА, ОБ преобразуются в себя и 
о)(0) = 0, со (1) = 1, o)(i) = i. Тогда функция Грина задачи Ней­
мана в области 23 имеет вид 

О (г, Q = G* [о (г), со (С)] + G* [ ^ Г , со (С)] + 

+ Gm[-u(z), со (С)] + G4-u>(z), (D(C)1, (4) 

гд£ Q* — функция Грина задачи Неймана в единичном круге 
| г | < 1 , которая определяется формулой 

О*(г, с) = - ( 2 т с ) - 1 1 п | С ~ - 2 | | 1 ~ г С | . 

Заметим, что функция р = «> (С) найдена в работе [3]. 
Пусть v (х, у) — решение задачи 2. Обозначим 

v (*, 0) - •с1 (х), v (О, у) = т2 (у), 
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dv(x, 0)1 дп = —dv (x, 0)1 ду = — vx (л;), | 
dv (О, у)/дп = - ^ (О, j;)/*?* = - v 2 (;/) J ' 

Рассматривая функцию v(x, у) в области &3
 к а к решение 

задачи Неймана с граничными условиями (3), (5), представим 
ее по формуле (9) работы [2], где О определяется соотноше­
нием (4), а постоянная находится из условия v (О, 0) = 0. После 
этого находим, что 

*i<x) = <?(*) + Ci> 0 < л < 1 , *2(У) = 4(*У)+с2, 0 < j / < 1, (6) 
1 1 

Я (*) = ~ J G (z, e) vj ft) d\~~ ^G (z, iri) v2 ft) </TJ. 
о о 

Основные соотношения между xt и v h т2 и v2, перенесен­
ные из областей Qx и 2 2 , имеют вид соответственно 

т; (х) + v, (Л:) = 2ф21 [(л + 1)/2] = <h (х), 0 < х < 1, | 

2̂ (У) + 2̂ 0>) = Щ2 1(У + 1)/21 = ф2 (У). 0 < j / < 1. J ( 7 ) 

Пусть р = со (С) — функция, удовлетворяющая условиям тео­
ремы, X (Р) = с*)-1^). Произведя в сооотношениях (6), (7) взаимно 
однозначную и непрерывную замену переменных [4] х = Х(а1)г 
j / = — A ( i a 2 ) , S = ^(Pi), т] = — iX(£^2)9 согласно (4) получим 

т-; ы+#*(«*)=/*(«*), (8) 
7 '*(а*) !=т11 п , р*~а* , / 1~в*р* , Л^ ( Р* ) й ? р*-

1 

0 

0<ak< 1, A, y = l, 2, >fe^y, 
где приняты обозначения 

Tx («i) = ^i [̂  fa)], ЗГ2 (a2) = т2 [ —Д (/a2)], | 
Nx ( a j - v4 [X (a i)] V ( a i) , M> (a2) = v2 [ - Д (ia2)IX7(ia2), l (Ю) 
/ i («i) - Ф1 [X fa)] X7 (a,), / 2 (a2) = ф2 [ - A (ia2)J X'(ia2). J 

Исключая 7^ (aj и Г2 (a2) из соотношений (8), (9), будем 
иметь 

1 2 

о 
1 2 

* J v Ь + v ] + a* Р/ / 
0 
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0 < а л < 1 , ky У = 1, 2, ft^y. 
Из (10) следует, что / t , / 2 £ Я [ 0 , Ч, / ; , / 2 € # * [ 0 , Ч-

Поступая аналогичным образом, как и в работе [5], решение 
системы (11) найдем, решив следующую задачу. 

Определить голоморфную в четверти круга | а | < 1 , R e a > 0 , 
Im а > 0 функцию F(a) = 6г(а1, а2) + iv (04 , а2), непрерывную 
вплоть до границы, удовлетворяющую условиям 

ди/дп\т = 0, г>(0, 0) = 0 (12) 
и (8), где т : | atI" = 1, R e a > 0 , l m a > 0 , 

Г ^ ^ О ч . 0), r ; ( a 2 ) ^ t / a 2 (0 , a2), 

Nx («0 - ^ («i , 0), N2 (a2) = ^ (0, a2). 

Для решения этой задачи применим принцип симметрии. 
Учитывая условия Коши — Римана, из (12) получим v\f = 0. 
Тогда заключаем, что функция F(a) аналитически продолжает­
ся через ^ на квадрант Re a > 0, Im a > 0, причем 

U«x («1 , 0) - Ua2 (ax , 0) = -a j -2 /г № ) , К *i < 00, 

*Л, (0. a2) ~ Цн (0, a2) = ~ a ~ 2 / 2 (l/a2), 1 < a2 < 00. 

Итак, пришли к задаче: 
В квадранте R e a > 0 , l m a > 0 определить аналитическую 

функцию F(a) по условиям (8) и (13). 
Обозначая Ф (а) = (1 + i) Ff (а), производя конформное отоб­

ражение w = a2, получим следующую задачу. 
В полуплоскости Im w > 0 определить функцию ЧГ (w) = Ф(К^) 

по условию на вещественной оси 

ReV(t) = fl(Vl), 0 < * < 1 , ImW(0 = - r 1 / i ( l / V 7 ) , 1 < / < о о , 

Re4T(0= / 2 (K=F) , - К К О , I m T W ^ - r V a a / V ^ ) , 
— о о < К — 1 . 

Представим функцию 4Tt (ад) = в («;) ЧЕТ (w) (где 9 (ад) = 
= 1/1/" 1 — ад2, 9 (0 > 0, — 1 < К 1) при помощи интеграла 
Шварца. Затем произведем обычные преобразования и вернем­
ся к функции F'(а). Будем иметь 

/*(а) = - Д (т, а) + /2(т, а), 

1 1 

Л(т, " ) - 1 + / fl/1""** zfk{dd% 1 1+* Pi/"1""*4 ^ ^ ^ 
* J Г 1—т:4 т2 + (—1)M « J V 1 — * 1+(—1)*Л** 

о о 

* = 1, 2. 
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Откуда 
^ ( « i ) = */.,(«!. 0) = - Im[/ 7 / (« 1 )J +

 > 

Л^2 (а2) = £/в1 (0, ос2) - Re [/=" ( i a 2 ) ] + , 
i i 

1 f /„ Ч , 1 f T /7 ( ^ , Т) Д (т) flfc 1 Г ^ ( ^ Л ) Л М ^ 
1 — т%1 

О 
1 Г */?(«*, ^)fj(t)di 1 .-тЗ/7(ял, z)fj{z)dz 

J T2 + 4 Т J 
о * о 

я J т2 + 4 я J 1 + т*а| 

/} 
Используя формулу дифференцирования интеграла типа Ко­

ши [6], можно убедиться, что Л^ (ах), Л^(а2)£Я[0, 1]. 
Из (10) найдем \ (х) = Nx [w (х)] w' (л;), 0 < х < 1, 

42{y)=N2[iw{iy)]w'{iy), 0 < у < 1. 
Откуда следует, что \ (х), v2(j/)£//(0, 1). 

Далее из (8) можно найти zx (х) и ^2СУ)- После этого реше­
ние v (х, у) задачи 2 находится в £3

 к а к решение задачи Ней­
мана, а в Q{ и 22 — как решение задачи Коши. 

Наконец, поступая так же, как и в работе [3], находим ре­
шение и (х, у) задачи 1. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, что указанный метод решения за­
дачи 2 применим и в случае, когда отрезок АВ заменяется 
произвольной простой дугой Ляпунова а, при этом основная 
трудность состоит в изучении поведения функции $ = w(Q 
в точках С = 1, /- В частности, если а оканчивается сколь угод­
но малыми дужками окружности J С | = 1, то w(Q аналитична 
в окрестности этих точек. 
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