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П Р О Б Л Е М А Р А В Е Н С Т В А В М Н О Г О О Б Р А З И И Г Р У П П , С О Д Е Р Ж А Щ Е М Л2(% 

В . И . Е П А Н Ч И Н Ц Е В , Г.П.КУКИН 

П . С . Н о в и к о в D J д о к а з а л , что п р о б л е м а р а в е н с т в а в т е о р и и групп 
а л г о р и т м и ч е с к и н е р а з р е ш и м а . В . Н . Р е м е с л е н н и к о в [123 п о к а з а л , что при л ю ­
бом П. , п ~9 5 > с у щ е с т в у е т г р у п п а , к о н е ч н о - о п р е д е л е н н а я в м н о г о о б р а -
зии г р у п п , р а з р е ш и м ы х с т у п е н и п , с н е р а з р е ш и м о й п р о б л е м о й р а ­
венства . 

С д р у г о й с т о р о н ы , Ф . Х о л л И у с т а н о в и л , ч то л ю б а я к о н е ч н о - п о р о ж ~ 
денн а я группа из м н о г о о б р а з и я CL 71г ф и н и т н о а п п р о к с и м и р у е м а . Т е м 

С 

самым г р у п п а , к о н е ч н о - о п р е д е л е н н а я в иь 0Uг , имеет р а з р е ш и м у ю п р о 
блему р а в е н с т в а . 

А в т о р ы и н т е р е с о в а л и с ь п р о б л е м о й р а в е н с т в а в м н о г о о б р а з и и г р у п п 
Л 1% . В р е з у л ь т а т е п о л у ч е н а т е о р е м а , о б о б щ а ю щ а я т е о р е м ы П . С .Но -
I 

викова и В . Н . Р е м е с л е н н и к о в а . 
Т Е О Р Е М А 1 . П у с т ь Ш ~ л ю б о е м н о г о о б р а 

з и е г р у п п , с о д е р ж а щ е е $1201 . С у щ е с т в у е т 
г р у п п а , к о н е ч н о - о п р е д е л е н н а я в м н о -
г о о б р а з и и /$%Ь . п р о б л е м а р а в е н с т в а в 
к о т о р о й а л г о р и т м и ч е с к и н е р а з р е ш и 
м а. 

С Л Е Д С Т В И Е . С у щ е с т в у е т г р у п п а , к о н е ч н о -
о п р е д е л е н н а я в м н о г о о б р а з и и г р у п п , 
р а з р е ш и м ы х с т у п е н и п , ft > 3 > с н е р а з 
р е ш и м о й п р о б л е м о й р а в е н с т в а . 

Н а м и д о к а з а н о ( т е о р е м а 2 ) , что в м н о г о о б р а з и и г р у п п Щ ЭЯ2С% 

п р облема и з о м о р ф и з м а нераз р е ш и м а . Д л я слу ч а я 
М-многообразия всех 

групп этот р е з у л ь т а т п о л з ч е н С . И . А д я н о м [3 ] ,а д л я с л у ч а я Щ — (Х"-

А . С . К и р к и н с к и м и В . Н . Р е м е с л е н н и к о в ы м [ 5 ] . 
© Ижстггут т т ш т ш СО АН СССР, 197S 
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М е т о д н а ш е й р а б о т ы б л и з о к к м е т о д у с т а т ь и Г . П . К у к и н а l_6J , д о к а -
з а в ш е г о т е о р е м у , а н а л о г и ч н у ю т е о р е м е 1 , д л я а л г е б р Л и . С л е д у е т о т м е 
т и т ь , что новая С т е о р е т и к о - г р у п п о в а я ) с и т у а ц и я п о т р е б о в а л а с у щ е с т в е н н о 
изменить к о н с т р у к ц и ю из раб о т ы L6J • 

Т е о р е м а 1 п о л у ч е н а а в т о р а м и п р и с о в м е с т н о й р а б о т е , т е о р е м а 2 -

Г . П . К у к и н ы м . 
Было б ы и н т е р е с н о р а с с м о т р е т ь п р о б л е м у р а в е н с т в а д л я ц е н т р а л ь н о -

м е т а б е л е в ы х групп и а л г е б р Л и . 

§ 1 . Б а з а к о м м у т а н т а с в о б о д н о й г р у п п ы 

Как о б ы ч н о , б а з о й с в о б о д н о й г р у п п ы н а з ы в а е т с я м н о ж е с т в о ее сво -
бодных п о р о ж д а ю щ и х . Э т о т п а р а г р а ф п о с в я щ е н о т ы с к а н и ю баз к о м м у т а н т а 
с в о б о д н о й г р у п п ы . 

Мы и с п о л ь з у е м с л е д у ю щ и е о б о з н а ч е н и я : [<2, £] = Q~'&~*' d i - к о м м у ­
татор э л е м е н т о в CL г 6 > 

[aj,..., c,d] = 1/2, i,..., с], cQ . 

С п р а в е д л и в ы т о ж д е с т в а Ф . Х о л л а ( с м . [J3 , с. З О Д ] ) и их с л е д с т в и я '• 

и) 
U ) 

13) 

U) 
&. id-la,&%,сПа, &йф7'& foflte 

&, i b > la] $Т< 1а,еТ ll oaf la, la,ci] ll ш]. 
Пусть itr- с в о б о д н а я г р у п п а с б а з о й |tf . . ,, Q. } Мы с ч и т а -

е м , что Q ^Ct"^^ Q, CL ~~^ Э л е м е н т ы вида 
\а-, и/] 

где UT - слово в а л ф а в и т е [а-] , с р а в н и в а е м л е к с и к о г р а ф и ч е с к и с л е ­
ва н а п р а в о . При этом [а., Iff] < \q£ , iff iff J 
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> сводится к п р е д ы д у щ е м у . 
З а м е т и м , что,в силу ( ч ) 

ЛЕММА 1 Б а з а к о м м у т а н т а с в о б о д н о й 
г р у п п ы с о с т о и т и з в с е х с л о в в и д а 

/* = ± / , е с л и / 7 . = / 7 . . T O | ? . = f , 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О • В н а ч а л е п о к а ж е м , что л ю б о й к о м м у т а т о р Я в ~ 
л я е т с я п р о и з в е д е н и е м к о м м у т а т о р о в ( 8 ) ( и о б р а т н ы х к н и м ) . 

С. f. 
Пусть Ц = а - 1 > (Т=(2У . П р е д п о л о ж е н и е О J не у м е н ь ш а -

ет о б щ н о с т и При £. = / к о м м у т а т о р \# lf\ и м е е т вид ( 8") П р и 
£ ь — — / п о л ь з у е м с я ф о р м у л о й ( 6 ) , к о м м у т а т о р в ы р а ж а е т с я ч е ~ 
рез к о м м у т а т о р ы вида ( 8 ) : 

Теперь Ц=а?1&* , С =• (2^ ^ , где ^ ( '£ = /. i>, ... С н а ¬ 
чала В- = 1 , £ • = 1 . В силу р а в е н с т в а (2) 

Первый м н о ж и т е л ь имеет вид ( 8 ) . В т о р о й м н о ж и т е л ь а н а л о г и ч е н [ ^ ^ г ] , 

j_iq (- м е н ь ш и м п о к а з а т е л е м ^ • ^ у • ^ е с л и •f / то о н ви* 
да ( 8 ) ) . П р е д с т а в и в е г о в^виде п р о и з в е д е н и я к о м м у т а т о р о в (8) и о б р а т ­
ных к н и м , в о с п о л ь з у е м с я ф о р м у л а м и ( 3 J , ( 6 ) . Э т о д а с т в ы р а ж е н и е ком­
м у т а т о р а через э л е м е н т ы ( 8 ) . 

Пусть 8- = / 2 • Р а в е н с т в о ( 3 ; д а е т н а м , что 

Т а к и м о б р а з о м , все свелось к а н а л о г и ч н ы м к о м м у т а т о р а м с м е н ь ш и м п о к а -
зателем Z' ~ / У &• . О и 

Е с л и же Т О 
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\[а а* а*е а*1 а'П а " . * ] = 

/ zf-/ 

теперь u=a™1... аУ , iT= аУ :.\ aj* , е с л и ? • > / , 

то р а в е н с т в о ( з ) с в о д и т д е л о к м е н ь ш и м з н а ч е н и я м £ : 

E сл и то ра б о т а е т ф о р м у л а (, 2 ̂  п о н и ж а я з н а ч е н и е 

lu,v]-\м,яа"; ... а"^'][а,а!'... ааг',ап.г~] . 

П р о в е д е м б о л е е п о д р о б н ы е р а с с у ж д е н и я . Пусть при r<-R д о к а з а н о , 
что к о м м у т а т о р Гц [П , 1Г=СИ. '... CL; п р и н а д л е ж и т п о д г р у п п е с по¬ 
рож д а ю щ и м и (. 8) . 

П о к а ж е м , ч то к о м м у т а т о р \j2yU0L^- п р и н а д л е ж и т той же под -
группе Н . И м е е м 

Г// irciЬ ~1 = Га оь Л Г// / Л Г/у ir аь ~\ 

где два пе р в ы х м н о ж и т е л я л е ж а т в п о д г р у п п е Н . Пусть \jjf lf]=p \t, 

... , § б = ± / , pQ - э л е м е н т ы вида ( 8 ) . Р а с с м о т р и м 
третий с о м н о ж и т е л ь ^ . Если d > / , т о , и с п о л ь з у я р а в е н с т в о ( 3 ) , 

X 

Т а к и м о б р а з о м , о с т а л о с ь р а с с м о т р е т ь с л у ч а й 1 = / 

[р,$1*1вгЛ • c m ) 

Пусть , ̂ = \а£,а?,...,а%] - Т о г д а 

имеем 
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Если >0в 

И Л И Jj?~ ^G ' ̂ 0 "* ̂  ' Т ° э л е м е н т v. 1 0) имеет вид 
( 8 ) . Если J = 06 , £& — - £ , то следуе воспользоваться равен­
ством ^9 ) • 

Пусть J <: 1^ . Воспользуемся равенством ( 5 ) - Получаем 

_1* 
Щ 

г- £ в ч £ -1 ,- £ б-/ * е е "IГ г б ~ £ 1 

•К С • 0 • 1а<•• • • • ^'а;>]I* -ЛьЗ; 
Множители п е р в ы й , ч е т в е р т ы й , п я т ы й , седьмой имеют вид (.8) или лежат • 
под г руппе ^/ в силу с ка за иного выше . Это же ве рно о т носи тел ь но т р е т ь ¬ 

его, если б > / . При 6 = - / третий множитель имеет вид 
[CL*0 , Д - ^ , 1 П Р И ( S ^ = ' / - элемент вида ( 8 ) . П р и с 5 б = - / 
применение равенств (6) , ^2) , ( 3 ) приводит нас к ком м у т а т о р а м 

Га- а6. "Р аЛ [п. а' а'Л 

вида ( 8 ) . Множители второй и шестой аналогичны исходному 
но имеют меньший вес ( вес коммутатора на 1 больше числа запятых*в 
н е м ) . Записав коммутатор |7z. . Q^°~' & f I через элементы 

СГL " ' 1вч • Jo -' 
(о) , применим равенство (3) для рассмотрения о с т а в ш е г о с я с е д ь м о г о 
множителя. Мы попадем в исходную ситуацию, но теперь в комм у т а т о р е 
Г о п ,в ~! ппавый аогумент больше (П • ~> О- ) С л е д о в а т е л ь н о 
описанный процесс с т а б и л и з и р у е т с я . Элементы (о) порождают п о д г р у п п у / / . 

Для доказательства того, что элементы (.8) составляют базу свобод­
ной группы 

Q- > д о с т а т о ч н о показать их ̂  целочи ^енную) линейную но ~~ зав и с и мое т ь по модулю (г 

Пусть 2 J p (fg т* S ^ ^ ^ E ^ r " - где - элементы (8) , 

содержащие в записи букву ar > f х ~ о с т а л ь н ы е элементы. О т о б р а ж е н и е 
Qj —*• / , а> » ( С > J) продолжается до эпиморфизма G * 

\az,..-.a^\ на свободную группу с базой Ct (...\Ct^ . В группе 
(rf получаем 



26ч 

Либо все нулевые, либо понизилось число аргументов 5 в записи 
зависимых коммутаторов ( 8 ) . Таким о б р а з о м , мы можем с ч и т а т ь , что Qf 

входит в запись всех , для которых £ G- t не в с е ^ 
нулевые. 

Аналогично в записи всех этих flL встречаются все б у к в ы 0^ 

аг,...,аа • 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 . Э л е м е н т ы а,- = Q-

a . , = \ a - Q b If - + / к= / г • / > у ) 

с о с т а в л я ю т б а з у в п о р о ж д е н н о й и м и 

ДО К А З А Т Е Л Ь С Т В О . О ч е в и д н о , что & 0 ~ нормальное з а м ы к а н и е м н о ж е ­
с т в а ^ - , 4 > У } • Метод Шрайера ( с м . Г.8 , c . l l j ] ) ' 

д а е т , что группа 
QQ имеет базу Q- , # = CL^ Q~ З а м е н а п о р о ж д а ­

ющих свободной группы G. 
'О 

_/ , -ек tk 

индуцирует ее автоморфизм т е , ^ j J — баз а В ы ¬ 

разим элементы \р.-,(Х^~\ через э л е м е н т ы р - (0,/,21.. . ). 

Индукция по А- и формула (2) : 

показывают, что в это выражение коммутатор Q • . войдет с по к а з а -
*»«, В 

телем 1, а ос т а л ь н ы е имеют меньший в е с . 
Линейная зависимость элементов d . , , к —О, /,..., п о мо~ 

дулю Сг индуцирует { нетривиальную) линейную зависимость э л е м е н т о в 
по модулю что не в о з м о ж н о . 

Предложение д о к а з а н о . 
Закончим д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Пусть /1=2 . Тогда л е м м а вытекает 

из предложения 1 . Пусть П У 2 • Тогда все Og из соот н о ш е н и я 
^ ^ лежат в коммутанте Q группы В пор о ж д а ю щ и х 

группы {j~ коммутаторы О примут вид О t£ 

П Л А 1 
\9-i,k,iiaj2,0,E. ' • ' " /t.o,£J ' 
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Вес коммутаторов , входящих в запись S & , п о н и з и л с я . Т а к о е 
понижение веса возможно до значения 2, а этот случай р а з о б р а н в ы ш е . 

Лемма д о к а з а н а . 
ЛЕММА 2. П у с т ь / ^ - с в о б о д н а я г р у п п а с 

б а з о й |д . . . , С1д j . Т о г д а м н о ж е с т в о к о м 
м у т а т о р о в в и д а 

aiK -1» J >h< 4 <^ <
 ' " ^ с и ) 

1£ = ± mx = -1,2, ... 

я в л я е т с я б а з о й к о м м у т а н т а G' г р у п п ы G . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Число >("+/ будем называть д л и н о й к о м м у т а т о р а 
. Вначале покажем, что элементы (ll) порождают коммутант группы 

G- . Достаточно выразить элементы ( 8 ) через элементы вида 
0 0 . 

Пусть 

Если /с = / , то элемент имеет вид (11) . 

Предположение индукции Д л я в сех к<к (к>/) э л е м е н т ? при -
надлежит подгруппе с п о р о ж д а ю щ и м и р б вида (11) . При этом э л е м е н т ы 
р5 из его записи таковы, что их последняя буква не п р е в о с х о д и т е , - . 

Пусть теперь к.= К. . Т о г д а э л е м е н т м . Q^.1 @^-*~f J > 
по предположению и н д у к ц и и , равен Q=P '•••/?., U~= — 1 < 

р 0 - вида (11) . 

Если Ъ, > -/ , то, применив равенство С 2) к элементу , О,Л 

сводим дело к меньшим значениям d . Пусть d-=/ , Uf

 = 7 • Э л е м е н т 

Ч»т [з J. CLT . . . О. я t ^ * * 3 ' / л = "~ ^ » запишем по-дру -

тому, пользуясь равенством ( 3 ) . 

Получим 

Первый множитель имеет вид (1 1) . Второй либо имеет вид (11) {i>t^T, 
либо легко к нему п р и в о д и т с я . В силу п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и , Ор * 

^Q^f ' 7 - е ' а г г

 < аСК • З н а ч и т > п о с л е д н и й множитель имеет вид 
(11) . Последнее у т в е р ж д е н и е из п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и о ч е в и д н о и д л я 

i 
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( 6 ) . 

е G . U 2 ) Ре 
В записи элемента р£ — \CL • , tf^ . . . &• J через эле-
менты ^ вида ( 8 ) 

...... 4 7 * » , < : • & . , . ...... 
множитель о{£) = \й • f (£• ' * * ' ' —' войдет с п о к а з а ­
телем 1 , а ост а л ь н ы е ' м н о ж и т е л и либо имеют^ен'ь'ше различных б у к в , либо 
меньший вес. Это непосредственно вытекает из первой части доказатель -
ства л е м м ы . 

Пусть ру,...,р^- те элементы м а к с и м а л ь н о й д л и н ы из суммы ( 1 2 ) , 
которые начинаются наибольшей б у к в о й . Т о г д а линейная зависимость (12) 

индуцирует нетривиальную линейную зависимость элементов ^ (/),,.., Q(с/) 

с теми же к о э ф ф и ц и е н т а м и ^ ^ с точностью до членов вида ( 8 ; 

с меньшим числом различных букв или меньшим весом ^ по модулю G ). по -
лученное противоречие доказывает л е м м у . 

З А М Е Ч А Н И Е . Ниже мы используем тот ф а к т , установленный при д о к а з а ­
тельстве л е м м ы , что при развертывании элемента 

Ек пгк 

7 ' ^ 
вида (11) по базе ( 8 ) в запис! войдет элемент 

Р = [ а , , а , . . . а£ J 

с показателем 1 , а остальные будут иметь либо м е н ь ш и й в е с , либо м е н ь ­
шее число различных б у к в . 

Введем следующие о б о з н а ч е н и я . К о м м у т а т о р В. , а*'\ 
вида ( 8 ) веса + / обозначим d ' " + ' . Будем с ч и т а т ь , что d . 
>4. , если К >3£ ; при К = X к о м м у т а т о р ы i„ , 4 сравнива¬ 

Л. £ Л. 

ем лексикографически слева направо (#. <О.'- ) • 
ЛЕММА 3- П у с т ь / ^ - с в о б о д н а я г р у п п а с 

> 

Если элементы (11 ) не являются с в о б о д н ы м и п о р о ж д а ю щ и м и коммутан 
т а , то они линейно-зависимы по модулю второго коммутанта: 
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б а з о й [flj . Т о г д а п о д г р у п п а ^=[^,Я^] п о ­
р о ж д е н а э л е м е н т а м и 

[к) 
4 л П р и 

к > 3 » 03) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П о д г р у п п а Q. п о р о ж д е н а в с е м и к о м м у т а т о р а м и 

% ' V 1* 
(P. o , c j 

ные \д,\ &\ c'j , но при этом с л о в о С* к о р о ч е , чем С ( чи с л о к(с') 
м е н ь ш е , чем к= к (С)) • И т а к , р а с с м о т р и м э л е м е н т \q,6,CL^~\ . 

П о с к о л ь к у [fl, S] £ £ ' , то , по л е м м е 1 , 

Пусть в н а ч а л е 4.-= У , ^ = / , /? = Qfy , а? , . . . , &* ] , if > / . 

Е с л и у ^ < / или = zf , £g = & то э л е м е н т . с ^ 3 - в и ­
да (.13) . 

Пусть Ji=i ,££ = -£ - По ф о р м у л е ( ч ) п о л у ч а е м 

Ъпф-Р?&1:% Qjet 

М н о ж и т е л ь р вида ( 1 3 ) , а вт о р о й а н а л о г и ч е н [р} ,(2^~\ , но и м е ¬ 
е т м е н ь ш и й в е с , когда £ > 2 

Если же £ш / , то 

вида[йДс],Я,<ССе£ . П у с т ь С = ^ ' ... д£ , ^ Д ± У 
Р а в е н с т в о ( 2 ) п о з в о л я е т выразить э л е м е н т Е, CJ через а н а л о г и ч 

При £ = / это э л е м е н т , о б р а т н ы й к э л е м е н т у вида ( 1 5 ) . Пусть £ , = • - / . 
Т о г д а 

П р о и з в е д е н и е п е р в ы х д в у х м н о ж и т е л е й имеет вид ( 1 5 ) , п о с л е д н и й 
м н о ж и т е л ь вида ( 1 ч ) . 
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1 - / 
X 

Т е п е р ь р а с с м о т р и м с л у ч а й j f > t . П р и м е н я я ф о р м у л у ( 5 ) , полу 
1ем 

[р а]-р~' [а- ае' а** а*]~'\а.*' &1* [a- af̂'j] 
г I, l*->-i г- I, ep-i f i r £r Jfc ~£ ~ьГГг,1' п

ъл 

Пусть 0 , yf - к о м м у т а т о р ы . Т о г д а L?,?,2 • Э л е ­
мент £ G~ м о ж н о з а п и с а т ь через э л е м е н т ы вида (1ч) . Поэ -
тому все в ы ч и с л е н и я м о ж н о вести по м о д у л ю Q . П о л у ч а е м 

Э л е м е н т \Q; щ CL'*, . . . , Q, 1 , CLi\ а н а л о г и ч е н и с х о д н о м у 

\Pi » a i < J ' н о м е н ь ш е г о в е с а . П р и 6 ^ - 2 з а п и ш е м его ч е р е з п о р о ж д а ­
ю щ и е (.13)- (15 ) . З а т е м п р и м е н е н и е ф о р м у л ы (3) п р и в о д и т нас к к о м м у т а -
торам вида 

[р, а-2 . о н и а н а л о г и ч н ы и с х о д н о м у но т е ­
перь п р а в ы й а р г у м е н т б о л ь ш е (а- >а.) . 

Это п о к а з ы в а е т , что п р о ц е с с с т а б и л и з и р у е т с я . Пусть теперь / = / . 
На д о рассмотреть э л е м е н т [р.; , й± , О- ' 3 . П о с к о л ь к у С > A Z t. , то 

L Z J / / 
о н имеет вид (13) . 

Если ж е в р а в е н с т в е (16) 4 = / , Sp-f , то р а в е н с т в о (6 ) д а е т : 
[р-\ ofj = Гр , с / , /С?;/Д"' Г/5, , Я^3 и п р и м е н и м ы п р е д ы д у щ и е 
р а с с у ж д е н и я . 

При d У / п о с л е д о в а т е л ь н о е п р и м е н е н и е ф о р м у л ы 3 п р и в о д и т нас 
к с л у ч а я м , р а с с м о т р е н н ы м в ы ш е . 

Л е м м а д о к а з а н а . 
С Л Е Д С Т В И Е . П у с т ь £ - с в о б о д н а я н и л ь п о -

т е н т н а я и н д е к с а 2 г р у п п а с б а з о й 
{й-} . Т о г д а е е э л е м е н т ы (jtiG о д н о з н а ч н о 
п р е д с т а в л я ю т с я в в и д е : 

§ 2. В с п о м о г а т е л ь н ы е п о с т р о е н и я 

Как и р а н е е , б у д е м с ч и т а т ь , что д л я э л е м е н т а Ц из б а з ы свобод-
НОИ TD 

ы £ 
м е с т о ^ (JL^ Пусть G- с в о б о д н а я г р у п п а с б а з о й 
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Р а с с м о т р и м группу /г п о л у ч е н н у ю из нал о ж е ни ем о п р е д е л я ю щ и х 
с о о т н о ш е н и й с о с т а в л я ю щ и х м н о ж е с т в о ^ ^ дл я всех в с т р е ч а ю щ и х с я и н д е к ¬ 

сов ) : 

На графе с т р е л к а Ц ^ ff о з н а ч а е т , что \jJ,ff] £. А ; мы и з о б р а ж а е м 
LL выше , ес л и Ц > IT • 

Z 
К р у ж о ч е к ^^х) о з н а ч а е т > ч т о Д л я всех и н д е к с о в \с/^ , е А 

З а м е т и м , что ес л и U , IT , UT - б у к в ы из б а з ы Q- , Ц > 1Г> UT=£ Z , 

[U, It] £ А , то [U,uf] е А . К р о м е т о г о , е с л и Ц т> IT , а > UT , 

[u,ir] е А , [a,if\ € А , 2_° Й ^ е /I • 
ЛЕММА ч. К о м м у т а н т / / = / р ' г р у п п ы ^ - э т о 

с в о б о д н а я г р у п п а с б а з о й и з т а к и х 
э л е м е н т о в в и д а (.11) : 

(18) 

/ ^ 4 0 и л и \ к\ + +j3 + \ i I - О I /л I + I я I + 

с л и i = 0 , т о ц = О ) 

( е с л и £ - 0 , т о jj-'O) , 
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Lr * ' * * я. 

к ^ о 

1, .4» (21) 

Г 
(22) 

'" V ] (23) 

э л е м е н т в и 
1 "•* 

Д р у г и м и с л о в а м и , 
д а (11) в а л ф а в и т е [z,..., у , } п р и н а д л е 
ж и т м н о ж е с т в у (18) - (23) в т о м и т о л ь к о 
в т о м с л у ч а е , е с л и л ю б а я б у к в а м 
({Г>и, \jT,tI\ £/4) н е в х о д и т в з а п и с ь с л о ­
в а -6. , а е с л и -4.= W4,; , LL > Ш~ , т о 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Р а с с м о т р и м н о р м а л ь н о е з а м ы к а н и е < А > 

А в группе & и п о к а ж е м , ч то ее к о м м у т а н т G - э т о п о л у п р я м о е 
п р о и з в е д е н и е ^ А^ и п о д г р у п п ы // с п о р о ж д а ю щ и м и (18)- (23) • Э т о 
и док а ж е т л е м м у . 

Вначале п о к а ж е м , ч то о б р а з ы э л е м е н т о в вида (11) в а л ф а в и т е | z , . 

• ^ j . ^ ' н е п Р и н а Д л е ж а щ и е м н о ж е с т в у (18)- (23) м о г у т быть з а п и ­
саны через э л е м е н т ы (18)-(23) , т.е. <А>'л= G. Пусть О- т а к о й 
э л е м е н т . У т в е р ж д е н и е о ч е в и д н о , е с л и в его з а п и с и лишь д в е б у к в ы : 

Д а л е е п р о в о д и м и н д у к ц и ю по ч и с л у б у к в в з а п и с и к о м м у т а т о р а # . 
Пусть у ж е д о к а з а н о что не к о т о р ы й э л е м е н т С€ G - э т о п р о и з в е д е н и е 
элемента QL с тем же числом б у к в и к о м м у т а т о р о в £ l , . . , , £ f ( с м е н ь ш и м 
числом б у к в . Т о г д а р а в е н с т в о (3) п о к а з ы в а е т , ч то \_t°, Cj - э т о п р о и з -
ведение к о м м у т а т о р а [tfr C j и так и х к о м м у т а т о р о в , у к о т о р ы х в з а п и с и 
м е н ь ш е б у к в , чем у jj2 С] П о э т о м у в д а л ь н е й ш е м м ы ча с т о о п у с к а е м м н о ­
ж и т е л и , попавшие в у с л о в и я п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и . 

Пусть вначале Q — ^/ ЦГ^ ] Ц, У ЦТ UJ~] £ /\ Т о г ­
да р а в е н с т в о (2) 

к а з ы в а е т ч то ^ М о ж н о с ч и т а т ь п о э — 

тому, что в д а л ь н е й ш е м н а ч а л ь н а я б у к в а W с л о в а ('#•- i ] ) 
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такова что LL > W \_U Uf\ 4- А Итак ф - \и -4 U^tf^-b ~] 

В силу р а в е н с т в а (ч) , 

В п р а в о й части р а в е н с т в а п е р в ы й м н о ж и т е л ь а н а л о г и ч е н э л е м е н т у 
\и, iT ^ J > н о модуль |^ | п о к а з а т е л я У (Г м е н ь ш е . Д л я 
таких э л е м е н т о в м о ж н о п р о в о д и т ь и н д у к ц и ю по \^] , н а ч а в с ^= О ( м е н ь ­
шее число б у к в ) . О т б р а с ы в а я м н о ж и т е л и , п о п а в ш и е в у с л о в и я п р е д п о л о ж е -
ния и н д у к ц и и , п о л у ч а е м с р а в н е н и е 

[и 4 ^ o t + e 3 =• \_1ГЬ 4 V*U~\ W 

Если £ — — ^ то р а с с м о т р и м с р а в н е н и е в ы т е к а ю щ е е из р а в е н с т в СЗ) и 
(ч) : 

• [ # 4 (25) 

Н а ч а л ь н а я б у к в а у к о м м у т а т о р о в -4. 6^°^^" ^ ^ / J м е н ь ¬ 

ш е , ч ем у ^ • В с илу ко не ч нос ти ба з ы ^? , этот п р о ц е с с с т а б и л и з и р у ­
е т с я . 

В е р н е м с я к э л е м е н т у ^ с \~U -4 W ^ ^ 1 Из р а в е н с т в а полу­
чаем с р а в н е н и е {т.е. р а в е н с т в о с т о ч н о с т ь ю д о м н о ж и т е л е й , п о п а в ш и х в 
у с л о в и я п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и ) 

В силу ф о р м у л ( 2 ч ) , ( 2 5 ) , 

при ОС. > J , 
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l u , ± , 1 < Г , 4 , ^ + & С / 1 ^ 

при ос <i О 

Если ± г = d3 \ , п р и ч е м б у к в ы из d3 не п р е в о с х о д я т U , а б у к в ы 
из d̂  б о л ь ш е U , то с п р а в е д л и в о р а в е н с т в о 

U 4 3 4^ = *э"±4 d 3 I * 

П о л у ч а е м с р а в н е н и я 

\h, d, , dj = [/Г, 4 , ^ % J [я, i 3 3 Ь , V-ll 
при о£ >i7 , 

£U 4 г 1 = I>, "А, ̂  6 ^ ' О ^, 4 з , *Д1 

при оС < . 

К правым частям этих с р а в н е н и й п р и м е н и м р а в е н с т в о (2) . П о с к о л ь к у с л о ­
во d непусто то к о м м у т а т о р ы \jT \j/ d ~S\ &r [j^ d 4 ] ] 
имеют м е н ь ш е б у к в , чем э л е м е н т ^ . П о э т о м у 

П о л у ч е н н ы е нами к о м м у т а т о р ы а н а л о г и ч н ы к о м м у т а т о р у С/, , но их н а ч а л ь ­
ная б у к в а б о л ь ш е [ц. < U~) . Э т о д о к а з ы в а е т , что э л е м е н т ы (18)-(23) п о ~ 
рождают С7" • 

Теперь найдем такую базу В 
группы ч то 

/?= Вив 
3,Г\3=Ф, 32 с о с т о и т из всех э л е м е н т о в ( 1 8 ) - (23) , п о д г р у п п а F 

б а з о й 3 т а к о в а , что ее н о р м а л ь н о е з а м ы к а н и е ^ £~ ̂ * Q-* ̂  ^ с о в ¬ 

падает с ^ А ̂  Т о г д а р а в е н с т в о Q Г) Q в п о к а ж е т ч то ^ Г? //—4 
П о д г р у п п а < А>- это но р м а л ь н о е з а м ы к а н и е м н о ж е с т в а Я э л е м е н т о в 

Q = Pz/ ) где ilf ~ н е с о к р а т и м о е с л о в о If //~°^^ б у к -

г ' " ' л " / ' ' " / П 

вы и- - из б а з ы группы 6- , tV~. < <Z (Г* ^ U д л я всех / 
Гц 1 ^ е А. 

Подгруппа <А> п о р о ж д е н а в с е м и э л е м е н т а м и вида 
П р е д с т а в и м э л е м е н т ^ с л е д у ю щ и м о б р а з о м : <? = ' , г д е ^ ' е £ , 

$i ' с л о в а $2$3 Н е с ° Д е Р ж а т б у к в ы Z , в каж д о м : 

из них бук в ы р а с п о л о ж е н ы по в о з р а с т а н и ю . Р а в е н с т в о (2) п о к а з ы в а е т , что 
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^ /\ ^ ~ это н о р м а л ь н о е з а м ы к а н и е в п о д г р у п п е м ноже с т в а 

Пусть ^ = ^ Z дз , с л о в о дг с о с т о и т из букв (Г , д л я 
к о т о р ы х и~ < U , \_Ц,Ц~$€-А или IT—U. ( Т о г д а д л я всех б у к в (Tj из 
записи э л е м е н т а (J =. \il,W~\ с л е д у е т (f ^ (Jj или \jf',lfj~\ £ А , 

или \f -, V\\ £. А . ) Б у к в ы Г из с л о в а О либо б о л ь ш е (J , л и б о 
д л я нЛ*Хц Г\ф А 

П о л у ч а е м , ч т о , в силу р а в е н с т в а ( 2 ) , 

Р а в е н с т в о ( ч ) п о к а з ы в а е т , что 

Е с л и в с л о в е Ш'(j^ б у к в ы р а с п о л о ж е н ы по в о з р а с т а н и ю , то все 
к о м м у т а т о р ы п р а в о й ч а с т и р а в е н с т в а ( 2 7 ) а н а л о г и ч н ы э л е м е н т у ^ .В п р о ­
тивном с л у ч а е ц;'gz= UT^z^'z , с л о в о O/Q^ с о с т о и т из б у к в с л о ­
ва ^ " ^ 2 ^ С т е м и ж е п о к а з а т е л я м и ) , р а с п о л о ж е н н ы м и по в о з р а с т а н и ю , 
а'г £ S ' . В силу р а в е н с т в а ( 2 ) , 

{р,^г>6«i9'г 3- fy't • & ^?Д^, ^ % 3 , в;J . 
П р и в е д е н н ы е р а с с у ж д е н и я п о к а з ы в а ю т , что п о д г р у п п а < А)> - это н о р м а л ь ­
ное з а м ы к а н и е в Q- м н о ж е с т в а О д J ^ ( вид э л е м е н т о в 

у з о п и с а н в ы ш е ) . 
И т а к , п о д г р у п п а 1т п о р о ж д е н а э л е м е н т а м и 0 8 ) - (23) , э л е м е н ¬ 

тами а= [U ff?1 Ь~Г<'г~\ if. < < U~- Sr U [U IT- I t А 

(или U~ tfj ) i [fy > б у к в ы А 1 из з а п и с и jjĵ  р а с п о л о ж е -
ны по в о з р а с т а н и ю , Г ф Z , и л и б о ^ < / " , л и б о Q/, ^/т . П о к а ­
ж е м , что это - б а з а G-' . Д л я э т о г о д о к а ж е м л и н е й н у ю н е з а в и с и м о с т ь 

через к о м м у т а т о р ы ( 1 1 ) . П о с л е д о в а т е л ь н о е п р и м е н е н и е ф о р м у л ( 2)-(ч) п о ­
к а з ы в а е т , что с т о ч н о с т ь ю до м н о ж и т е л е й вида (11) с м е н ь ш и м ч и с л о м 
букв и л и б о л е е к о р о т к и х и м н о ж и т е л е й из /г" 

де k = h[Q)= \jf' f iff1 * IT*?1 , .. Â."''1 "̂ j 
' fa' Л /г / • / 3 

если 
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п р е ж н и е , 

ffl n 

о г р а н и ч е н и я н a £j£l Jf f /i t р т е ж е , ч т о 
в ( 2 9 ) , 

1 г 1 р 

UT- 0*' . . У-"'1 

О т о б р а ж е н и е [<7, W, Z "Q J *~h(<f") в з а и м н о - о д н о з н а ч н о , так 
как б у к в ы из за п и с и слов иГ, (j. р а з л и ч н ы , б у к в ы 1Г' из UT т а к о в ы , 
что IT. "~ U. Yll 1Г'~] £. А при U*f* lT' а д л я б у к в из Q это 
не так. П о э т о м у л и н е й н а я з а в и с и м о с т ь по м о д у л ю G' э л е м е н т о в п 

[ А , % Qk J и (18) - ( 23) и н д у ц и р у е т л и н е й н у ю з а в и с и м о с т ь по 
мо д у л ю /г ^ с теми ж е к о э ф ф и ц и е н т а м и э л е м е н т о в /l, ^ вида (11) и 
эле м е н т о в (18) - (23) с т о ч н о с т ь ю д о к о м м у т а т о р о в вида (11) м е н ь ш е й 
д л и н ы или с м е н ь ш и м ч и с л о м р а з л и ч н ы х б у к в . Э т о н е в о з м о ж н о по л е м м е 2. 

Л е м м а ч д о к а з а н а . 
Л Е М М А 5 . К о м м у т а н т г р у п п ы £ - э т о 

с в о б о д н а я г р у п п а с б а з о й 

та а 
г д е и л и 

141+ / / -» - /> - U 1 = ^7, m+n+£^0 , £, ^,^- = ± /, 

/Ц < . . < *€ , ^ / ^ . • ^ ^ j ; ^ / ^ " ' * ^ ^ ' » а е с л и (28) 
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V0,Z Z^...Z^ . . . £ 6 р , J, (32) 

Л" =̂Z7, б ? , £ Г ± /, 

O^.z*** к £ О, (33) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О использует равенства ( 2)-(ч). Легко п о к а з а т ь , что 
элементы (18) - (23) принадлежат подгруппе с по р о ж д а ю щ и м и (28) - (33). 

Тем самым подгруппа порождена э л е м е н т а м и (28 ) — (33) З а п и с а в 
элемент С.28)-(33) через элементы (18)-(23) , мы видим, что в его записи 
встречается аналогичный элемент ( только все за п я т ы е , кроме п е р в о й , о п у ­
щ е н ы ) , с показателем 1 . Итак, элементы (28)-(33) л и н е й н о - н е з а в и с и м ы по 
модулю (г . Это дока з ы в а е т л е м м у . 

§ 3. Н о р м а л ь н ы е д е л и т е л и группы £ 

В дальнейшем рассмотрим м н о ж е с т в а Ll V Z " £ \ 0 \ ) элементов 
(т,п) : 

Г / lit to U 1 

У с л о в и м с я , что при тщ 0 (Птв) слово irZ и*еет вид g| ...,X^U~\ 

^4.- < » ) , а ГЩО)-^,:-*^ -"сокращая запись,' введем' 1 обо¬ 
значение: Z^...X^, т.е. ̂  = < Л ? ^ J , 

П у с т ь , д а л е е , С - слово ° т Z x , Л * е , •Г^ 5"' ^ О б о з н а ч и м ч е р е з { ^ . ; £ } 
элемент Z 4С, J ^ . , ^ J , где несок р а т и м о е слово 4£ составлено 
из букв слов d,C* > расположенных по возр а с т а н и ю . 

Рассмотрим м н о ж е с т в о 

U =\u u'l а \ и й* U е. U \ 

ЛЕММА 6. П у с т ь м н о ж е с т в о - Г с £ с о с т о и т 
э л е м е н т о в U {О О) V Ш ) 1Г~1 {0,0), ffU,0) , 

Л.( •/ О) (Г (У /91 /Г f / Л < Т>- е г о H O D M a п ь н о р a r W ° x V , 0 ) , Ujlf,1) <1? е г о н о р м а л ь н о е 
з а м ы к а н и е в £г 

Т о г д а м н о ж е с т в о < Z > Л (j' с о с т о и т 
и з э л е м е н т о в : 

ft 

И 3 
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df Г( А / , И 

Pi i 

•I zf F~' C35) 

5 * [ K i < ; . . . « * ' ^ . . * * f ) ; ' y J . < * > 

j 2 r - / (37) 

(38) 

а? к » 

а т а к ж е э л е м е н т о в 

it = ^ Wa.Tf£ Щ£ , >r~', 
г д е IT iT~^ - в и д а (35) и л и (37) , ff 7Г~~* , г д е 

Ci в С 
lfn , lTr " в и д а ( З ч ) , (36) , (38) , С = О, С = CL, , . . . и f 2 J 2 j 

..., с fa =aj. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Вначале п о к а ж е м , что эле м е н т ы (Зч ) - (38) принад­

лежат a,yf . Рассмотрим элемент (Г = ( z±\ е J . Тог д а Z^, —• 

~\fp,c]t-<I> > где С - слове от Zp, Х& . Х^ • В о с п о л ь з у е м с я р а ­
венством ( ч ) и тем, что с] W . М ы получим = ff'f itf . 
£<Z>. Тем самым {/Г ; C ] £ < 7 > , элемен т ( З ч ) п р и н а д л е ж и т z £ 

Теперь р а с с м о т р и м элемент IT £ 1 П о с к о л ь к у ЦТ ̂ (f mod</~> 
T O \£c,c] &,C] lTL0d<I> . Пусть C-C{Zg ,26,2*1 • Т о г д а , 
как и ранее, ^ -С) = If'1 [lT - С] mod <Z> П о с к о л ь к у 
^ - ^ mod < Z > .^то элемент (35) п р и н а д л е ж и т м н о ж е с т в у ^ . 

Перейдем к строчке (36) . Рассм о т р и м э л е м е н т 4 ^ = \Sr, Zb, U 

и слово С = C(ZX , ) . У нас [ у 4 , С ] «= / ; в силу р а в е н с т в а (5) , 

(подчеркнуты единичные э л е м е н т ы ) . Поэтому 

[f6 f] = ^ " / [ ^ 2 4 cjV Z\t\SJ) Z# С (39) 

Ранее мы з а м е т и л и , что 



- Проблема равенства в м н о г о о б р а з и и г р у п п , содержащем ЛЯ 277 

Поэтому равенство (3) д а е т , что 

* С 4 , * л 4 . ^ . у Л -
В силу равенства ( 6 ) , 

- г4, у й [ 4 , у, Т г4, г$Г г4, у j rfc « , у j " . 
С л е д о в а т е л ь н о , 

Проводя очевидные с о к р а щ е н и я , получаем 

Поскольку tf" 6 < J > , то U ' // ] e < / > . Сл е д о в а т е л ь н о , 

А н а л о г и ч н о для элементов (37) : если 

% ' nwd<I> Х 1 

В? , Z 4 с, # J • S t , y j ^ < z > • 
Итак, ^ f£ £ i7 

Наконец, рассмотрим элементы (38.) . Здесь мы постоянно п о л ь з у е м с я 
тем, что If, G.<-I> , т.е. iT^—f ГИ0&<.1У. Применим равенство (5) . 

Если C = C(ZX) Т О 

« С 4 , < р , ^ [ у . с д ^ " й . . * 4 . у . ^ ^ - ^ 
(подчеркнуты единичные э л е м е н т ы ) . 
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Итак, [fjtC]s \JT ,Z±, у # , С, U~] Ранее мы п о к а з а л и , 
что 

[4 , z-d, ̂  , с ] = [JT, z-i, yt7' \$t, z±c, у , ] . 

В силу равенства (3) , получаем т е п е р ь , что 

,<•,£] - I L 4 . * ± , уХ у] Е4,^,уЛ' у, 

Учтем что е с л и = / tjiod < I У то [ J Z _ / $\ —V (здесь 

я= [/ zd у 3 ^ = У [a fl = (Г = • Итак> &/»^ s 

— [X'zAC у Л nU)d<Z> • Эле м е н т ы (Зч) - (38) принадлежат 
множеству Ц 

Н _ 
Мы д о к а з ы в а е м , что все элементы м н о ж е с т в а (Jff о п и с а н ы ф о р м у ­

лировкой л е м м ы . Поэтому теперь можно считать м н о ж е с т в о _/" конеч н ы м . 
Кроме того, можно с ч и т а т ь , что (J~ если it e l или 
/ ^ 6 / . Пол о ж и м , что элемент U,SLU U т п б о л ь ш е э л е м е н т а 
ц £ U и. г если длина к о м м у т а т о р а U б о л ь ш е д л и н ы ( при 
равенстве длин сравниваем их ле к с и к о г р а ф и ч е с к и ) . Теперь м ы можем пред­
п о л а г а т ь , что Са > Сg , если [TaU~g £ I . Если ^ = U£l 

— 11<^1) > то положим U = Ц~а и назовем его старшим коммутатором 
элемента Ц . 

Напомним, что 

[а, а а Л ' 
при к=0 означает то же что 

CL . Выпишем э л е м е н т ы , п о р о ж д а ю щ и е < 1> , как нормальн у ю п о д г р у п п у в 
£ ( з д е с ь и (/77,/7)€ U { Ш,Ю(М ) : 

где (?{0 0) - слово от 7 Т Т • С ( /. О) - слово от Z .Х~ ; 

^ 1 ' ' ' ^ % t *•§* t и 1 ' ' * А * в ' 
С (/ /) - слово от Z ^ j слово ("£̂  ) о т с у т с т в у е т , если к=о 

Запишем элементы ( чО ) через свободные п о р о ж д а ю щ и е группы G 

(лемма 5 ) . 
Пусть q£ 0 (]~ Тогда в записи элемента 

\f г" П встретятся ^коммутаторе Z / + C < " Л при ъс > О » 

при сзС <z 0 Поэтому э л е м е н т ы С^О.) с ^ 
не у ч а с т " 
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вуют в ф о р м и р о в а н и и элементов из и 

Н 

В первой части д о к а з а т е л ь с т в а леммы мы уже п о к а з а л и , что вместо 
элементов в качестве п о р о ж д а ю щ и х 
нормальной подгруппы < I > в £ ' можно взять э л е м е н т ы U'(т.п.), 
аналогичные (1(т,П) . Т о ч н о так же вместо элементов 

\LL.m,n),J^,lf~\ (пгАу*/, п+Г*0 

Ч> г 

можно взять элементы Ц (т'\ п' ) , анало г и ч н ы е U(/77,/l) , у кото -
рых т'-~ П.' ГЛ. А- + /Ъ + Г и элементы и'(т+о fi+г) . Это 
позволяет с ч и т а т ь , что в записи элементов ( 4 0 ' слова С(ГТ1,П) о т с у т -
ствуют. 

З а м е т и м , что в записи элемента (чО) с £ф-0 по базе группы 
( из леммы 6 ) все элементы из норм а л ь н о й подгруппы в 

G п о р о ж д е н -
ной б а з и с н ы м и э л е м е н т а м и , з а к а н ч и в а ю щ и м и с я на одну из букв 

£ (см. р а¬ с 

венство (3) ) . Поэтому такие элементы не вносят вклада в ф о р м и р о в а н и е 
элемента из (J . Д а л е е ~h=0 

Пусть теперь Ц = Ц (*/, О) <7 = [_&,- , , У*3 , к ф О . 

В записи элемента [~/̂  ̂*f q^ {j ̂  "™̂  н епрем£нно встретятся к о м м у т а т о р ы 
o,= [6T,z±,у#*+/Ц ' ' * п Р и к>0 и t j = Q4 z \ у * ] 
при 

В силу того, что различным элементам U^-l с о о т в е т с т в у ю т различ­
ные старшие коммутаторы , мы получаем: элемент Q в записи 
[J/, ̂  J по базе группы £ ни с чем не с о к р а т и т с я . П о э т о м у такие 
элементы в фор м и р о в а н и и элементов из LLg не у ч а с т в у ю т . А н а л о г и ч н о , 
если и = Ц (/, /) , то к = 0 £=0 

Нам осталось теперь показать , что элементы вида 
[и Uо),с ( а ? # f\, [а (/. п,с {хе , (чо 

не участвуют в фо р м и р о в а н и и элементов из £/ 
Рассмотрим коммутатор \мУ,0) X*] ,где 77= [6Т ,Z\ у ] . 
Непосредственный подсчет с ис п о л ь з о в а н и е м равенств ( 3) , (5) и 

(6) п о к а з ы в а е т , что 
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Определим элемент [р,С\ как множитель н а и м е н ь ш е й д л и н ы , л е ­
жащий в 1 , из стан д а р т н о й записи элемента с\ п о м о д у л ю 
[(?', G'j ( см. следствие л е м м ы 3 ) . О т о б р а ж е н и е У?,(Г\ 
—*~ [U, О * в з а и м н о - о д н о з н а ч н о для ра з о б р а н н о г о с л у ч а я . 

Положим J27 у ] = UT И вычислим 
[2Г, С Ц~\ Для /77=/ ,-П-0 

« [ 4 i * ^ , . y l y * , e j [ 4 . * i c , Г у * ^ . у З Г 4 ' ^ У ' t y * . c 3 ' 

Поэтому при /7Z- / , Л - / ,rU=\j)t,Z\,U1tiy'j 
получаем: 

y ] [4 ,z i C , ^ , L y , c j ] « 

* [4,zac , у, г ^ с Щ , ̂  у]]« 
* [4, * АС, у , Г ̂ , СД ] [4 , Z d C , у # , у , [ у С , y j ] « 

»[4,.г-Кф Ц*&уИ т ^ К ' ' ^ ' J • с / й } 

Л е г к о дать ф о р м а л ь н о е о п р е д е л е н и е выделенного м н о ж и т е л я [ ^ £ f j * = 

- PfJ S?4C, </_ ГЦ СЗI и для этого с л у ч а я . Как и ран е е , о т о б р а ж е н и е 
Ш ' — С Д * # в з а и м н о - о д н о з н а ч н о . 

Положим [ Z / , C ] # === |_?7, C j * . В силу принятых с о г л а ш е н и й , 
отображение [и,с] в з а и м н о - о д н о з н а ч н о ( можно считать , что 
если LL=Ll[0,0) (^Ц {/,0)) п р и н а д л е ж и т Т , то элемент (J. — 

с Ц7= G ? , y » , y l f ^ , = K y j ) не при н а д л е ж и т / ) . В 
стандартной записи элемента [//,CQ 

множитель в с т р е ч а е т ­
ся с показателем 1. О п р е д е л е н и е м н о ж и т е л я [и,су т а к о в о , что в с т а н ­
дартной записи элементов \u,cf] ,(^lQ' , м н о ж и т е л я \Ц,С]* нет. 
то ры и з /г • В самом д е л е , за пишем элеме нт в соот ветствии со 
следствием леммы 3: 
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\avaf... ьК(,аер„ щ к & 

с о г р аничениями (АТ) . 
Если в этой записи в с т р е ч а е т с я Д « fz/ с наибольшим , то 

его множитель (_^,СJ в ста н д а р т н о й записи элемента f через базу 
ни с чем не сократи т с я Т о г д а у ^ £J 

Лемма д о к а з а н а . 

5 Ч. Ин т е р п р е т а ц и я п р и м и т и в н о - р е к у р с и в н ы х ф у н к ц и й 

М н о ж е с т в о неотрицательных целых ч и с е л о б о з н а ч и м через Н . Как 
прав и л о , набор (у^ e - ( ^ ) £/V кодируем к о м м у т а т о р о м 

или а н а л о г и ч н ы м и э л е м е н т а м и . Б у к в ы , " л и ш н и е " д л я коди р о в к и (Z^ f $ + i 

, м ы часто о п у с к а е м . 

Предикат ^ ? * ( \J. ( Г ^ , ' . . . # л ' + ^ , ^ # , у ] — Z J ^ " ' * .. 

. . . ХК

 К X^ri

f у y~j о з н а ч а е т , что в фа к т о р - г р у п п е & j I ^> (Т 
имеет тот же с м ы с л , что и в лемме 6 ) элемент вида 

[6L,zx, ...хк z^..^'fayM.,zx, ...хк хк+,,у„,у\ 
1 t г 

равен 1 при подходящих £ , тогда и только т о г д а , когда 
ф и к с и р о в а н н а я 

ф у н к ц и я . 
ЛЕММА 7. П у с т ь <^:/V — / V - д а н н а я п р и м и т и в ­

н о - р е к у р с и в н а я ф у н к ц и я . " С у щ е с т в у е т 
г р у п п а 6 у £ 771 , 771 ̂  , п о р о ж д е н н а я к о ­
н е ч н ы м ч и с л о м э л е м е н т о в 

* 
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и о п р е д е л я ю щ и м и с о о т н о ш е н и я м и ( А ) ( т . е . 
U 7 ) ) , ^ ' ) J ) 

к а к в л е м м е ( > , № ( / ) 
и м е е т в и д ^ ^ (J1,UZ^. Ll'00 U I/ , п р и ч е м ( д л я 

ПЛАН Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А . И з в е с т н о , что фун к ц и ю Ф можно получить 
из функций I : (V, V 4 ) — » V e , 
конечным числом о п е р а ц и й п о д с т а н о в к и и пр и м и т и в н о й р е к у р с и и . П о э т о м у 
нам следует доказать ряд лемм об ин т е р п р е т а ц и и названных ф у н к ц и й и оп е ­
раций и их графиков. Эти лемм ы д о к а з а н ы в работе Гб~) • На новую ситуа -
цию доказательства п е р е н о с я т с я д о с л о в н о . При этом с л о в о , н а п р и м е р , 

следует читать как 

Й . . . .. z**, ^ , у] . 
Для краткости мы опускаем ф о р м у л и р о в к и этих лемм (доказательства в ы т е к а ­
ют непосредственно из лемм ы 6 после т о г о , как выписаны к о н к р е т н ы е о п р е ­
деляющие с о о т н о ш е н и я ) . 

Чтобы показать метод и н т е р п р е т а ц и и п р и м и т и в н о - р е к у р с и в н ы х ф у н к ц и й , 
приведем лемму о графике ф у н к ц и и я—»-/7- — / 

ЛЕММА 8. П у с т ь [г €. 271 - г р у п п а м н о г о о б р а ­
з и я Jjl D 712^ > п о р о ж д е н н а я 

in i2 , <г 7, xz, т3, х+ , z, z7,z2 ,z3,Zf,fa.p 

с о п р е д е л я ю щ и м и с о о т н о ш е н и я м и ( А ), 

К' « л я. , у J = Й. м « . уЛ. Й. * W b Й. VftD. 
Т о г д а ( п р и Af Q / V j 
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( с д о б а в л е н и е м п а р ы [о,о) , е с л и ОеМ) 

§ 5. Основные результаты 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь 771 - м н о г о о б р а з и е г р у п п , 
с о д е р ж а щ е е Ш (Л . С у щ е с т в у е т г р у п п а 

A Z 
Q- , к о н е ч н о - о п р е д е л е н н а я в м н о г о -

о б р а з и и 771 , в к о т о р о й п р о б л е м а р а ­
в е н с т в а а л г о р и т м и ч е с к и н е р а з р е ш и -
м а. 

ДОКА З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть <р - п р и м и т и в н о - р е к у р с и в н а я ф у н к ц и я , об -
ласть значений которой н е р е к у р с и в н а . Рассмотрим группу Q , п о с т р о е н ­
ную в лемме 7. При этом элементы U€. U отличны от 1 , а элемен т 
ff £ ^u'^b/j €. (J,i } со старшим коммутатором 
\6 Z х'*Л Х*"1 , у̂  уД будет лишь тогда равен 1 в группе О- , 

когда f{n) . С другой с т о р о н ы , V/76/V элемент 

,zх*П...z**, y#.,y][/>r,z2?., 

равен 1 в (ху при подхо д я щ и х Zx , « б 

Рассмотрим группу Q~ в. 77L , порож д е н н у ю теми же э л е м е н т а м и , 
что и группа £ , а также Zg , Zл± f - Ее оп р е д е л я ю щ и е соотноше -
ния - это (А ) , <a{j) , { ̂ j=sij , и 

[S zz хк ~}-£f z] [4 fJ#3" ОС Г : ГЛ 

В силу леммы 7, по построен и ю группы /г ̂ , , получаем: элемент 
гР i+n -I л 
L O ^ , ^ ^ ^ , у # , у J равен 1 в группе тогда и только т о г д а , 
когда /77- элемент о б л а с т и значений ф у н к ц и и у? 

Теорема д о к а з а н а . 
ТЕОРЕМА 2. П у с т ь ^ - м н о г о о б р а з и е г р у п п , 

с о д е р ж а щ е е '71 ̂ (Х . С у щ е с т в у ю т г р у п п ы Q- , 

(г [т) £.771 (/716.N) , к о н е ч н о - о п р е д е л е н н ы е 
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в м н о г о о б р а з и и 711 , п р о б л е м а и з о м о р -
ф и з м а к о т о р ы х а л г о р и т м и ч е с к и н е 
р а з р е ш и м а . 

л 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим группу fj , постр о е н н у ю при доказа -
тельстве теоремы 1. Пусть ^ ( 2 ) - свободное п р о и з в е д е н и е в м н о ­
гообразии М группы G и б е с к о н е ч н о й циклической с пор о ж д а ю щ и м э л е ¬ 
ментом Q, В работе Г_51] показано что для неединичной группы /i'€ CTL^ 

центр группы ^ (Д) равен ^ 1 ̂  . Поэтому группа %г имеет еди — 
ничный центр по модулю своего второго к о м м у т а н т а . 

Зафиксируем элемент if = [Sr, ZX*"1
 л t/* , €. & • Пусть 

Q нормальное замыкание в 1т м н о ж е с т в а 

ft г ! , [//, s ~ ] , \jr, , \jr, arj, \jr, у ] , Цг, z j , \jr,d]. (45) 
Заметим что U~rf- Q если (J~ / и /j В самом д е л е о п ­

ределяющие соотношения группы Jr - это равенства 0~ (Г . /Г = / , 

где ^ , (Гр - коммутаторы (28) - (33) , в записи которых каждая из 
букв , IJ, 2,0. встречается одно и то же число раз. Это 
же верно и д л я элементов (ч5) . Поэтому ( с м . р а в е н с т в а (3) ^_(6)) е с л и 
If £ Q $ то (Г £ Q ~ нормальное замыкание в группе (т м н о ж е с т в а 

Проведем рассуждения "по модулю второго коммутанта группы 
". Тогда элемент ^ сравним с произведением элементов 

0~U) вида (/^е(^, Х+ , Zx ) ) : 

ДО,*1** ...х^хР^г^Чг;...^ал

л. (чб) 

Если элемент £Г сравним с произведением элементов вида 
по модулю то у этих элементов 

Элементы вида (чб) , у которых |ос | = |-i|= \Г\ =t=- | С | = 0 , ср а в н и м ы с 
элементами j|f - про и з в е д е н и я м и элементов f G. U • Но у всех 
таких м н о ж и т е л е й /^(у) состав о т л и ч а е т с я от состава элемента й~ ( с м . 
равенства 0 0 , ( 6 ) ). По лемме 6, элемент (f не принадлежит нормаль ному 
замыканию множества элементов f{j) , которые о т л и ч а ю т с я от 1Г соста¬ 
В ОМ • Итак, X<f. Q 

Рассмотрим теперь группу G (/77) = &/0. Если / в группе 
& то группы & и Q (ГЛ.) изоморфны Если же If ^ / в w * то 
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группы Q- и ip(m) н е и з о м о р ф н ы (центр группы Q- (ffl)/tr"(ffl) 

держит неединичный элемент If) . Ит а к , группы Q(т) и £ изоморф­
ны тогда и только т о г д а , когда tf=j в (? , т.е. те ipiN) В с и ­
лу теоремы I по л у ч а е м , что справ е д л и в а теорема 2 . 
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