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УДК 512.577

О НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЯХ
КОНЕЧНЫХ УНАРОВ
А. Л. Расстригин (г. Волгоград)

Аннотация

Формацией называют класс алгебраических систем, замкнутый отно-
сительно гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. В
заметке описаны конечные насыщенные в классе всех конечных унаров
формации унаров.

Формации получили широкое применение при изучении конечных
групп. При этом большое внимание уделялось насыщенным формациям.
Формация F конечных групп называется насыщенной, если для любой
конечной группы G из того, что G/Φ(G) ∈ F всегда следует G ∈ F, где
Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G.

Конгруэнция θ алгебраической системы A называется фраттиниевой,
если для любой собственной подсистемы B системы A объединение всех
θ-классов, порожденных элементами из B, отлично от A. Класс X назы-
вается насыщенным в классе Y, если из того, что A ∈ Y и A/θ ∈ X, где θ
— некоторая фраттиниева конгруэнция системы A, всегда следует A ∈ X.

Данная заметка посвящена изучению свойств формаций конечных уна-
ров, т. е. алгебр с одной унарной операцией.

Элемент a унара ⟨A, f⟩ называется циклическим, если fn(a) = a для
некоторого целого числа n > 0. Будем называть унар циклическим, если
все его элементы циклические.

В работе дан признак фраттиниевой конгруэнции конечного унара.
Доказано, что в классе конечных унаров насыщенными формациями яв-
ляются лишь пустая формация, формация всех конечных циклических
унаров и формация всех конечных унаров.

Ключевые слова: формация, унар, насыщенная формация, фраттини-
ева конгруэнция, конгруэнция Фраттини.
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Abstract

A class of algebraic systems which is closed under homomorphic images
and finite subdirect products is called a formation.

Formations was widely used in group theory. Particularly, the saturated
formations of groups is one of the most studied formations. A formation of
finite groups is said to be a saturated formation if G/Φ(G) ∈ F implies G ∈ F
for an arbitrary finite group G and it’s Frattini subgroup Φ(G).

A generalization of these definitions is as follows. A congruence θ on the
algebraic system A is called a Frattini congruence if the union of all θ-classes
generated by the elements of B differs from A for each proper subsystem B of
the algebraic system A. A class X is saturated in the class Y, if A ∈ Y and
A/θ ∈ X for some Frattini congruence θ on A implies A ∈ X.

We consider finite formations of monounary algebras in this paper.
An element a of a monounary algebra ⟨A, f⟩ is cyclic if fn(a) = a for some

positive integer n. A monounary algebra is cyclic if all of it’s elements are
cyclic.

First we give a condition for a congruence of finite monounary algebra
to be a Frattini congruence. Then we prove that the empty formation, the
formation of all finite cyclic monounary algebras and the formation of all
finite monounary algebras are the only saturated formations in the class of all
finite monounary algebras.

Keywords: formation, monounary algebra, unar, saturated formation,
Frattini congruence.

Bibliography: 17 titles.

1. Введение

Формацией называется класс алгебраических систем, замкнутый относи-
тельно взятия гомоморфных образов и конечных (с конечным числом множи-
телей) подпрямых произведений ([1]). Формацию называют конечной, если она
содержит лишь конечные системы.

Формации изначально получили широкое применение при изучении конеч-
ных групп ([2]). При этом большое внимание уделялось насыщенным формаци-
ям ([3]). Напомним, что формация F конечных групп называется насыщенной,
если для любой конечной группы G из того, что G/Φ(G) ∈ F, всегда следует
G ∈ F, где Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G.

Обобщения понятия подгруппы Фраттини на универсальные алгебры было
дано, например, в [1, 4].

Для подсистемы B и конгруэнции θ алгебраической системы A через θB обо-
значается объединение

∪
b∈B [b]θ классов конгруэнции θ. Приведем следующие

определения из [1].
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Конгруэнция θ алгебраической системы A называется фраттиниевой, если
θB ̸= A для любой собственной подсистемы B алгебраической системы A. Го-
ворят, что класс X насыщен в классе Y, если для любой системы A из того, что
A ∈ Y и A/θ ∈ X, где θ — некоторая фраттиниева конгруэнция на A, всегда
следует A ∈ X.

Через ΦYX обозначают класс всех таких Y-систем A, что A/θ ∈ X для неко-
торой фраттиниевой конгруэнции θ системы A. Через formΦ(X,Y) обозначается
наименьшая насыщенная в классе Y формация, содержащая класс X. Формация
formΦ(X,Y) является наименьшей формацией, замкнутой относительно опера-
тора ΦY, и называется насыщенной в Y формацией, порожденной классом X.

Следуя [4] приведем определение конгруэнции Фраттини. Для подалгебры
B алгебры A через φB(A) обозначается наибольшая конгруэнция θ на A такая,
что θB = B. Конгруэнцией Фраттини φ(A) алгебры A называется пересечение
конгруэнций φM(A) для всех максимальных подалгебр M алгебры A, либо A2,
если A не имеет максимальных подалгебр.

Очевидно, что для конечной алгебры A конгруэнция Фраттини φ(A) являет-
ся наибольшей ее фраттиниевой конгруэнцией. Тогда класс X конечных алгебр
насыщен в классе всех конечных алгебр данной сигнатуры, если для любой
конечной алгебры A из того, что A/φ(A) ∈ X, всегда следует A ∈ X.

Пусть X — некоторая совокупность алгебр одной сигнатуры. Далее через
IX обозначается абстрактное замыкание совокупности X, через SiX обознача-
ется совокупность всех подпрямо неразложимых алгебр из X, а через formX —
наименьшая формация, содержащая X.

Унаром называется унарная алгебра с одним символом операции. Унарные
алгебры и, в частности, унары изучались многими математиками ([5, п. 13.3],
[6]–[8]). Далее рассматриваются только конечные унары, операция обозначается
f . Множество целых неотрицательных чисел обозначается N0, N = N0 \ {0}.
Используются обозначения [9]. Через Cn

m = ⟨a | fn(a) = fn+m(a)⟩ обозначается
унар с образующим a и определяющим соотношением fn(a) = fn+m(a), где
n,m ∈ N0, m > 0. Унар, изоморфный унару C0

m, называют циклом длины m.
Унар называется циклическим, если все его элементы принадлежат циклам.
Если A,B — унары, то запись B 6 A означает, что унар B является подунаром
унара A, то есть B ⊆ A. Если A,B,C — унары, причем C = A∪B и A∩B = ∅,
тогда унар C обозначается A+B и называется прямой суммой унаров (прямых
слагаемых ) A и B. Для любого подмножества B унара A обозначим ⟨B⟩ подунар
унара A, порожденный множеством B. При этом через ⟨a⟩ обозначается унар
⟨{a}⟩, порожденный одноэлементным множеством {a} ⊆ A.

Формации унаров изучались в [10, 14, 11, 12]. В частности, в [10] было дано
структурное описание конечных формаций унаров, основанное на том факте,
что произвольная конечная формация алгебр F определяется классом своих
подпрямо неразложимых алгебр:

form(SiF) = F (1)
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В [15, 16] описаны подпрямо неразложимые унары. Перечислим здесь ко-
нечные подпрямо неразложимые унары.

Лемма 1 ([16]). С точностью до изоморфизма конечными подпрямо нераз-
ложимыми унарами являются следующие унары и только они:

Ch
1 (h > 1), C0

pk
(p — простое, k ∈ N0) и C0

pk
+ C0

1 .

2. Насыщенные конечные формации унаров

Следующая лемма дает признак фраттиниевой конгруэнции конечного уна-
ра.

Лемма 2. Конгруэнция θ конечного унара ⟨A, f⟩ фраттиниева тогда и
только тогда, когда выполнены следующие условия:

1. если элемент a принадлежит A \ f(A), то класс [a]θ одноэлементен;

2. если A = A1 +A2 для некоторых унаров A1, A2, причем унар A1 является
циклом, то θA1 = A1.

Доказательство. Пусть θ — фраттиниева конгруэнция унара A. Если эле-
мент a ∈ A таков, что a /∈ f(A), то A \ {a} 6 A и θ(A \ {a}) ̸= A. Таким образом
(a, x) /∈ θ для любого x ∈ A \ {a}, то есть |[a]θ| = |{a}| = 1. Пусть A = A1 + A2

и A1
∼= C0

t для некоторого t, тогда θA2 ̸= A. Если (a1, a2) ∈ θ для некоторых
a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, то θA1 = θ⟨a1⟩ = θ⟨a2⟩ ⊆ θA2, что невозможно. Отсюда
θA1 = A1.

Обратно. Пусть B — произвольный собственный подунар унара A. Если
B не содержит некоторый элемент a ∈ A такой, что a /∈ f(A), то θB ̸= A по
первому условию. Пусть B содержит все элементы a ∈ A, для которых a /∈ f(A).
Тогда для некоторого цикла A1 6 A, образующего в A прямое слагаемое, имеем
A1 * B и, следовательно, A1 * θB по второму условию. �

Обозначим через U0 формацию всех конечных унаров. Согласно лемме 2 для
всякого t ∈ N на цикле C0

t все конгруэнции, включая наибольшую конгруэнцию,
являются фраттиниевыми. Отсюда следует, что C0

t ∈ ΦU0(I{C0
1}) для всех t ∈

N и, таким образом, любая непустая насыщенная формация унаров содержит
всевозможные циклы. Также по лемме 2 получаем Ch

1 ∈ ΦU0(I{C1
1}) для всех

h ∈ N. Сделанные замечания позволяют описать насыщенные в классе всех
конечных унаров формации.

Теорема 1. В классе всех конечных унаров насыщенными являются лишь
пустая формация, формация всех конечных циклических унаров и формация
всех конечных унаров.

Лемма 3. Класс всех циклических унаров является формацией.
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Доказательство. Покажем, что класс циклических унаров замкнут отно-
сительно конечных подпрямых произведений и гомоморфных образов.

Пусть A — некоторое конечное подпрямое произведение циклических уна-
ров A1, A2, . . . , Ak. Покажем, что произвольный элемент a ∈ A является цик-
лическим. Для i = 1, 2, . . . , k пусть ai — проекция элемента a на Ai. Тогда
для каждого i = 1, 2, . . . , k найдется ni ∈ N для которого fni(ai) = ai. От-
сюда f [n1,n2,...,nk](a) = a, где [n1, n2, . . . , nk] — наименьшее общее кратное чисел
n1, n2, . . . , nk.

Пусть теперь A — циклический унар. Тогда для произвольного a ∈ A суще-
ствует такое n ∈ N, что fn(a) = a. Это равенство остается верным для образа
элемента a при любом гомоморфизме унара A. Поэтому все элементы любого
гомоморфного образа циклического унара A являются циклическими. �

Лемма 4. Формация всех конечных циклических унаров является насы-
щенной в классе всех конечных унаров.

Доказательство. Обозначим указанную в формулировке леммы форма-
цию через F. Возьмем A ∈ ΦU0(F) \ F. Тогда A/θ ∈ F для некоторой фрат-
тиниевой конгруэнции θ унара A. Так как для всякого элемента a ∈ A класс
[a]θ является циклическим элементом фактор унара A/θ, то по лемме 2 в A от-
сутствуют элементы, не принадлежащие f(A). Отсюда A — циклический унар,
A ∈ F. �

Доказательство теоремы. Насыщенность пустой формации и форма-
ции U0 всех конечных унаров очевидна. Формация всех циклических унаров
насыщена в U0 по лемме 4.

Пусть F — непустая насыщенная формация унаров. Возможны две ситуа-
ции: либо F состоит лишь из циклических унаров, либо содержит также и не
циклические унары.

Пусть все унары из F являются циклическими. Так как C0
1 ∈ F, то, как

было замечено ранее, {C0
pk

| p — простое, k ∈ N0} ⊆ ΦU0(I{C0
1}) ⊆ ΦU0(F) = F.

Заметим также, что для всякого простого числа p и k ∈ N из C0
pk

∈ F сле-
дует, что C0

pk
+ C0

1 ∈ F (см. [10], лемма 5). Тогда, согласно лемме 1, имеем
SiF = I{C0

pk
, C0

pk
+ C0

1 | p — простое, k ∈ N0}. Возьмем произвольно конеч-
ный циклический унар A. Тогда по теореме Биркгофа о подпрямом разло-
жении унар A является конечным подпрямым произведением некоторых ко-
нечных подпрямо неразложимых унаров A1, . . . , An (см., например, [17], гла-
ва II, следствие 8.7). Унары A1, . . . , An являются гомоморфными образами уна-
ра A и, по лемме 3, циклическими унарами. Но, согласно лемме 1, все конеч-
ные циклические подпрямо неразложимые унары принадлежат SiF. Отсюда
A1, . . . , An ∈ SiF и A ∈ F. Таким образом, формация F содержит все цикличе-
ские унары.

Пусть теперь F содержит некоторый не циклический унар. Тогда, ввиду
формулы (1) и леммы 3, класс SiF также содержит некоторый не циклический
унар A. Согласно лемме 1 унар A изоморфен унару Ch

1 для какого-то h ∈ N.
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Поэтому SiF содержит унар C1
1 . Отсюда {Ch

1 | h ∈ N} ⊆ ΦU0(I{C1
1}) ⊆ ΦU0(F) =

F. То есть, согласно лемме 1, формация F содержит все конечные подпрямо
неразложимые унары. Таким образом, F = U0 по формуле (1). �

3. Заключение

Унарные алгебры обладают определенной спецификой по сравнению с та-
кими классическими объектами как группы, кольца. В связи с этим, в рамках
изучения общей теории классов алгебраических систем неотъемлемым являет-
ся рассмотрение различных классов унарных алгебр и, как частный случай,
унаров.

С использованием описания подпрямо неразложимых унаров [16] в настоя-
щей работе получено описание конечных насыщенных в классе всех конечных
унаров формаций унаров. Показано, что в классе конечных унаров насыщен-
ными формациями являются лишь пустая формация, формация всех конечных
циклических унаров и формация всех конечных унаров. При этом дан признак
фраттиниевой конгруэнции конечного унара.
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