
О цѣлой Функціи равной произведена 
двухъ гипергеометричеекихъ рядовъ. 

А . А . М а р к о в а . 

( И з в л е ч е т е и з ъ письма къ К . А . Андрееву ) . 

Въ первой замѣткѣ я О дифференціальномъ уравненіи гипергеоме-
трическаго р я д а \ публикованной въ „Сообщевіяхъ Харьковскаго Ма­
тематическаго Общества4' за 3 886 годъ, мною были опредѣлены всѣ 
случаи, когда произведете нѣкоторыхъ двухъ функцій у, удовлетво-
ряющихъ дифференциальному уравненію гипергеометрическаго ряда 

х( 1 - х)у" + [7 — (а + ß + 1 )х\у — aßy = 0 , 

приводится къ цѣлой функціи 

10 + І г х + Ь2х*+ ...+Lnx" 

отъ х-
Не давая окончательнаго выраженія для этой цѣлой функціи, я огра­

ничился тогда уравненіями первой степени, посредствомъ которыхъ 
можно въ каждомъ частномъ случаѣ опредѣлить отношенія ея коэф-
фидіентовъ 

другъ къ другу. 
Въ настоящее время замѣчательная теорема Клейна о нуляхъ ги­

пергеометрическаго ряда (Mathematische Annalen, Band 37. Ueber die 
Nullstellen der hypergeometrischen Reihe) побудила меня снова заняться 
тѣмъ же вопросомъ. 

И я нашелъ, что вънаиболѣе интересномъ случаѣ, когда — а—ß=n) 

дѣлое положительное ч и с л о , — / - } - = дѣлое положительное число 
Ci 

меньшее или равное п и а — В = Д , число не цѣлое, дѣлая коэф-
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+ ^ F ^ 2 a + 2Z, 20 + 2L 7 + Z — - 1 , y + 2 z , 2y + 21 — 1, * j . 

Здѣсь 

JF^a, a — 7 + 1 , « — 0 + 1 * и £ — 7 + 1 * 0 — « + 1 , ~jj 

обыкновенные гипергеометрическіе ряды, расположенные по возраетаю-
1 

щимъ степенямъ — , а выраженія вида 

X 

F{X, fi, V, p , б, я?), 

означаютъ гипергеометрическіе ряды высшаго порядка 

l ^ l . Q C X ^ i . 2 . ^ + l ) ö ( ö + i ) X T ' -

Іисло l равно n — к я коэффиціенты 

вычисляются по формуламъ 

' ) П р ж . * > - = - , 

фиціентъ LQ равнымъ единицѣ, мы можемъ представить искомую цѣ~ 
лую функцію во первыхъ въ видѣ произведена: 

LxnF^a, a — 7 + 1, a — 0 + 1, ~JF(ß, ß — 7 + I , 0 — a + 1 , j , 

и во вторыхъ l ) въ видѣ суммы: 

I ^ 2 a , 2/?, 7 ~ - y , 7 , 2 7 - 1 , *J + 
+ ^ 2 F ^ 2 « + 2 , 2^ + 2 , 7 4 - у , 7 + 2 , 27 + 1 , *J + 

+ Л 2 - ^ ( 2 а + 4 , 20 + 4 , 7 + 4"' */ + + 27 + 3 , x) + 



" 2 2 ( r + l ) ( / + 3 K 2 / + 2) 

5(« + 2)(/?+'2)(я + 7 Çj 

Ä s = = ~ 3(7 + 4)(7 + 5) (2Ï+iT~Ä2 ' 

( 2 î - l ) ( a + i - l ) ( £ + ï - l ) ( * + 7 

^ = i ( / + 21 — 2) (y + 2 Z ^ 1 ) ( 2 / + 2Z -~2) ~ ~ ^ - 1 ' 

наконецъ 

• — (2<Ч-20(21+202а+2Ж)(21+2Н-1)- • -(2а+и—l)(2/9+n—Q(—1)" 
(7+2Z)(r+2Z+l) . . .(7~h»— 1)(2/Н-2?,-1)(274-20- • . ( 2 7 + » - 1 ) 

при чемъ я предполагаю & ^> ~ - . 

Что же касается случаевъ, когда 7с <^-~- , то ихъ нетрудно привести 

къ случаямъ, когда & > w, при помощи простой замѣны я на 1—# 
и 7 на а -f-0-f-1 — / . 

Выводъ этихъ формулъ и нѣкоторыхъ другихъ интересныхъ свойствъ 
разсматриваемой мною цѣлой функціи я откладываю до другого раза. 
Теперь-же для поясненія общихъ формулъ частными примѣрами по­
ложимъ въ нихъ сначала 

п = 5, й = 4, 1 = п~~ й = 1 
и затѣмъ 

n = 5 , & = 3 , Z = n — h = 2. 

Въ первомъ случаѣ мы получимъ цѣлую функцію 

9>(я) = 1 — - х+ 

( 2 5 - А 2 ) ( 4 7 - 8 Д « ) ( 2 5 - А 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 2 9 - 2 Д 2 ) ^ _ — - ^ - f . 
245 2205 
( 2 5 ~ Д 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 4 - Д 2 ) ( 1 0 - Д 2 ) 4 _ 

^ 11025 * 
(25 - А2) (9 - Д 2) (4 ~~ А2) (1 - - А 2 ) 5 _ 

11025 Х 
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гдѣ 

т = _ ( l 5 ZT А 2 ) ( 9 - А 2 ) ( 4 - Д 2 ) ( 1 - Д ^ ) 
11025 

Во второмъ-же случаѣ мы получимъ такую цѣлуго функцію 

, (25 — Д 2 ) (30 — 2 А 2 ) ( 2 5 - Д 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 1 0 - Д 3 ) , . 

( 2 5 - Д 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 5 - 2 Д 2 ) ( 2 5 - Д 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 1 - Д 2 ) 5 _ 
225 Ж 225 Х ~ 

_ ^ ( ^ 4 . ttâ, І + д , ì ) , ( = t 4 , ^ А , , _ д . і ) . 
гдѣ 

( 2 5 - Д 2 ) ( 9 - Д 2 ) ( 1 - Д 2 ) 

По величинѣ Д нетрудно судить, на основаніи теоремы Клейна, о 
числѣ вещественныхъ корней, какъ уравненіл 

<p(x) = Q, 
такъ и уравненіл 

ір(х) — 0 . 

Интересно было бы сдѣлать тоже самое независимо отъ теоремы 
Клейна. 

Пользуюсь случаемъ, чтобы дополнить и вторую мою замѣтку съ тѣмъ 
же заглавіемъ. 

Дѣло въ томъ, что окончательный ея выводъ можно формулировать 
въ слѣдующей простой формѣ. 

Дифференціальное уравненіе 

x(l—x)y" + [r—(a + ßi~l)x]y, — aßp = Oi 

допускаетъ интегралъ вида 

Ху'у+Yy'y + Zyy = Q, 

гдѣ X , Y, Z цѣлыя функціи отъ ж, тогда и только тогда, когда 
одно изъ выраженій 
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число цѣлое или же два изъ выраженій 

одновременно числа цѣлыя. 
Всѣ эти случаи, какъ оказывается, совпадаютъ съ тѣми, для кото­

рыхъ еще Пфаффъ (Disquisitioiies analyticae) показалъ возможность 
интегрированія уравненія 

х(1 —x)y"J

r[7 — {aJrßJr l)x]y'— aßy = 0 

въ конечномъ видѣ. 
Пфаффъ разсматривалъ уравненіе болѣе общаго вида, которое легко 

сводится однако къ дифференциальному уравненію гипергеометрическа-
го ряда. 

Въ тѣхъ-же случаяхъ и ни въ какихъ другихъ между функціями 
у, удовлетворяющими уравненію 

x(ì -х)у" + [г—(а + ß+ 1)х)у -~aßy = Q, 

можно найти такія двѣ ух и у2, что логарифмическая производная 

Ш_ i l i 
У\ У* 

по X отъ ихъ произведенія уху2 будетъ раціональною функціею отъ 


