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БАНАХОВЫ ПРОСТРАНСТВА, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
с П Р О С Т Р А Н С Т В О М состшний, и Ф У Н К Ц И Я шшовшда • 

Введение , 

Данная работа выполнена в рамках подхода, при котором состояния 
квантовой системы описываются как элементы некоторого шпугаого мно­
жества (см*, напр., [9] ). * .• 

В § I вводится банахово пространство V с конусом V , ба­
зой которого служит шожество состояний К . * Отметим, что аналоги­
чные конструкции рассматривались в работах многих авторов и большин­
ство результатов этого параграфа являются в той или иной степени из­
вестными [13] - [15] . 

В § 2 для каждого состояния J) ~ из К мы вводим пространство-
Xj) того же типа, как и рассмотренное в § I. Заметим, что если в 
качестве К взять множество нормальных состояний на алгебре Ней­
мана., то базу в пространстве Хр образуют состояния, почти доми­
нируемые [ll] состоянием J3 • , что показывает существенность от -
сутствия в § I требования зай^нутости.конуса М..' 

Центральное место в работе 'занимает § З.-.В нем для произволь -
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ной вещественной выпуклой функции j вводится выпуклый функционал 
Е f на JL j) являющийся аналогом выражения | f ( f ^ ) ^ 9 если 

в качестве IY взять множество вероятностных мер на некотором изме­
римом пространстве il , а в качестве выделенного состояния р 
вероятностную меру . Результаты этого параграфа применяются да­
лее для построения некоторого аналога шкалы пространств Хр(Нр^оо) 
в § 4 и аналога разделяющей информации по Кульбаку в § 5« 

В § б разбираются два примера: нормальные состояния на алгебре 
Неймана и множество состояний, изоморфное единичному шару банахова 
пространства. 

§ I « Пространство состояний 

Пусть V - линейное пространство над полем действительных чисел 
R , V+ - порождающий конус в V , К - база V+ , т.е. для трой­

ки ( V , V + , К ) выполнены след;/гощие предположения ( S 1 )• V ~ 
— V* - V + , К - выпуклое подмножество V + , d К Л К ~ 0, 
если оСф 1 и V * U аСК • 

dd {R+ 

Для У € V положим 

If«*» uif [ А , +Л 2 I у -л,р, ; А, Л * * +; А « К . 

Непосредственно из определения следует, что || • || - полунорма на. 
V , являющаяся фушщионаяом Минковского множества СОП V (К U~K), 

Л е м м а 1Д« Пусть Т - аффинное отображение из К в не­
которое линейное пространство JL . Тогда существует единственное 
продолжение Т до линейного отображения J < V -+JC . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть fi\J , тогда у= ^ p t ~ 

~А 2/> 2 , где Л Ъ Л 2 ^ R + ; . J ) 1 ? p 2 € К. Пологам 

Т У = A t Tp t - А 2 ?р г 

и докажем корректность этого определения. Пусть у ==jvt1 ?>t ~jm Ъ% ) 
f u f z € ^ J A , *а е К . Тогда 



Если = 0 , то Л 2 = | » 1 = 0 и 

Если же Л А + р г ф Q , то Л 2 + ^ , ^ 0 " и ' > 

откуда Л, + JM2 — А г + JK, и 

Следовательно, и в этом случав 

л Д А - v Tj>2 = л т^-^б, . 
Линейность введенного отображения Т очеввдна. 
Л е м м а 1 . 2 . Если в условиях леммы I.I цространство X нор­

мировано, то отображение Т непрерывно ̂тогда и только тогда, когда 
f ограничено, причем || Т || ™ SUp II Тр II • 

Д о к а з а т е л ь с т в о * Пусть Т непрерывно и р€ К , 
тогда 

IITpll=IITplU<||TII. 
Пусть, с другой стороны, Т ограничено, С= SUpllfp II и 

( f = sA 1J) l — K h ' ' г д е Л А * ^ '•> A ipz^ К «Тогда 

II Tf II-ИАД^-А г Ъ г * ' * ' 

чМТл-ИЛ "Тл 1! ^ с (л, + , 
откуда ЦТ|| 4 С . 

В соответствии с терминологией, принятой в квантовой теории 
измерений (см., напр., [9] ), элементы множества К будем называть 
состояними, а аффинные отображения из К в множество вероятностных 
мер на некотором измеримом пространстве - измерениями» 

Через fQ будем далее обозначать функционал на К , тождест-
- 69 - • ' 



венно равный 1 , а через % - его продолжение на V * Отметшя, 
что ||у|| - У 0(У) дан у с V + , 

Предложение Эквивалентны следующие условия: ( t ) IIЛ. -
норма на V ; ( t i ) существует разделяющее семейство ограниченных 
аффинных функционалов на К ; (til ) для К существует разделяю -
щее семейство измеренийо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (i) => (it) .• Следует из теоре­
мы Хаяа,~Банаха и леммы 1.2, 

( i t) ==Ф (i) * Пусть || у || — 0 .тогда в соответствии с лем­
мами 1*1, и 1,2 J(y)= 0 для любого ограниченного аффинного функци­
онала J на . К ̂ . Дусть 4 -^ ,p t - А 4 Д » где АиЛг е | + ; р ^ д 6 К / 
Для функционала 70 имеем 0 (У) - 11 - Л 2 , откуда A z . Для 

функционала ^такого, что 3̂  (jD,) it (]32) ̂  имеем O H F j C V ) . .= 
— Л / ^ ^ ) ~ ( р 2 ) ) , откуда A t = 0 и, следовательно, Т = 0 . 

(и) = ф (til) -.Вуоть д ^ д е К / ^ ^ Д . ^ f 1 -ограниченный. 
аффннгоШ функщюнал на К такой, что ^(pJ^^Cp^) * Не ограни -
чивая общности, можно считать, что 0 ^ T T 4- 1 • Рассмотрим двуточе­
чное шожество u s s | x i . X 2 | и измерение 3 » задаваемое равенст 
вом 

% ) ( { ! , } } = ( J H K ) . 

Тогда S ^ J ^ S ^ , } . 
(tit) =>(({,) . Пусть S - измерение со значениями в множес­

тве вероятностных мер на некотором измеримом пространстве Q и 
SCpt) ф S(jD2) • Возьмем измеримое подмножество {]' с Д , для 
которого Sipjtil,) ф $(рг)(й,) . Тогда равенство * 

задает ограниченный аффинный функционал ^ на К * разделяющий 
* А * + 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что тройка ( V » V *К ) 
такова, что выполнено условие ( 5 2 )• существует разделяющее с е ­
мейство ограниченных аффинных фуншздоналов на, К * 
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Далее нам понадобятся некоторые утверадения о свойствах под­
пространств \Л 

Предложение 1.2. Пусть V t - подпространство \/ с порождаю­
щим конусом У + таким, что его базой является некоторое подмно-
жество Ki множества К • Тогда 

1) норма 

141 {A,+\ l t =A,f t- \ j> 2 ; X, i К+; M i a t ) 
на V t удовлетворяет неравенству ||i{>|| ^||vp|| и Цч̂ Ц ==||^|j:=y^(vp) 
дая 44 V* ; 1 1 

2) плотно в К тогда и только тогда, когда. Y 1 плотно 
в V + ? и в этом случае V1 плотно в V • ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I) Непосредственно следует из 
определения норм ||. || и \\.\\̂  . 

2) Пусть К 1 плотно в ^ и *f ( \/+. Тогда ~ A j > ДО* ' 
некоторых A t jR + , j U К и, если JJ ( j ) n £ К 1 ) » т о 

Пусть плотно в V 7jK К . и пусть ^ п ~ * $ 
C ^ n 6 V* ). Тогда ||^||->|Ц)||=1 , ^ / М К К , и V H T j h P 
( tl -*оо ). 

Плотность V1 в V следует из того, что конусы V 1 и V 

порождающие., 

В дальнейшем будем предполагать, что для троим ( V r V +

? К ) 7 

кроме условий ( SI ) и ( $2 ), выполнено еще и условие 
(S3) : К идеально выпукло [i], т.е., если d'^ i. (R ? 

(А— 1, 0- i К > т о 2 / ° ° Ж- Р- сходится по норме к некото-
рому элементу из 1\ . • • • • ' 

• Отметим, что при сделанных предположениях конус V + не бу­
дет, вообще говоря, замкнутым. 



Предложение 1.3. Пусть последовательность [ Y J ^ элементов 
из V монотонно возрастает и ограничена по норме, тогда она сходи­
тся к некоторому элементу Y из V (т.е. в терминологии [I] ко­
нус У * является вполне правильным)« Кроме того, <f > ̂  (t€ Щ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно 
считать, что fj ̂  0 • (Действительно, если это не так, то перейдем 
к последовательности Ч[ — ^ . ). Пусть, кроме того, 
при J- • Тогда последовательность {11̂ 11} — [%(% )) возраста­
ет ограничена и 

при t > | • Отсюда следует, что последовательность [ Y J фундамен ~ 
талька* Положим Y t Q ~ 0 и выберем подпоследовательность [Т| к) к м 

тавдю, что Z*° \Н - *f \|| < оо , пусть Y K « V- ~ ̂  и 

C = S K ^ (I YK II «Из сделанных ршее предположений следует, что 

ряд £ ~ (1 \ II / с } (VK / II% II) сходится к некоторому состоянию J) 
из К Но ^ ' « Е * Y* , следовательно,. V . —* Ср £ V * при 

при Х[г*.ео . Остается заметить,- что из фундаментальности последова­
тельности [*£jj и сходимости ее подпоследовательности { } еле -
дует сходимость и самой последовательности . п 

С л е д с т в и е I J. Если у Д * У + ( 1 € Ш) , то f > 0 . 

С л е д е т в и е 1 .2 . Пусть У - f o n t Х £ « % Д - Ь й п Х Г , Y T 

• » Y i ( i ( f l l ) Тогда <f » Y . 
д о к а з а т е л ь с т в о . - у = t i m ( Y t ) > 0 

согласно предыдущему предложению. 
Теорема "I.I. Пространство У с нормой ||.|| банахово. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {*f{]i=f ~ фундамен­

тальная последовательность. ПОЛОЖИМ % = 0 . Переходя, если нуж-
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но, к подпоследовательности, можно считать, что Е ~ 1 1 ^ — ^ 1 ^ ° ° . 
Обозначим Y i 5 = 1 У{ ~~ Y i „ 1 • Из определения нормы Ц. || следу­
ет t что для любого иЩ существуют у?" у~" £ у + такие, что Y i — 

а Y * - Y ^ " и ||у||| + ||^"|иИУ{ j|+2"1. Согласно предложению 1.3, 

РОДЫ £ ~ Yi" 1 2 ^ H't"" сходятся, следовательно, ряд £~Yi 
сходится, т.е. сходится последовательность {у{} . 

Замечание Условия ( S 1 ) - ( S 3 ) выполнены, в частности, 
если V - полное пространство с базовой нормой в смысле [ ю ] . 

§ 2. Пространство с базой, ассоциированное 
с состоянием 

Определение 2 . 1 . Пусть J) _ \ - состояние из К » Y t V • Будем 
говорить, что Ч>£ £р у если существует представление 

где j ) .cK / ^ е К " " , £ ^ - 1 , Х с с ^ р ; ^€К,5:1хЦ .<оо (и |Ц) # 

Если в представлении (2.1) можно взять р{ i R+

 f то будем 
говорить, что ТсХ^ . Через Кр обозначим П К . 

Замечание 2.1. Для У € X* величина Хд<>^ в определе­
нии не зависит от представления f и равна J6 (Y) . 

Замечание 2.2. Принадлежность V7 множеству Хр эквивалент­
на существованию представления • ' . 

У = С Д П > (2.2) 
где У ь £ У \ Zr^fi , JJ.€R ,Б |&| |У. | |<«>. ( i d ) . 

Принадлежность Y множеству эквивалентна существованию 
представления вида (2.2) с Д € jRf ({ t i ).. 

Замечание 2.3. Как следует из результатов Н.В.Трунова [6], ес­
ли V - пространство эрмитовых нормальных функционалов на аягеб-
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ре Неймана, К - множество нормальных состояний на ней, то Т £ 
тогда, и только тогда., когда J& дочти доминирует У в смысле м о ­
нографии Диксмье [II, гл . 1 , § 4, упр. 8]. 

Отметим некоторые элементарные свойства введенных множеств. 
Предложение 2 . 1 . I) р с V _]и Y * Кр тогда и только тог -

да, когда в представлении V вида (2,1) можно выбрать £ IR 
такие, что ^^.jb. ; + 

2) OCJJ - линейное пространство с порождающим конусом Х ^ , 
" Кр- -• база Xj) ; 

3) если Vj'fc £> . ( / . € N ) * S ^ ^ r € V , то У С- X ^ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Докажем 3). Пусть ̂ j^Zifiyt^'n ~ 

представления вида (2.2) с Jfy. € R+ . Тогда У* ? i j (2'j^ J (2 " J 

Теорема 2.10 Для любого состояния J) из К тройка {Хр,Лр\ 
К jo ) удовлетворяет условиям ( S1 ) - ( S3 ) § I и, следовательно, 

с нормой • 

является банаховым пространством* 
Д о к а з а т е л ь с т в о « Выполнение ( S 1 ) утверждавт-

ся в п.2 предыдущего предложения. Так как Кр ^ К , то выполнено 
( 82 ) (предложение 1 . 2 "Проверим ( S3 ). • 

Пусть д i Кр 7 ^ е R+ ( U fli) и .Тогда 
б ^ Х - ^ Р; € К' и из п.З предложения 2 Л & С Xj& , следовательно, 

при t l - - * o o . 

Предложение 2 .2 . Если JLp = V , тогда 
1) норш |i. || и 11.11/ эквивалентны; 
2) эквивалентны следующие условия: 
(О I!.11 = 11.lip 
(it) Кр плотно в К 5 
(ill) Х р плотно в V 



Д о к а з а т е л ь с т в о . I) Как уже было отмечено, 
IIWll ^ И У Ир .Эквивалентность двух норм следует теперь из тео­

ремы Банаха об обратном отображении. 
2) Ц) => (II) . Пусть 6 i К . Так как ||<э ||р =|1 б II = 1 , то 

для любого £ > 0 существуют Д ,_/>21 Кр и А, ,Л2 t |R + такие, что 
6=Л кр,-Л 2д и А,+ ЛА4 1+£ . Тогда л, > 1 и 

i H - p J U I I S - A ^ I I + K ^ - I ^ J = 

С ii ) =Ф> С i ) • Пусть 6 € К 7t>Q и J I 1 - такое состояние из 
Кр , что Ш>-$ Ид < £ • Тогда '• • 

откуда || 6 ||р 4 I. = II $ 11 '. • Следовательно, СОИ V ( К U — К ) • содержи­
тся в LLL „ ' - единичном шаре пространства Х0 и для £ у .. 

II? II•* ittf(a>0i4f с conv(KU-K)) > • 

» i n f { l > 0 | y £ i u 1 j ! | 4 j } ) = 11441, . • 

( ii )<=>( iii ). Следует из предложения 1.2. 
Изучим теперь связи меаду введенным .для состояния J) простран­

ством Xj> и порядковым идеалом Ip= j f t V |~Aj3 « Y * Лр для неко­
торого Л С R * } - . Обозначим ljc=l p flV+, 1j> = Ip П К . 

Дведложенце 2.3. I) ̂  с Х ч , I * с= ? ^ с . Кр ; 

2) если f € Xj> , то существует последовательность {f n| эле­
ментов Ij, , возрастая сходящаяся к f ; 

3) Ijj плотно в , плотно в / J , плотно в • 
Д о к а з а т е л ь с т в о » I) Если *fi , 0 * ^ 4 Ар , то 

J 3 -

Y = 0 - i - — „ +• Л 
ЛР-ЧМ1 A 
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откуда ясно, что ^ £ ftp . Остальные включения следуют из того,что 
- база конуса i j , порождающего 1р ; 

2) пусть *~ представление вида (2.2) с ^ . ^ f . 

Введем Ф =ЪП А. ЧЛ Тогда последовательность (<р 1 возрас-

тает, сходится к *f и 

•' т « У m q x ( > J p ; 
1*1,11 1=1,11 

3) плотность Ip в непосредственно следует из п.2 и, 
согласно предложению 1,2, плотно в Кр 1р плотно в / р . 

Предложение 2,4. Если j) , 5 - состояния из К $ Gcjp » то 

Д о к а з а т е л ь с т в о „ Пусть Aj) , У £ , 

^ , V = £ г д е V + > 4 € (R+ (1 е i ) . Тогда 

откуда у ( X * . Таким образом, / + с£ + , откуда легко слелу -
юг и остальные утверждения предложения. 

С л е д с т в и е 2 . 1 . Если j) , б - состояния из К , Н 1р , 
_Р £ i s , то ^ 6 = ^ , , и isriip = да 

§ 3. Функционалы, связанные о выпуклыми функциями 

Определение 3.1. Пусть функция | —» [R U . выпукла, 
j) £ К и Ч £ Х-р * Обозначим 

E f ( Y / j > ) - uif *Ц .', 
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где inf берется по всем представлениям 

• • ^ - I A ^ P V 
вида (2 .1 ) . :' • 

Замечание 3 . 1 . Выражение £|(б;)Хг в предыдущем определении 
корректно определено со значением в , (R и{+ , так как ряд 
X pi оСь сходится абсбдютно, а функция | щнорируется линейной 

Замечание 3.2.,В обозначениях определения 3.1 

Е| ( Т / р ) = itlf ZfipO И ^ 1 1 , 
где itlj? берется по всем представлениям р ^ вида (2.2). 

Из неравенства Иенсена непосредственно получается следующее ут­
верждение* 

Предложение 3.1, В обозначениях определения 3.1 

Е | ( ? / р ) > | (£jj i 04)= { ( $ o W ) • 

Предложение 3.2. Если, n f К f Q = 1,2) , 0<A< 1 , то 

E | ( ( A Y 1

+ ( l - A ) f 2 ) / ( A p , + ( l - A ) p 2 ) ) 4 

' « Л Ef ( ^ 7 ^ ; + ( 1 - A ) E f ( T 2 / p 2 ) • . 

Д о . к а з а т е ' л ь с т в о . Отметим прежде всего, что pv , 

А ^ лр +(1-л5р 9 n 0 8 T ( W » согласно предложению 2.4, Л ̂  4-

с соответствующими 9 pyt , j}^ - представления вида (2.1). 
Тогда - • • ' 

Aj),+ C l - A ) p 2 = £ i ( A « C 1 l ) p H - b I i ( ( l : A ) ^ i i L ) j ) 2 i •, 

1 { { ( | й ) ( А ^ ) + 1 4 ( > 2 1 ) ( ( 1 - А ) ^ ; 

•« A £ i f . ( > 1 i ) e c 1 l + ( i - A ) . E v | ( > A U , i ' 
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и, переходя к in| , получим требуемое неравенство. 
Предложение 3.3» Пусть V - пространство 6 -аддитивных веще­

ственных мер на некотором измеримом пространстве й , К мно­
жество вероятностных мер на. нем и 6 К Мера, Y из V прина­
длежат Лр тогда и только тогда, когда она абсолютно непрерывна 
относительно j) , и в этом случав , если | ~ выпуклая фунвдия, то 

E{(«f/p) - S n f - ) ^ -
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть , ¥ в £ Д Х 1 р 1 — 

представление вида (2.1) и пусть * Ц £ 0 (1Л IN) . Тогда все вероятно -
стные меры j}/. , а следовательно, и мера Y абсолютно непрерыв­
ны относительно j) . Обозначим через ^ ~ d p ^ / d p "7 {^dffdp 
производные Радона-Никодима и будем в дальнейшем писать равенства и 
неравенства для фунюдай на Д с точностью до р почти навер -
ное* С этими соглашениями имеем 

и, воспользовавшись неравенством Иенсена, получаем 

откуда 

д 
Таким образом, 

Sf(^)dP < E{(f/j,). 
Пусть теперь мера *f абсолютно непрерывна относительно р , 

^ ~ / dp , Некоторые детали нашего дальнейшего доказательства за­
висят от вида выпуклой функции | . Мы здесь рассмотрим только 
следующий случа!: 



[a,6)cdomf=(i6 H U{(t)<~) , 

f ( x ) - + ~ ( i - * G - ) , ${U)dj><~ 
и построим последовательность представлении т J3̂  

вида (2Л) такую; что . 

Остальные случаи либо тривиальны, либо разбираются аналогично. 
Рассмотрим последовательность точек ^ < < < ... . такую, 

что 1^=0 , Щ ) возрастает при ̂  > ̂  г | (^) > 0 , - | m < I) / 

УиГ* при т - *<*> и < 2 | ( у м 1 ) при-щ-2,3,.... 
раз ( х ( К ) 1 *° обозначим последовательность точек, получающихся 
при разбиении каждого из отрезков , J н а К равных час 
тей, причем Х^- < Х ( , Е ) < X****... Вшдем^функнда ^с.к) на ft ': 

' (С - $ы>/<х£ - ij 0 ) , во™ * ( и ) , < ] ; 
. ( ^ ( Ы ) - Х Г ) / ( 1 ( Г - С ) > — t ( C 0 ) € [ x ^ , Х П , 

Пусть I W = { u W U{0 ! | J V f d | ) = 4 K ,>0) , i ' ^ d p -

неопределенные интегралы от .функции ^ и J3̂  — ) j$. up 

(id I ( K ) ) . Тогда имеем 



t€ 
Обозначим 

Для CA)' € Л через X^'CW) и Xj!°(W) ' обозначим ближайшие к|(Ц}) 
точки из [ x ^ j f удовлетворяющие условию 

X f } ( w ) 4 Х (
Г

Ю ( Ы ) . 
Пусть Л . Оценим (ы) | . Если ( ((A)) е[|0 ^ J и 

Х (^ к ) ни для какого t , то 

l^(w)|=||(x (

e

K)(o)))(x (

r

K)M-^(w))/(x l

r

K)(w)-x[K,(w))+ 

+ | ( a : <

r

K , ( a ; ) j ( f ( w ) ~ x ( « ( w ) ) / ( x ^ ( w ) - x f sup | f (x) | , 

если же §{(х)! = X * для некоторого t , X . ^ ? t, то 

^ ( w ) = f ( x f ) . Если $(GJ)i ,«) , то 

| ? K ( G j ) H f ( x < K , M ) « 2{Ц(и>)). 

Итак5 

SUp [|(Х)| , еслш £(<у)'€ [ a , ^ ] , 

2 | Ц ( С О ) ) , если $ ( G J ) H ^ , * b 

и функция: J (&)) интегрируема по мере р . 
Так как | ( х ) непрерывна на (а,& ) , то 

при К ~ * с о , если ^(CJ) £ (О ,1)) • Если же = й > т 0 

^ ( ( j j ) . Воспользовавшись теоремой Лебега о мажори­
рованной сходимости, имеем 



И 'А .. . 

. Ц ( ы ) ) с 1 р { t - o o ) , 
А 

Теорема ЗЛ. Пусть тройки (V, V + , К) и (V,,v|, К,) удовлетво -
ряЮт условиям ( 3 1 ) - ( S 3 ) § I > Т - положительное линейное неп­
рерывное отображение из V в Vt у JK К и'"Tjp.C К1.' • Тогда TXj> ^ 
C e i^Tp ? ^ X j ^ ^ Т р - Если, крбме того, ЦТ II 4 1 и фунщия 

| : R R U выпукла, то 

E f (Tt/ Т р ) "'4 Ef ( Ч / р ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть *f iX,p и ^ — I ^ Y j -
представление вида (2.2) с £ R (i£ IN).Тогда из положительности и 
непрерывности Т получаем 

откуда TH^Xf .» т.е9 TXJ с: X.JT и, следовательно,'. 
Т Х с и / Р * 

Пусть теперь ИТ lU"1 , -V * X / . и • • Ч ^ Е ^ Х ^ 
представление вида (2Л), причем, не ограничивая общности, можно 
считать, что <т£->0 (i С IN). Так как р=*%оС{рь , тоТр^Ё^Тр-
и 1«?1ТрН=£^ IITjuJI > откуда || Тр{ || - 1 , т.е. 
Тр{ i K i (u fN).Следовательно, Т ¥ ^ £ d i J p i

 0 С Т Ь представле -
ние вида (2,1), значит, 

и, взяв in| по всем представлениям if- в виде (2 .1), получим не­
равенство 

Ef (Тч'/Тр) < E f ( ? / ) ) . 
С л е д с т в и е 3 . 1 . Пусть S - измерение, действующее 

из К в множество вероятностных мер на измеримом пространстве 
- 8 1 



й , \ j) f б € К I 6 £ Кр и I - выпуклая функция. Тогда 

E-fte/>> > j f c-aff->dsP. 

§ 4 . Пространства типа £,р -

Определение 4 . 1 , Пусть j) - состояние из К ,¥£Xj& , Up < ^ 
и | р ( х ) = | Х | - (XfcR). Будем говорить, что *f f- Х р (р) " ? если 
Е | (Y /p) < 0 0 ? й в этом случае обозначим 

Замечание 4Л, Нетрудно убедиться, что Х1 ( р 1 ~ Х / и 

1 . 1 ^ = 1 - 1 , н а / ^ 
Теорема 4 . 1 . Для 1 4 р < сю функция I U I p ; i > на Хр(р) явля 

ется нормойs относительно" которой пространство Хр ( р) банахово» 
. Д о к а з а т е л ь с т в о . . Если *f fcXp(p) • и К I Д'о 

из определения легко получить, что AY £ Х р (р) и ||ЛЧ7 IIр^ — 

= IЛI IIS7 II р р . Неотрицательность фушщи II .11 р}р на Хр (р ) очевид­
на» Докажем выпуклость единичного шара. Тем самым будет установлена 
линейность пространства Х р (р) и то, что ILL р - полунорма. 

Пусть Y ^ X p ( p ) , И } 11 Р ; ] ) 4 1 (]-1 ?2Г . и 0 « Л « 1 . 

Тогда, согласно предложению 3.2 с j^=:p z~j) » имеем 

Е | р ( ( + ( 1 - Л ) % ) / р ) < А»%Н| > р + ( 1 - А ) И 2 1 1 Р

Р ) Я 4 1, 

откуда Л ^ + ( 1 - А ) % ( / р ( р ) и И AS*, + О - Л ) ^ Hp,j, 

Пусть теперь *f € £ ? ( р ) , 4 ф-0 ж f~Z Jb - предста­
вление вида (2 .1 ) . Тогда 

так как j|.j|.p -норма (теорема 2,1) ж Ъж{ = ' 1 . Из этого не--



равенства следует-, что ll.llptp - норма на пространстве X^Cj)) > 
Докажем его банаховость.- -

Пусть (*fn ] ^ - фундаментальная по норме IJ! р?р 

последовательность элементов Х р (j)), i>.0 . Положим >f0 ~ 0 '« Пе­
реходя* если нужно* к подпоследовательности, можно считать, что 

Положим y n ^ ^ + ) - Y n (п-0,1,2,•...).Отстали j^. 6 К : . 
^ i i i

 С R % J*ni
 6 R (П = 0,1,2 ,... ; 1=1,2,...)такие, что 

да п=0 ?1,2 ?... и 

Е и ^ ^ ^ г - г ^ - г - » " (пил-), - : 

Тогда гаеем . • 

< [ 2 м (1%1'р,, + £) + I~ 2'"""' jV> = [2 ' - ' ( lT . l ! /£ + D ] V p . 

Пусть • 

Тогда ' • - . 

Ц, Щ)« 1 2 ™ > n i г • г ^ Ч 1 1 +1»• 
. . - 83.'-' 



Таким образом, Y ^ X p l p ) и 

Замечание 4.2. Аналогично построенным для 1 ̂  р < 0 0 прост -
ранствам Лр(р) можно ввести пространство Х^ (р) следующим обра­
зом: будем говорить, что элемент *f из Лр принадлежит X^ip) , 

если существует представление * f ж £ д*>.vp. вида (2.1) такое, что 
SUp \fy. | < о о , 1 В этом случае положим 

- inf supljbJ , 
где ttl| берется по всем представлениям Y вида (2J). Нетрудно 
проверить, однако, что так определенное пространство Х^ (j)) совпа­
дает с порядковым идеалом Iр (см. § 2) и 

I M L ^ - tnf ( л > о | ~ л р 4 ч > ^ л р ) . 
Аналогично теореме 4.1 докалывается полнота этого пространства» 

Используя обычные соотношения меаду Лр -пространствами отно­
сительно вероятностной меры, нетрудно получить следующее утверзде -
ние. 

Предложение 4.1. Если | 4 р 4 (J ^ <х> , то Л^(р) сЛ^ (J)) и 
\ Щ } р ^ И И ^ * ш Ч Ч Х ^ С р ) . 

Аналогично предложению 2.4 нетрудно доказать следующее его 
обобщение. 

Предложение 4.2. Если р , б - состояния из К Л^1$ ,6*Aj>, 
1 4 р 4 <*> тоХр(б)^Хр(р) и llf llpj) 4 Л 1~Р -Н lip.,6- (полагаем 
i - o о . ; • • _ : 

С л е д с т в и е 4.1. Если б - состояния из К э8€ 1р , 
J)€ 1 б , U р ч < ^ , то Х р ( р ) = - Х р ( б ) и нормы.И.Ир^ и 11.1!Р;б 
на Хр ( р ) эквивалентны. 

Предложение 4.3. Пусть тройки (V, V + , К ) и ( Mi, Mi , K t ) удов -
летворяют условиям ( S1 ) - ( S 3 ) § I, Т - положительное линей -
нов отображение из V в V, , IIТII ^ 1 , J> £ К ? Тр € К 1 , К р > °® .. 
Тогда Т действует is Х р (р)в Х р ( Тр) с нормой,не превышающей I» 
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Д о к- а з а- т в л- ь о т в о' •. Для 1 4 р < оо то утверздение 
непосредственно следует из теореш' 3.1. Если 1р,—Aj)^*?4 Ар , . 
то — A.Tp.̂  TY ^ ЛТр > откуда следует справедливость утверждения 
ж дда р = оо . . ' • 

§ 5. Шунвджя информации 

Рассмотрим вшдршув фуНКЦИЮ 
-; fx ill X, если X > 0 , 

< 0, . если Х = 0 , ' . 
+ о6..у еоли X < 0 . • 

^ H M e i l i i a l , 'Пусть : J) , .б - состояния из К * Назовем инфо­
рмацией меаду б -и р следующее выражение: 

1(5 р ) « |Ei(S/p), ешш б с / р , 
J " l + o o в цротивном случае. 

T f̂iMajBLSiX* Функция информации обладает следуюпщми 'свойствами: 
( 1 1 ) IС6?р)> 
(12) I (6 , J } )^0 тогда и только тогда, когда б-р ; 
(13) если 04 А 4 1 , то 

: <АГ(6 |:,р1)+(1-А)1(в3,вр2) ; 
(14) если Кб,р) < ̂  , то б i^J ; 
(15) если 6* Зр Ар , , то Ш ? р К I.. . , 
(16) пусть'f - аффинное отображение из К • в. К1 , где 

0 V V* , К ) и ( V| t- ., К1 ) удовлетворяют условиям ( 

(15) если 6̂  Др- Ар , , то Ш ? р К ttiA 
тае.трой-' 

ки С V V"1", К ) и ( V; t- V«r ., К« ) удовлетворяют условиям ( S i ) 
(S3) § I . Тохда 

. : 1 ( Т б , Т р ) < К б j)) ; ' . • 

СI 7)- пусть К - шожество вероятностных мер на измеримом про­
странстве Ц тогда 

если 6 -абсолютно непрерывна относительно р 
С1 8 ) если . S - измерение со значениями в множестве вероят­

ностных мер-на'измеримом пространстве il , то 
. " . - 8 5 - " ' 



•l<M»>j l i p i d s , , 
считая интеграл равным + , если вероятностная мера S Б не яв­
ляется абсолютно непрерывной относительно & р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойство ( 1 I ) следует из 
цредложения 3.1, свойство ( 1 3) - из предложения 3,2, свойство (I 6) 
- жз теоремы 3*1 с учетом лемш 1,2, свойство (I 7) - из предложения 
3.3., свойство (18) - из следствия 3.1. 

Докажем (I 2). Очевидно, что Кр ; р) : = 0 . Если р,б€Ки б^р , 
то, согласно предложению 1Д, существует измерение S со значениями 
в пространстве вероятностных мер на некотором измертюм пространстве 

Л такое, что Sg Ф Sj) . Тогда, учитывая (18), 

•"' • Ke,j>) > dSp >о" 
Свойство (I 4) очевидно из определения. 
Если б ̂  Ар , то 

6 = M | ) * 0 V ( J ) - - ™ ) , 

откуда 
Ш,р) < A b A j | I I -faA ; 

т.е. .выполнено ( I 5). 

§ 6. Примеры пространств состояний 

Пример I» Нормальные состояния на-алгебре.-Неймана. Пусть V ~„уД 
- пространство эрмитовых ультраслабо непрерывных функционалов на ал­
гебре Неймана Д , V* = | Д - конус положительных нормальных 
функционалов на Ji , К (с V + ) - множество нормальных состояний на 
ii . Черев Д- э обозначим множество эрмитовых операторов из Д 

и пусть JD -точное состояние из К . Ясно, что тройка ( V V + Д ) 
удовлетворяет условиям ( S 1 ) - ( S 3 ) § I , и, учитывая результаты ра­
бот [2]',[3],[4]»[6],[7],'[12] (см* также. [8] ), нетрудно убедиться,что 
. Xj) — V , нормы || Л и ||. II£ на V , совпадают, а пространство 

Х2(р) каноническим образом изоморфно вещественному гильбертову 
пространству, получаемому пополнением Ц э по скалярному произведем 
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ш ю < А , В > — i р (Ав+ВА) . Если,вдобавок, J3=X' - '.след, .то«С-£» 
= V , и для *f £ V и выпуклой функции | 

E | ( Y / t ) = t ( | (A 4 , ) ) = 5 | U ) d t t E A ) , 
где. A^p^df/(It - производная Радона-Бжкодима в смысле Сигала [16] 
интегрируемый относительно € самосоцряженный оператор со спектра­
льным разложением 

(R ^ ^ " 
В частности, построенные в § 4 пространства Xp(Z) ( J 4 p ^ o o ) кано­
ническим образом изоморфны соответствующим пространствам интегрируе­
мых со степенью р самосопряженных операторов (см.,-надр.', [17] ). 

. Щщшш^* Множество состояний, изоморфное единичному шару бана­
хова пространствам 

Пусть X -^банахово пространство с сопряженным X и вторым 
сопряженным X '.' Положим 

•V = R e x = { C A , i u ) | A t R ' ^ e l ' } , •"• 
v + = { ( A v u ) e v U > l l u l l ) ' , • 

K = { U , u K V * ! A , H ) . . 
Тройка. ( V * V f * К ) удовлетворяет условиям ( 5 1 ) - ( S 5 ) § I,при­
чем норма на V * связанная с | , задается равенством 

| (A,ii)l l - m Q i { n i J ! n | l ) , 

Пусть далее J3 = (l,0) - состояние из К . Тогда, как нетрудно 

видеть, в обозначениях § 2 1 ^ = « £ ^ - V + , поэтому Jp = Х р = V , 
^=Кр-К и да > t V 

.11 <f II = IY Sip - itif { A . + Л J H> = KPrhP,; W * \ & J ^ ) v 
Предложение 7.1. Пусть | : f (R U { + о о ] _ _ шщгклая функ -

ЦЙЯ, 4>=(A ,U) fc V. Тогда ' . 

E f (T/j)) = 7 f ( A H u l l ) + 7 f ( J\-||Kll). (*) 
Доказательство этого утверждения вполне аналоги-
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чно доказательству подобных утверждений в предвдр^их работах автора 
[ 4 ] 5 [5] . Принцшшальшш моментами в нем шляются проверка, равенст­
ва (* ) для функции ^ (X) — |х1 » получается из соотношений 

Е Ш$ ^ М == max (S AIJ ull) = { IА+ SI и «К \ I A-|luH|.> 
а также то, что отображение 

* i(fa),o) щ ш u=o, 
действующее из множества вещественных функций | на |R в прост­
ранство V , удовлетворяет многим из обычных свойств функциональ­
ного исчисления. ' 

Из предложения 7 .1 следует в частности , что для 14 р < оо и 
7=(А,и)€ V=Z p(p) 

' Ц ^ Ч т 1 М 1 1 « | Р + т 1 А - « 1 1 И 1 Р ] . ^ л . 

Нетрудно проверить также, что для *f ~ ( А, И ) t V- / ^ (J) ) 

II м>II i p = тп ax {IА + II и III', Ц - II и Н |) = | А I +11 и У • 

Для 1 ^ р ^ о о сопряженным к пространству <>£р (р) является 
пространство 

Ф X* = {(ju ,Чг ) | JM € {Rtf€ X* } . 
с нбрмой , 

где С|~1+- р"""1* ! , если К р < и С| * 1' , если р = 0 0 , а при р=1 

B C j i ^ l ^ - l j K l + N I I . ' 



Вторым сопряженным к X ^ ( J ) ) является пространство 

R e x * * = { ( A , 1 J ) | At SR , ц е х * * } 

с нормой 

i i a , u ) i i p = [ y u + i i i i i i | p - b y i A - i i u i i | p ] y p 
при 1 4 р < оо. и 

II (А ,И )И«, = I A I + Ш 

Щ)И р = сю • • 

Отсвда следует в частности, что построенные в § 4 пространства 
Хр (J)) ни при каком р не являются, вообще говоря, рефлексив­

ными. 
Проверив выполнение равенства параллелограмма, нетрудно убеди -

ться3 что в рассмотренном примере пространство Л% (р ) является 
гильбертовым тогда ж только тогда, когда пространство X гильбе­
ртово о 
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