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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìó ëû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà òåíü áèëèíåéíîãî ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå
íà ïîëîñó , ïîðî æäåííóþ ðåøåòî÷íûì áèìîðôèçìîì.
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Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ [5, 6, 11]. Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå,âàæíûì èíñòðóìåí-
òîì, ïîçâîëÿþùèì èçó÷àòüñòðóêòóðóïðîñòðàíñòâ ýòèõîïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîð ÿäêîâîå
ïðîåêòèðîâàíèå. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè èçâåñòíî äëÿ ëè-
íåéíûõ è îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ [1�3, 7, 8, 10]. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèê àåò
çàäà÷à � ðàñïðîñòðàíèòü íà áèëèíåéíûé êîíòåê ñòðåçóëüòàòû î ïîð ÿäêîâîì ïðîåêòèðî-
âàíèè èçâåñòíûå äëÿ ëèíåéíûõ è îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâûé øàã â
ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàí â [9]. Íàñòî ÿùàÿ çàìåòêà ïðî äîëæàåòýòîò êðóã èññëåäîâàíèé.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Çäåñü ìû ïðèâåäåì íåê îòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîá õî äèìûå äëÿ
äàëüíåéøåãî. Öåëüíàñòî ÿùåãî ïàðàãðàôà � çàôèêñèðîâàòüòåðìèíîëîãèþ, îáîçíà ÷åíèÿ
è ââåñòèíåîá õî äèìûå ïîíÿòèÿ. Ñòàíäàðòíûé èñòî÷íèê äëÿ ññûëîê ïî òåîðèè âåêòîðíûõ
ðåøåòîê è ðåøåòî÷íî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ � ìîíîãðàôèÿ [4].

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæ åíèå, äåéñòâóþùååâ âåêòîðíûõ ïðîñò àíñòâàõ è çàâèñÿùåå îò
äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàþò áèëèíåéíûì , åñëè îíî ëèíåéíî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ïðè
ôèê ñèðîâàíèè äðóãîé ïåðåìåííîé. Íà ïðîò ÿæåíèè âñåãîòåêñòà E, F è G � àðõèìåäîâû
âåêòîðíûå ðåøåòêè. Áèëèíåéíûé îïåðàòîð T : E £ F ! G íàçûâàþò ïîëî æèòåëüíûì,
åñëè T(x; y) > 0 äëÿ âñåõ x 2 E+ è y 2 F+ . Ðàçíîñòü ïîëî æèòåëüíûõ áèëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì îïåðàòîðîì. Áèëèíåéíûé îïåðàòîð T : E £ F ! G
ïîëî æèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x 2 E+ è y 2 F+ ÷àñòè÷íûå îïåðà-
òîðû

T(x; ¢) : y 7! T(x; y) (y 2 F ); T(¢; y) : x 7! T(x; y) (x 2 E)

ïîëî æèòåëüíû. ×åðåç B r (E ; F ; G) è B r
+ (E ; F ; G) îáîçíà ÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíî æåñòâà

ðåãóëÿðíûõ è ïîëî æèòåëüíûõ áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç E £ F â G. Ïó ñòüE; F , G � âåê-
òîðíûå ðåøåòêè, ïðè÷åì G ïîð ÿäêîâî ïîëíà. Òîãäà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî B r (E ; F ; G)
ÿâëÿåòñÿ ïîð ÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé, à ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè èìåþò âèä:
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(T _ S)( f ; g) = sup

(
nX

i =1

T(f 1
i ; gi ) + S(f 2

i ; gi );

f 2 E+ ; g 2 F+ ; f 1
i + f 2

i = f ; 8 i 2 f 1; : : : ; ng;
nX

i =1

gi = g; n 2 N

)

:

(T ^ S)( f ; g) = inf

(
nX

i =1

T(f 1
i ; gi ) + S(f 2

i ; gi );

f 2 E+ ; g 2 F+ ; f 1
i + f 2

i = f ; 8 i 2 f 1; : : : ; ng;
nX

i =1

gi = g; n 2 N

)

:

Áèëèíåéíûé îïåðàòîð T : E £ F ! G íàçûâàåòñÿ ðåøåòî÷íûì áèìîð ôèçìî ì , åñëè
÷àñòè÷íûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû T(x; ¢) è T(¢; y) ÿâëÿþòñÿ ðåøåòî÷íûìè ãîìîðôèçìàìè,
äåéñòâóþùèìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîð ÿäêîâûå ïðîåêòîðû, äåéñòâóþ-
ùèå êàê â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ, òàê è â ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðîâ, áóäóò îáîçíà ÷àòüñÿ
ìàëåíüêèìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ¼, ½è ò. ä. Èç êîíòåê ñòà âñåãäà áóäåòÿñíî î êàêèõ ïðî-
åêòîðàõ èäåò ðå÷ü. Ïó ñòü A � íåê îòîðîå ïî äìíî æåñòâî ýëåìåíòîâ âåêòîðíîé ðåøåòêè.
×åðåç ¼A áóäåì îáîçíà ÷àòüïðîåêòîð íà ïîëîñó f Ag?? .

2. Ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîëîñó ,
ïîðî æäåííóþ ðåøåòî÷íûì áèìîìîðôèçìîì

2.1. Â íàñòî ÿùåì ïóíêòå ðàññìîòðèì âàæíîå ïîíÿòèå, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëèòü
ïðîåêöèþ ïîëî æèòåëüíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ïîëîñó , ïîðî æäåííûóþ ðåøåòî÷-
íûì áèìîðôèçìîì.

Ïó ñòüE, F è G âåêòîðíûå ðåøåòêè è G, êðîìå òîãî, ïîð ÿäêîâî ïîëíà. Òåíüþ ðåãó-
ëÿðíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà T 2 B r (E ; F ; G) íàçûâàåòñÿ ìíî æåñòâî

S H (T) : = f S 2 B r (E ; F ; G) : (8 ½2 Br (E)) ; (8 ¾2 Br (F )) ; ¼S(½E;¾F ) 6 ¼T (½E;¾F )g:

Êàê îáû÷íî áóëåâû àëãåáðû ïîð ÿäêîâûõ ïðîåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ E è F áóäóò îáî-
çíà÷àòüñÿ Br (E) è Br (F ) ñîîòâåòñòâåííî. Ìíî æåñòâàêîíå÷íûõ ðàçáèåíèé åäèíè÷íûõ
ïðîåêòîðîâ 1E è 1F áóäåì îáîçíà ÷àòüPrt (E ) è Prt (F ) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà T 2 B r (E ; F ; G) èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) S H (T) � ïîëîñà â ïðîñòðàíñòâå B r (E ; F ; G);
2) S H (T)= S H (jT j) ¾ T?? ;
3) ïðîåêöèÿ îïåðàòîðà S 2 B +

r (E ; F ; G) íà ïîëîñó S H (T) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó ëå

¼S H (T )S = inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S(½k ; ¾l );

(½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F ); n; m 2 N

)

(1)

C Î÷åâèäíî, ÷òî S H (T) áóäåò âåêòîðíûì ïî äïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
B r (E ; F ; G). Ïó ñòü S 2 S H (E; F ; G) è ½ 2 Br (e), ¾ 2 Br (F ), x 2 E + , y 2 F + . Òî-
ãäà

S+ (½x;¾y) = sup

(
nX

i =1

S(½xi ; ¾yi ) : 0 6 x i 6 x; 0 6 yi 6 y;
nX

i =1

yi = y; n 2 N

)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
¼S+ (½x;¾y) 6 ¼T (½E;¾F ) :

Òàêèì îáðàçîì, S H (T) � âåêòîðíàÿ ïî äðåøåòêà. Ëåãêî âèäåòü,÷òî S H (T) ïîð ÿäêî-
âûé èäåàë.Ïó ñòü0 6 S® " S è S® 2 S H (T). Òîãäà ¼S(½x;¾y) 6 ¼T (½E;¾F ) . Òàêèì îáðàçîì,
S H (E ; F ; G) ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé.

Äëÿ îïåðàòîðîâ S, T 2 B r (E ; F ; G), S 6 T âêëþ÷åíèå S H (S) ½ S H (T) î÷åâèäíî.
Êðîìå òîãî, T+ , T ¡ 2 S H (T) \ S H (jT j). Îòñþ äà ïîëó÷àåì, ÷òî S H (T) = S H (jT j).
Åñëè îïåðàòîð S 2 fj T jg?? , òî S = supf njT j ^ Sg. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ïàð
ïðîåêòîðîâ ½2 Br (E), ¾2 Br (F ) è ëþáûõ (x; y) x 2 E+ , y 2 F+ ñïðàâåäëèâàôîðìó ëà

¼S(½x;¾y) = supf ¼(njT j^ S)( ½x;¾y)g 6 supf ¼njT j(½x;¾y)g = ¼jT j(½x;¾y) :

Òàêèì îáðàçîì, fj T jg?? ½ S H (T) óñòàíîâëåíî. Ïó ñòü

RT (S) = inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S±(½k ­ ¾l ); (½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F ); m; n 2 N

)

:

Äëÿ äîê àçàòåëüñòâàóòâåðæäåíèÿ (3) íåîá õî äèìî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ôàêòû:
a) 0 6 RT (S) 6 S;
b) RT (RT (S)) = RT (S);
c) RT (S) = S , S 2 S H (T);
d) RT � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå B r (E ; F ; G).
Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé (½k )n

k=1 2 Prt (E ), (¾l )m
l=1 2 Prt (F ) îïåðàòîð S(½k ; ¾l ) ÿâëÿåòñÿ

îñêîëê îì îïåðàòîðà S. Ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèé (½k ) è (¾l ) ýòîò îñêîëîê óìåíüøàåòñ ÿ.
Òàêèì îáðàçîì, RT (S) áóäåò ïðåäåëîì óáûâàþùåé ñåòèîñêîëê îâ S(½k ; ¾l ). Ôîðìó ëà (a)
î÷åâèäíà. Äëÿ äîê àçàòåëüñòâàñîîòíîøåíèÿ (c) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó âûðà-
æåíèé:

RT (S) = S , 8 (½k )n
k=1 2 Prt (E ); 8 (¾l )m

l=1 2 Prt (F )
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S ±(½k ­ ¾l ) = S

=
nX

k=1

mX

l=1

S ±(½k ­ ¾l )) , (8½2 Br (e)) ; (8¾2 Br (F )) S(½;¾) =

= ¼T (½(E );¾(F )) S ±(½­ ¾) ,

, (8½2 Br (e)) ; (8¾2 Br (F )) ¼S(½(E );¾(F )) 6 ¼T (½(E );¾(F )) :

Åñëè T1, T2 6 0, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèé (½00
k ), (½0

i ) 2 Prt (E ), (¾00
n ) , (¾0

m ) 2 Prt (F )
ìî æåì íàïèñàòü:

X X
¼T (½0

k E ;¾0
l F )S1 ± (½0

k ­ ¾0
l )) +

X X
¼T (½00

k E ;¾00
l F )S2 ± (½00

k ­ ¾00
l ))

>
X X

¼T (½k E ;¾l F ) (S1 + S2) ± (½k ­ ¾l ))

=
X X

¼T (½k E ;¾l F )S1 ± (½k ­ ¾l )) +
X X

¼T (½k E ;¾l F )S2 ± (½k ­ ¾l )) :

Çäåñüïî ä (½p) 2 Prt (E ), (¾r ) 2 Prt (F ) ïîíèìàþòñ ÿ ðàçáèåíèÿ áîëåå ìåëêèå, ÷åì (½00
k ),

(½0
i ) è (¾00

n ), (¾0
m ). Ïåðåõ î äÿ ê èíôèíóìó , ïîëó÷àåì

RT (S1) + RT (S2) = RT (S1 + S2):
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Äîê àæåì òåïåðü ôîðìó ëó (b). Ïó ñòü W = RT (S) è S 2 B +
r (E ; F ; G). Äëÿ ëþáûõ ½2

Br (E), ¾2 Br (F ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

W(½;¾) = inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S ±(½k ­ ¾l )(½;¾); (½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F )

)

= inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S ±(½0
k ­ ¾0

l );
mX

k=1

½k = ½0;
nX

l=1

¾l = ¾0

)

:

Òàêèì îáðàçîì, W(½;¾) 6 ¼T (½(E );¾(F )) S(½;¾) äëÿ ëþáûõ ½ 2 Br (E), ¾ 2 Br (F ). Ýòî
îçíà ÷àåò, ÷òî S 2 S H (T). Èñïîëüçó ÿ óæå äîê àçàííîå óòâåðæäåíèå (c), ïîëó÷àåì, ÷òî
W = RT (V ). B

2.2. Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ïðîñòð àíñòâî ì Ðèññà � Ôðåéäåíòàëÿ (E 2
R F ), åñëèäëÿ ëþáûõ " > 0, e 2 E + , x < e ñóùåñòâóþò ®i 2 R, ½i 2 Br (E), i = 1; : : : ; n,
òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìó ëà

¯
¯
¯
¯
¯
x ¡

nX

i =1

®i ½i e

¯
¯
¯
¯
¯

6 "e:

Ïó ñòüE 2 R F . Ýòî îçíà ÷àåò, ÷òî äèçúþíêòíûå ýëåìåíòû â E ìî æíî ðàçäåëèòüïðîåê-
òîðàìè. Èíà ÷å ãîâîð ÿ, äëÿ ëþáîãî x 2 E íàéäåòñÿ ½2 Br (E) òàêîé, ÷òî x+ = ½x. Äëÿ
ðåøåòî÷íîãî áèìîðôèçìà T, äåéñòâóþùåãî â ïàðå ïðîñòðàíñòâ Ðèññà� Ôðåéäåíòàëÿ,
ïîëîñó S H (T) óäàåòñÿ îïèñàòü áîëåå òî÷íî.

Òåîðåìà. Ïó ñòüE; F 2 R F , G � K -ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåòî÷íîãî
áèìîðôèçìà T 2 B r (E ; F ; G) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî S H (T) = f Tg?? . Êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáîãî îïåðàòîðà S 2 B +

r (E ; F ; G) ñïðàâåäëèâû ôîðìó ëû ïðîåêòèðîâàíèÿ:

¼T (S) = inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k E ;¾l F )S ±(½k ­ ¾l ); (½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F )

)

; (2)

¼T (S)(x; y) = inf

(
nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k e;¾l f )S(½kx; ¾l y); (½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F )

)

; (3)

(0 6 x 6 e; 0 6 y 6 f ):

C Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà S 2 S H (T) ñïðàâåäëèâàôîð-
ìó ëà

S(½;¾) = ¼T (½(E );¾(F )) S; ½2 Br (E); ¾2 Br (F ): (4)

Äåéñòâèòåëüíî,

¼T (½(E );¾(F )) S(x; y) = ¼T (½(E );¾(F )) (S(½x;¾y)

+ S(½? x; ¾y) + S(½x;¾? y) + S(½? x; ¾? y)) = S(½x;¾y):

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâàöåïî÷ê à íåðàâåíñòâ

¼S(½x;¾y) 6 ¼(½(E );¾(F )) ; ¼S(½? x;¾y) 6 ¼T (½? (E );¾(F )) ;

¼S(½x;¾? y) 6 ¼T (½(E );¾? (F )) ; ¼S(½? x;¾? y) 6 ¼T (½? (E );¾? (F ))
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è ïðîåêòîðû ¼T (½(E );¾(F )) , ¼T (½? (E );¾(F )) , ¼T (½(E );¾? (F )) , ¼T (½? (E );¾: ? (F )) ïîïàðíî äèçúþíêò-
íû. Ïó ñòüS 2 S H + (T) è T ^ S = 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ e 2 E + , f 2 F + è ½2 Br (E),
¾2 Br (F ) ñïðàâåäëèâàôîðìó ëà

T(e;f ) ^ S(e;f ) 6
nX

i =1

¼T (½1
i (E );¾i (F )) T(e;f ) + ¼T (½2

i (E );¾i (F )) S(e;f );

8 i 2 f 1; : : : ; ng(½j
i )2

j =1 2 Prt (E ); (¾i )n
i=1 2 Prt (F ):

Èñïîëüçó ÿ òåïåðü ôîðìó ëó (4), èìååì

T(e;f ) ^ S(e;f ) 6 inf
(½j

i );(¾i )

(
nX

i =1

¼T (½1
i (E );¾i (F )) T(e;f ) + ¼T (½2

i (E );¾i (F )) S(e;f )

)

= inf
(½j

i );(¾i )

(
nX

i =1

T(½1
i e;¾i f ) + S(½2

i e;¾i f )

)

= (T ^ S)(e;f ):

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáûõ x 2 E+ , y 2 F+ è u > x, v > y áóäåò S(x; y) ^ T(u; v) = 0,
÷òî îçíà ÷àåò S(x; y) = ¼T (E ;F )S(x; y) = 0. Îòñþ äà ïîëó÷àåì, ÷òî S H (T) = f Tg?? .
Ôîðìó ëà (2) åñòüñëåäñòâèåòåîðåìû 2.1. Ïó ñòü 0 6 x 6 e, 0 6 y 6 f . Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ öåïî÷ê à ðàâåíñòâ

¼T (e;f )¼T (½k (E );¾l (F )) = ¼T (½k e;¾l f )¼T (½k (E );¾l (F )) + ¼T (½?
k e;¾l f )¼T (½k (E );¾l (F ))

+ ¼T (½k e;¾?
l f )¼T (½k (E );¾l (F )) + ¼T (½?

k e;¾?
l f )¼T (½k (E );¾l (F )) = ¼T (½k (e);¾l (f )) :

¼T (e;f )¼T S(x; y) = sup
n

¼nS(e;f ) (nT ^ S)(x; y) = sup
n

(nT ^ S)(x; y) = ¼T S(x; y):

Òåïåðü ìî æåì íàïèñàòü

¼T S(x; y) = ¼T (e;f )¼T S(x; y) = inf
n nX

k=1

mX

l=1

¼T (e;f )¼T (½k E ;¾l F )S(½kx; ¾l y)
o

= inf
n nX

k=1

mX

l=1

¼T (½k e;¾l f )S(½kx; ¾l y)
o

; (½k )n
k=1 2 Prt (E ); (¾l )m

l=1 2 Prt (F ): B
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