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Алгебра и логика, 10, № 3 ( 1 0 7 1 ) . 3 2 9 - 3 4 6 . 

УДК 5 1 9 . 4 4 

О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ 

С РАЗРЕШИМЫМИ ЦЕНТРАЛИЗАТОРАМИ ИНВОЛЮЦИЙ 

С.А.СЫСКИН 

В этой статье рассматриваются только конечные группы. Целью 

ее является доказательство трех теорем; вторая из них характеризует 

группы Сузуки их силовскими 2-подгруппами в классе простых групп. 

Термины и обозначения стандартны, они взяты и з ^ 7 ^ . В частности, 

если X - произвольная конечная группа, то СУ(Х) означает максималь­

ную нормальную подгруппу нечетного порядка из X , Для 2-группы 7~ 

определим £2у (Т) как подгруппу, порожденную всеми инволюциями из 7~, 

где инволюцией называется элемент порядка 2 . Для проективных спе -

циальных и унитарных групп используются обозначения L/ Cfi) и 

ТЕОРЕМА А. П у с т ь С - н е р а з р е ш и м а я 

г р у п п а , Т - е ё с и л о в с к а я 2 - п о д г р у п п а . 

Д о п у с т и м , ч т о ц е н т р а л и з а т о р ы и н в о ­

л ю ц и й ъ О р а з р е ш и м ы и £2t(T) G z(T) 

Т о г д а (Q) о б л а д а е т н о р м а л ь н о й п о д ­

г р у п п о й н е ч е т н о г о и н д е к с а , и з о м о р ­

ф н о й о д н о й и з с л е д у ю щ и х п р о с т ы х 

г р у п п : / , ^ ^ , ^ = -2 ^ 4 и л 'и <^=3,5 (mods), % 

ТЕОРЕМА Б. П у с т ь с и л о в с к а я 2 - п о д 

г р у п п а н е р а з р е ш и м о й г р у п п ы Q и з о ­

м о р ф н а с и л о в с к о й 2 - п о д г р у п п е и з 

г р у п п ы С у з у к и (<£) . Т о г д а &/о(р) о б ­

л а д а е т н о р м а л ь н о й п о д г р у п п о й н е ­

ч е т н о г о и н,., д е к с а , и з о м о р ф н о й <5jJC^j 
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Аналогичная теорема справедлива и для проективных специальных 

унитарных групп Gy(_<^) при чётном (см . теорему В ) . 

Сейчас мы приступим к доказательству теоремы А, а з а т е м с в е ­

дем к ней теоремы Б , В . 

Строение групп С%) , Uj (<^) ^Sz(C^) хорошо известно. Необхо­

димые факты о их структуре будут использоваться без оговорок. В част ­

ности, пусть G , Т удовлетворяют заключению теоремы А и 

Тогда все Т -инвариантные подгруппы нечетного порядка из G лежат 

в 0(G) . Это замечание является важным при доказательстве теорем. 

1. 'ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы А. Приступим к доказательству т е ­

оремы А, предположив, что она неверна. Через G обозначим минималь­

ный контрпример к ней, 7~ будет означать силовскую 2-подгруппу из 

G , зафиксированную заранее, 

В некоторых местах , где это не вызовет недоразумений, будем 

писать для подмножества X v.3 G /V(X) иО(Х) вместо А/^(Х) и 

cG сх ; . 
ЛЕММА I, (У п р о с т а . , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что 0(G) = / и О (G)—G. Пусть 

Y ~ 00 [G) . Допустим, что V^2/ , и возьмем инволюцию V из V . 

Тогда l) лежит в центре всех -подгрупп из G , а так как G~ 

порождается своими силовскими 2-подгруппами, то V&2/CG) . Э т о п р о ­

тиворечит разрешимости централизатора V , то есть V = ^ . и д е м с а -

MbIM,-*S (G) — / . 

Пусть Н минимальная нормальная подгруппа из G ; допустим, 

что Н - собственная подгруппа в G . Тогда / / проста в силу р а з р е ­

шимости централизаторов'инволюций и удовлетворяет заключению т е о р е ­

мы. Кроме того, \G '• Н\— Z . Пусть -X: означает 2 - элемент из Т , 

для которого G <H,JC>. Так как группа внешних автоморфизмов 

имеет нечетный порядок, то Н не изоморфна £>Z(^) ни при к а к о м у . 

Теперь допустим, что ТпН абелева. Тогда И дополняема в G , 

то есть можно считать, что -йС^=1 . Тогда -ОС лежит в Z/(T) . Поэтому 

если Q€.G и^С^ лежит в Т , то и. JC^ сопряжены .Пусть 

, где имеет нечетный порядок. Из теоремы Машке 

следует, что Z=£2^(Z (Т^/Ч)) X ZQ , где ZQ - некоторая п о д г р у п ­

па порядка 2 из Т . Можно считать, что лежит в ZQ , так как 

HZ/g~ G . Поэтому ZQ — Z (_Т)) , Теперь результат Глаубермана 

^ 5 ] показывает, что Z„ лежит в Z(G) . Поэтому можно считать, 



О конечных группах 331 

что Н изоморфна д л я некоторого <£=Z ^4- . 

Как и в предыдущем абзаце, достаточно проверить, что И допол­

няема в G . Допустим, что это не так, то е с т ь вне / / нет инволю­

ций. Тогда £2ij (Т)~ТИ и, как видно из структуры ( ^ ) > в с е 

инволюции из / сопряжены в G и, следовательно, в так как 

С21 (T)^Z(T). Пусть А/(Т)=ТК , где ТпК=4 . Тогда К лежит в нор­

мализаторе Т Г) Н , то е с т ь в К е с т ь подгруппа Кп порядка Q — / , 
Ф 7"/ транзитивная на Z . Легко видеть, что Kg имеет на '/Cp(jj непод -

вижную точку, а так как порядки Kq и Т взаимно просты, то /С^, 

централизует некоторый элемент £, порядка 4 из Т . Тогда ц е н т ­

рализует и ~й £ Z , что неверно. Поэтому Н дополняема в G , и 

лемма доказана. 

ЛЕММА. 2. \Z \ = S 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сначала \Z\^4 , тогда в Т нет н о р ­

мальных элементарных подгрупп порядка 8. Р е з у л ь т а т Томпсона-Янко и 

Лайонса С'ППпоказывает, что G изоморфна Uj (_4) или Z/^ (ф) при 

i . 5 (fnOCt'&) , то е с т ь не противоречит теореме . 

Простое исследование показывает , что в G выполнено так назы­

ваемое условие "сильной плоскости" для Z - сигнализаторного функтора 

О . Теперь теоремы А и из Пв]] показывают, что Z - инвари­

антные подгруппы нечетного порядка из G порождают подгруппу 

нечетного порядка. Допустим сначала, что неединична, и покажем, 

что H=N'Q (К) сильно вложена в G . 

Ясно, что лежит в И . Пусть t> - инволюция из 

I ак как по условию теоремы С разрешима, то С' = 0(G)A/C(Z) .Но 

0(C) лежит в К , и /V^l^Z)^A^(Z)^./~f , следовательно, С л е ­

жит в Н . Р е з у л ь т а т Х . Б е н д е р а С З Л показывает , что G изоморфна од­

ной из групп ) , Li^ ялп iSJZC^) an я некоторого , то е с т ь 

не противоречит теореме . Аналогично, если К = / , то сильно вложен -

ной подгруппой будет NQ (Z) . Лемма доказана. 

ЛЕММА. 3 . ^^j/g ( д / (]~)) о б л а д а е т п о д г р у п п о й 

п о р я д к а 7, т р а н з и т и в н о й н а и н в о л ю ­

ц и я х w. з . Ъ ч а с т н о с т и , в с е и н в о 

л ю ц и и в G с о п р я ж е н ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть N-N(Т) И С=С„, (Z) , тогда по 
N ' 

предыдущей лемме вкладывается в группу GL (3,2) , то 

есть |Х| делит 21 . Допустим, что 1Х\^3 • Тогда каждая минималь-
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ная X -инвариантная подгруппа в Z имеет порядок не более 4.Во 

всех случаях в Z есть инволюция, которую централизует А/ . Теперь 

применение f j5 ] противоречит простоте G . Поэтому в Л/ есть 7 - э л е -

мент ЭС , не централизующий Z . Ясно, что <ЗС>транзитивна на Z . 

Теперь покажем, что ^—-Ж 7 централизует 7" . Ясно, что у 

централизует Z , то есть тождествен на £3^ (Т) . Теперь теорема 

5 . 6 . 6 изП^Л показывает, что у централизует 7~ . Лемма доказана. 

В силу результата Д.Горенстайна£бД мы можем считать, что т 

неабелева. Лемма 3 и результат Г.Хигмана £ ю З показывают, что эк -

спонента Т равна 4, то есть ~^~/z элементарна, и Z—Z(J~). Кроме 

того, \ Т\ — 8 или б . Отметим, что во втором случае Т изомор­

фна силовской 2-подгруппе из группы 

Тот факт, что "t — / для любого элемента it из 7" , в дальней­

шем будет использоваться б е з оговорок. Его первым и очень важным 

следствием является 

ЛЕММА 4. Р а з р е ш и м ы е п о д г р у п п ы и з G 

и м е ю т 2 - д л и н у 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть R - разрешимая подгруппа из G 

/S -силовская 2-подгруппа из R . Можно считать, что O(R)^ / и 

О \R) = R , то есть R порождается своими 3^ -подгруппами. Т о г ­

да CT—^jQS) лежит в центре R , V-^ZJ абелева. Тогда ^/(J и м е ­

ет 2-длину 1, и для доказательства леммы достаточно заметить, что 

в ^J^J нет нормальных подгрупп нечетного порядка. 

Пусть КU/U <i R/U , где \К\ нечётен. Так как USk Z(£) , 

то /CU — К * U , то есть K<lR , что противоречит предположению 

O(fZ) — / . Лемма доказана. 

ЛЕММА 5. Е с л и . д в а э л е м е н т а и з 7" с о -

п р я ж е н ы в G , т о о н и с о п р я ж е н ы в 
Ы(Г) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть _Г, Z/€ Т иЛГ^=_£/ для некоторого э л е ­

мента ^ из G . В сшгу теоремы Алперина можно считать, что ^ 

является 2-элементом в где Х>=ГпГг _ правильное пересе­

чение двух 3^ -подгрупп из G , причём X, Z/ € _/7 . Так KaK_Z?7̂  / , 
то минимальность G показывает разрешимость А / . По предыдущей 

лемме фактор-группа ^/(J(/V) 2-замкнута. По определению правильно­

го пересечения Т^— является -подгруппой в N . Поэто -

му у лежит в 7̂  по модулю O(N) , то есть Cf=je£ , где "t^-7~0 и 
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. Далее, 0(N) централизует V , то е с т ь - t * 2 ^ £С?= у , и 

JC сопряжен с у некоторым элементом из Тд . Н о 7^ — 7" , и 

доказательство закончено. 

ЛЕММА 6 . В Л/С Г) н е т п о д г р у п п и н д е к с а 

2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть N=N(T) и TQ = Гп X.N, А/Д , и п р е д п о -

ложим, что 7~0 ф Т. По теореме 7.3.4 из [Г7Д 7~f~>Z0,С7^ порождается 

всеми элементами J T ̂  , где J C , J / e 7" и J C сопряжен с у в 

Возьмем произвольные элементы z5 из 7" , Q кз Сг . тогда при 

Т имеем по лемме 5 , что Z/ = t/ для некоторого J C € Л/(Т) , П о ­

кажем, что ~t Ь лежит в Тд . Но 6 1 "6^ лежит в Т и £ 1 ~6/ = 

— эс1 лежит Таким образом, 1 ак 

как Т0 Т , то££?,б0 7^ С • 4 X 0 противоречит простоте£7 . Л е м ­

ма доказана. 

ЛЕММА 7. П у с т ь Z - э л е м е н т а р н а я г р у п ­

п а п о р я д к а 8, £W - г р у п п а Ф р о б е н и у -

с a, |W| = • • 7 . П р е д п о л о ж и м , ч т о д е й с т ­

в у е т н а ^ - г р у п п е / - ^ , р н е ч е т н о , п р и 

н е ч ё м С z (Р) = / . Т о г д а ^ н о р м а л и з у е т 

к о т о р ы й э л е м е н т и з SCNj (Р) . П р и 2 e Z 

СD CZ) с о д е р ж и т э л е м е н т а р н у ю п о д г р у п ¬ 

п у п о р я д к а ^ ? 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим как множество всех абелевых 

PZ -инвариантных подгрупп из Р . Возьмем А -максимальный 

элемент из . Докажем вначале, что (А)— А , для чего допус -

тим противное. Пусть Af - подгруппа Р , состоящая из тех элемен­

тов Ср(А) , которые лежат в центре Р по модулю А . В силу н а ­

шего допущения At Ф А . Так как Z - элементарная 2-группа, то Af 

обладает подгруппой 3 , для которой \3 '. А \ =• р -я В PZ -инвари­

антна. Легко проверить, что 3 абелева, то е с т ь 3 лежит в ОС 

Это противоречит максимальности А , то е с т ь Ср {А) = А . Теперь 

допустим, что т(А)** 2 . Так как в GL (2,р) при нечетном р нет 

элементарных подгрупп порядка 8, то Z^Cg {,А) неединичен. Так 

как А <7 PZ и Ср СА) ~ А , то A'Z0 инвариантна в PZ , то е с т ь 

Z0 "3 PZ , и поэтому ZQ централизует Р . Однако по условию 

Za= / , то есть т.(А) >3 , и А € 3CN3 (Р) 

Теперь докажем вторую часть л е м м ы . Сначала допустим, что Р 
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элементарна. Так как все инволюции из Z сопряжены в ZW , то мож­

но считать, что при ZG. Z |С ^Z) I ̂  р 2 • Возьмем V - четвертую 

подгруппу из Z , V*=^Vf,U2,V3^ , положим Р^ ~Ср (Q) у 

Тогда P^P1PlPi . то е с т ь \Р\*~р6. 
Мы можем считать, что ZV/ неприводимо действует на Р . Т е ¬ 

перь теорема Клиффорда ( П 7 _ , стр . 70) показывает, что \Р\?=р . По­

лучено противоречие, и можно считать Р произвольной р -группой. 

Положим J?—^^/ф(р) • Тогда условия теоремы справедливы с заме -

ной Н на . Предыдущий абзац показывает , что приZG.Z Cp(z) 

содержит подгруппу типа (р,р,р) . Но в силу нечетности р получа­

ем, что и Ср (z) содержит подгруппу типа СР'Р'Р) • Д о к а з а т е л ь с т ­

во леммы закончено. 

Пусть теперь 6 означает множество тех нечетных простых чисел 

р , для которых существует неединичная р -подгруппа из С , к о ­

торую нормализует Т . Это обозначение нужно нам лишь для уменьше­

ния длины формулировок. Отметим, кстати, что О непусто в силу р е ­

зультата М.Сузуки C"13~J , леммы 4 и условия теоремы. 

ЛЕММА 8. П у с т ь <5 и Р, Q. - м а к с и м а л ь 

н ы е . 7 " - и н в а р и а н т н ы е - п о д г р у п п ы и з 

О . Т о г д а / ' и Q с о п р я ж е н ы э л е м е н 

т а м и з cm . Л е м м а с п р а в е д л и в а т а к ­

ж е с з а м е н о й / " н a Z . 

Это утверждение хорошо известно под названием теоремы транзи­

тивности. Доказательство ее проводится стандартным образом и здесь 

приводится для полноты изложения, так как доказательство ее в такой 

формулировке нигде не встречалось автору. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО для обеих частей аналогично. Проведем его 

только для Т . 

Выберем Р и О, так, чтобы они не были сопряжены в С2(7~) 

имело максимальный порядок. Так как m(Z) — 3 , то 

существует такой элемент Z в Z , 4?oCp(_Z) ф- У и C^(Z) ^/ . 

Так как CiZ) разрешим, то CD (Z) и Cg CZ) лежат в e?"fC Cz)) , 

но тогда K.(Cj(Z)) , CQCZ)^ е с т ь р - группа для подходящего 

Х С С ' С.Т) , Это показывает , что СУ £ J . Рассмотрим / / = , VY-^ . Я с ­

но, что т ^ н , и р-,ч о?) и ё-л^ (Я) лежат в О(М) . Теперь 

рассмотрим . Так как К разрешима, то Р к $ сопря­

жены с помощью элемента из ССГ) . Так как Р и Q, отличны от 
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J) , то это противоречит максимальности D . Лемма доказана. 

Обычным следствием из леммы 8 является следующая 

ЛЕММА 9. Е с л и р^О и Р^И*СТ; о) , т о 

.V(V= СС Т) (УСТ) п N(P)) • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Т =-Т , тогда Т нормализует Р 

Предыдущая лемма показывает , что существует такой э л е м е н т ^ ъС(7~), 

что PJ= ', то есть -icy 1 нормализует Р . Поэтому зс^ЗСу'^у , 

где Э&у'1 нормализует 7~ и Р , а у лежит в С(.Т) , и лемма до­

казана. 

Теперь определим как множество т е х р из О , для кото -

рых Z не централизует некоторую 7" -инвариантную р -подгруппу из 

G . Если 6 , = ^ , roN(Z) является сильно вложенной подгруп .¬ 

пой в G , поэтому считаем, в силу СЗИ , что непусто. 

ЛЕММА 10. П у с т ь ре-б, и И о з н а ч а е т н е к о ­

т о р у ю ^ - л о к а л ь н у ю п о д г р у п п у и з {7 . 

Т о г д а Н - с к о в а н а , а е с л и р^О , т о 

^ - у с т о й ч и в а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть с н а ч а л а p s 5 ; докажем р - устойчи­

вость Н . Из минимальности G следует, что собственная подгруппа 

Н из G либо разрешима, либо удолетворяет заключению теоремы. 

Так как Р^5 , то можно считать Н неразрешимой ввиду теоремы 

3.8.4 (е) и з С ^ З . Поэтому надо лишь проверить, в силу той же тео.ре-

. мы, что Sl-i(2,p) не является подгруппой неразрешимого композици­

онного фактора группы И , это. очевидно. 

Теперь проверим О - с к о в а н н о с т ь / / . По определению, NqC-D^H, 

где D - неединичная р -подгруппа из G . Пусть Р означает Sp -

подгруппу из Optр (t~l) . Надо доказать , что G — CP) лежит 

в ОDrп(/~/) , для чего допустим противное. Тогда С неразрешима 

и удовлетворяет условию теоремы. Через / 0 обозначим некоторую 

$2 -подгруппу из С i причём считаем, что 7̂  J«= Т . 

Допустим сначала, что \£3f (7p)l ~ & > т о е с т ь Z=£31 С7$) . 

Отметим, что возможны только два случая Z=Tq или ^"==,7л . Если 

7~0 = Z , то р€и И ц (Z ; р) . Пусть Р означает максималь -

ный элемент из И (_Z ; р) , содержащий Р . Так какОр(Р)—Р , 

если Tq—Z , то Z централизует Р , а в силу леммы 8 Z ц е н т р а ­

лизует все 7" -инвариантные р -подгруппы. Это противоречит уело -
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вюорё. G1 , поэтому Т"0 — Т . Снова получаем, что И (7~;р) , и 

Z централизует вое Т -инвариантные р -подгруппы из G . Таким 

образом, мы можем считать, что ZQ— £21 (Pq) имеет порядок 4. З а м е ­

тим, что либо Zq~ 7~д > либо 7~0 изоморфна -подгруппе из (4) . 

Пусть Р - максимальная 7р -инвариантная D -подгруппа из / / , 

содержащая F , R - максимальная . ^ -инвариантная р -подгруппа из 

G . содержащая Р . Из структуры групп 

и Lfj (4) следует, что в Т0 е с т ь инволюция "б , которая централи -

зует Р . Но СдСР)^Р , то е с т ь £ централизует также и R . П о ­

этому R. лежит в Ь*=СС6) . Пусть R = PnO(lr) . Пусть К озна -

ч а е т » ^ ^ -подгруппу из L ' , содержащую RTq , причем можно счи -

тать , что Т лежит в *С , Т а к как R - максимальный элемент из 

И {Tq \ р) , то Rj является силовской р -подгруппой в 0(_К) , то 

есть Z нормализует R . Кроме того, K—R^N^ (_Z) по замечанию 

Фраттини, тогда nR=R1NR(Z) . НоГЛ?,.2^1 ^R и \ZQ\ 5* 4 , тогда 

А/ (Z) централизует Z , по теореме Машке. Следовательно, Z 

нормализует R , и R£ И ; р) . При этом Z обладает и н в о ­

люцией ~Ь , которая централизует R . В силу леммы 8 £ централизует 

все Zi -инвариантные р -подгруппы из G . Если S - максимальная 

Т -инвариантная р -подгруппа из G , то ~б централизует S . Од­

нако из леммы 9 следует, что все инволюции из Z сопряжены bNCS), 

то есть 1< центЬалйзует S . Это противоречит условию -^еб^ , и л е м ­

ма доказана. 

ЛЕММА 11. П у с т ь , 5 6 б ? и.р^.5 . Т о г д а ое.Я^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что утверждение леммы неверно, 

тогда лемма 7 показывает , что в с и л о в с к о й р -подгруппе из G е сть 

подгруппы типа (р7р,р) , то е с т ь ^ С / У ^ (р) непусто. Поэтому для 

доказательства леммы можно предположить, чтор&Я^ . Выберем Р -

некоторую максимальную Т -инвариантную р -подгруппу из G и со¬ 

держащую Р силовскую Р -подгруппу Р из G . П о л е м м е 10 у с л о -

ъпе pG.'TT^ показывает, что выполнены условия теоремы 8.6.3 из С73 , 

то есть G обладает по этой теореме подгруппой М , содержащей 

каждую подгруппу X из G , для которой Оо00 и X содержит 

3 п'* 
элементарную подгруппу порядка О из г* Достаточно проверить, 

что М сильно вложена в G 

Пусть t - инволюция из 7", С — С L~&), Zj = 0(G) И K=Op,G-i). 

По лемме 7 1_, содержит подгруппу А типа (р1р)р) , тогда 
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•х-

X=<C<ca)\ct€.A >. 
Так как С^. {О.") лежит в М п р и < 2 € / 4 , т о / C S A / . В о з ь м е м ^ , -

подгруппу R из Оpfр QL,) , т о г д а SC/V3 CP) непусто, то естъЛ/(Р) 

лежит в М . Но L=-KN^ О?) . то е с т ь /_,= ОСС) содержится в М 

Так как 2-длина С равна / , то С—ZA^. СТ) , и для д о к а ­

зательства л е м м ы достаточно проверить, что NQ С?) лежит в Af . 

По лемме 9 N(T)=CtTXNCT)nNCP)) . Очевидно, ч т о С С ^ , 

то естьССТ) £ М . Но /ЫСР) также лежит в М , следовательно, МСТ) 

содержится в Д/ , и л е м м а доказана. 

Лемма 11 показывает , что G£=6f — {З} лежит в fij , так как по 

лемме 7 при ps.Of JE>CN^ (р) непусто. Теперь перейдем к изучению 

(5. -подгрупп из G 

ЛЕММА 12. П у с т ь р^&г я Ре. И СГ; Р) . Т о г д а 

N (Р) с о д е р ж и т Sр - п о д г р у п п у и з £7 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть АГ= N(P) , тогда К , Ч е р е з / ? 

обозначим произвольную S>p -подгруппу из К . Надо доказать ,что Р 

является Sp -подгруппой и в G . 

Так как С (Р) = 4, что следует из леммы 9 и условия р>£ бу 

то Оэ/ (К) = L имеет нечетный порядок. Из максимальности Р как 

Т -инвариантной р -подгруппы следует, что Р является &р -под -

группой в 0(Ю . то е с т ь 0 D , п С/С) = Р X £,. 

Положим V/==ZC^(P )) , тогда K^JLAl (W) noZjt - т е о р е м е 

Глаубермана ( И 7 3 , стр. 279) , то есть W£=.P и тем самым W<К . 

Тенерь.допустим, что Р не является силовской р -подгруппой в Of , 

то есть SL -подгруппа отлична от Р , Но / и Р 
Р . 7 О- / 

лежат в N(V/), и, как и выше, легко проверить, что Р лежит в 

, то есть Р— О'(At(W))/~)Рг . Поэтому Р<Р ' и Р*Р\ 

Лемма доказана. 

Согласно называется 6^ -правильной, если прир&б^ 

Р -локальные подгруппы в G р -устойчивы и р -скованы^^г /gr 

.при ^ , ^ £ 6 ^ и выполнено также следующее. Если р&б^ , Р о з н а ­

чает Sp -подгруппу из G , О, - неединичная Р' -инвариантная 

<р -подгруппа из G (рф(^) , то р> делит порядок SCNCQ)) • С е й ­

час мы проверим, что G <5^ -правильна. 

ЛЕММА 13. <5, н е п у с т о , и G О, - п р а в и л ь -
н а. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим сначала, что &г~Ф , тогда 

= \ г\ . Возьмем Р -максимальный элемент из И (Г; 3) . Пусть 

V - четверная подгруппа из Z . V —{Vf>Q>Q] и Pj~Ср (&i ) 

. Тогда Р^РР Р . Легко проверить, что Р- я в л я е т с я ^ , -

'подгруппой в О (С (У) \ э т о следует из сопряженности всех инво -

люций из V и леммы 9 . Далее, пусть L — 0(C(.T)) , тотоаОСС(^))— 

= LP- , 1*ъ^3 , то есть PsL=LP. . Положим K=<L,Р>, тог¬ 

да К ' содержит все Т -инвариантные подгруппы нечетного порядка из 

G . При этом LP=LPfP2P5 = P,LP2Pi=P1PzLP3 =PL , то есть 

K*=-LP . Поэтому К будет, как и в доказательстве леммы 2, сильно 

вложенной подгруппой в G . Снова применим результат Х.Бендера ГЗП , 

который показывает, что G не противоречит теореме. Следовательно, 

|С, | ^ 2 и <52 непусто. 

Теперь проверим, что G C5j -правильна. Лемма 10 показывает, 

что приуОе<3^ р -локальные подгруппы из£г р -устойчивы кр -

скованы. Из леммы 7 следует, что прир^&.б^ VHZ&'Z* ъО(С(£)) 

содержатся подгруппы •пхпоъ(рр)р) и t^tty.,^) > т о ес?ьр~ф . 

Пустьр€.С>2 и Р означает произвольную силовскую^ -подгруп­

пу из. G i О. - неединичную Р -инвариантную ф -подгруппу из G , 

^,ф-р • Д л я полного доказательства леммы достаточно проверить,что 

при H—M(Q) делит \S(_H)\ . Допустим, что это неверно. В частнос­

ти, Н неразрешима и удовлетворяет заключению теоремы, то есть в 

ней есть нормальная подгруппа I, нечетного индекса, для которой 

^/O(L) изоморфна одной из групп Gj (4), U3 (S),l^CS) ,Sz(8) 

или L2 Cs) , где s == — 3(/Ttoct S) . Так как в P есть элементар -

ная подгруппа порядка р^ , то ^/o^L) изоморфна (рт) для неко -

торого /77^3 . Пусть A =-L nP t тогда m^m(AJ-ранг A .A&SC^CPJ. 

Тривиально проверяется, что А - единственная подгруппа ранга /уъ из 

Р . 

В силу леммы 12 можно считать, что Р содержит некоторый 

максимальный элемент R из И (7~;р) , причем R-^P . Из лел«мы 10 

следует, что А лежит в Р , причем А характеристична в Р . Поэ -

тому Т нормализует А 

Простые рассуждения показывают, что можно считать £L макси -

мальной Р -инвариантной ^ -подгруппой. Поэтому У(АМС(А)(.М(А)П 

, то есть можно считать, что Т нормализует Q, , так какССА) 

имеет нечетный порядок. Поэтому Т лежит ъИ—ЫСО.) , однако l-V/j = 
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= 4- я\Т\^6А- • Это противоречиво, и лемма доказана. 

ЛЕММА 14. П у с т ь < Р - м а к с и м а л ь н ы й 

э л е м е н т н э H ( 7 j р) и / " " ^ о з н а ч а е т /Зр - п о д 

г р у п п у и з N(P) . Т о г д а / * н о р м а л и з у е т 

н е к о т о р ы й э л е м е н т и з И ( Р • <jr) , д л я 

к а ж д о г о п р о с т о г о С£фр . В ч а с т н о с т и, 

Р* н е н о р м а л и з у е т н е е д и н и ч н ы х 2 -

п о д г р у п п и з G . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А - произвольная подгруппа из 

SCNj (Р ) . Тогда леммы 10 и 12 показывают, что А лежит в Р 

Сейчас мы докажем некий аналог леммы 4.2 изЕГоЛ , отличие состоит 

в том, что мы з а м е н и м / - ' на Р . Именно, покажем, что при Q€. И*~ 

CPfy.) , N=*N(Q) имеет место равенство /Ы=.Ор, (Ni)(M, ™N) , 

где y=V{Cc£e (А);Р) и A/f=A/(Z(V)) . Ясно, ч т о / ? * лежит в 

Так как по лемме 10 ,V; р -скована и р -устойчива, то А & 

М) ъОр,<С(А))Я:Ор1 (Nf) . Пусть W0p, (Л/,) - смеж¬ 

ный класс AJj по Opi (N1) , нам надо доказать, что W можно взять 

из N=~A/CQ) . Пусть W = OtfpWnp* , тогааА/, = 0р,(Л/,)Л£ (W), 

то есть можно взять Ю яз А/(W) . Но р -устойчива -яр - с к о ­

вана, то есть содержит А . Поэтому Q А -инвариантна; тог -

да существует JC,€-Opr (CCA)) , для которого Q ~ Q . Так как 

•ЭСв Opt (A/f ) , то 10 и 14)эс 1 лежат в одном смежном классе, пс 

Dpi (Mj) . Тем самым равенство А/} = Ор/ (M,)(N} П N) доказано. 

Заметим сразу, что N'(Р) лежит в А/}*=N(Z(V)) , то естьЛ^ 

содержит Р и Т . Н о тогда существует такой элемент-ЭС в 0„/(А/г), 

что Т нормализует Z (У) . Рассмотрев Opf(N7)T и применив тео ­

рему Холла ( C l - J , стр. 181 ) , мы можем считать, что нормализу­

ет Р , так как Р~ P*f~>0(A/f) . Тогда Т и Т являются .SL - п о д ¬ 

группами в N(P) , то есть Т = < для некоторого у язУ(Р) . По¬ 

этому РТ нормализует Q . Так как А/(Q) содержит *5^, - п о д ­

группу Р из G и Р^О(Л/С^))п Р1 , то мы можем считать, что 

. Таким образом, 7" нормализует некоторый максимальный 

элемент яз V\ (Р ; <£) , лемма доказана. 

Предыдущая лемма показывает, в частности, что если Р* норма­

лизует некоторую неединичную ^ -подгруппу из G , то . 

ЛЕММА 15. Е с л и ^ е б - ^ , т oL~P,Zl ц е н т р а л и . -



340 С.А.Сыскин 

з у е т в с е Л ^ - и н в а р и а н т н ы е ^ - п о д г р у п ­

п ы и з G 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ф ё - Н * ^ . Допустим сначала, 

что Q Т-инвариантна. Рассмотрим группу Н— QPZ . Так к а к ^ ( 7 - ^ = 

= / , то ОгСР)= J и < ? = Ор, (.И) . Так к а к £ £ < 5 — й } , то Z центра­

лизует Q . П о э т о м у ' ^ / , (QJQ е с т ь р - группа , яС^(О-) содержит 

£p,zl. 
Теперь пусть Q1 - произвольный элемент из И. (Р*; £ ) . Тогда 

N —N(Q ) содержит Р и 3, -подгруппу из G . Пусть Р.— 

= 0(N) П Р , тогда можно считать, что 7~ нормализует . Как 

и в предыдущем абзаце , легко проверить, чтоЦ/~~, , Zf~J[ централизует 

Q , где Z^£2j(7l) i поэтому достаточно проверить, что1_/"^, Z^3 = 

- f e z ] . 

Ясно, что Р1 -максимальная 7̂" -инвариантная р -подгруппа 

из G . Пусть К = A/(Z(^f (Р*))) , тогда, как и в лемме 12, К со­

держит Т, 7" л Р , причем Р я Рг лежат в Ьолее того , 

P—OUQnP* , так как /">€ 1Л*(Г; р) . Аналогично, /"?£ Н*С%;р) 
и Р =0(К) ПР . Следовательно, Р=Ру я Т~, 7~г лежат в 

Из доказательства леммы 14 мы знаем, что А/, = Ор/ (AI,){N, Л N) 

(обозначения те ж е ) . Поэтому можно с ч и т а т ь , что Ту—Т^ для неко­

торого х€.ОрГ (А/} ) . Перейдя к сравнениям по модулю Ор/ , 

легко заметить , чтоГ/ 7 , Z~\ " 0 ° , Zf J 

Пусть В =ПСрСХ) , где X пробегает все Р -инвариантные 

(с̂ — \р\) -подгруппы из G . Ясно, ч т о / 5 " * 3 / 7 * и Т нормализует 3 . 

ЛЕММА 16. Z ц е н т р а л и з у е т 3 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим сначала, что Bf^3nlPZl нецик -

лична. Тогда 31 обладает подгруппой За типа (р,р) . которая инва­

риантна в Р и централизует все Р -инвариантные £ -подгруппы 

из G для каждого нечетного , отличного от 3 я р . Теперь 

наша лемма 13 и теорема О и з С э Ц показывает , что G обладает 

уникальной подгруппой для Р . Как и в лемме 11, в этом случаев? 

не противоречит теореме . Поэтому 31 циклична. Из леммы 9 следует, 

что все инволюции из Z сопряжены в А/(37) , то е с т ь Z центра -

лизует Зу . Кроме того , Z централизует > т о е сть Z цент -

рализует 3f , в силу нечетности р . Лемма доказана. 

Теперь лемма 13 и теорема А из С 9Д показывают, что G о б -
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ладает так называемой S _ -подгруппой К , содержащей Р . Легко 

проверить, что 3 = Ор(К) в силу леммы 10. Пусть /У = (Z (3)) , 

тогда содержит Т и К Поэтому Р"пО(Л/) = Р . П у с т ь / , 

означает Т -инвариантную холловскую б , -подгруппу из 0(Л/) , со-' 

держащую/? , F— FCD - подгруппа Фиттинга группы /_/ . Пусть 

££^"" (F) и 62 означает силовскую -подгруппу из F . И з леммы 

16 с ^ на месте следует, что Z централизует ^ . Так как ^ 

произвольно, то Z централизует F и, следовательно, ecroZ . В част­

ности, Г/"", 2 3 = / . Однако это противоречит условиюр>&&^ 

Теорема А полностью доказана. 

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы Б. Для краткости будем обозначать 

3^ -подгруппу naSzCg) через S (^) ,ф.=Я } fl^-f . Сейчас мы 

докажем два факта о группах £> i<£) . Необходимые свойства этих групп 

приведены в С .12Л. 

ЛЕММА 2 . 1 . П у с т ь . З ' - п о д г р у п п а и з s& C^J , 

а в т о м о р ф и з м е ^ к о т о р о й и м е е т н е ч е т ­

н ы й п о р я д о к и т о ж д е с т в е н н а £27 С&) 

Т о г д а CL—f . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть W=£2rC£) , тогда ZCS) . Каж -

дый смежный класс £> по U является в точности множеством корней 

второй степени из некоторого элемента U€lU . Так как Ы,а=-и. , то 

, г д е Х = U . Поэтому CL тождествен и на 9/U. 1 ак 

как порядок CL нечетен, то а, централизует j3 , то есть С?= / . 

ЛЕММА 2.2. П у с т ь V - н о р м а л ь н а я п о д -

г р у п п а и з £ > С£) , н е л е ж а щ а я в Z— Z (S (.<%))• 

Т о г д а \Z : Zn V I 4,2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Группа S С%) представляется как множество 

упорядоченных пар (ос,3) , гае Ос, 3 - элементы поля F из £ эле¬ 

ментов, 2> . При этом умножение задается формулой 

(&Y/3)(ipCF,/3J)-=(acb<XF,/&RJ9T-\- <xoc;

ff) , где в - некоторый а в т о ­

морфизм F . 

Допустим, что V не лежит, в Z . Тогда V содержит .элемент 

*V—(pC,J3) Для некоторого ненулевого элемента ОС из F . Пусть 

JO—CsXj,^) - произвольный элемент 3 (ф.) , тогда V содержит эле­

мент ^С~'и-^С1)~=С^'<х^Х1'т- ОГ/^ОС) . Достаточно проверить, что эле­

менты вида (рС^ХЛ0С/^х) при фиксированном <Х= -̂О образуют в аддитив-
в & 

ной группе /-"_(_ поля F подгруппу индекса 2. Но (Х}-*- QCOL, + ft^ce 
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г- „ Ы , & 
гомоморфизм группы /-_(. в себя, причем ОС QQ+q^ce = О только при 

<Х1 — О, или'сС / = / . так как 0 - образующий элемент группы авто -

морфизмов поля F и имеет на F точно две неподвижные точки О 

и / . Лемма доказана. 

Теперь приступим к доказательству теоремы Б . Допустим, что она 

неверна. Через G обозначим минимальный противоречащий пример к 

Ней. Пусть Т означает некоторую силовскую 2-подгруппу из G , 

Z = ZC'7) =£2f С?~) . Из минимальности G следует, что OCG)~ / 

и в G нет нормальных подгрупп нечетного индекса, то е с т ь G порож­

дена своими 3^ -подгруппами. 

ЛЕММА 2 .3 . Р а з р е ш и м ы е п о д г р у п п ы и з £7 

и м е ю т е д и н и ч н у ю 2 - д л и н у . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть R - разрешимая подгруппа из G .Мо¬ 

жно считать, что G(R) = f/ и О CR) = & . Пусть S означает про -

извольную S>2, -подгруппу из R ; надо доказать , что 3 инвариантна 

в R . Пусть V = 02CR) и U=£Z7 СУ), тогда U<=ZCR) . Из л е м ­

мы 2.1 следует, что каждый элемент нечетного порядка из @ ц е н т р а ­

лизует V . Однако OCR)—/ к СдСУ) £ V • Следовательно, R=^S , и 

лемма доказана. 

Пусть . Допустим, что V—/ . Тогда минимальность 

G показывает, что 2-локальные подгруппы в G разрешимы, то е с т ь 

G удовлетворяет условиям теоремы А. В ^том случае G не проти­

воречит теореме Б , и можно считать, что V'ф-1 

ЛЕММА 2.4. V л е ж и т в Z . п р и ч ё м V Z 

В ч а с т н о с т и , V э л е н т а р н а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V не лежит в Z , тогда по лемме 

2.2 либо 2 £ V , либо \ Z:Z/~>Vl=<2 . Допустим сначала, что V 

содержит Z . Тогда Z^ Z (G) . Лемма 2.1 показывает , что ^~/z 

лежит в центре Ш/z . но % абелева, следовательно, обла ­

дает нормальным 2-дополненисм, и по £4JG разрешима. Теперь будем 

считать, что \Z'-Zf~>Vl =.2 . Легко проверить, что^^/-)у будет с л а ­

бо замкнутой подгруппой порядка 2 в ^~/znY . то е с т ь ^fen V ле~ 
жит в центре фактор-группы @/%г)У в силу С 5"] . Это противоречиво, и 

лемма доказана. 

Так как 0(G) = / и G порождается своими -подгруппами, то 

лемма 2.4 показывает , что N—ZCG) — SCG) . Пусть / / - мини­

мальная нормальная подгруппа из G/у ,S=^/v П Н , тогда S я в -
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ляется 3, -подгруппой в Н . Ч е р е з Н и 3 обозначим полные прооб¬ 

разы И я 3 в G . Наша ближайшая цель - доказать , что И удовлет­

воряет предположению теоремы А. 

ЛЕММА 2.5. ( а ) £ / у л е ж и т в Н . fS) И п р о ­

с т а и & JН я в л я е т с я 2 - г р у п п о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО^-Допустим сначала, что ^/у Н е лежит в 

то е с т ь существует инволюция % ъ/-/~У . Из теоремы Машке следует, 

что в-CZ, V> есть инволюция Zf , что Z, не лежит в V и < ^ > с л а -

бо замкнута в Т относительно G ' . Теперь результат Г.Глаубермана 

СбЗ снова показывает , что J£ 6 V , вопреки здравому смыслу, и (а) 

доказано. 

Проверим ( б ) . Пусть Н не проста, тогда 
, где 

Hf7...^HrL - изоморфные простые группы и/ъ^2 . Т а к как ^ / V лежит 

в / / по (а) и неединичен в силу предыдущей леммы, то легко понять, 

что в Т — V есть инволюция it , централизатор которой в G/y н е ­

разрешим. Однако минимальность G показывает , что это невозможно, 

ЛЕММА 2 . 6 . £ЭТС5)=- Z / V . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы уже доказали, что Z/y лежит в S . По­

этому достаточно проверить, что 3 не содержит элементов эс поряд­

ка 4- из Т , для которых j c ^ лежит в V . 

Как мы знаем из л е м м ы 2 .3 , 2-длина разрешимых подгрупп в G 

равна 1. Легко проверить, что любые два элемента из 3 , сопряжен­

ные в Н , сопряжены и в N^(S) . Как и в лемме 6, можно показать , 

что в нет подгрупп индекса 2. 

Положим ZQ — Z/y , тогда ZQ £. Z(S) . Ясно, 4tq3/ZO абеле -

ва. Пусть N^C^))~SK , где3^~>К ~ / . Предыдущий абзац показыва­

ет, что К. действует на £>/Z„ б е з неподвижных точек. Если ж е а : б 5 

и JC £ V , то К централизует X. по модулю ZQ , и тогда ЗС л е ­

жит в V , что невозможно, так как V элементарна и X. не являет ­

ся инволюцией. Лемма доказана. 

Таким образом, (S) — ^/у , и централизаторы инволюций в Н 

разрешимы. Теперь применима теорема А, которая показывает , что Н 

изоморфна одной из групп (С£) > Z7^C<^) ,3z(<p) при подходящем 

* В доказательстве последней леммы было, в частности, показано, 

что Н не накрывает СуА/ . Т а к как V=G2(GJ , то в G/y нет 

инвариантных 2-подгрупп. Кроме того , ^ / / 7 ~ является 2-группой. По-
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этому достаточно проверить, что Н выделяется в G/V прямым мно 

жителем. 
Рассмотрение группы автоморфизмов (ф) показывает, что 3 

можно считать неабелевой. Известно JL 12 Л , что группа внешних авто -

морфизмов Bz (.(^1 имеет нечетный порядок. Поэтому будем считать, 

что Н изоморфна U3 (J^) для некоторого ^ ^ 

Через Sf обозначим некоторую З г -подгруппу из ^ / v • содер -

жатую S . Тогда лемма 2.3 показывает, что в Gj\j /V(S) = AYS,) = 

- 5,К , где . Ясно, ч т о [ 5 г , / с З ~S . Пусть C=Cg « ) , 
тогда Sf~3C и Sf~>C = • / , то есть О элементарна и НС = ^/v 
Сейчас мы похажем, что С централизует 3 , что и покажетгсправед — 

ливость нашего утверждения в силу результата С SЛ . 

Допустим, что С не централизует 3 . Тогда из 2-замкыутос— 

ти группы S , К следует, чтоГЗ^СП —ZC3) и G централизует 

Z C S ) . 

Известно, что К обладает неединичной подгруппой Z , тождест­

венной на Z(S) и действующей б е з неподвижных точек на 3/z(3) , 
то есть ES.ZJ —S . Из предыдущего абзаца следует, чтоПС8,//П = / 

и, кроме того,Г/j ,О,S3 = / по определению С—С& (t<) . Из л е м ­

мы о трех коммутантах получаем теперь, что C-S, Z, С"] = / , то есть 

С централизует 3—£S,L2 , и наше утверждение проверено. 

Теорема Б Полностью доказана. 
3. ТЕОРЕМА В. Сейчас мы характеризуем простые группы 

Us(.$) - P3V(3,^) 

их силовскими 2-подгруппами. Более точно, будет доказана 

ТЕОРЕМА В. П у с т ь в н е р а з р е ш и м о й к о ­

н е ч н о й г р у п п е G с и л о в с к а я 2 - п о д -

г р у п п а Т и з о м о р ф н а с и л о в с к о й 2 - п о д ­

г р у п п е и з г р у. п п ы £7^ Сф) . Т о г д а G/oCG) 
с о д е р ж и т C ^ C ^ j к а к н о р м а л ь н у ю п о д 

г р у п п у н е ч е т н о г о и н д е к с а . В ч а с т 

н о е т и, е с л и £г п р о с т а , т о Сг и з о м о р ф -

Н А U3 С<?) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем так же, как и в теореме Б . Исклю­

чение составят лишь некоторые детали, которые и будут предметом на 

шего внимания. 
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Пусть, как и прежде, G означает группу миннм.ч ьного порядка, 

удовлетворяющую условиям, но не заключению теоремы В. Через Т 

обозначим некоторую силовскую 2-подгруппу из G и положим Z/=£2t (_ Т), 

Тогда Т представляется как множество троек (оср,^) элементов поля 

F—G^iCp \ при этом умножение задается формулой 

дог ,в ,у )Сое , , р , , I ) = (а+or, , р + д , / + / , + а а г , +. аххр, +р/з,) . 

Здесь £- означает фиксированный ненулевой элемент поля F , точное 

знание которого нам не понадобится. Непосредственно проверяется, что 

Z = Z (Т) — Т* — Ф (Г) и J 7~/ = С/"3 . При этом Z представляется 

как множество троек вида (0,0,(Х), Ос €. F • 

Нам понадобится следующий факт о группе 7~ 

ЛЕММА 3 .1 . (а) Е с л и V - н о р м а л ь н а я п о д ­

г р у п п а и з 7" , т о л и б о £ G. V , л и б о 

(б) Е с л и ГУ - т а к а я п о д г р у п п а и з 7~ 

ч т о Т — UCT (U) , т о л и б о U— Т , л и б о С/ л е ­

ж и т в Z 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем только для ( а ) , так как (б) прове -

ряется аналогично. 

Пусть V"*3 Т и V не лежит в Z, . Тогда V содержит элемент 

г ; = ( " а , у з , у ) , г д е с Г ^ С и л и ^ ^ £ 7 . В о з ь м е м £=(<Xf ,р7, ^ ) 

некоторый элемент из Т , тогда £ lv£u~f лежит в V . Вычисления 

показывают, что £ V £ У _ / = (О, О, + £XXfp) . Еслар = 0 , то 

t',VtV~1=(0,0,S<Xpi) и <Х^О Ясно, что про'.еглет 

все F . то е с т ь , 2 £ V . Е с л и р - ненулевой элемент, то ппло.кям 

/3^ — 0 > тогда £ 'v£v~f= (0,0,£0;f Ъ) , и снова ясно, что Z<= V . 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 3.2. Р а з р е ш и м ы е п о д г р у п п ы и и 

G и м е ю т е д и н и ч н у ю 2 - д л и н у . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ничем не отличается от аргументов леммы Л 

из теоремы А. 

ЛЕММА 3.3 . 02 (G)-=- 3(G) = Z(G) н е е д и н и ч н а . П р и 

э т о м Од (Q) н е с о в п а д а е т с Z 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что 0(G) = 1 uG порождается своими 

силовскими 2-подгруппами. Положим 4=-0^(G) и проверим, что У^. Z . 

Допустим, что это не так, тогда по лемме 3.1 (a) Z лежит в У 

Но тогда Z=^Q.1(y) kZ-^G . Так как Z = Т* , то &/У - группа с 
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,1 »-;вой гиловской 2-полгру ппои Т/\ _ Так как минимальна, то 

централизатор: , инволюций в GJ^V разрешимы. Теперь из Г 6 3 следует , 

что C / V изоморфна олной из групп L^IFJ^) , где С^=2,а^ 8 или 

£г = 3,5" (.mix/8), с/> & . Поэтому G/y обладает диэдральной 

подгруппой А.' порядка В. Ч • • • < • • А' обозначим прообраз К в G 

Из леммы 3.2 следует, что К 3-с>амм»ута, то есть - подгруппа 

из К централизует V Это показывает, что G—VCg(V)in 7~=УСГ(У) 

По лемме 3.1 (б) получаем, что V к 2 , Ломмл доказана, так как слу­

чай V = Z разбирается непосредственно. 

Дальнейшее доказательство этой теоремы ничем не отличается от 

доказательства теоремы Б. Именно, далее доказывается , что GJ\J 

обладает нормальной подгруппой М/\1 , изоморфной одной из групп 

Ьд LCp . (-^) и л и (-^) П Р И подходящем . При этом G f-j 

является 2-группой. 

Окова рассматриваем действие &JH на Н/Ч ; из этого р а с с м о ­

трения, как и в теореме Б , следует, что Н~ G . Теперь легко прово -

рить, что ни одна из получающихся тогда структур ^/ V невозможна. 

Это заканчивает доказательство теоремы В. 
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