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ОБ ОТКРЫТОМ ЯДРЕ МНОЖЕСТВА СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ОДНИМ УСТОЙЧИВЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ ЛЯПУНОВА 

Рассматривается уравнение 

x = A{t)x, (1) 

где x g R " , A(t)iRn-+Rn — ограниченная кусочно-непрерывная по / g [ 0 , оо) оператор-
функция. В дальнейшем используются обозначения работы [1]:ЭД— множество уравне­
ний (1), которые отождествляются с соответствующими функциями A(t)\ р ( Л , В) = 
= sup \\A(t) — B(t)\\ — метрика в Я; 91 е (А) = {В £ Щр (А, В ) < е } ; %= {В£%\ 
teio, « о ) 
lim IIВ (/)|| — 0} — множество бесконечно малых (б. м.) возмущений; ЗД4 = А + 2( 0; 
£ - > оо 

?1Х (Л) < . . . < Хп (А) — множество показателей Ляпунова уравнения (1); Q и ю — верх­
ний и нижний центральные показатели; 

/ 1 \х (/)| , 

Обозначим также: Sf' (Si ) — множество уравнений из % с полунепрерывным сверху 
(снизу) i-м показателем Xi\ St = Sf[\Sj~; Q~j~ (Q~j~)— множество таких уравнений, у ко­
торых пространство решений допускает интегрально разделенное разбиение [1 , 2] в пря­
мую сумму подпространств Еп — L-\-N, где dim L i ( d imL = i—1) и QL = 

k 

h (coA- л/); Qi Q-[\Q~; Jh f]Q/. 
l 

В настоящей работе изучается вопрос об описании открытого ядра Int 5 г множества 
St ( I n t S — объединение всех открытых множеств, содержащихся в 5 ) . Сначала приведем 
две леммы, вытекающие из свойств б. м. возмущений. 

Л е м м а 1. Int Si ~ Int Sj~ С S'f~. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть .4(jj Sf. Тогда в силу следствия 2 [1] найдется такое 
Bg4lA , что (В) > %i(A). Исходя из свойств б. м. возмущений, можно без ограниче­
ния общности считать, что В B^£%E (А) для любого наперед заданного 8 > 0. С дру­
гой стороны, так как Xi (А) < Xi (В) и A£SUB(T. е. опять можно заменять А на А £ 
£"}f (В)), то #(J S~. Следовательно, Д(£ I n t S ~ . Таким образом, Int SJ~ С Sf. Наконец, 
Int St ~ Int S~ [\ Int Sf~ — Int Sf - Лемма доказана. 

Л е м м а 2 . I nt Sx = I nt S~ • I nt Sf. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1 достаточно показать, что IntS]J~C.Sj~. По 
теореме 2 [1], если Л $ то найдется такое В£<&А , что Хг (В) < Хх (А). Дальше рас­
суждаем так же, как в доказательстве леммы 1. 

Т е о р е м а . Для любого i = 1, . . . , п Int 5 j С Q+. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А £ Int Si . Выберем такое г > 0, что 9 I 2 s (А) С Si. Из 
следствия 3[1] пространство решений уравнения (1) допускает интегрально разделенное 

разбиение Еп= L + N, где d imL i + Q L = Яг= Я г - + 1 = . . . = Xi+u- Предположим, 
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что Л $ Qf. Тогда и в силу того же следствия 3[1] AgS'^ , а значит, AgSifi 
П . Выберем такое В £ <&е (Л), чтобы р == (В) — ^ (В) < е и В £ Jn (по теоре­
ме из [3] это возможно для любого е > 0). Пусть хх> . . . , хп — нормальный упорядо­
ченный по возрастанию показателей базис в пространстве решений уравнения х = В (t) х. 

Рассмотрим уравнение 

У = Су(*)У. (2) 

С Ф ( / ) = Д ( 0 + Ф ( 0 ^+i(0-Pi(t)h 
где Р7- — ортогональные проекторы на подпространства Lj = L(xl9 . . . , Xj), а ф ( / ) -
пока не фиксированная функция. Всюду далее обозначаем через уг , . . . , уп базис в про­
странстве решений уравнения (2), для которого yj(0) = Xj(Q). Тогда нетрудно видеть, 
что yj = XJ (/ = 1, . . . , i) и L (г/х , . . . , yj) =Lj(j=\, . . . , л) при любой функции 
Ф ( / ) . 

Докажем, что при ф (/) == — Р разбиение 

Li+i = Li+yi+i (3) 

не является интегрально разделенным. Предположим противное. Тогда по лемме 1 [1] раз­
биение (3) регулярное, т. е. 

inf < U (/)} > 0. (4) 
teio, во) 

Обозначим qy(t)=llPi+i(t)-Pi (/)] Г ф ( / , 0) P f + 1 (0)||, где 7 ф ( / , т) - оператор Коши 
уравнения (2). Тогда можно показать, что % (q_^) = % (q0) — Р и (см. 
теорему Перрона и п. 4.3 [2]). С другой стороны, из (4) inf [q_^ (t)i\iji+1 (t)\] > 0, a 
значит, % (yi+ij <J X ^ ^i+i (B) — P = Xi(B)J что противоречит сделанному предпо­
ложению. 

Построим теперь функцию ф (/) так, чтобы (С ) > ^ (В) -= ki (С ф ) , но разбие­
ние (3) не было интегрально разделенным. Фиксируем / 0 ^ 0 и последовательности поло­
жительных чисел е т -* 0 и 0 Т - > о о . 

1. На отрезке / g [ / 0 , ^i] положим ф ( / ) = — р , чтобы для некотооых b£hi и T g [ / 0 , 

xW*«4 i ) - Хт1 ( « < е х (5) 

(существование такого / х вытекает из отсутствия интегральной разделенное™ у разбие­
ния (3) при таком выборе ф( / ) ) -

2. Положим ф (t) = 0 на интервале t £ (f± , t2), где / 2 выбрано из условия 

S U P lt

Q(y)>li + l(B)-E1 (6) 

для всех ненулевых решений y£M=L(yi+i , . . . , г/ 7 г). Выбор такого t2 возможен в си­
лу компактности множества М (0) [\ {\у\ = 1 } , тождества %о (у) = Хо (СУ) (с^^) и т о г о 

факта, что % (у) ^Х(+1 (В) для всех ненулевых у£М. 
3 . Продолжим далее по индукции рассуждения пи. 1 , 2 , заменяя на втором шаге t0, 

81 , Эх на ^2 соответственно и так на каждом последующем шаге. Построенное та­
ким образом уравнение (2), вследствие условий (5), (6), будет обладать требуемыми свой­
ствами. 

Так как 0 < Р < 8, то С £ %2е (Л) С St . С другой стороны, из следствия 3 [1J 
С §Si . Полученное противоречие и доказывает теорему. 

Из леммы 1 и теоремы вытекает 
С л е д с т в и е 1. Int Sj~ С . 
Индукцией по i = т, m + 1 , . . . , k нетрудно вывести 
С л е д с т в и е 2 . In t (S m nSm+if l ' ' * П

 Sk^ C(^t riQm+i[\ • • • П о ­
с л е д с т в и е 3 . Int (S±[\ . . . [\Sk) = Jh • 
При доказательстве равенства (в отличие от включения) используется тот факт, выте­

кающий из теоремы 15.2.1 [2], что множество Ju открыто в 91. Отметим, что в случае 
k = n следствие 3 совпадает с теоремой 1 [4]. Учитывая лемму 2, получаем 

С л е д с т в и е 4. I n t ( S + n • • • П Sh) = = 1 п * ( ^ Г ~ П • • • [\Sk) = Jh-
Автор благодарен Н . А. Изобову за предложенные им изменения, сделавшие доказа­

тельство теоремы более простым и коротким. 
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