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А л г е б р а и л о г и к а , 11, № 3 ( 1 9 7 2 ) , 243-256 

У Д К 517.11:518.5 

О Д И С К Р Е Т Н Ы Х К Л А С С А Х Р Е К У Р С И В Н О П Е Р Е Ч И С Л И М Ы Х 

М Н О Ж Е С Т В 

В . В . В Ь Ю Г И Н 

В с е нумерации, р а с с м а т р и в а е м ы е ниже, я в л я ю т с я п р о с т ы м и н у м е ­

рациями с е м е й с т в рекурсивно п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в и . п р е д п о л а г а ю т -

с я в ы ч и с л и м ы м и . < л ; у > о б о з н а ч а е т н о м е р пары н а т у р а л ь н ы х ч и с е л я? 

и у в канторовской нумерации в с е х пар н а т у р а л ь н ы х ч и с е л , , 

^ix) _ л е в а я и правая нумерационные функции: £(< -яг, У>) •=• 32 , 

Z(<je,y>) — у . В д а л ь н е й ш е м м ы не б у д е м р а з л и ч а т ь пару н а т у ­

р а л ь н ы х ч и с е л и е е н о м е р . Н у м е р а ц и я °с н е к о т о р о г о с е м е й с т в а р е к у р ­

сивно п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в н а з ы в а е т с я позитивной , е с л и м н о ж е с т в о 

|< зс, у>\ос(ас) = o c f t ^ j р екурсивно п е р е ч и с л и м о . Н у м е р а ц и я н е к о т о р о ­

г о с е м е й с т в а н а з ы в а е т с я м и н и м а л ь н о й , е с л и в с я к а я нумерация э т о г о с е ­

м е й с т в а , сводящаяся к ней, ей эквивалентна . В с я к а я позитивная н у м е ­

рация я в л я е т с я минимальной СЗЗ . В с е эти о п р е д е л е н и я и с в о й с т в а м о ж ­

но также найти в к н и г е С О . 

С е м е й с т в о м н о ж е с т в OL н а з ы в а е т с я д и с к р е т н ы м , е с л и с у щ е с т в у е т 

с е м е й с т в о конечных м н о ж е с т в (ЛF , т а к о е , ч т о : 

1 ) д л я в с я к о г о А С ОС с у щ е с т в у е т Р , т а к о е ч т о Р £ A f 

2 ) д л я всяких А,Ве-<Х ъРе.<Хр , е с л и Р £ . А и Р£3 , т о А= В. 
Е с л и на м н о ж е с т в е в с е х п о д м н о ж е с т в н а т у р а л ь н о г о ряда в в е с т и е с т е с т ­

венную т о п о л о г и ю [Г 5 3 , т о каждый э л е м е н т д и с к р е т н о г о с е м е й с т в а С% 

б у д е т изолированной точкой , а каждое конечное м н о ж е с т в о из CZ^. о п ­

р е д е л я е т о к р е с т н о с т ь , к о т о р а я содержит не б о л е е о д н о г о э л е м е н т а ( % 

Е с л и дискретное с е м е й с т в о такое , что с у щ е с т в у е т с т р о г о в ы ч и с л и м о е 

с е м е й с т в о конечных м н о ж е с т в , у д о в л е т в о р я ю щ е е с в о й с т в а м 1) и 2 ) ( т . е . 

и м е ю т с я в ы ч и с л и м а я н у м е р а ц и я уЗ с е м е й с т в а <Лр и общерЪкурсивная 

функция ^ , такие , что д л я в с е х я: ^'(ее) = к о л и ч е с т в у э л е м е н т о в 



ji (х) ) , то Л н а з ы в а е т с я эффективно д и с к р е т н ы м (финитно р а з ­

д е л я ю щ и м с я в С 3 1 ] ) . Е с л и ос - в ы ч и с л и м а я нумерация эффективно 

д и с к р е т н о г о с е м е й с т в а рекурсивно п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в , то ос я в ­

л я е т с я позитивной , так как о с ( х ) = -3z (fi(_z)<^. ос (ас) ^ ос fу)} 

г д е - с т р о г о в ы ч и с л и м а я нумерация с е м е й с т в а СХ^ . О с л а б и м т р е ­

бования на с е м е й с т в о . Н а з о в е м с е м е й с т в о м н о ж е с т в ОС с л а б о 

эффективно д и с к р е т н ы м , е с л и с у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м о е с е м е й с т в о к о н е ч ­

ных м н о ж е с т в , у д о в л е т в о р я ю щ е е с в о й с т в а м 1 ) и 2 ) . С л е д у ю щ а я т е о -

р е м а п о к а з ы в а е т , ч т о в э т о м с л у ч а е с о х р а н я е т с я с в о й с т в о и м е т ь п о з и ­

тивную нумерацию. 

Т Е О Р Е М А 1. В с я к о е в ы ч и с л и м о е с л а б о 

э ф ф е к т и в н о д и с к р е т н о е с е м е й с т в о 

р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в 

о б л а д а е т п о з и т и в н о й н у м е р а ц и е й . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ОС — с л а б о эффективно д и с к р е т н о е 

с е м е й с т в о , ° с - е г о в ы ч и с л и м а я нумерация , (УСр - в ы ч и с л и м о е с е -

м е й с т в о к о н е ч н ы х м н о ж е с т в , у д о в л е т в о р я ю щ е е 1) и 2 ) , ^ - е г о в ы ­

ч и с л и м а я нумерация . С т р о и м нумерации Z , V и м н о ж е с т в о Р 

ос & (х) - конечная или п у с т а я ч а с т ь м н о ж е с т в а <Х(сс) , п о с т р о е н -

ная за vS ш а г о в в ы ч и с л е н и я множества . <х(ас) т е м с п о с о б о м , к о т о -

рый з а д а е т в ы ч и с л и м у ю нумерацию Ос . 2" (х) и v (ас) - конеч -

ные или п у с т ы е части м н о ж е с т в "с (ас) и V (ас) , п о с т р о е н н ы е на ш а г е 

S о п и с ы в а е м о й ниже конструкции. П р е д в а р и т е л ь н о п о л о ж и м д л я в с е х 

sc J° (х) = Ъ°(.х) = ф . 

Ш а г S ( S 3 g ) П е р в о е ч и с л о , не б ы в ш е е ни разу п о с л е д о в а т е ­

л е м , д е л а е м п о с л е д о в а т е л е м S . П у с т ь <?c?(S) = п. , Tcf(S) = т. 

Е с л и т.= п, , т о п е р е х о д и м к пункту 2 . П у с т ь т . Ф п . . И з с в о й с т в 

функций б(х) и %(ас) с л е д у е т , ч т о гп.,гъ *к 5 , значит , « и /г . 

и м е ю т п о с л е д о в а т е л е й . П у с т ь n.<.m, . В э т о м с л у ч а е п р о в е р я е м у с л о ­

вие {J3z4. s)(pS(Z) ^ " Z & ( m ) n t s (гг)) . Е с л и т а к о г о Z не с у ­

щ е с т в у е т , то п е р е х о д и м к пункту 2. Е с л и у с л о в и е в ы п о л н е н о , то и щ е м 

наименьшее Z , е м у у д о в л е т в о р я ю щ е е ( п у с т ь э т о б у д е т % Г ) , з а т е м 

ищем т а к о е Э > S , ч т о б ы в ы п о л н и л о с ь Т (т) £. ос (п) V/3 (Я) Щ 

<ф С (ft) П ?; (т) ^ Т а к о е s' в с е г д а найдется , т . к . е с л и д о п у с т и т ь , 

ч т о ( Vs^> S)(/Ъ&( Zf)^'CS (т) n <cS(sz.)) , т о из т о г о , ч т о /3 ( к о н е ч ­

ное , с л е д у е т р (Zr) с Z(m) n Z(nJ • , а и з у с л о в и я д и с к р е т н о с т и "U(n) = 



=*-Z[m) в ы п о л н я е т с я первый член дизъюнкции ( и з д а л ь н е й ш е г о видно, 

что Т(ас) — ос (ос) ) . Е с л и в п р о ц е с с е нахождения т а к о г о 5 Г п е р в ы м 

в ы п о л н и т с я л е в ы й член дизъюнкции, то т о с в о б о ж д а е м о т в с е х е г о 

п о с л е д о в а т е л е й , в с е бывшие п о с л е д о в а т е л и т. д е л а е м п о с л е д о в а т е л я ­

ми п, , первое ч и с л о , е щ е ни разу не б ы в ш е е п о с л е д о в а т е л е м , д е л а -

е м п о с л е д о в а т е л е м т. . П у с т ь в т а к о м с л у ч а е S 0 - наименьшее т а ­

кое б ' , т о г д а положим T S + , ( n ) — Zs(.n) u<xS°(ri) . П е р е х о д и м к п .2 . 

В противном с л у ч а е с р а з у п е р е х о д и м к п. 2. 

2. П о л о ж и м 

2 T ^ / ( m ) = ZS{m)u<x.SJri(m), ZS+,(/z) = ZS(n) и ccS^(rt), 

е с л и они уже п о с т р о е н ы в п. 1. Д л я в с я к о г о ас , т а к о г о , ч т о ас - п о ­

с л е д о в а т е л ь П. , п о л о ж и м V , S ^ ' (ас) ~ ^S(ac)U Z S ^ f (n) . А н а л о ­

гично п о с т р о и м VS+i(ac) д л я в с е х х - п о с л е д о в а т е л е й ггъ . Д л я 

в с е х о с т а л ь н ы х ас и к. п о л о ж и м v* S ^ (ас) = \>$(ас), Т~ (к) ~ 

Д л я в с е х ас, у п о с л е д о в а т е л е й п. , пары < ас,у >г< у ^ ас > з а ­

с ы л а е м в Р . Т о же с а м о е п р о д е л ы в а е м со в с е м и п о с л е д о в а т е л я м и 

т. . Пару л s, S > з а с ы л а е м в Р . П е р е х о д и м к шагу S + / . К о н ­

струкция описана. 

Д о к а ж е м , что v> е с т ь н е о б х о д и м а я позитивная нумерация . И з п о ­

строения видно, что V - в ы ч и с л и м а я нумерация , Р - рекурсивно п е ­

р е ч и с л и м о е м н о ж е с т в о , т а к о е , что для в с е х ас он (ас) = Z(ас) . 

а ) для в с я к о г о ас \>(ас)е.(Ж. 
И з построения видно, ч т о е с л и ОС - постоянный п о с л е д о в а т е л ь п. , 

то >>(ас) = <х.(п) . П о э т о м у д о с т а т о ч н о д о к а з а т ь , что на н е к о т о р о м ша­

г е ас с т а н е т п о с т о я н н ы м п о с л е д о в а т е л е м н е к о т о р о г о числа . Так как 

конструкция п р о д о л ж а е т с я б е с к о н е ч н о д о л г о , то л ; с т а н е т п о с л е д о в а т е ­

л е м н е к о т о р о г о т. . Е с л и ас о с в о б о д и т с я , то на т о м же шаге с т а н о ­

вится п о с л е д о в а т е л е м м е н ь ш е г о числа . О т с ю д а с л е д у е т , ч т о с у щ е с т в у -

е т гъа т. , д л я к о т о р о г о ас — постоянный п о с л е д о в а т е л ь . 

б ) Д л я в с я к о г о А е (УС с у щ е с т в у е т ас , т а к о е , ч т о \?(acj= А . П у с т ь 

А « = oc.(/ic) = Z(n.p) , /г0 - наименьший номер А в нумерации 

ос . Д о с т а т о ч н о д о к а з а т ь , что п 0 на н е к о т о р о м шаге flc п р и о б р е т е т 

п о с т о я н н о г о п о с л е д о в а т е л я . Е с л и П0 т е р я е т п о с л е д о в а т е л я на некото -

ром ш а г е , то на т о м же ш а г е п р и о б р е т а е т н о в о г о . С л е д о в а т е л ь н о , д о -



с т а т о ч н о доказать , ч т о п.а не м о ж е т на б е с к о н е ч н о м м н о ж е с т в е ш а ­

гов т е р я т ь п о с л е д о в а т е л е й . Д о п у с т и м противное , т о г д а с у щ е с т в у е т б е с ­

конечно м н о г о шагов 5г- (S0 <• Sf <• . . . ) , чисел , гтг^ ( у ж е 

не о б я з а т е л ь н о р а з л и ч н ы х ) , таких, ч т о S- =» S - , гл.. < . ггп . 

^ t(m^)£.ac <• (n0)£LV(_пд)= А ( в ы п о л н я е т с я первый ч л е н дизъюнкции в 

п. 1 на шаге ) . И з <. п0 с л е д у е т , что с у щ е с т в у е т т_ , та -

кое , ч т о т-с/га и / т г . = / т г дл я б е с к о н е ч н о м н о г и х г, . Т о г д а 
£ <х(.п

0'= £(п.0)Ъ и з д и с к р е — ^ с т и (X - Z(rn)=~ ос (гп)=сс(п0)= А . 
П р о т и в о р е ч и е , так как п0 - наименьший н о м е р А в нумерации ос 

в ) Р = . { < х,у>\^>(сс)=- V f ^ ) } . Е с л и г / > fc Р , т о л 

и у - с н е к о т о р о г о м о м е н т а п о с т о я н н ы е п о с л е д о в а т е л и о д н о г о ч и с л а ; 

т о г д а л е г к о видеть , ч т о \?(сс) — ^Су) . П у с т ь У'(лг) = ~J(y) 

На д о с т а т о ч н о б о л ь ш о м ш а г е по а ) X я у с т а н у т п о с т о я н н ы м и 

п о с л е д о в а т е л я м и . Д о п у с т и м , что сс и у - п о с т о я н н ы е п о с л е д о в а т е л и 

различных чисел - / г и т , n <r т . Т о г д а ^(ас) • = Z(n) , у?(у) = 

-Tim) , z.tn.j= ZCm) . Н а й д е т с я такой шаг 5 и ч и с л о z , ч т о 

££ (5) — П. , z£(S}^/~n , Ъ S , Д л я в с е х z f ^ Z /3& (Zf) 

= уЗ (Я ^ и j3(z) с (гп)ПТ (л). Правый ч л е н дизъюнкции в п. 1 не 

м о ж е т и м е т ь м е с т а , т о г д а м ы д о л ж н ы о с в о б о д и т ь у . П р о т и в о р е ч и е . 

С л е д о в а т е л ь н о , на н е к о т о р о м ш а г е JC и у с т а н у т п о с л е д о в а т е л я м и 

о д н о г о числа , и пара ^эс, у > б у д е т з а с л а н а в . Т е о р е м а доказана . 

Т Е О Р Е М А 2. С у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й 

с л а б о э ф ф е к т и в н о д и с к р е т н ы й к л а с с 

р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в , 

н е я в л я ю щ и й с я э ф ф е к т и в н о д и с к р е т -

н ы м . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь А - п е р е ч и с л и м о е н е р а з р е ш и м о е м н о -

е с т в о ,асА . О п р е д е л и м < # = { А О {х} / х е А } и е г о н у м е р а -ж 

цию 

Г А и {сс} , 

х е А . 

Т о г д а сс- (Au{a})= A U la] н е р а з р е ш и м о , е с л и XjL а , ^ £ Д , то 

о с а ( Л о { . * • } ) = t О т с ю д а с л е д у е т , ч т о е с л и афё ,а, & е. А , 

то нумерации оса и ос g несравнимы, с л е д о в а т е л ь н о , а не являет-



ся эффективно дискретным по СЗД . Однако (Ж - с л а б о эффективно 

дискретный к л а с с . С е м е й с т в о конечных м н о ж е с т в (Х^ , у д о в л е т в о р я ­

ю щ е е у с л о в и я м 1) , 2 ) , и е г о в ы ч и с л и м у ю нумерацию -J с т р о и м с л е ­

дующим о б р а з о м . П у с т ь ос - в ы ч и с л и м а я нумерация (Ж . О п р е д е л и м 

д л я в с е х ас s>'f (ас) = 

Ш а г гъ . Sen) = ас . Е с л и \) " \ас) CZ сс " (ас) и с у щ е с т в у е т 

уе.оСП(ОС) — АП , то о п р е д е л и м \> П(ас) = У ""'(ас) U { yQ } , г д е уо -

н а и м е н ь ш е е т а к о е у . Д л я в с е х к ^= ас ( д л я в с е х к. , е с л и у с л о в и е 

не в ы п о л н я е т с я ) о п р е д е л и м Уп(к)=- ^П~*(к) . П е р е х о д и м к ш а г у 

h-Л-1 . Т е о р е м а д о к а з а н а . 

И с п о л ь з у я диагональный м е т о д из конструкции § 4 С 2~Л,можно п о ­

с т р о и т ь с л а б о эффективно дискретный в ы ч и с л и м ы й к л а с с конечных м н о ­

ж е с т в , не Являющийся эффективно д и с к р е т н ы м . П о с т р о и м вычислимый 

дискретный к л а с с , не являющийся с л а б о эффективно д и с к р е т н ы м . В к о н ­

струкции и с п о л ь з у ю т с я идеи и з С 2 3 . Д л я д а л ь н е й ш е г о нам т р е б у е т с я 

с л е д у ю щ а я 

Л Е М М А . П у с т ь (Ж - в ы ч и с л и м ы й с л а б о 

э ф ф е к т и в н о д и с к р е т н ы й к л а с с р е к у р ­

с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в . Т о г -

д а с у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й к л а с с 

к о н е ч н ы х м н о ж е с т в ~сГ, у д о в л е т в о р я ю -

щ и й у с л о в и я м 1 ) , 2 ) о п р е д е л е н и я и у с -

л о в и ю 3 ) д л я в с я к о г о 
у щ е с т в у е т 

А £ &L , т а к о е , ч т о Р CZ А • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ос - в ы ч и с л и м а я нумерация Л , /3 -

в ы ч и с л и м а я нумерация к л а с с а СХ^ конечных м н о ж е с т в , у д о в л е т в о р я ю щ е ­

г о у с л о в и я м 1) и 2 ) . С т р о и м нумерацию . О п р е д е л и м д л я в с е х ас 
•J~\ac) = ф. 

Ш а г п. ( / г ? О) £(п.) = ас . Е с л и с у щ е с т в у е т г, , т а к о е , что 

Ь ^ п и (3П(г) с о с 7 7 ( а с ) , то о п р е д е л и м ^п(ас) — \>П \ас) (j/3^Ct0) , 

г д е Ь0 - наименьшее т а к о е ъ 

Д л я всех у z£. ас ( д л я в с е х у , е с л и т а к о г о г не с у щ е с т в у е т ) 

о п р е д е л и м V ^ C y j = -)п 1 (у) . П е р е х о д и м к ш а г у / 7 + / . К о н ­

с т р у к ц и я описана . 

О п р е д е л и м \? (аС) = U V (х) , с£= \ V (ас)\ . Л э г л о в и д е т ь , 

ч т о V ( ^ c ) С ос ( д с ) . П у с т ь ь'д - н а и м е н ь ш е е т а к о е v , ч т о p(i)<^ ъс(ас), 



т о п а для в с е х л , начиная с н е к о т о р о г о , е с л и С^(лг) = ОС б у д е т 

у П(х) — •J'1 ' (X) U /3(ь0) , е с л и €(п) ^ х , т о ?п(эе) 

= V (х) f о ткуда видно, что У(Х) конечное и /3(£д) £• У(х) 

Е с л и V (х)Я.ач (у) п ос (Z) , то р(£0) ^ ос(у)лсс (я) , т о г д а по с в о й с т 

ву 2 ) к л а с с а ОС c c . y j — oc(z) . С л е д о в а т е л ь н о , <-С удовлетЕО 

р я е т с в о й с т в а м 1 ) , 2 ) и 3 ) . Л е м м а доказана . 

П у с т ь 97 C^,j) - в ы ч и с л и м а я нумерация с а м е й с т в а ь с э х р е к у р 

сивно п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в такая , что для всякой вычислимой нуме­

рации ос п р о и з в о л ь н о г о к л а с с а п е р э ч и с л и м ы х м н о ж е с т в с у щ е с т в у е т £ 

такое , что для в с е х j <x.(j)~ ft (t,j) , С 1J . 

Т Е О Р Е М А 3. С у щ е с т в у е т д и с к р е т н ы й 

к л а с с р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х м н о 

ж е с т в, и м е ю щ и й п о з и т и в н у ю н у м е р а ­

ц и ю и н е я в л я ю щ и й с я с л а б о э ф ф е к ­

т и в н о д и с к р е т н ы м . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Б у д е м с т р о и т ь нумерацию ос н е к о т о р о г о 

к л а с с а рекурсивно п е р е ч и с л и м ы х м н о ж е с т в . О д н о в р е м е н н о с т р о и м м н о -

ж э с т в а М,Р и функции с(е ,л) , / ( е, /ъ) , су. С&> ™) > Се. 1), 

fb2(e,n) . РП^ оСП (х) - к о н е ч н ы е или п у с т ы е части м н о ж е с т в 

М , Р I ос(х) с о о т в е т с т в е н н о , п о с т р о е н н ы е на ш а г е п. к о н с т р у к ­

ции. Тсп {€, ь) - конечная или п у с т а я ч а с т ь м н о ж е с т в а fT (е, г) , в ы ­

численная за п. ш а г о в в ы ч и с л е н и я м н о ж е с т в а <7с (е, i) т е м с п о с о б о м , 

который з а д а е т в ы ч и с л и м у ю нумерацию ТГ . И з д а л ь н е й ш е г о б у д е т вид­

но, что Р— |<С sr, у> | ос = } г в сякое м н о ж е с т в о ос (х) и м е ­

е т один и з видов: М и{/(е,л)] , М и п . ) , h, (е,л)} , 
Ми {/(е,л), h2(_e ,п)\ , для н е к о т о р ы х е , л. , причём /се,л,), 
h-r(£,n-) к-1 [в,п) ^ М . В х о д е конструкции всякое ч и с л о с т а н е т 

п о с л е д о в а т е л е м н е к о т о р о г о числа . Ч е т н о е ч и с л о и м е е т п о с л е д о в а т е л е й 

д в у х с о р т о в - л е в ы х и правых о д н о в р е м е н н о . Е с л и ч и с л о ОС я в л я е т с я 

п о с л е д о в а т е л е м 6 на в с е х шагах , начиная с н е к о т о р о г о , т о х . н а з ы в а е т ­

с я постоянным п о с л е д о в а т е л е м g . На шаге /г ч и с л о х~ н а з ы в а е т с я 

н е и с п о л ь з о в а н н ы м , е с л и jc§L U ос п ' ( £ ) ( д л я в с я к о г о п э т о м н о -
iso 

ж е с т в о к о н е ч н о е ) , ч и с л о к н а з ы в а е т с я с в о б о д н ы м , е с л и М не я в л я ­

е т с я п о с л е д о в а т е л е м . О п р е д е л и м М = 0 , д л я в с е х ас ^~f(xj = ф 
Ш а г /г, ( д г о) Е с л и л. ч е т н о , то п е р е х о д и м к п. 1, в про -



тивном с л у ч а е - к п, 2 . 

1. п—£к ; £(к) = е . Е с л и С (е, л— о п р е д е л е н о , то пере -

х о д и м к (а). П у с т ь С (<2, л — /) • не о п р е д е л е н о . Т о г д а , е с л и е ч е т ­

но, п е р е х о д и м к п. 1.1 , е с л и е н е ч ё т н о , т о к п. 1.2. 

1.1. е.— 2т . П р о в е р я е м у с л о в и е : 

о п р е д е л е н о = £ > ( в' ч е т н о = > {f (е'л-/}у A.f(e(n-/), А2(е'п-*)}лЯ(т})-

= </>')&, ( в / н е ч ё т н о f Се'л-/) <Я* (т, £))))). 

Е с л и э т о у с л о в и е не в ы п о л н е н о , то п е р е х о д и м к ( ж ) . Е с л и в ы п о л н е н о , 

т о п у с т ь ьа , уо - наименьшие е м у у д о в л е т в о р я ю щ и е . О п р е д е л и м 

f(e,n) = г/а , р (е,л.) = 4 • 

е ' ч ё т н о &f>e &f>e,e н е ч ё т н о , 
С&пч) о п р е д е л е н о . С(e',n-i)onpeделено. 

^c4!iy0\ • Д л я в с е х е'^-е п о л о ж и м о л,),^(е',л), с? (е^п.), 

Af(_e\n)f /l2(j0,n) н е о п р е д е л е н н ы м и . П у с т ь zJr,U — два наименьших 

н е и с п о л ь з о в а н н ы х числа , не принадлежащих М U | y ^ j , £ f f 

два наименьших с в о б о д н ы х ч и с л а . О п р е д е л и м С (е, л) =. <£f, d.j>f/Ь(ё/г)ы 

= t l . , /г, (е п) — U, . н а з о в е м ^ л е в ы м п о с л е д о в а т е л е м £ , '£ 
7 Z ^

 7 ' 2 I £ 

правым п о с л е д о в а т е л е м е . Д л я в с я к о г о & •> е о с в о б о ж д а е м о т 

в с е х е г о п о с л е д о в а т е л е й ( е с л и т а к о в ы е и м е л и с ь ) , д е л а е м в с е бывшие 

п о с л е д о в а т е л и Qf л е в ы м и п о с л е д о в а т е л я м и & . О п р е д е л и м ^ " j f ^ , ) °* 

-.Mn"\ften),fL,(e,n)\ ,_^."-фг)^ ИПиУ(е,п),кг (е,л)) . . ( З а ¬ 

м е т и м , ч т о '/Г П(/п, ь0 )£• e&.n(k.1)t~*cc [&J>). Д л я ' в с е х о с т а л ь н ы х л е в ы х п о ­

с л е д о в а т е л е й £ о п р е д е л и м ^"(эе)** ъс,П'(ас) Uac,nQ&.,) . ( З а м е т и м , 

ч т о д л я в с я к о г о л е в о г о п о с л е д о в а т е л я £ на э т о м ш а г е ос (acj £Г 

S о с ^ С ^ , ) ) • П е р е х о д и м к ( * ) • . ' 

1.2. е—2т + / . П у с т ь у - наименьшее н е и с п о л ь з о в а н н о е ч и с л о . 

О п р е д е л и м J-(e,n) — у , cQe,n)= Af t г д е ^ - н а и м е н ь ш е е с в о б о д -

ное ч и с л о . Н а з о в е м k 1 п о с л е д о в а т е л е м в . О п р е д е л и м ос*(£i ~)% = 

= М U { У (е,л)] . П е р е х о д и м к ( * ) . 

2. п — 2к+ /, g(fc) = е . Е с л и С ( е , л — /) не о п р а в л е н о 

или £ нечётно , то п е р е х о д и м к ( ж ) . П у с т ь e—2rrv и с(е,л~/) о п р е ­

д е л е н о , с(е,п— i) = <k.1?k3> , cj(e,n)=-£ . В с е г д а и м е е т м е с т о 



/ 1 2 ; 

k2U 

дискретный к л а с с . Т о г д а по л е м м е с у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й к л а с с к о ­

нечных м н о ж е с т в , у д о в л е т в о р я ю щ и й у с л о в и я м 1 ) , 2 ) и 3 ) . П у с т ь е-

т а к о е , что \<а(е,ъ)\ - ,_. - э т о т к л а с с . Т о г д а из вида э л е м е н т о в СЖ 

д л я в с я к о г о v fi (в,ь) п Л / ' ф $ . Д о к а ж е м , ч т о с у щ е с т в у е т / г , т а ­

к о е - т о для в с е х / г г- /7^ с[2егП.) о п р е д е л е н о . Д о п у с т и м противное , 

т о г д а с у щ е с т в у е т п а т а к о е , ч т о для в с е х с 2 е для в с е х /х^/?0 

С (б, л ) о п р е д е л е н о или д л я в с е х с ( е \ п ) не о п р е д е л е н о и 

д л я в с е х п ^ п 0 о(2е,л) не о п р е д е л е н о . П у с т ь A~\ef \ е ' 2 е 

для всех п.з^по C(ef

7n) о п р е д е л е н о ] , 3= \е Г\ в'е. А , е' 

ч е т н о , с л у ч а й 2.2 и м е л м е с т о д л я 6^6^ не б о л е е к о н е ч н о г о м н о ж е с т ­

ва раз ^ , • £ = j &' | e*G. А , ef ч е т н о , и с л у ч а й 2 .2 и м е л м е с т о 

для £ ' £ / б е с к о н е ч н о е м н о ж е с т в о раз j , г д е су(в^7П0)= г,д . 

П о а ) и б ) с у щ е с т в у е т п Сп > гг ) т а к о е , что д л я в с е х 

, е ' е Я , /(e'n^ftefa), для в с я к о г о е ' е З А^е^п^Сеп^ 

/,п)=^/1^ (e.^nj . Е с л и А , "To-f(e'/7j) по б ) я в л я е т с я э л е ­

м е н т о м не б о л е е двух м н о ж е с т в из СХ. , е с л и ef6. 3 • т 0 Sif 

я в л я е т с я э л е м е н т о м т о ч н о о д н о г о м н о ж е с т в а и з (Ж , т о же с а м о е д л я 

fl, (е^п ) . Т а к как С% б е с к о н е ч н о , с е м е й с т в о \'/L(ei-vyi\ - т ак -

же б е с к о н е ч н о . Т о г д а найдется ъ такое , что д л я в с я к о г о Q,/€ А 

J1 (е,,П1 ) ^'Тс (е, ь) , для в с я к о г о 

С у щ е с т в у е т z/&9c(er£jl у ^ М . В ы б е р е м , так ч т о л2 > > 

n ^zk 1 с^(А)=2е, П.- , 9Г г(е,ъ)=*я (е,£) и д л я в с я к о г о 

&'&С A, (efn^-f) 1А2(е'л-^Я(е,1).'Такое П2 с у щ е с т в у е т , так как 

множество<7l (е, -£) к о н е ч н о е , а п о с к о л ь к у с л у ч а й 2.2 и м е е т м е с т о д л я 

в с я к о г о & С на б е с к о н е ч н о м м н о ж е с т в е шагов , функции /£ ( е ' / г ) , 

h^Qe^ft) п е р е о п р е д е л я ю т с я б е с к о н е ч н о е м н о ж е с т в о раз , в с я к о е же ч и с ­

л о , бывшее з н а ч е н и е м одной и з этих функций, а з а т е м п е р е с т а в ш е е им 

б ы т ь по с л у ч а ю 2.2, з н а ч е н и е м ни одной из них на б о л ь ш о м шаге б ы т ь 

не м о ж е т . Т о г д а при п.— л^ ^С^,ь) у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю ( 1 ) к о н ­

струкции и с (2е,п2~) о п р е д е л я е т с я . Противоречив с д о п у щ е н и е м . 

Значит, с у щ е с т в у е т rtg , ; . .такое, что для в с е х ги±гъо С (2е,л)^ 

£(2в,л) , д(2<3,п) о п р е д е л е н ы , п у с т ь су(2е,л)~ ь о • С л у ч а й 2 .2 д л я 

в , г,0 и м е т ь м э с т о б е с к о н е ч н о е м н о ж е с т в о р а з не м о ж е т , так как 

*К(в,Ъ0) - конечное м н о ж е с т в о . Значит, с у щ е с т в у ю т Лг>/6^,&2 такие , 

что / г ^ / г а , и д л я в с е х / г а » / ? , с (2е,л) = < k,,&2

 > , & 7 - п о ¬ 

стоянный левый п о с л е д о в а т е л ь £ , ~ постоянный правый п о с л е д о в а -



т е л ь с . Е с л и случай 2.3 и м е е т м е с т о д л я е, Ь0 на б е с к о н е ч н о м 

м н о ж е с т в е шагов , то и з замечаний в х о д е конструкции 5Г (е, ъ0 ) SS 

Сос(А,) п ccik2) . Н о о с { к 1 ) ф ос ) , п о л у ч а е м противоречие с у с ­

л о в и е м 2 ) . Значит, с у щ е с т в у е т /гг т акое , что n z > П1 , и для в с я к о г о 

/ г . г / 7 , , / г = 2А +- / , )= 2е и м е е т м е с т о с л у ч а й 2 . 1 . П р е д п о л о ж и м , 

что на б е с к о н е ч н о м м н о ж е с т в е ш а г о в гъ с о о т в е т с т в у ю щ е е " е ^ 2е. 

ч е т н о и { jrer,n-i), Аг&п-Л , ^ ( e ' / w j ] п<л;(е,ъ0)£ • 
( С л у ч а й , когда на б е с к о н е ч н о . . . . ш о ж е с т в е шагов с о о т в е т с т в у ю щ е е е. / 

нечётно и ^ ( е ' , / г — О р а с с м а т р и в а е т с я а н а л о г и ч н о ) . Т о г д а 

с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н о м н о г о шагов гъ , таких, что д л я к а ж д о г о из 

них с у щ е с т в у е т т а к о е , ч т о ef^2& , ч е т н о и , / " (е f гг—/) е , 

G.%(eii>0'\ или с у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н о м н о г о ш а г о в П. таких, что д л я 

к а ж д о г о и з них с у щ е с т в у е т & f т а к о е , ч т о в - ^ ^ 2е , е' ч ё т н о е и 

к^е.\п—s) в "ftt^i ь0 ) • и л и т о ж е с а м о е о т н о с и т е л ь н о fizQe'rt—fl> 
П у с т ь в ы п о л н я е т с я п е р в о е . Т о г д а , так как 5г (е, Ъа) к о н е ч н о е , с у щ е с т ­

в у е т у&</ъ(е,-Lg) т а к о е , ч т о у я в л я е т с я з н а ч е н и е м функции f на 

б е с к о н е ч н о м м н о ж е с т в е ш а г о в . Функция J- о б л а д а е т с в о й с т в о м : е с л и 

3C=J-(e,n), т о для B c e x e ' j s - e , ггъ>п f сс ф J-Qe f пъ) . Значит, 

с у щ е с т в у е т Сд т а к о е , ч т о е,д=£= 2е и У ( б д , 1) — у д л я б е с к о н е ч н о 

м н о г и х гъ . П о а ) функция f ( е о , п) или не о п р е д е л е н а д л я в с е х д о ­

с т а т о ч н о больших п. , или д л я них о п р е д е л е н а и к о н с т а н т н а , с л е д о в а -

т е л ь н о , с у щ е с т в у е т п3 т а к о е , ч т о п3^/гг0 и д л я в с е х /ы^л^ ^(^.л) " 
= /Сео'Д^ >/С^,/73) &.^(е,г:о) . П о с в о й с т в у 3 ) л е м м ы <К(е,£о) 
с о д е р ж и т с я в н е к о т о р о м м н о ж е с т в е из (УС . Д л я в с е х п^. гт0 f(2etn) = 

и f (2е,/7а) eftfaij, значит, по б )
 c7t(e,-L0)&<3C(£i) или 

тс (е, iD) s= „ с (А2) . Т о г д а £(е'фгп3) е « (47) или / ( е £ , ^ е ( А ) . 

однако .i., , k- не я в л я ю т с я п о с т о я н н ы м и п о с л е д о в а т е л я м и , т ак как 
I t ° 

B-q ф 2в. . П р о т и в о р е ч и е с б ) . О с т а в ш и е с я два с л у ч а я р а с с м а т р и в а ­

ю т с я а н а л о г и ч н о . С л е д о в а т е л ь н о , (Ж - не с л а б о эффективно дискрет -

ный к л а с с . Т е о р е м а д о к а з а н а . 

С е м е й с т в о м н о ж е с т в н а з ы в а е т с я н о р м а л ь н ы м , е с л и со всяким к о ­

нечным м н о ж е с т в о м е м у принадлежат все е г о н е п у с т ы е п о д м н о ж е с т в а 

L4J . В С 4 3 д о к а з а н о , что всякая м и н и м а л ь н а я нумерация б е с к о н е ч н о г о 

н о р м а л ь н о г о с е м е й с т в а эквивалентна нумерации, в которой л ю б о е к о н е ч ­

ное м н о ж е с т в о и м е е т конечное м н о ж е с т в о н о м е р о в . С л е д у ю щ а я т е о р е м а 

у с т а н а в л и в а е т , что т а к и м же с в о й с т в о м о б л а д а ю т м и н и м а л ь н ы е н у м е р а -



ции дискретных с е м е й с т в . 

Т Е О Р Е М А 4 . В с я к а я м и н и м а л ь н а я н у м е ­

р а ц и я б е с к о н е ч н о г о в ы ч и с л и м о г о д и с к р е т н о ­

г о с е м е й с т в а р е к у р с и в н о п е р е ч и с л и м ы х 

м н о ж е с т в э к в и в а л е н т н а н у м е р а ц и и , в 

к о т о р о й в с я к о е к о н е ч н о е м н о ж е с т ­

в о и м е е т к о н е ч н о е м н о ж е с т в о н о -

м е р о в . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь f - в ы ч и с л и м а я м и н и м а л ь н а я н у м е ­

рация с е м е й с т в а СХ. , jj - с т р о г о в ы ч и с л и м а я н у м е р а ц и я с е м е й с т ­

ва в с е х конечных м н о ж е с т в . С т р о и м н у м е р а ц и ю уЗ и функцию А 

П р е д в а р и т е л ь н о п о л о ж и м д л я в с е х сс р °(ас) — . 

Щ в г Q . П о л о ж и м А (о)=0, /3f(o)= V
 fCo). 

m&r$+i(s2>o) . П у с т ь h(o), h (1) . ../r(i), v< s+/ , 
у ж е о п р е д е л е н ы на предыдущих шагах . П у с т ь £в (s>A-i) = сс , ZC°(S±l)=!u 
( £ (сс) и Z(ac) - л е в а я и правая нумерационные функции в к а н т о р о в -

ской нумерации в с е х пар н а т у р а л ь н ы х ч и с е л ) . 

( 1 ) Е с л и f(g)c Т^'(сс) * {Vy^£)(#&<£^'(jj) • 
т о положим Al(iA-l')= ОС . В п р о т и в н о м с л у ч а е А (г'Л-i) о с т а в л я е м 

н е о п р е д е л е н н о й . Д л я в с е х j ^ •£ + •/ , е с л и h (J) о п р е д е л е н а , п о л о ­

жим p**2(j)=p S^(j') Wo^/lQjh Д л я в с е х о с т а л о ы ы х j п о л о ж и м 

уЗ (j) = pS^* (j) • П е р е х о д и м к шагу 5 + - 2 . К о н с т р у к ц и я описана . 

И з построения видно, ч т о J& - в ы ч и с л и м а я нумерация , а А - в ы ч и с ­

л и м а я функция. С е м е й с т в о (УС б е с к о н е ч н о е и д и с к р е т н о е , п о э т о м у у с ­

л о в и е ( I ) б у д е т в ы п о л н я т ь с я .на б е с к о н е ч н о м м н о ж е с т в е ш а г о в . С л е -

д о в а т е л ь н о , h всюду о п р е д е л е н а . Л е г к о видеть , ч т о д л я в с я к о г о ас 

р(ос) - 'С/г (ас) , с л е д о в а т е л ь н о , /З(сс) е (X . Д о п у с т и м , что 

А и д л я в с е х ас /3(ас) =£• А . П у с т ь /4 = £ (л) .<Л диск -

р е т н о , т о г д а с у щ е с т в у е т шаг S + / , такой , ч т о ££ ( — /г , 

, и д л я в с я к о г о Зе.С£ , 
£>ф А б у д е т ^ (z) В . Т о г д а на э т о м шаге п о л о ж и м A(£\-f)= п. 

д л я с о о т в е т с т в у ю щ е г о Ъ . П о л у ч и м J5 (£+*) — 'о (л) , ч т о проти -

воречит допущению. С л е д о в а т е л ь н о , р - нумерация с е м е й с т в а ( % • . 

П у с т ь А конечное и А^-СХ. . П у с т ь A=1^C/iJ . П » д о к а з а н -

н о м у , д л я н е к о т о р о г о ас /з(ас)= А . П у с т ь на ш а г е Sg-+ / /в^'(ас)— 
= 1~^'(ас) = А I т о г д а на в с я к о м п о с л е д у ю щ е м ш а г е S - f / > Т а к о м , 



ч т о ^(s-'r-/)— т , 1~(~т)= А , у с л о в и е ( 1 ) в ы п о л н я т ь с я не б у д е т , 

А не п о л у ч и т в нумерации / 3 б о л ь ш е ни о д н о г о номера . Итак, А 

имеет в нумерации р> конечное м н о ж е с т в о н о м е р о в . П о п о с т р о е н и ю , 

д л я в с е х sc j3(a:)— 'ch (х) , т . е . ^3 с в о д и т с я к 1" . Е с л и £~ -

м и н и м а л ь н а я нумерация , т о ^ эквивалентна Т . Т е о р е м а доказана . 

С Л Е Д С Т В И Е В с я к о е б е с к о н е ч н о е в ы 

ч и с л и м о е д и с к р е т н о е с е м е й с т в о к о -

н е ч н ы х м н о ж е с т в в ы ч и с л и м о с к о -

н е ч н ы м и п о в т о р е н и я м и ( т . е . и м е е т нумерацию, в 

которой каждое м н о ж е с т в о и м е е т конечное м н о ж е с т в о н о м е р о в ) . 

З а м е т и м , ч т о в С 4 Ц приведен пример в ы ч и с л и м о г о с е м е й с т в а к о ­

нечных м н о ж е с т в , к о т о р о е не м о ж е т б ы т ь в ы ч и с л и м о с конечными п о в ­

т о р е н и я м и . 

П о л ь з у ю с ь с л у ч а е м , ч т о б ы в ы р а з и т ь б л а г о д а р н о с т ь С . С . М а р ч е н к о -

ву и В . А . У с п е н с к о м у з а внимание к этой р а б о т е . 
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