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ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 
Г. М. Хенкин, Е- М. Чирка 

Граничные свойства функций нескольких комплексных 
переменных, голоморфных в области «типа шара» и голо­
морфных в области «типа поликруга», существенно различны. 

Особенно продвинуты исследования но граничным свойст­
вам функций, голоморфных в поликруге (см., например, 
книги Рудииа [163], В. С. Владимирова [11], А. Зигмунда 
[23], а также статьи [12, 13, 57, 64, 67, 76, 82, 88, 141, 142, 
143, 164, 169, 170, 171, 179, 180]. Это связано, па наш взгляд, 
о. тем, что и этом случае больше возможностей для сведения 
основных задач к случаю одного комплексного переменного. 

Настоящая статья посвящена изучению граничных свойств 
функций, голоморфных в областях «типа шара» и в произ­
вольных областях с кусочно гладкой границей. Большинство 
изложенных ниже результатов появилось в связи с задачами 
теории равномерных приближений. 

Отметим, что вопросы теории функций на дифференци­
руемых подмногообразиях в С", затронутые в главе I, более 
полно изложены в недавнем обзоре Уэллса [193]. Мы заим­
ствовали из этого обзора часть литературы. 

Авторы приносят благодарность А. Г. Витушкииу и 
Р. В- Гамкрелидзе, но инициативе которых выполнена на­
стоящая работа. 

Главы I—-III написаны Е. М.' Чиркой, главы IV—VII 
написаны Г. М. Хепкииым. 

Глава! 
ПРОДОЛЖЕНИЕ С ГРАНИЦЫ 

§ 1. КРИТЕРИИ ГОЛОМОРФНОЙ ПРОДОЛЖИМОСТИ 

. 1.1. Какие функции, заданные па границе области DcC'-, 
-.являются предельными для функций, голоморфных в D? 
Этот вопрос, без 'всяких требований на границу и на гранич-
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ную функцию, слишком общий даже для п=\. Поэтому мы; 
ограничимся классическими областями Ляпунова и функция­
ми, интегрируемыми на Y=dD по мере Лебега. 

При n = l для односвязных областей граничные значения 
голоморфных функций в классе L1 (Г) определяются счетной 
системой уравнений 

$/(z)z"dz = 0, /z-0 ,1 ,2 , . . . . (1)> 
г 

т. е. Б классе Z,1 (Г) условие (1) является необходимым ш 
достаточным для существования функции F, голоморфной в 
односвязной области DcC1, угловые предельные значения 
которой ПОЧТИ всюду на Y = dD совпадают с / . 

Для произвольной области DcC* (конечносвязной) усло­
вие (1) уже не является достаточным. Здесь критерием го­
ломорфной продолжимости с границы является условие 

да--, ««п. » 
Г 

т. е. обращение в нуль интеграла типа Коши всюду вне D. 
Функции (С —г)"1, г<Ю, голоморфны в окрестности D и по-/ 
этому условие (2) эквивалентно следующему: 

SfgeK-Ovg&iD) (3)> 

(необходимость, очевидно, следует из интегральной теоре­
мы Коши). Равенство (3) можно интерпретировать как орто­
гональность функции f к пространству аналитических диф­
ференциалов gdC на Г, gQ© ф). Но дифференциальная фор­
ма (о бистепени (1, 0) будет таким дифференциалом тогда 
и только тогда, когда ды = 0 в окрестности D. Таким об­
разом, справедливо следующее утверждение: 

Функция /(.^(Г) голоморфно продолжается в D тогда 
и только тогда, когда 

J/»=-o, V">e^l0)(D), (4> 
г 

т. е. f ортогрнальна всякой дифференциальной форме «>• 
бистепени (1,0) и класса С00 (D), такой что ЭюгзО в D. 

Здесь и всюду в дальнейшем слова «/ голоморфно про-; 
должается в область D» означают существование функций; 
F, которая грломорфна в D и нормальные предельные зна­
чения которой (т. е. пределы вдоль нормалей к 6D) почти 
всюду существуют и совпадают с f там, где f определена. 

Ь2. Ограниченная область DaRN называется областью: 
Ляпунова, если в каждой её граничной точке £ существует 
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внешняя но рмаль и если единичная внешняя нормаль v.- яв: 
ляется непрерывной вектор-функцией, удовлетворяющей 
условию Гёльдера. Это свойство обеспечивает для областей 
Ляпунова достаточно хорошее граничное поведение функ­
ции Грина G(-i, x): при каждом фиксированном xQD функция 
G(t,x) непрерывно дифференцируема в D и все её первые 
частные производные удовлетворяют в D условию Гёльдера. 
Поэтому здесь всякую интегрируемую функцию / на Г мож­
но гармонически продолжить в D, и это продолжение явно 
задается интегралом Пуассона 

f(x)~[f®P(t,x)dail), (5> 
dG (I, х) 

где P(-i,x) = Civ—Ш—' — ядро Пуассона и Сд- — константа,. 
зависящая только от N. Мы будем рассматривать также 
гармонические функции вида 

$.(х) = [Р\Ь,х)4}>.®, (6> 

где ^ — (ограниченная борслевская) мера на Г, и будем на­
зывать р. гармоническим продолжением меры [х в D. Функ­
ции вида (5) тоже можно рассматривать как гармонические 
продолжения мер fa, абсолютно непрерывных относительно. 
меры Лебега о на Г. Опишем свойства гармонического про­
должения. ' 

П р е д л о ж е н и е 1 (И. И, Привалов, П. И. Кузнецов 
[35]). Пусть D — область Ляпунова в R^ и ц. —ограниченная 
мера на Г. Тогда 

Tim 11 |Г (& - еv *) | do (г.) < оо (7)' 
Е-*0 Г 

и функция [-Г имеет о-почти всюду нормальные предельные 
значения, совпадающие с d\).jda. Если d|i/do6L/'(o), 1 <p<oo, . 
то 

llm .П l- (5 — evR) | Vflfa (?)< oo. (8> 

а если d\k/daQL<*>(о), TO sup.-)]jj.|<oo. 
П р е д л о ж е н и е 2 (И. И. Привалов [35]). Пусть D — 

область Ляпунова в R^ и функция и, субгармоническая в 
D, удовлетворяет условию 

Tim I и+ (5 - evg) do (!•) < оо, (9) 
е->.о -г 

где и+=гпах (0, и). Тогда и почти всюду на Г имеет нормаль­
ные предельные значения, образующие суммируемую функ­
цию. 
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функция и из предложения 2, даже будучи гармониче-
•ской, в общем не совпадает с интегралом Пуассона от ука­
занной там суммируемой функции, но отличается от неё на 
• функцию вида (6), где ц сингулярна относительно ст. По­
этому для таких функций более естественным будет понятие 
граничной меры, которая определяется следующим образом. 
Субгармоническая функция и, удовлетворяющая в области 
.Ляпунова условию (9), имеет в D наименьшую гармониче­
скую мажоранту вида Jr Р{%, х) d[x(l). Ограниченная мера 
[А сосредоточена на Г и однозначно определяется функцией 

'.и; она называется граничной мерой субгармонической функ­
ции и. Простое, но очень важное свойство, — монотонность 
граничной меры: если щ<и2, то |ii<|X2. 

Для класса так называемых сильно субгармонических 
•функций (см. [95]) сингулярная составляющая на границе 
равна нулю н наименьшая гармоническая мажоранта в D 
совпадает с интегралом Пуассона от суммируемой функции, 
указанной в предложении 2. Имеет место 

П р е д л о ж е н и е 3 (И. И. Привалов [35], Е. Д. Соло-
менцев [40]). Пусть и — субгармоническая функция в об­
ласти Ляпунова D и ср — неотрицательная выпуклая возра­
стающая функция на действительной оси, такая что ср (/)/<•-•-
{to}oo при if---00. Предположим, что 

lim \ срои (i, — ev») do (£) < оо. 
е-»0 г Sl 

"Тогда и почти всюду на Г имеет нормальные предельные 
значения и, суммируемые вместе с -.ой. Граничная мера для 
и имеет отрицательную сингулярную составляющую, а гра­
ничная мера для ср-и совпадает с (срои)о. Более того, 

lim \ |tp°«(•;-— е О — tp~M(-,)| da(-,)—-0. 

Функции указанного вида ср-ц и называются сильно суб­
гармоническими в области D. Предложение 3 для шара до­
казано также в'Статье [95]. 

ЕСЛИ В качестве ср(а-) взять функцию, равную 0 при £ < 0 
и Р при tyQ,. p > l , то с учетом предложения 2 получится 
следующее обращение предложения 1. 

С л е д с т в и е 4. • Если функция и субгармоническая в 
•области Ляпунова D и удовлетворяет условию 

iTrn^|u(-=—EV)|-"da(i;)<oo, 
• 8-*0 -р 5 

где 1</- '<оо, т о й почти всюду на Г -имеет-нормальные. 
предельные значения, образующие- функцию •• иб£А(а). Если 
р>\, то граничная мера для и совпадает с иа. 
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Если / голоморфна в области D, то log | / | — субгармо­
ническая функция, следовательно, |/ |p — exp (p log |/|) — силь-
'по субгармоническая функция для любого р > 0 . Граничная 
мера для функции / (если она существует) абсолютно не­
прерывна относительно граничной меры для | / | и поэтому 
справедливо 

С л е д с т в и е 5. Пусть D —области Ляпунова в С" и 
fQlio, 0</7<оо. Тогда / имеет почти всюду на Г нор­
мальные предельные значения, образующие функцию / 
класса />(а). Если р>\, то граничная мера д л я / абсолют­
но непрерывна относительно о и совпадает с /о . 

Граничная мера для комплексной функции / по опре­
делению равна i-11 + .М-Ч:, где \).и р.2 — граничные меры дейст­
вительной и мнимой части / . Класс Н% в области DcCn с 
гладкой границей по определению состоит из голоморфных 
n D функций / , для которых 

UUl^|/(t:-evc) i--rfo(C)<oo. 

1.3. Условия (1 — 4) имеют двойственный характер— они 
•описывают граничные значения голоморфных функций, 
указывая пространство, ортогональное к ним (точнее, 
указывая множество функционалов, линейная оболочка 
которого плотна в ортогональном дополнении). Различие 
'здесь только в конкретном представлении ортогональных 
функционалов. Для обобщения на многие переменные наи­
более удобным является условие (4). 

Обозначим через Z("M/(/C) пространство cf-замкиутых 
дифференциальных форм -•> бистепени (p, q) и класса С"', 
т>0, на множестве /С с С" (т. е. 3.->==.0 всюду на К; при 
т-~0 это равенство следует понимать в обобщенном 
смысле). Чтобы использовать как можно меньший запас 
ортогональных форм для описания граничных голоморфных 
значений, мы воспользуемся следующей теоремой аппрок­
симации: 

Т е о р е м а б ([185, 21]). Пусть D—-область с гладкой 
границей в С", тогда всякая форма a,QZ(

mp,n-i) (£>). 
т>0, приближается по норме С(",,,._i)(L)) формами, беско­
нечно дифференцируемыми и d-замкнутыми в окрестности 
73. Если дополнение С"\73 связно, то приближающие формы 
можно брать из класса .£",,,,_о (С"). 

Докажем с помощью этой теоремы следующий критерий 
голоморфной продолжимости. 

Т е о р е м а 7. Пусть D — область Ляпунова в С". Функция 
/б//'(Г), 1 < p < o o , голоморфно продолжается в область D 
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тогда и только тогда, когда 
у̂ш--= о v*ezTn.n-i)(Ef). (10> 

V 
Голоморфное продолжение F функции f в D задается 
интегралом Мартинелли—Бохнера и принадлежит HP

D. Если 
/€С(Г), то F непрерывна в D. 

•4 Д о с т а т о ч н о с т ь . Ядро Пуассона Р(С, г) da (с) как 
функционал на С (Г) совпадает с дифференциальной формой 
бистепени (/г, п — \) 

(n-2)i v , дО (С. 2) ,. , 

ft-1 > 

ГДе \li = YLdZl/\d^J. Функция Грина С?(С, г) при n > l равна 

|г;_2|2-2«+я(С, г), где Я гармоническая по С в области D 
при каждом фиксированном zp„D. Следовательно, гармони­
ческое продолжение / в D имеет вид 

( я - з / с . / v эя .. .-, 
г 

Так как £)—• область Ляпунова, то Я (С, г) непрерывно диф­
ференцируема в D по С, а в силу ее гармоничности в £) при 
каждом фиксированном z£D имеем 

Э(2^^л^-("--^)--->(-Я)х-о. 
/г 

где Х = Д dCAAdC/. и А — оператор Лапласа. Другими слова-
Л=1 

_M(£j ~Ъ" л ! -•--, .,.,- 7° ми, форма "V——-—- d^/iA^k принадлежит Z(,,,„_.) (/J). Co-
ласно теореме 6, она равномерно на D приближается 

формами класса Z™.iW_D (D), а тогда, согласно условию (10),. 
второй интеграл в представлении F тождественно равен» 
нулю в D и, следовательно, 

Таким образом, гармоническое продолжение функции / в 
область D задается интегралом Мартинелли —Бохнера. 
Не исключено, что этого достаточно для голоморфности F 



(см. [200]), ио пока мы еще раз воспользуемся условием орто-
гональности (10) и известными свойствами ядра Мартииел-
ли — Бохиера 

• " • _ _ а (^2 )—2; |^р^л^ . 
Рассмотрим вспомогательные формы 

п _ _ 

6Л-» 2)={sum} l ^ d ^ A d C / A V - K j < « . 
где Х/А= Д dCzAdC;. Формы S_, замечательны тем, что 

дей,(С, г) = ^ @ ( С г), 1 < / < / * , 
в С"\{2} —это проверяется непосредственно и следует 
из гармоничности |С — г\г~2п в С"\{г} и из равенства 

-"Еу \l£-zl2"/ azy №-z|-«. 
Поэтому 

Так как Qj бесконечно дифференцируема в С"\{г}, то форма 
2j(C, г) = срг(С)0ДС, г), где функция срг (С)еС°° (С") равна 0 в 
окрестности z и 1 в окрестности Г, бесконечно дифферен­
цируема всюду в С" и в окрестности Г совпадает с й-. 
Следовательно, 

по условию (10), т. е. функция F голоморфна в D. Так как 
F можно задать интегралом Пуассона, то из предложения 
1 следует, что FQHP, если /(.//'(Г), и что F непрерывна в 
Д если /GC(T). 

Н е о б х о д и м о с т ь следует из теоремы Стокса. Если 
/ голоморфно продолжается в Д то это продолжение F, 
будучи гармоническим, задается интегралом Пуассона и по­
тому принадлежит FPD. Более того, гладкие функции /в(С)== 
==E(C—EV-) при е->-0 стремятся к f в L-"(r). Следователь­
но, для всякой формы u>GG(«,«-i) (Д> 

\ /ш = llm \ />->=-• Hm \ E(fl=. 11m \ -J(Em), 
J'I e-0 5- Е->0 i-e e-0 ^8 

где Г8== {C—ev£:C6r} и Д —подобласть^ Д ограниченная 
поверхностью Ге. Если toG-Z^n-i) (Д> то d(Fw)=dF/\<a=Q в 
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"силу голоморфности /^следовательно, / ортогональна на 
Т всем д-замкнутым в D формам бистепени (к, и — 1) • 

Аналогично доказывается следующее обобщение тео­
ремы Риссов в терминах ортогональных мер. 

Т е о р е м а 8. (Л.А. Айзенберг [2,199|).Пусть jx — ограниченная 
меранагранице области Ляпунова£>сСп, такая ЧТО обобщенная 
функция ф/йаортогональна всем формам u>Q.Z™„,n-i) (_*). Тогда 
|х=/<-, где /б/..-(о) является граничным значением функции 
класса Hl

D. 
Условие на \ь надо понимать следующим образом: суже­

ние формы ш на Y — dD, как функционал на С (Г) представ­
ляется в виде hdo, hQC(T). Ортогональность d\x/da указан­
ным формам со означает, что ДЛЯ таких h выполняется 
условие \hd\). = 0. 

< Пусть /(2)-=^Р(С,г)dt~(Q — гармоническое продолже­
ние (J. в D. Как в теореме 7, заменим Р (С, г) ф (С) соответ­
ствующей дифференциальной формой и из условия орто­
гональности получим, что / —с„\--А (С)й(С,г), где £3(С,s) — 
форма Мартинелли — Бохнера. Опять-таки из условия орто­
гональности следует, что / б ^ ф ) , а тогда, с учетом пред­
ложения 1, выходит, что / 6 H o . Так как {. — граничная ме­
ра для / , то остается здесь применить следствие 5. • 

Для областей со связным дополнением _ в теореме 8 
можно ограничиться 3-точными формами — это будет видно 
из следующего пункта. 

1.4. Гораздо раньше интегральных условий (10) для 
функций многих комплексных переменных были найдены 
дифференциальные условия голоморфной продолжимости. 
Они не имеют никакого аналога для функций одного комп- ; 
лексного переменного, так как комплексные касательные ; 
направления на границе появляются только при /г>1. 

Т е о р е м а 9 ([74, 144-]). Пусть D — область с глад­
кой границей и связным дополнением в С", /z.>l.. Функция 
jQCl(t). голоморфно продолжается в D тогда и только . 
тогда, когда ; 

d/Ad-2iA.. .Ad2, t]r = 0. (12); 

Условие (12) называют условием Севери и записывают; 
короче как df/\dz\T=Q, обозначая dz = dzxf\. • •/\dzu. Оно 
означает, что если рассмотреть zk как функции локальных; 
параметров iu . . . , t2;._1 на Г, записать все дифференциалы; 
по переменным tj и сгруппировать подобные слагаемые в: 
альтернирующую сумму, то все коэффициенты получившей-; 
ся формы' будут тождественно равны нулю. Простое дока- : 
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зательство теоремы Севери можно найти в книге Б. В. Ша-
бата [56]. Равенство (12) означает, что дифференциалы df, 
dzx, . . . , dzn как функционалы на касательных векторах к Г> 
линейно зависимы (над С) в каждой граничной точке. Так 
как d = d + <3 и df является линейной комбинацией 
dzu ...,dzn, то условие (12) эквивалентно условию 

dfAdzlA..-Adzn\V=0. (13) 
Для дальнейшего преобразования этих условий введем в 

точке Cfil1 локальные комплексные координаты wu ...,wn, 
так, что касательная плоскость Т*(Г) совпадает с гипер­
плоскостью 1тт-у„ — 0. Тогда векторы dwu...,dwn, 
dwu . . . , d«v.- образуют базис в пространстве комплексных 
дифференциалов в точке С на плоскости Т£. Так как 
df (С) •-••-• У -—• (С) d-wk и dwn--=dwn на Тг, то условие (13) 
означает равенство нулю дифференциальной формы 

"~ 1 if 

откуда следует, очевидно, что 

1-Ю---0, А - 1 , . . . , я - 1 . 
Но w{, • . . , w,,^ — это комплексные координаты на комплекс­
ной касательной плоскости Т\ (см. гл. ll). Следовательно, усло­
вие Севери можно интерпретировать как условие комплексной 
дифференцируемое™ вдоль комплексных касательных на­
правлений (из Тс (Г)). 

Форму Э / запишем в виде d-./ + dv./» где dt—касатель­
ная и 3v —нормальная составляющие ~д (в указанных ло -

„ •*-< of — -
кальиых координатах dxf (С) — 2и (Г~ (-) £-Ш* И ^v/(C)-= 
—--J-(С) day,, j ; векторы <!"-•/ и c^g- для любых fug всегда, •За,,. у 
линейно независимы, кроме тех случаев, когда один из них 
равен нулю. Условие Севери в этих обозначениях можно 
записать в виде уравнений 

&/----0, . (И) 

которые называются касательными уравнениями Коши — 
Римана. Таким образом, теорема 9. утверждает, что глад-. 

21 



кая функция голоморфно продолжается в область D тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет всюду на Г ка­
сательным уравнениям Кощи—-Римана. 

Наконец, укажем еще одну удобную запись условий 
Северн. Пусть р —произвольная определяющая функция для 
области!), т. е. D={z\ р (г) < 0} и dp(C)-?--0, t&dD, тогда 
<?р=т--0 всюду на Г, но д*р = 0. Следовательно, 5p(C) = 
=p.(qdwn*o H^v/^)==-|^(=;)[^(g]-1^(g) т. e. векто-

dwn dwn [own J 
ры "5V/ и dp линейно зависимы для любой функции / . Это 
условие просто записывается в виде Ич//\др=0. Если 
St/==0, то из него следует равенство 

d/Лдр—0-на Г. (15) 
Обратно, из равенства (15) следует, что ^--/Лдр=0 и зна­
чит д- /=0 , так как 5p=dvp.7-=0 и операторы дх и dv линейно 
независимы. Таким образом, мы доказали, что условие Севери 
эквивалентно условию (15) для любой определяющей функции р. 
Равенство (15) означает, что в каждой точке С6Г вектор д/ на­
правлен вдоль комплексной нормали (будучи пропорциональ­
ным dp), в частности, д/ не имеет комплексной касательной 
составляющей. 

Если ш—- произвольная О-форма бистепени (га,/г—-2) на 
Г и /€С-(Г), то 

J /дш= [д </ш) - J Э/Л-- = - ^ t / Л » , 
г г г г 

так как Г—-замкнутая поверхность и 6(/w) — d(/u-). Сле­
довательно, если / удовлетворяет касательным уравнениям 
Коши—-Римана, то 

j 7 ^ - = 0 УибС«)Л_2)(Г). (16) 
г 

Обратно, условие (16) означает, что форма d%f ортогональ­
на на Г всем таким ш, и, следовательно, равна нулю. Та­
ким образом, для гладких функций условие Севери экви­
валентно (16). Но в отличие от (12 — 15) это условие 
интегральное, и его можно рассматривать в классе всех 
интегрируемых функций на Г. Функции /б£-(Г), удовлетво­
ряющие условию (16), называются слабыми решениями ка­
сательных уравнений Коши —Римана. 

Теорема 10. Пусть D — область Ляпунова со связным 
дополнением в С", « > 1 . Функция /б£1(Г) голоморфно про-
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должается в область D тогда и только тогда, когда она 
является слабым решением касательных уравнений Коши — 
Римана. 

А Согласно теореме 7, голоморфная продолжимость / 
эквивалентна ортогональности / ко всем формам класса 
Z(^„_1) (D). Ввиду связности С " \ Д каждая такая форма по 
теореме 6 приближается равномерно на D формами 
класса Z^,„_i) (С"). Но в С" всякая --"-замкнутая форма 
d-точна, т. е. всякая .--6Z(̂ ,„_1) (С") представима в виде <?о/ 
для некоторой о-'бС(̂ ,и-2) (С"). Следовательно, из условий 
(16) вытекают условия (10). Так как всякая <J>{in}C(5.,n_2) (Г) 
продолжается до формы класса C(5,,„_..>) (D) и так как ^-точ­
ные формы ^-замкнуты, то из (10) следует (16). • 

Теоремы 9 и 10, конечно, неверны для областей с несвяз­
ным дополнением, когда dD имеет несколько связных компо­
нент. Это происходит из-за того, что условия (12—16) ло­
кальные и им удовлетворяют, например, все локально по­
стоянные функции. 

На плоскости класс областей со связным дополнением 
сорпадает c классом односвязных областей, поэтому теоре­
мы 9 и 10 заменяют в случае многих комплексных переменных 
критерий (1). Однако при n = l теорема 9 неверна (пример: 
f(z) = l/z па границе единичного круга), а теорема 10 вообще 
не имеет смысла. 

Если функция / дифференцируема в некоторой окрест­
ности Г и удовлетворяет на Г обычным уравнениям Коши — 
Римана д/=0 (в частности, если / голоморфна в окрест­
ности Г), то она удовлетворяет также и уравнениям (14). 
Поэтому теоремы 9 и 10 являются обобщениями классиче­
ской теоремы Гартокга (по другому, Осгуда —Брауна) о 
стирании компактных особенностей голоморфных функций 
в С" при /г>1. Теоремы 7 и 10 завершают длинный цикл 
работ по описанию граничных значений голоморфных функ,-
ций: Гартогс, Севери [168], Бохнер [74], Фикера [85], 
MapTHHe^H [144], Коппельман [128], В. С. Виноградов [7 , 
В. А. Байков 1[4], Вайнсток [184, 185], Ш. А. Даутов [21], 
А. М. Аронов, Ш. А. Даутов [210]. Изложение и этом параг­
рафе основано, на методе, идущем от Бохнера. 

Приведем еще одно простое обобщение теоремы Гар-
тогса, с минимальными требованиями на dD. 

П р е д л о ж е н и е 11 ([165]). Пусть D —произвольная 
•ограниченная область в С,_/г>1, совпадающая с внутрен­
ностью D и такая что_С"\£_связно. Тогда всякая функция 
/6СР(<?/)), такая что df==y(df)=0 на 3D, продолжается 
до функции класса Cl{D), голоморфной в области D. 
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Здесь V -=(5/52!, . . . , д/дга, д/дги ..., д/дгп). 
.4 Согласно теореме Уитни, можно считать, что_/£С2_(С").. 

Рассмотрим дифференциальную форму ш, равную д/ в D п 
О вне D. Так как д/=--у (д/) = 0 на dD, то ..>eZ'«u, (C") т-
кроме того, финитна. По теореме Эренпрейса ([52], стр. 51), 
а) представима в виде <?g,. где_# —финитная функция класса 
СЧС"). Так как 0 ' . = С " \ й связно, то #---0 вне /J. 
Так как dD = dDr, то g==0 на 5D. Следовательно, 
функция F =/---£_ и а 5D совпадает с / и в /J удовлетво­
ряет уравнению dF = u)—dg~0, т. е. голоморфна. • 

1.5. Дифференциальные формы, замкнутые относительно' 
д, играют важную роль во многих вопросах комплексного 
анализа и обладают рядом свойств, присущих голоморфным-
функциям (и некоторых вопросах вместо голоморфных 
функций в С", / i>1 , естественнее рассматривать ^-замкну­
тые формы как обобщения голоморфных функций одного 
комплексного переменного— см., например, [19.), 198]). Поэ­
тому интересным является вопрос о продолжении с границы 
для 3-замкнутых форм. Мы не станем приводить самых 
сильных формулировок и лишь ^формулируем один критерий 
продолжимости для ^-замкнутых форм класса С°°. 

Теорема 12 ([125, 62, 147]). Пусть /J — 0?GC"-:p(z)<0}-
область с компактным замыканием и границей Г класса См, 
такая что в каждой точке С6Г форма Леви <Зф(С) имеете/-]-1 по­
ложительных собственных значений. Если <г/<я-~-1, то форма 
lo6Go-M) (Г) имеет д-замкнутое продолжение в область D 
тогда и только тогда, когда 

$«Aa - -0V« 6 Z ( ^ i W l ) ( f l ) . (17> 
г 

Теорема 12 оставляет без внимания интересный случай 
форм бистепени (р, /г —1). Все же теорема верна и в 
этом случае. 

Теорема 13. (Ш. А. Даутов |19, 199]).Пусть £> —строго-
псевдовыпуклая область в С" с 'границей Г класса С3. 
Форма шб-GjL „_1)(Г) продолжается до формы класса 
Z\Pi „_1}(D) тогда и только тогда, когда « ортогональна 
на Г всем голоморфным в D формам типа (п — р,0), т. е. • 
если для нее выполняются условия (17). 

И в этом случае условие строгой псевдовыпуклости. 
границы вовсе не случайно, что подтверждается следующим, 
фактом. 

П р е д л о ж е н и е 14 ([20]). Пусть D — область в С 2 

с границей класса С2 и со связным дополнением. Если; 
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всякая форма ">GĈ i ---(Г), ортогональная голоморфным в D 
функциям класса О(УЗ), продолжается до формы .26.2(2, i)(L>),. 
то D — область голоморфности. 

§ 2. ЛОКАЛЬНОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ С МНОГООБРАЗИЙ 

2.1. Локальный характер условий Севери (12—16) прак­
тически не использовался в § 1, где рассматривалось гло­
бальное продолжение со всей границы во всю область. 
Г. Леви заметил, что условие Севери — это условие локаль­
ной продолжимости. Он доказал (см. [135]), что если 
гладкая функция f удовлетворяет условию Севери лишь в. 
окрестности точки 'Q па границе строго псевдовыпук-
лой области DC С2, то )' голоморфно продолжается в область 
Df]U, где U—некоторая окрестность £;. Без условия строгой 
псевдовыпуклостн в С2 это условие неверно и легко пост­
роить контрпример. В С", «>1, в общем надо требовать, 
чтобы форма Леви имела в точке t, хотя бы одно положи­
тельное собственное значение (теорема 16). Сейчас мы до­
кажем одно утверждение о продолжении с части границы. 

Лемма 15. Пусть М — гладкое многообразие действи­
тельной размерности 2п~~\ на границе Г ограниченной 
области ДсС", n > 1 , и пусть %: С"{to} С""1 означает орто­
гональную проекцию г—(г,, . . . , г,,){to} z' — (г2, . . . , г,,). Пред­
положим, что ic(Z))c~c(M) и для почти всех s'GM'=ir(M) 
слон %"x{z')[\D=DZ' суть плоские открытые множества 
с гладкими границами IV, принадлежащими М. Тогда вся­
кая функция /GL-(M), ортогональная на М всем формам 
аб.2™,, п-\)ф) таким, что носитель а пересекает М по ком­
пакту, голоморфно продолжается в область D. 

•< Так как /G.~-'(M), то для почти всех z'<*M' функция 
/ ( • . гОб/'ЧГг')- Поэтому почти всюду в M'XC определена 
функция 

-интеграл типа Коши от функции / . В конце концов мы 
докажем, что f\D и есть искомое голоморфное продолже­
ние / , но для этого надо подробнее исследовать свойства 
функции / . Они понадобятся нам также ДЛЯ доказательства. 
теоремы 16, поэтому мы проведем более широкое исследо­
вание / , чем это надо для самой леммы. 

Продолжим / в С", полагая / = 0 вне M'xC-
1°. / локально интегрируема в С". В самом деле, 
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К М' К,' Г , . 
dVydV'K 

Ж ' Г , V Я , - У Ж 
; < {infty}, 

где ^.— произвольный компакт в С", /Сг, = -с~- (г')ПК, dVi, 
dV' и dV"-=d|i/1dV" — элементы объема на плоскости (21), 
в С"-1 и в С" и функция срк, стоящая в скобках, принадле­
жит U" (М) ввиду ограниченности К и локальной интегри-
руемости функции 1/г на плоскости. 

2°. Пусть G —произвольная область вида CXG'. 
.СсС? - 1 , такая что для любого компакта KaG множество 
КГ\М--тоже компактно. Тогда x/dfi—O для всякой формы 
?бС(«,я-2)(О\-М) с компактным носителем (другими словами, 
/ удовлетворяет в области G\M слабым условиям 

'КОШИ — Римана). 
Пусть сначала § — hdzx/\dV, где h6C.f(Cn) и носитель 

Л принадлежит G\M. Тогда 

м- L \г-' 

A/f ' Т- , V 

'• dCj | —--~dzll\dzx 

dh (z,, z') dz' Adzi 
dz, 

dVr = 

Si— zi 

= - $ / U О А (C1, г') d^dV =0 , 

ddcfV — 

.w 
•так как h|M==0. 

ЕСЛИ $ = dz1/\dzlA'(, где ТбС(̂ -1.д-2)(С") имеет компакт­
ный носитель^ принадлежащие О\М и не содержит dz1, 
dz1, то d$=dz1/\dzl/\d/"[, где д—часть оператора д по 
.переменным zr, d'"i==h(z)dVr, А —такая же, как и выше. 
Поэтому 

' r * e Щ - ( е Y {V~£dZl) d^AdV' ^Tn,n-i)(Cn). Так как 
,hdV'=d'4,TO 
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- -« •А^Х-^ . -^ - ) -

Форма а, стоящая в скобках, принадлежит, очевидно, 
С(я.и-2)(С"), и ее носитель пересекает M по компакту со­
гласно выбору О и р. Следовательно, по условию леммы 
$/ш = $/<?а=0. 

Остается заметить, что всякая форма [3 нужного нам 
вида является суммой двух таких описанных форм. 
{Rightarrow} 3°. Существует голоморфная в G\Mфункция/, почти всюду 
совпадающая c / . Пусть 01 —произвольная компактная под­
область G\M, тогда при достаточно малых е > 0 свертка 
/ —/*«pg, где сре(г) = ер(г/е) и <р — фиксированная финитная 
О00 функция с ĉpdK — 1 , принадлежит C^Oj) и, очевидно, 
удовлетворяет там слабым условиям Коши —Римана. Но 
для гладких функций эти условия эквивалентны голоморф­
ности, следовательно, f6G@(Q\) при е<е(01). Так как 
/ а - > / в Ll(Gi) при s{to}0, то (см. [52], стр. 46) последова­
тельность / в сходится равномерно на компактных подмно­
жествах G! и значит и на компактных подмножествах 0\М 
(ввиду произвольности Oj) к некоторой голоморфной функ­
ции Jd@(G\M). Так как / е - > 7 в Р (О,) vGleG\M, то 
/ — / п. в. в G \ M . 

Дальше мы полагаем 0=СХ~(-0) и обозначаем F—f\D. 
4°. ПОЧТИ для всех г'&М' функция F\DZ< имеет почти 

всюду на Г-< угловые предельные значения, совпадающие 
•с / (другими словами, интеграл типа Коши от функции / 
является интегралом Коши). Для этого достаточно пока­
зать, что 

/(а1 ,г ' )=-0 ^а,:{аиг')Юг-
почти для всех z'QM' (см. [34]). Фиксируем а'%М' и точку 
•a=(al,ar) $Д тогда найдется окрестность L/'da', такая что 
<{auz') <$LV для всех z'QU'. Так как /локально интегри­
руема по г' при фиксированном аи то достаточно пока­
зать, что 

$/>!.-О£(*')<-*/'==0 VgeCW) 
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(знак 0 внизу, как обычно, означает, финитность). Инте_ 
грал слева равен 

\ / f t { c d o t } - ' > ( H - - W - M / -
м х м 

где « — форма, стоящая в скобках. _ Так как функция. 
(Ci—ai)"1 голоморфна по £1 в i-_1 (U') П-О, а носитель g при­
надлежит Ur, то форма ш (доопределенная, конечно, нулем 
вне тс""1 (£/')) принадлежит Z(^,„_i.(L)), так как, очевидно 
дш== 0. Следовательно, по условию, ^/ш=0. 

м 
Для доказательства леммы теперь осталось заметить, что-

для почти всех z'6M' почти все некасательные асимптоти­
ческие отрезки в сечениях D-- будут некасательными 
асимптотическими множествами в области D и, значит, по-
теореме Линделёфа из гл. II, некасательные предельные: 
значения F почти всюду на М совпадают с / . • 

Условия гладкости М и Г-. в этой лемме, конечно же 
не существенны, их можно заменить требованием спрямляемо­
сти, но мы не хотели усложнять и без того громоздкие 
формулировки и доказательства. Во всяком случае, лемму 
15 можно использовать при доказательстве теорем 7 и К> 
для областей более общего вида, чем области Ляпунова-

Замкнутые формы в лемме 15 нельзя заменить точными» 
что видно из простого примера: D — единичный бикруг в 
С?, M = {2:1211 = 1, |г-|<1} и /(г)-=1/21. Однако в доказа­
тельстве голоморфности / (п. 2° и 3°) участвовали только 
^-точные формы, и мы воспользуемся этим при доказатель­
стве следующего критерия локальной продолжимости. 

Т е о р е м а 16. Пусть М — действительная гиперповерх­
ность {геС":<р(г)=0}, где /г>1, среС2 в окрестности О., 
ср(0)-=0, но dcp(0)_-T--0. Предположим, что сужение квадра­
тичной формы <3d<p(0) на комплексную касательную пло­
скость То (/И) не равно нулю. Тогда существует окрест­
ность UBO и область D, такие что dDp\U — MRU и 
следующие условия для функций /6L1 (M) эквивалентны: 

(I) / голоморфно продолжается в D[]U, 
(II) J/-За — 0 для всякой формы aeC™i,n-2){Cn), носитель. 

которой пересекает М по компакту. 
Условия (ll)—-это слабые касательные условия Коши-— 

Римана в окрестности 0 на М. Если /gC-(M), то_они экви­
валентны условию Севери d/Ad2|MnU—0 (или dxf=0 н а 
MRU). 
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-̂  Так как dcp(0)-£0, то гиперповерхность М имеет в 0 
касательную плоскость, которую мы можем, сделав подхо­
дящее С-линейное преобразование, сделать плоскостью 
'Кегп-=0; тогда Го будет совпадать с плоскостью £„=0. 
Так как <Э<5ср (0)ф0 на_То, то, заменяя, если надо, ср на —ср, 
можно считать, что' дд<? (0) на То имеет хотя бы одно поло­
жительное собственное значение. После подходящей С-ли-
нейной замены координат г„ ,..,г„_, функция <р в окрестно­
сти 0 примет следующий вид: 

?( г) = Ке(г,1 + Р(г)) + |г1]- + д(г:',г") + о(|г|2), 
где г'-—(г.,, ...,г„), Р и Q — однородные многочлены второй 
степени от своих аргументов. Наконец, в результате биго-
.ломорфной замены {ги . . . , гп) <-»• (г17 ..., г„_-, гп-|- Р (г)) мы 
представим «р в наиболее удобной для нас форме: 

<Р (г) ==Rez№ + 1 ^ 2 + 0 ( 2 ' , ? ) + о (N-). (18) 

После этих преобразований поверхность M проектиру­
ется (локально) в С""1 так, как описано в лемме 15. Точ­
нее, существует сколь угодно малая связная окрестность 
U90, такая что U—-тс (и)— шар в С''г[, и для почти всех 
.-.'GM'----ix(MnU) множество ГУ -== MПч-"1 (2') будет гладкой 
простой замкнутой кривой, ограничивающей иа ПЛОСКОСТИ 
тс"1 (г') односвязную область DZ'Cz(J; но самым важным яв­
ляется то, что сужение проекции тс на множество Mf\L/ 
•будет собственным отображением в U' (см. [188]). Пусть 
А —конус |г'| < 2Re2„ в С"'"1 с вершиной 0'. Если U доста­
точно мала, то BUn(CX<--) согласно (18) будет выполнять­
ся неравенство ср(г)>0, следовательно, M'flA — 0 . Мы 
фиксируем такую U и положим D = [ziiif : <р(г)<0}; ясно, 
что /) ограничена, совпадает с внутренностью замыкания 
U LV, MftUczdD и «(D)CM'. 

После этих геометрических рассуждений мы напишем 
для / интеграл типа Коши / по переменной гх и доопре­
делим /•.-.•.•-О вне CXM'. Согласно п. п. 1"—-3" доказатель-. 
ства леммы 15 эта функция будет голоморфной в описан­
ных там областях 0\М (для удобства мы будем считать 
M-=MnU). Наше многообразие M и его расположение 
относительно проекции тс:г>-.-г' замечательны тем, что в 
качестве области О можно взять CXU' (хотя само М мо­
жет лежать, например, по одну сторону от плоскости 
Re г,,-— 0): так как u|M — собственное отображение, то для 
.любого компакта K'czM' множество (CxA'')nM—тоже-
компакт. Итак, мы положим 0 = CXU' и определим, сог-
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ласно 3°, голоморфную в О функцию / , п. в. совпадающую 
с / . Поверхность М разбивает Q на две связные компо- ( 
иенты: D и 0\D, причем Q\D содержит открытое мно- { 
жество СХЛ. Так как М^[)&==_0, то /|СХД-= 0 по опре- \ 
делению; следовательно, f\G\D=Q по теореме единствен­
ности. Как и в п. 4° доказательства леммы 15, отсюда 
следует, что функция F=J\DQ©(D) ПОЧТИ всюду на М | 
имеет некасательные предельные значения, совпадающие | 
с /• • • I 

Теорема 16 была сначала доказана Г. Леви [135] для " ( 
гладких функций, затем X. Росси [162] доказал её в приве- 1 
денной здесь формулировке для функций класса L2. Мы сле­
дуем изложению Росси, доказательства отличаются лишь в 
п. 4° леммы 15, где нам удалось заменить L2 на LK Отме- I 
тим, что для функций, голоморфных на М, теорема 16 была 
доказана ранее К. Штейном [168]. 

2.2. По существу, мы доказали следующее: если функция ' 
/ на действительном многообразии МсСп размерности 2n—1 
удовлетворяет (слабым) касательным уравнениям Коши— 
Римана, то, при некоторых дополнительных условиях на М, 
существует область D, такая что McdD, в которую функция 
f голоморфно продолжается. В такой формулировке размер­
ность 2п—1 вроде не при чем, и естественно возникает вон- • 
рос, что происходит на многообразиях большей коразмер­
ности. Оказывается, что и в этом случае при некоторых до­
полнительных геометрических условиях на М имеет место 
принудительное продолжение таких функций в большие 
многообразия (а иногда и в открытые подмножества О ) . 
Однако ситуация здесь существенно более сложная, чем в 
случае гиперповерхностей, и уже с самого начала надо отвс- ; 
тить на следующие вопросы: какие функции продолжать, 
куда продолжать и что мы хотим получить в результате 
этого продолжения? 

. Сначала—-функции. Пусть М—.действительное гладкое 
многообразие в С", Сб-М, и функция / , определенная в ок­
рестности С, дифференцируема в этой точке. Как обычно, 
мы говорим, что / удовлетворяет в точке С касательным 
уравнениям Коши—-Римана, если сужение 3t/(C) формы • 
d/(C) на комплексную касательную плоскость Т{(М) — 
= Ti(M)[\iTx,(M) равно нулю. Нетрудно убедиться, что 
это условие зависит только от сужения функции / на 
многообразие М. 

Определение 1. Функция /6СГ(М) называется CR-
функцией на М, если она удовлетворяет касательным урав­
нениям Коши—Римана во всех точках многообразия Mt ' 
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т. е. 
d*/-=0 на M. (19) 

Вот ответ на первые вопросы: мы будем продолжать CR-
функции с многообразия М до CR-фуикций на некотором 
многообразии M, у которого граница содержит М. 

Как и для гиперповерхностей, касательные условия Ко­
ши—Римана имеют несколько эквивалентных записей. 
Пусть М в окрестности 0бС" задается системой уравнений 
рг(г) = .. .-=р/.(г)=-0, где р- —функции класса С1 и их яко-
биева матрица в 0 имеет максимальный ранг (равный k). 
Последнее условие записывается в виде 

dp1A...Adp/.(0)=>--0. 

Число k при этом совпадает с действительной коразмерно­
стью М в C"-=R"'!. Комплексные касательные векторы v в 
точке CGM (образующие комплексную касательную плоскость 
Tl(M)) задаются системой уравнений 

д?] (С) (*>) •--• 0 и ли ~др, (С) И — 0, j — 1, . . . , к. (20> 
Если / удовлетворяет в точке С касательным уравнениям 
Коши—Римаиа, то с'/(С)(,о)—0 для всякого касательного 
вектора v, удовлетворяющего системе (20). Следовательно, 
д/(С) представляется в виде линейной комбинации форм 
•%(С). Отсюда легко получается (см. [101]) аналог условия 
(15): 

/ является CR-функцией на М тогда и только тогда, 
когда 

д/лЯа/)р,*=0 на М (21> 

для некоторых функций afiC(M). 
В основном мы будем рассматривать многообразия, 

у которых комплексные касательные плоскости непрерывно. 
меняются от точки к точке. 

О п р е д е л е н и е 2. Многообразие М класса С1 называ­
ется CR-миогообразием (многообразием Коши —Римана), если 
climc-Te (-М)-— размерность комплексной касательной плоскос­
ти—есть величина постоянная. Она называется CR-размер-
иостыо М и обозначается CRdimM. 

Плоскости Tl(M) на CR-миогообразии М образуют 
(непрерывное) комплексное векторное расслоение Тс (М), 
которое является подрасслоением Т (М). В этом смысле 
решения системы (20) на CR-многообразии непрерывно 
зависят от параметра С. 
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Примером CR-многообразия может служить любая гипер­
поверхность в С" (на которой всюду ДипсТс—n — 1), 
тривиальным примером будет гладкая кривая и вообще 
любое гладкое многообразие без комплексных касательных 
векторов (здесь CRdimM=0). В качестве контрпримера 
можно рассмотреть график 22--=|-2-|2 в любой окрестности 
начала координат в С2 (dimc7t ==0, если С-̂ О и 1, если С — 
. --=0). Заметим, что на любом гладком многообразии в С'1 

есть относительно замкнутое нигде не плотное подмноже­
ство, дополнение к которому состоит из не более чем 
счетного числа CR-многообразий (вообще говоря, различ­
ной CR-размериости). 

CR-многообразия —не совсем естественный объект в 
вопросах голоморфного продолжения, так как принудитель­
ное продолжение часто зарождается именно в критических 
точках, типа точки 0 на многообразии М:г2 = \г1\2 в С2 

(см. [72]). Как и в теореме 16, это многообразие затягива­
ется аналитическими дисками г2 —с, |г.-|<'}/"с, где с>0, 
в каждый такой диск голоморфная на М функция продол­
жается своим интегралом типа Коши и в результате полу­
чается тоже голоморфная функция на многообразии |г1|-< 
<г2. Исследование многообразий в окрестности таких. 
критических точек содержится в работе Бишопа [72]—по 
существу первой работе по комплексной дифференциальной 
геометрии поверхностей в С". Однако исследование крити­
ческих точек, а тем более критических множеств (где рвет­
ся dim ТО очень далеко от завершения, поэтому мы будем 
рассматривать только CR-многообразия. 

Для многообразий малых размерностей CR-продолжеиие 
но своим свойствам может сильно отличаться от голоморфного 
продолжения. Это связанос тем, что в системе (20) могут быть 
лишние уравнения и их можно отбросить, сохраняя свой­
ство (21), но увеличивая при этом размерность многообра­
зия. 

П р е д л о ж е н и е 17 (см. [149, 147]), Пусть CR-много-
образие М в окрестности точки О^С" задается системой 
уравнений р. (г) -=...-=- pft (г) .= 0, где р^С1

 и д[р. д , . . Л dpft (0) ф 
-7--0. Предположим, что_дрхл . •. лфл(0)=-=0 и / — максималь­
ное число, такое что дрУ1л . . . Л<?р/,(0)=--.0 для некоторого 
набора (А,. . . , / . ) • Тогда CRdimM-n — l и существует 
CR-многообразие М такое, что Май, сосНт^М — I —. 
=CRcodimM и всякая CR-функция на М локально продол­
жается до CR-функции на Й. 

<$ Условие на дрДО) означает, что среди них есть I, но 
не более, линейно независимых форм и поэтому dime То =— 
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— /?, — /, так как Тс
п — пространство решений линейной си­

стемы (20) при С==0. Введем на Т0(М) линейные координа­
ты и = (И1, . . . , uin_i) и на произвольной действительной 
k-мерной плоскости L такой, что ]Lf)T0 = {0} введем линей­
ные координаты / — (г.!, .. .,tft), тогда M в окрестности О 
задается системой t-=<p(«), cpgC1. Положим py-(jf, u) = tj — 
—-cp-(w), тогда локально M есть ],, — ...—рй—0. Так как 

•dimc То— n — Л то среди форм др\ (0), . >Л, dpJt(Q) найдутся I ли­
нейно независимых, скажем <?р~(0), .. .,dp;(0), а остальные 
являются их линейными комбинациями. Условие независи­
мости записывается в виде ~дрх/\ ••• Adp~i Ф)Ф®, откуда вид­
но, что оно выполняется также в некоторой окрестности 0. 

Рассмотрим многообразие Mip. —.. . =рг==0, состоящее 
из попарно не пересекающихся многообразий MT: рх = ... 
• • • =-р-=-0, p(ti = -i, • •• ,Р» = ХЦ, где т =•(•-!, . .., -,._.) —точка 
'•п достаточно малой окрестности 0 в Rft~'. Каждое Мх полу­
чается из М = М0 параллельным сдвигом на некоторый 
вектор IxGL; обозначим С,-—С+ /••-.__ Так как плоскости 
Тх.% (Mt) и Tl(M) совпадают, то Т£..(М) содержит комплекс­
ную плоскость Т^(Л4С) размерности № — i=CRdimM. Но, и 
силу линейной независимости ~д~рх, ..., dpt, размерность 
Т[Х(М) тоже равна п — 1, следовательно, ТЕ* (М) — Т{х (Mt), 
откуда видно, что М есть CR-многообразие коразмерности /, 
у которого CRdim M•—//.-• I. 

Функцию / на М зададим условием /(C t)=/(C), C6M 
-.•(iR""', тогда /|M•-.•-"/ и для любого вектора 'o'Yf'i^M) име­
ем df ((,г) (v) :•:()/{(,) (v)~--0, т. е. / на М удовлетворяет ка­
сательным уравнениям Копш-Римана. • 

Доказательство не проходит для произвольных (не CR) 
многообразий. Пример уже знакомый паи график г 2 ~ | г 1 | -
в С2. Здесь ^--уц fc~~x-y -|2il2' dpx~-t~iiz.t, дрч~-^с1г2—-
— zxdzu 0рх/\др.>(0)-"0 и dp.(0)/-0. Тем не менее, CR-фумк-
ция z'l на M не продолжается до CR-iJiyiiKiuin на M:t,v~-0 
так как такое продолжение должно задавать на аналити­
ческих дисках {г.,, "•••-£, \гх\ < ] /7} CM голоморфное продол­
жение с границы функции z\=~tjz\, что невозможно по 
теореме единственности. 

Многообразие М зависит от выбора плоскости парамет­
ров L, само М лежит внутри M, вместо продолжения 
7(Q—/(Q можно взять 7((-T.)=/(Q+£(':). ГДе й"-произ­
вольная гладкая функция на Rft'"', g{0) = 0, — все это совсем 
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не напоминает голоморфное продолжение. По этим причи­
нам CR-продолжение с многообразий M, для которых 
др1Л • • .Л-Эрл — ® н е представляет особого интереса, и мы 
займемся теперь многообразиями типа М. 

О п р е д е л е н и е 3. Многообразие МсСп класса С1 на­
зывается порождающим в точке С, если для него выпол­
няется одно из следующих эквивалентных условий: 

1) Ti(M) не содержится ни в одной комплексной гипер­
плоскости в С; 

2) codimc^ (M)>codimRM; 
3) если М в окрестности С задается системой р.—-... 

. .. = рк = 0 так, что dp.A'.- • Adp;i(C)-7-=0, то "5р-л... 
... кдрц({.)фО- Если Ж является порождающим в каждой 

своей точке, то оно называется просто порождающим мно­
гообразием. 

Проверку эквивалентности условий 1—3 мы предостав­
ляем читателю. 

Заметим сразу, что если М является порождающим в 
точке !-,, TO' M —порождающее многообразие в некоторой 
окрестности С, и если M'zzM, то ЛГ-— тоже порождающее 
в точке С. 

Из 1) и 3) видно, что dimM — 2n — k>n. и что при &==«• 
это будет многообразие, которое в точке С не имеет комп­
лексных касательных векторов. Контрпримером к опреде­
лению будет любое многообразие четной размерности, y 
которого 7\ = Tl, а в качестве примера можно взять любую 
действительную гиперповерхность. Таким образом, по­
рождающие CR-многообразия являются обобщения-ми глад­
ких гиперповерхностей, и можно надеяться, что CR-продол-
жение с таких многообразий обладает основными свойства­
ми голоморфного продолжения. 

В С2 любое порождающее многообразие является CR-
многообразием, но в общем это не так. Касательные усло­
вия Коши—-Римана на порождающих многообразиях вида 3)-
имеют особо простой вид: 

d/AdpiA...Acfy/, = 0. (22> 

2.3, Сначала мы рассмотрим аналог теоремы Гартогса — 
голоморфное продолжение для функций, голоморфных в; 
окрестности многообразия. 

О п р е д е л е н и е 4. Множество К' называется голо­
морфным расширением множества КсК' (или К голоморф­
но расширяется до /<"'), если всякая функция f, голоморф­
ная на К, однозначно продолжается до голоморфной функ­
ции F на Кп причем supx- |F|<sup/<|f|. 
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Другими словами, естественное сужение @(К')~> 
->.f>(/C) является изоморфизмом. Принцип максимума 
и единственность продолжения здесь нужны для устра­
нения точек, не имеющих никакого отношения к множеству 
К; из них следует, например, что любая связная компонен­
та К' пересекает К и т. п. 

Как и в случае гиперповерхностей, для принудительного 
голоморфного •продолжения с многообразия нужны некото­
рые условия на его кривизну. Форма Леви есть и в общем 
случае; она принимает векторные значения и определяется 
следующим образом. 

Пусть М есть CR-многообразие класса С2 размерности 
г и CR-размерности т. Векторные поля на М — это сечения 
касательного расслоения Т (М). Для комплексного диффе­
ренцирования (по z, z) нам нужны комплексные векторные 
ПОЛЯ на М, которые являются . сечениями комплексного 
касательного расслоения 5L.(M). Оно является комплексифи-
кацией Т (М), т. е. совпадает с Т (M)®RC. Так как Тс (М) 
уже обладает комплексной структурой, то £"(М) = 
Тс (М)<%,цС = Тс(М)-\-'Гс (М) и существуют (локально) комп­
лексные векторные поля Zu ...,Zm типа (1, 0), которые 
локально порождают Тс (М) над С (тип (1, 0) означает, что 
Z;-(C) суть линейные комбинации векторов (67<Э,г.)(С), . . . 
. . . , (d/dzn)(Q, C6-W, из Т£(С"), где zv • . . , г„ — стандартные 
комплексные координаты в C"). Поля Z-, ., .,Zm, Z-, . . . , Z„, 
локально порождают Zc {M), и мы можем дополнить эту 
систему С-линейно независимыми векторными полями 
Xm+n . . . ,X i , l—r — m до комплексного базиса в %,{М). 
Для любых двух комплексных векторных полей X, Y клас­
са С1 на М их скобка [X, Y\ = XY — YX тоже будет век­
торным полем на М (класса С0) и, следовательно, она 
представляется в виде 

m I 

[X, F] - {sum} (ajZj + b,Z,) + {sum} c,X, (23) 
1 m+l 

с непрерывными коэффициентами ah b-, cy. 
О п р е д е л е н и е 5. Формой Леви на CR-ммогообразии 

М класса С2 называется квадратичное отображение 

Zi(o,"o):7-(M)-.-£(Af)/S-(M), 

которое каждому комплексному касательному вектору 
vQT{ ставит в соответствие вектор -cs[Z,Z], где ir- — 
факторотображение X(M){to}£(-M)/£-(M) и Z—-произвольное 
векторное поле класса С1 на М, такое 4ToZ(C) — w. 

Это определение, конечно, не зависит от выбора Z. 
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Если М — гиперповерхность р—0 и если --—- (0) ф0, то в 
окрестности точки 06M для Тс (М) можно взять следую-
щий базис: Z / . - - | L . _ L . + ^ . _ | r , 7 - = 1 , . . . , / г _ 1 . ка-

п 

сательное комплексное векторное поле А'.-=У[----.----
-Г" \ -Згу "-V 

—-—р-.-—-] вместе Z ; , Z;. образует С-базис в ^(М); поле zi dzj 
Хп удобно представить в виде Z„ —Z„, где Z„ — 

= 2 -г^-'—гг —базис в комплексном нормальном расслоении 

№(М) ранга 1. Если TQ(M) совпадает с плоскостью уп = О 
и если ------(0) = 1, то после элементарных вычислений 
получается, что проекция [Z,ZA](0) на X„(0) равна 
-----------(0). Произвольный вектор 1)6Т£Ш) представляется в 

ozidzii и 

и-1 
виде 2 а/---/ (0) и поэтому Lx (v, ^ = 2 а^'М^,; 2л]{0) = Хп X 

X "Я—§r—(0)a;aft, т. е. по существу совпадает с классиче-

ской формой Леви на М в точке 0. В общем случае 
~ (M)/Zc (M) отождествляется с подпространством 2(M), 
натянутым на Xm+1, . . . Д , , и например, равенство £ — 0 
означает, что в разложениях (23) для [Zj, Zk] все коэффициенты 

•с{к при X. равны нулю. 
Т е о р е м а 18 (Гринфилд [101], Уэллс [189]). Если 

М — порождающее CR-многообразие класса С- в С™ такое 
что Li^O на М, то существует голоморфное расширение мно­
гообразия. М, которое содержит CR-многообразие Ш размер-

;ности dim М-|-1, такое что Mz)dM'. 
Многообразие М' получается приклеиванием к М семейст­

ва аналитических.дисков с границами на М (аналогично дис- " 
нам из теоремы 16) по методу Бишопа. Мы не будем дока­
зывать эту теорему; конструкция Бишопа по существу изло­
жена ниже в § 1 гл. Ш. Подчеркнем только, что по опреде­
лению 4, теорема 18 означает, что всякая функция, голоморф­
ная в окрестности М, однозначно продолжается до функции, 
голоморфной на М' \JM. 

Для многообразий коразмерности > 1 определяются 
(см. [101]) несколько последовательных форм Леви Lk (чем 
и объясняется индекс 1 для нашей формы Леви). Они 
используются для последовательного .расширения М, но в 
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формулировке окончательного результата можно обойтись 
без них. Пусть M —многообразие класса С°° и 33 (М) —-ал­
гебра Ли комплексных векторных полей на M, порожден­
ная сечениями S£-(M) (т. е. -S3 (М) получается из векторных 
полей вида 2 (ujZi + bjZj), гДе 2 U . . - ,Z„, —базис типа (1,0) 
в Тс (M), при помощи операций сложения, умножения на 
комплексные числа и взятия скобок [, ]). Размерностью 5S(M) 
в точке С называется комплексная размерность линейного 
пространства {Z(ty:Ze& (М)}, очевидно, dims 33 (М) < 2/г — 2 
для любого многообразия положительной коразмерности в 
С". Обозначим ei; —dim s^(M) — 2dimc7,g(M); эта величина 
обозначается также символом exdimEM и называется избы­
точной размерностью многообразия М в точке С. Положим 
е — е (М) =sup ex dim); (M). 

Т е о р е м а 19 (Гринфилд [101]). Пусть M-порождаю­
щее CR-многообразие класса С00 в С". Если е = е(М}>0, 
то М голоморфно расширяется до множества, содержа­
щего порождающее многообразие Мг, такое что dimM' = 
- d i n i M + е. 

Доказательство ЭТОЙ теоремы проводится индукцией по е. 
Если е>0, то L--."--0 и на М можно натянуть многообразие 
Mi из теоремы 18 размерности d imM+L Оказывается, что 
е(М\)>е—\, можно'делать следующий шаг индукции и т. д. 

Теоремы 18 и 19 по существу отвечают на вопрос, куда 
продолжать CR-функции с порождающих CR-многообразий. 
В статье [101], как и в других работах по голоморфному 
расширению таких многообразий, доказывается не ТОЛЬКО 
существование расширений М', но дается также стандартное 
локальное построение многообразия М' через локальные 
уравнения М. 

Литература по голоморфным расширениям действитель­
ных многообразий в О довольно обширна: Г. Леви [135, 
136], Р. Бишоп [72], Росси [161, 162], Р. Уэллс [188-193], 
Р. Ниренберг {147], Гринфилд [101, 102], Р. Хилл [105]. 

2.4. Несмотря на четкую постановку вопроса о CR-npo-
должении с CR-многообразий (известно, что продолжать и 
куда продолжать) и успешное решение проблемы голоморф­
ного продолжения с таких многообразий, решение проблемы 
о CR-продолжении получено лишь совсем недавно. 

Т е о р е м а 20 (Уэллс-Хант [213, 214]). Пусть М есть 
CR-многообразие класса С°° коразмерности к в С", М= {zQU: 
p1(z) = ... = pk(2)--=0}, dp1A-'--Adpk^0 в окрестности^ точ­
ки OgM. Пусть «. — максимальное число, такое что dp/.Л... 
...Лдр;Д0)т>--0 для некоторого набора (/•,,...,/,) He = exdim0M. 
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Тогда существует окрестность VcU точки 0 и CR-многооб. 
разиеУЙ размерности dlmM + е + А — Z, такие что dMz)Mf)U 
и всякая CR-функция класса C°-(M) продолжается до CR-
функции на М. 

Важный предварительный результат получен при этом 
Р. Ниренбергом [147]. 

Глава II 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

; § 1. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

\Л. Голоморфные функции п комплексных переменных 
являются комплексными гармоническими функциями 2п 
действительных переменных. Поэтому в достаточно хороших 
областях (например, областях Ляпунова) голоморфные 
функции при некоторых условиях ограниченности (типа 
/"бЯ-3) почти всюду на границе имеют некасательные пре­
дельные значения (см. п. 1.2 гл. I). Это — дословное обоб­
щение классической теоремы Фату, которая недавно полу­
чила интересное развитие. При п>1 был обнаружен (Стейн, 
Корани [129, 172]) замечательный феномен, СОСТОЯЩИЙ в 
том, ЧТО для ограниченных голоморфных функций п. в. на 
границе существуют также касательные предельные значения 
вдоль комплескных касательных направлении. Для точного 
описания введем несколько обозначений и терминов. 

Пусть Т^ — Т^ (3D) — касательная плоскость к границе 
области D c C " в точке С, и v» — единичная внешняя нормаль. 
ТЕ содержит единственную комплексную гиперплоскость, 
Т£, проходящую через С; эта Tf называется комплексной 
касательной плоскостью к 3D в точке С, а параллельные ей 
векторы —комплексными касательными векторами в этой 
точке. Расстояние до Т£ в С" равно \(z — С, vs)|, где (а, Ь) = 
= aibl-\-...-\-anbll — эрмитово скалярное произведение в С", 
действительная часть которого совпадает с обычным скаляр­
ным произведением в R2ra-=Cn. 

Обозначим через \ (г) минимум из расстояний от точки 
z до 3D и до касательной плоскости 7\, тогда некасатель­
ное предельное значение в точке С —это предельное значе­
ние по множествам 

Са (С)-= {гф:\г -Ц<(1 + a) S» (г)}, а>0, (1) 
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которые в первом приближении совпадают с конусами \z — 
— C|<(l + a)Re(C—-г, V-). Эти множества не реагируют на 
комплексную структуру Т£, а она в этих вопросах оказа­
лась очень по существу. При n> 1 для областей с границами 
класса С2 множества С^ в теореме Фату можно заменить 
!(см. [174]) гораздо большими множествами 
^a(-:)---{26L>:|(3-C,vc)|<(1+a)8.(2), |С-г|-<а8£(г)}, а>0. (2) 

Здесь |(г — С, vE)| —р (г, Т£) — расстояние до . комплексной ка­
сательной плоскости, и первое неравенство приблизительно 
•совпадает с неравенством р (г, .Г£)<(1+а)р(г, Г?), которое 
•определяет в С" «клин» с острием Г£ и углом 2 arccos 1/(1 -}-а) 
(при п=-1 клин вырождается в угол, а его острие—в точ­
ку С, вершину угла). Таким образом, первое неравенство 
допускает в пределах -̂ сб(С) касательный подход к dD вдоль 
•комплексной касательной плоскости Г* (вдоль острия), 
причем возможное касание того же порядка, что у dD и 
Т£. Но второе неравенство ограничивает этот порядок ка­
сания сверху, и в общем получается, что д^-а и 3D в точ­
ке С вдоль Т£ имеют параболическое касание (как у = х2 и 
у = 0 в R2). 

В теореме Фату для строго псевдовыпуклых областей 
класс множеств ,-#«(С) нельзя по существу заменить более 
широким классом. Однако, в произвольных областях в каж­
дой граничной точке есть свой оптимальный (максимальный) 
подход, в общем более широкий, чем по множествам ^ а , 
и для таких максимальных подходов всё ещё верна теорема 
-Фату. Эти новые асимптотические множества связаны не 
только с Т£, но с произвольными касательными комплекс­
ными поверхностями и фактически они учитывают степень 
касания dD и всех комплексных касательных структур в 
точке С. Первый параграф мы целиком посвятим изучению 
этих специальных асимптотических подходов. 

1.2. Пусть 5 —произвольная комплексная поверхность 
комплексной размерности k, 0 < k < n — 1, которая проходит 
через точку С и касается Г£, точнее, T^{S)czT^(3D). Мы 
•будем предполагать, что при ортогональном проектировании 
ns'-Cn->Tx.(S) поверхность S взаимно однозначно проекти­
руется на шар Bs(^Ti(S) с центром в точке С. Такие поверх­
ности S мы будем называть допустимыми. Их удобно рас­
сматривать как аналитические подмножества областей Us = 
= —^(Es). Нормаль к S (т. е. к 7\(5)) в точке С мы обоз­
начим через /V- (5). Нам удобно будет рассматривать также 
вырожденный случай, когда k — dlmS — 0, т. е. .S----TQ, и 

39 



полагать при этом (7j-=.Vj(S) = C". При &>0 поверхность. 
S называется невырожденной. 

В окрестности С введем локальные координаты, связан­
ные с поверхностью S следующим образом. 

Обозначим через SJ- (п — &)-мерную комплексную плос­
кость, проходящую через точку г и параллельную Nt,(S). 
Если z£Us, то эта плоскость пересекает 5 в одной единст­
венной точке s2, а область D она пересекает по относитель­
но открытому множеству P^~D^'(S). Для плоскостей SJ-
и множеств D^, zQUs, введём параметр -., изменяющийся в. 
шаре Я?-T-(S). Например, точке z£jU$ соответствует пара­
метр -.---= Si- n Tt (S). 

В другом направлении, вдоль S, мы будем рассматривать 
сечения/) поверхностями, параллельными S. Обозначим через; 
Sz, zEUs, поверхность S-\-(z — sz), которая получается парал­
лельным сдвигом 5 на вектор z — s,. Её пересечение с D — 
это открытое подмножество Ds

zaSz, содержащее г, если 
z£D n Us- Для множеств Sz и D^ удобно ввести параметр т),, 
пробегающий плоскость А/"к.(-S) и равный StDN^(S). Точке 
zQUs соответствует 7)г=С + (г — s,-). 

При k = 0 мы считаем -- — С и л/]г-=г для любой zgC". 

A теперь мы определим величину, характеризующую сте­
пень касания S и 3D. Определение порядка касания через 
степени |.г — С| не пригодно для касаний более высоких 
порядков. Мы поступим следующим образом. 

Если |Т| — i;[ = B>0 достаточно мало и rfeDflNs, (S), то. 
ортогональная проекция its множества Ds

n на T%(S) содер­
жит некоторый шар с центром С. Радиус г ('/}) = г (-q, S) та.-
кого максимально возможного шара можно рассматривать 
как характеристику порядка касания S и д£> в точке С — 
он тем больше, чем ближе S примыкает к dD. Эту вели­
чину мы огрубим следующим образом. Рассмотрим на плос­
кости Nt(S) конус Ca = {-ieiV£(5):|7) — q<ap(71, TK(dD))}„ 
где а>1 и р-- расстояние, и положим га(Ь, S) —' 
= inf {г (-/)): г/бС£, |т|-Cj-=-}. Таким образом, если парал­
лельно сдвинуть S на произвольный вектор вида ~| — С,. 
'fl£Ca, длины 8, то в пересечении с областью D обязатель­
но содержится множество, проекция которого на rt,(S)> 
покрывает шар j- — C|<ra(8, S). Эти га(Ь, S) мы и рас-
сматриваем как характеристики порядка касания S и dD-
в точке С. • ' 
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Примеры. 1°. Пусть dDQC1 в окрестности С и 
p(sT, 5Dn St")<ф — С|9, б>1> для всех -g-Ss —в этом смыс­
ле порядок касания S . и <?£) в точке С не меньше, чем 9... 
Нетрудно доказать (см. [55]), что в этом случае 
га(Ь, S)>c1(a)51'e и, таким образом, наше определение по­
рядка касания является обобщением степенного порядка 
касания. 

2°. Если открытый кусок поверхности S, содержащий 
С, принадлежит D, то для достаточно малых 8 множество 
тс.5 (_>я), '•чбС'аПА h —С| —В, содержит шар радиуса гЛ>0, 
вообще не зависящий_от 3. Это —максимально возможная 
степень касания S и D. Она имеет место, например, в клас­
се всех аналитических полиэдров (в регулярных точках),. 
в декартовых произведениях областей и т. п. 

И в общем случае, величина ra(8, S)—бесконечно боль­
шая по сравнению с 8 (при 8—>0), точнее справедлива 

Лемма 1 ([55]). Если в точке C63L> существует внеш­
няя нормаль, то lim 8_1г--(о, S) = oo для любой невырож-. 

8-»0 
денной допустимой поверхности S и любого а > 1 . 

1.3. Множества Са(С), которые участвуют в класси­
ческой формулировке теоремы Фату, мы заменим более: 
общими асимптотическими множествами 

|̂ г —С|<а2г2а,(|г —s-|, S)}, 
где S — произвольная допустимая поверхность а=(а-, а2), 
а1 > 1, 0 < а 2 < 1 . Для вырожденного' случая S = {C}, а так­
же в С1 второе неравенство отсутствует, а первое принима­
ет вид \г — C|<a-p(z, T^(dD)), т. е. в этих частных случа­
ях Aa совпадает с конусом С^ и, следовательно, опреде­
ляет некасательный подход к точке С. Подход к точке С 
по множествам, которые СОСТОЯТ ИЗ , конечного числа об­
ластей вида Л«(С), мы будем называть А-допустимым. 
подходом (или просто A-подходом), 'a термин А-допусти-
мый у нас обозначает подход по множествам .-^-.(С). 

Первое неравенство в определении •*#« удобно записы­
вать в виде h,- — C| <a1p(7]z,T^(dD)); геометрически оно 
означает, что А£ расположено в области типа клина 
с «острием» S и поперечным сечением-конусом С%, В каж­
дом сечении S-f это неравенство задает конус, который 
получается из C%t параллельным переносом на вектор s , -С. 

Геометрический смысл второго неравенства в определе­
нии Аавытекает из определения величины ra(8, S). Это. 
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•неравенство тоже задает определенное. ограничение на 
•скорость подхода к 3D по Аа, однако как показывают 
примеры 1° и 2° здесь допускается касание того же поряд­
ка, что у S и 3D. 

Примеры. 3°. Пусть D — единичный шар |г|< 1 в С2, 
С =— (1,0) и S = r j = {21 = l]. Тогда W«(S)=A^-={22=0}, 
£-1-={г2-=а2}, .s--=----=(l,22), 7) — (z1,0). Плоскость 8^ = 
-={.?i=^) пересекает D по кругу \г2\<У~\ — Ы2, т. е. 
г (7j) = j/"1 — \у]х\2. Из элементарных вычислений следует, что 
ra(S)----]/|-8-82, т. е. Га(-)~]/ | -8 1 1 2 при 8{to}0. Первое 
неравенство имеет вид |1— Zi|<ai|1 —-Rez-|, второе экви-

валентно следующему: |г2|2< —11 — z1|. Таким образом, 
.здесь, как и следовало ожидать, А-допустимым является 
параболический подход вдоль Т{. Для любой другой допу­
стимой поверхности S будет то же самое, и не только для 
шара, а для любой строго псевдовыпуклой области в С". 
В самом деле, в стандартной локальной записи уравнения 
•строго псевдовыпуклой границы, в членах второго порядка 
стоит невырожденная форма Леви, существенно зависящая 
вдоль всех комплексных касательных направлений и от z 
и от "г. Поэтому у любой допустимой поверхности S каса­
ние с 3D будет того же порядка, что и у Т{, т. е. пара­
болическое. 

4°. Пусть D — единичный бикруг |г1|<1, |г2|<1 и 
t=(l ,0), S = T°t = {z —1}. Тогда, no-прежнему, M.(S) = 
=JVj = {z2=0}, Sa=-{;~—a.}, s — ^ — (1,z2), т , - (31,0). 
Однако в сечении S^f\D получается круг |г2 |<1, радиус 
его не зависит от т., т. е. г (7)) = га(--)— 1. Величина р(т)~,7\) 
здесь тоже равна jl — Rest|. Таким образом At задается 
неравенствами |1 — г-| <a-(l — Re2:1), |г2|<а2 и представляет 
собой область типа клина с острием {21 = 1} и угловым 
перпендикулярным сечением |1 —211 < а1 (1 — Re г.1). 

Такое, как в этом примере, максимально возможное 
касание границы и комплексных гиперповерхностей имеет 
место в классе всех аналитических полиэдров в Ся. Мак­
симальное касание поверхностями большей коразмерности 
реализуется в декартовых произведениях D1X . . . Х-От. 
DyCC*.'. Комплексные прямые заполняют почти всю границу 
областей вида w~l(G), где G — собственная подобласть СР"-1 

и я; Cn->CP"_1—-каноническое расслоение. 
1.4. В теореме Линделёфа мы будем рассматривать мно­

жества, аналогичные A£> но существенно более сжатые 
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вдоль S. Это множества 
Bs

a(Q={zeD(]Us: к-С|<а 1 Р (7 , г ,7 \ ) , 
\*z — Z\<<h('rlt>S% 

где a = (a1,a2), a. > 1 и a2 (т,, S) —- произвольная неотрица­
тельная функция на Df]Nt,(S), для которой 

l i m ^ L - d - O . (5) 

TaKKe функции мы будем называть допустимыми, и вообще, 
допустимыми мы называем те а, что указаны в определении 
множеств j&a, А£, В^. 

При п = 1 или 5 = {С} множества 5« тоже вырождаются 
в конусы С^, но в общем они более мощные: для любого 
конуса Сах и любой допустимой поверхности 5 найдется 
допустимая функция а2, такая что С^(С)с5а(С), а —(.х-, а-), 
— это легко следует из леммы 1. 

Первое неравенство в определении .8а —то же, что и 
1(3), а второе указывает, что скорость приближения к dD 
по множеству E„ вдоль S строго меньше, чем по самой S. 
Подход к точке С по множествам, состоящим из конечного 
числа областей В&, мы будем называть 5-допустимым. 

О п р е д е л е н и е 1. Функция / , определенная в области 
DcC" имеет в точке (,QdD .-^-предел, Л-предел или E-npe-
дел (предельное значение), если в точке С существуют пре­
делы/соответственно по множествам --^0,(0, A&(C) ил 
-3'а(С) для всех допустимых а и S. 

Из существования любого из этих трех пределов еле 
дует, очевидно, существование некасательного предела 
в точке С. 

§ 2. ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРЕМЫ ФАТУ 

2Л. Голоморфные функции на множестве XcC" (т. е. 
функции, голоморфные в открытых множествах, содержа­
щих X) образуют алгебру ®{Х). Как и в классической 
теории, для существования предельных значений на доста­
точно мощных подмножествах границы области DczQn, из 
© {D) выделяются специальные классы функций, удовлетво­
ряющих некоторым условиям ограниченности. 

О п р е д е л е н и е 2. Подалгебра © (£>), состоящая из огра­
ниченных голоморфных функций в Д обозначается симво­
лом Я 0 0 =Но. Если область D ограничена и имеет гладкую 
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границу, то функция fe@(D) принадлежит классу Я.3-— #£.. 
О < р < <•>-. е с л и 

Йш П / (• — £V0 1^° (-) < °° • (6> 
Е-0 Г 

и классу N=ND, если 

1 I ^ l o g . / ( t - e v O | d - ^ ) < ° ° . (7) 

Здесь, как обычно, log+|/|==max(0, log|/|). Пространства 
№ называются классами Харди, a N —это класс Неванлин-
ны. Ясно, что №аНР', если р'<р и fPcN для любого 
j9>0, в этом смысле классы Я00 и iV—-крайние, Я00— мини­
мальный и N — максимальный. 

Теорема 2 (Стейн [173, 174]). Пусть D —ограниченная 
область в С"с границей Г класса С2. Тогда всякая функция. 
fQ.No почти всюду на Г имеет ^-предельные значения. 

Как следствие, отсюда получается существование пре­
делов для функций классов Я-0, 0 < p < o o . При п = \ 
справедлива теорема Неванлинны (см. [34]) о том, что вся­
кая функция класса N является отношением двух ограни­
ченных голоморфных функций (класс Я00). Поэтому при п = \ 
теорема 2 следует из классической теоремы Фату (см. [34]) 
о существовании почти всюду на Г некасательных предель­
ных значений для ограниченных голоморфных функций. 
Однако при ге>1 теоремы Неванлинны нет, поэтому 
теорема 2 сильнее, чем соответствующая теорема для функ­
ций / е я - . 

Для ограниченных голоморфных функций теорему 2. 
можно усилить и одновременно ослабить условия на 6D. 

Определение 3. Область D называется слабо регу­
лярной в граничной точке C, если 1) в точке C существует 
внешняя нормаль \ , 2) существует окрестность U9C в С",. 
такая что dDf]U взаимно однозначно проектируется на шар 
BcTx.(dD) и 3) обратное отображение B->dDf]U удовлет­
воряет условию Липшица, причем минимальная константа* 
из этого условия в шаре {|t — С|</"}св стремится к 1 
при r{to}0. Точка С в этом случае тоже называется слабо 
регулярной. 

Такими будут, например, все регулярные точки (в окрест­
ности которых dDQC1) и, значит, области с гладкими гра­
ницами (класса С1) слабо регулярны во всех граничных 
точках. 

Меру Лебега на dD мы в общем случае заменяем (2n —1)-
мериой мерой Хаусдорфа, которую обозначим через h (если 
dD^C1, то меры а и А совпадают). Всюду в дальнейшем! 
слова «почти всюду» (п. в.) означают «А-почти всюду». 
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Теорема 3 ([55]). Если область .DcC" слабо регулярна 
почти во всех граничных точках, то всякая голоморфная 

и ограниченная в D функция п. в. на dD имеет Л-допусти-
мые предельные значения. 

Из существования .А-предела у ограниченной функции 
следует существование ^-предела (см. § 3). Поэтому тео­
рема 3 является обобщением теоремы 2 (в классе Н°°) 
не только в смысле общности областей D, но и в смысле 
мощности подхода к границе. В случае, когда DczU" — 
единичный поликруг в С", теорема 3 следует из теоремы 
А. Зигмунда ([23], стр. 489): 

ЕСЛИ f£@{U") и 

5 . . . 5 log+ | / (rie--\ . . . , гпе"«) \dtl...dtn<M 
о о 

ДЛЯ некоторого УИ<ОО и всех Гу<1, то для почти всех; 
i16(0,2Tt) и всех г2, ...,zn по модулю меньших 1 функция / , 
имеет пределы при z-{to}e"» по некасательным направлениям. 
Сходимость равномерная на каждом множестве | г 2 | < 
< о —7j, . . . , | г „ | < 1 — 7j (т,>0), так что предельные функ­
ции! /(еи\гп,...,гп) голоморфны в U"'1. Таким образом, 
для класса ограниченных голоморфных функций теорема 3 
объединяет теоремы Стейна и Зигмунда. 

Можно рассматривать области еще более общего вида, 
аналогичные плоским областям со спрямляемыми границами. 
Для них мы можем доказывать существование п. в. на 
границе E-предельных значений. 

Т е о р е м а 4 ([55]). Пусть D — область в С" и Е —h 
измеримое подмножество dD. Если п. в. на Е область . 
имеет внешнюю нормаль, то всякая функция класса Н 
п. в. на Е имеет В-предельные значения. 

2.2. Перейдем к доказательствам. Если D — область Ля­
пунова в С", то функции класса Но п. в. на Y = dD имеют 
нормальные предельные значения, которые образуют сум-

• мируемую функцию на Г ([35]). Для суммируемой функции 
/ почти все точки Г являются точками Лебега, где / , так 
•сказать, непрерывна в среднем. Точнее, С —точка Лебега 
для функции / , если существует число /(С), такое что 

где замкнутые подмножества V^cT образуют покрытие Г 
удовлетворяющее естественным условиям Витали (см. [84]) 
в качестве V[ можно взять, например, множества В[== 
= {г:6Г:|г: — С|<г}. Некасательные, .-#- и Л-пределы су-

45 



ществуют именно в точках Лебега относительно специаль­
но подобранных покрытий. 

Для доказательства теоремы 3 используется покрытие Р 
множествами 

1^ (8 ,а ,£ )={г6Г№: | - г -С |<г , |т) -С |<-} , . 
где С —слабо регулярная точка Г, S—допустимая невырож­
денная поверхность, 0<8<8(Q и 0<г<r 2 a i (8 , S). Основ­
ным местом является следующая оценка 

Лемма 5 <[бб]). Пусть D слабо регулярна в точке СбГ,. 
S—произвольная допустимая невырожденная поверхность 
и E —подмножество Г, такое что h (ЕП V\ (8, a, S))> 
>ah(V[(b, а, S)) для некоторой константы а > 0 и всех 
допустимых 8 и г. Тогда существует константа f > 0 
(не зависящая от 8 и г), такая что для всякой /GiTS, y ко­
торой | | / | |о<1 1 ) , справедливо неравенство 

l/(2)l<(l|/ | |£n,r (6,a,s ))v (8> 

для всех zQAs
a(Q, таких что |г —sj = 8 и | - 2 - С | <а-г. 

«4 Пусть .бсГ-(Г) и BscTi(S) — шары из определений 
слабо регулярной точки и допустимой поверхности. 

Мы можем считать, очевидно, что BsGB, так как 
Т£(5)сГЕ(Г) по определению S. В сечении D ПЛОСКОСТЬЮ 
S-1-=Ar'(5) + ('-—Q, |-. — С|<г, рассмотрим область Dx, вы­
деляемую неравенством \z — stj<2S, где {st} = SXP\ S. Эта 
область ограничена двумя поверхностями, одна из которых — 
сферическая, |г —st|=28, а другая, т\ь, принадлежит Г и-
взаимно однозначно проектируется на некоторое подмно­
жество в Т-(Г)п5-с", согласно определению 3. Первый шаг 
доказательства —оценка гармонической емкости множества. 
Ed Г? в области Dx. 

По условию леммы существует подмножество Er.eCEfl 
Г\У£(Ъ), такое что для всех -сб.-r,6=—"S(—г,а), во-первых,. 
(2/г — 2k — 1)-мерная мера Хаусдорфа Л1 множества E?,6 — 
=Er,6nSxX не меньше, чем axhL {vf), и, во-вторых, мера 
Лебега на Ti(S) для множества Er,6, h'{Ег,б)> 
>a2hr (%s{Vi(b))), где константы ai>0 и а 2>0 не зависят 
от 8 и г. Следовательно, в тех точках гфь

х, ^вЕ'г,&, для: 
которых р(г, dDx)> S/4a1, гармоническая мера Er.e относи­
тельно области Dx больше некоторой константы Ti>0> He' 
зависящей от г, 5 —это легко следует из оценки hx(Er,6) 

1' Здесь и всюду в дальнейшем \\f\\x ---sup--1/|. 
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и из того, что Г?6 взаимно однозначно проектируется в 
ГЕ (dD) n-St" с условием Липшица в обе стороны (см. опре­
деление 3). По теореме о двух константах (см., например, 
[22]) мы получаем неравенство 

\f(*)\<(\\f\\Ei JVl Для 2eE>?, T6E;,6, Р(г, dD*)>Z/4av 

Если |т — C|<r2ai(8, S) и ZQS^-, TO пересечение сферы 
|г —.St| = 8 с конусом |г—st|<2a1p(y|z, Т--(Г)) распадается на 
два куска, один из которых целиком принадлежит D по 
определению га- Если мы находимся в достаточно малой 

2fi 

окрестности С, то Гт , согласно последней части определе­
ния 3, заключена в плоском слое HcSc- толщины <§/4а1, 
параллельном Г»(сШ) [)S$-. Так как векторы г — sz направ­
лены внутрь D, если -q.gCsta, (в малой окрестности С), та 
отсюда следует, что для любой точки ZQS^-, у которой 
|г —st| = 8 и %&С^, расстояние до П, а тем более до Vf 
больше, чем S/4a-. Для таких г расстояние до сферы 
|г — sx\ = 28 равно 8>8/4а1, следовательно р(г, 5D?)>8/4a1. 
Мы доказали, что 

IfWKWKbY1 ПРИ | г-5 г | = 8, r,^Cl, ч£Е'гЛ. (9) 
Теперь фиксируем •v-бС ,̂ \-q — C|= 8, и рассмотрим сечение 

DflSn. На нем есть область S', взаимно однозначно проек­
тируемая в шар В1(г) = {|т — С|<г}с7 ,-(5), область, взаимно 
однозначно проектируемая в шар 52(г):|-- — С|< a2r, и мно­
жество, взаимно однозначно проектируемое на Е' й, в ко­
тором справедливо неравенство (9). Определим в шаре В1 (г) 
голоморфную функцию /», полагая /-л(tz)—/(z), 26S.J,. Так 
как 0<а 2 <1 , и проекция Vg (В) на F-(S) совпадает с В1 (г), 
то hf[E'r^>a2h' (В1 (г)), следовательно, в точках шара 
В2 (г) гармоническая мера множества Е'т 6 относительно 
5x(r) больше некоторой константы т2>0, зависящей только 
от a2, a2 и dim S. По теореме о двух константах, | /- (хг)| < 
<fllAIU' V4 Ho- согласно (9), ||/ч||д. <(||/ | |£г6)*', следо-

\ ."..в/ г,б 

вательно, 

l/(2)l<(l | / lk,6)^S ес™ 7)ге<, h -С | = 8 и |~ г-С|<а2г. 
Остается заметить, что h~—С| = |г — sz\ и т-гбС^, еслигбА«^ 

Теорема 3 получается из леммы 5 следующим образом. 
Обозначим через Г' множество слабо регулярных точек Г,, 
тогда по условию Г \ Г ' имеет меру нуль. Если /6HD» то 
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•ее некасательные предельные значения / |Г ' образуют функ­
цию класса LM(T'){cdot} KaK Уже говорилось, почти все точки 
Т" будут для / точками Лебега относительно покрытия 
'{l/j(a, а, 5)} с произвольно допустимыми г, 8, а и S. 
В точке Лебега С6Г' мы в качестве Е возьмем множество 
{'/|6Г':|/(Т1)—7(С)|<е}, где 7(С) — число из определения 
точки Лебега и е> 0 —произвольное фиксированное. Для 
произвольной последовательности точек 2ft6Aa(С), сходящей­
ся к С, положим 8/г = |г» — szn\ и rk -= r2a, (8, S), тогда ко всем 
,гк можно применить неравенство (8) с 8Й и rk вместо 8 и 
г. Заменяя / на /—/(С) и нормируя, мы получим, согласно 
1(8), неравенства 

|Г С«*) — .7 (С)| < (2 ev. 

Так как т не зависит от г и 8, то правая часть не зави­
сит от k, следовательно, из-за произвольности е>0, 

/(г*)->/(С) при &{to}oo, т. е. в точках Лебега Л-предел / 
существует и совпадает с: / (С). 

Доказательство теоремы 2 для / б № основано на дру­
гих оценках, использующих покрытие Г множествами 

l^={2er : | (z- t ,v t ) j<r , | г - С | < - / 7 } . 

вытянутыми вдоль Т\ так же, как <-#« (С). Объем 
такого множества на Г имеет порядок г". При помощи 
этих множеств строятся так называемые максимальные 
функции, определенные для любой интегрируемой на Г 
функции / : 

Р(Q^-sup > \ \flda, (M/xg—sut)---!-[r do. 

При помощи максимальной функции Mf формулируются 
оценки, типа следующей леммы, и доказательство таких 
оценок представляет основную трудность доказательства 
теоремы 2 для №. 

Лемма б (Стейн [173,174]). Пусть D — ограниченная 
-область в С" с границей класса С2, тогда для всякого 
а>0 найдется константа с», такая что 

sup |и(г)|<са-Мгг(С) (10) 

.для любой непрерывной в D функции и, плюрисубгармони-
ческой в D. 
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Вывод теоремы 2 из оценок типа (10) тоже непрост 
(даже для функций из Яд), в отличие от теоремы 3 и 
-оценок (8). 

Еще одна усредненная оценка значений в Ла (С) через 
значения на границе имеет следующий вид: 

П р е д л о ж е н и е 7 (Стейн [173,174]). Если D ограни­
чена и F = dD£C2, то для всякой функции /6H.S, 0 < / ? < 
< oo, справедливо неравенство 

Г sup | / ( Z ) p d a ( g < ^ ( a l l r r r ^ | / ( C — svc)pda(C). (Ц) 

Константа ср,а не зависит от / . Из неравенства (11), 
•очевидно, следует, что функция f£Hp

D ограничена почти 
во всех •Ах(С), или допустимо ограничена в D (см. [173]), 
или -^'-ограничена. 

Для доказательства теоремы 2 в общем случае (feNo) 
используются оценки типа (10) с некоторой модификацией 
максимальной функции М (см. [174]). 

2.3. Оценки для субгармонических и плюрисубгармони-
ческих функций, аналогичные (10) и (11), были сначала до­
казаны Хёрмандером [НО] в строго псевдовыпуклых облас­
тях. ЕГО максимальные функции немного отличаются от 
Mf и определяются так: 

/(С, г)—sup ("\\f\d*\ 

Обозначим через PSP
D множество всех неотрицательных 

функций, плюрисубгармонических в области D, таких что 
l im f И (С-evi;)--do.(C)< с о . 
-->о г 

Лемма 8 (Хёрмандер [ПО]). Пусть D — строго псевдо-
выпуклая область в С", тогда существуют константы Ср, 
такие что и (г) < Срй (С (г), р(г, Г)), гф, uQPSg, 1</?<оо, 
где р обозначает расстояние и С (г)-точка на V=dD, та­
кая что | г - С(г)|- р(г. Г). 

П р е д л о ж е н и е 9 (Хёрмандер [ПО]). Пусть ^-поло­
жительная мера в строго псевдовыпуклой области D, 
такая что 

J ^ < С 8 " , C63D, S>0 , (12) 

где A(С, l) = {z£D:\(z — С, v£)|<S, | z - " | < l / l } и постоянная 
С > 0 не зависит от С и 8. Тогда существует такая кон­
станта С > 0 , что для любой функции /6Ho, p>0, . спра-
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ведливо неравенство 
$|/№<С J |/|^в. (13) 
D dD 

Обратно, из (13) для всех /6#£ и некоторого р следу­
ет (12). 

2.4. Стейн [174] получил также локальный вариант тео­
ремы Фату. 

Теорема 10 ([174]). Пусть D — строго псевдовыпуклая 
область в С"и /6-f (D). Тогда почти для всех C6-3D из ус­
ловия 

1) / «-̂ -ограничена в точке C следует, что 
2) / имеет .^-предел в точке L 
Здесь «^-ограниченность в точке С означает ограничен­

ность в некотором *&а{{.). Доказательство проводится в 
два этапа. Сначала доказывается 

Предложение 11 ([174]). Пусть D—-строго псевдо­
выпуклая область в С" и /gcf (D). Тогда почти для всех 
Сб<Э£) из условия 

1) / ^-ограничена в точке С следует,, что 
10 5 |V/|2d2<oo. 

Здесь V/—градиент функции / относительно метрики 
Бергмана для области D, a d.2—- элемент объема D в этой 
метрике. Заметим, что в работе Стейна [174] фигурирует 
не метрика Бергмана, а произвольная кэлерова метрика 
ds2=2gi]dzidzj в _ , удовлетворяющая следующим свой­
ствам 

а) 2gij{z)w{wJ^p{z, dD)~*\w\\ wGNlw,. 
б) ^glj{z)w^wj^p{z, dD)~l\w\\ weTc

m, 
в) \^gij(z)wiw1\^cp{z, dD)~l\w\\w'\r wGNiWl ®]'вТс

ш, 
где sgD достаточно близка к dD и С (г)— ближайшая к z 
точка на dD (метрика Бергмана тоже- удовлетворяет этим. 
условиям). 

На втором этапе доказывается 
П р е д л о ж е н и е 12 ([174]). Пусть. D — область с дваж­

ды гладкой границей в С" и /6<f (£>). Тогда почти для всех 
С6.30 из условия 

V) \ |v/|2da<oo 
Н а ­

следует, что / имеет .^-предел в точкеС... 
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§ 3. ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРЕМЫ ЛИНДЕЛЁФА 

ЗЛ. Множество AcD мы называем асимптотическим, 
если А имеет предельные точки, принадлежащие 3D; 
асимптотическим в точке С, если Af]dD={^), и асимптоти­
ческим некасательным в точке С, если AczCa{Vj для неко­
торого а > 1 . Асимптотическая кривая в точке С —это кри­
вая {y ( t ) :0<t<l}c :A такая что lim~(t).-=-C. 

Например, множества A£(C), dimS>0,—-асимптотические 
в точке С, Са(С) или Ni(dD)C] D — асимптотические некаса­
тельные множества в точке С. 

Как в случае одного комплексного переменного, из су­
ществования предела ограниченной голоморфной функции 
по асимптотическому множеству следует существование 
предела по некоторой его окрестности (не зависящей от 
функции). Довольно грубую оценку «области влияния» 
асимптотического множества дает следующее утверждение 

П р е д л о ж е н и е 13 ([55]). Пусть D — произвольная 
область в С", Сб-̂ -Э и Av A2 — асимптотические множества 
в точке С, такие что lim р(г, Л.)/р(г, dD)-=0. Если голо-

~-4,zgA-
морфная и ограниченная в D функция / имеет lim f{z) — a, 
то предел / по Л2 в точке С тоже существует и равен а. 

•4 Рассмотрим произвольную последовательность то­
чек 2,,,GA2, m~\, 2,\..., сходящуюся к точке С при 
т-^-оо. Подберем последовательность {z'm}czA1 так, 
чтобы \zm — гда|<2р(гт, Л1). Проведем через точки гт, г'т 
комплексную прямую lzm

J
r(\ — fyz'm, АбС- В пересечении с 

областью D в ней содержится круг с центром гт и радиу­
сом rm>p(zm,dD). По лемме Шварца, |/(гш) — /(г'п)\< 
<2\\f\\D-\zm — z'm\lrm, где ||/||D=sup..-|/| и остается заметить, 
ЧТО \Zm — 

ZmVrm<2P(Zm> -"-i)/p (гт> dD) ^ ° нри /ГС {to} 00 • 
Если множество Ах достаточно мощное, то вместо 

леммы Шварца МОЖНО использовать теорему о двух кон­
стантах. Именно так доказывается, что область влия­
ния любого множества вида АТ

аа, T = T°V а°=-(а°, оф, вклю­
чает все множества вида 

•<-(C) = {ze.D:|z--....|<(1 + а) §--(г), ]г-С|-<«.--(-.)}, а > 0 , 
где положительное целое число пг определяется степенью 
касания dD и Т- в точке С. Для областей класса С2 можно 
взять /гс-=2, и тогда получатся множества .-̂ а(С). 

П р е д л о ж е н и е 14 ([55]), Предположим, что в точке 
t&dD существует внешняя нормаль и что р(т, •3D)<c|t — Цт 
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для некоторых с > 0, натурального т и всех тбТ-. Если голомор­
фная и ограниченная в D функция / имеет в точке С предел 
f(6 по некоторому множеству Л£0, Т = Т" то lim./ (z) = 

*-*.&**% а) 
= /(£) для любого а>0 . 

В строго псевдовыпуклых областях A„» и ^ а можно 
поменять ролями так как там га(В)~с|/8 , и точно так же 
доказать, что из сходимости по &&а следует сходимость 
по Ли» и даже по любым Лас Вместе с предложением 14 
это и означает эквивалентность нашего Л-подхода и под-
хода по j£a в строго псевдовыпуклых областях. 

Аналогично можно доказать, что из существования 
предела по какому-то А^0 следует существование предела 
по всем As

a, o-i >1 , 0 < а 2 < 1 , S одна и та лее. 
3.2. Следующее утверждение обобщает классическую 

теорему Линделёфа для некасательных предельных значе­
ний в С". Символ v (г) обозначает ортогональную проекцию 
точки z на комплексную нормаль N° 

П р е д л о ж е н и е 15 ([55]). Пусть D — область в С", 
С —точка на dD, в которой существует внешняя нормаль и 
Л —произвольный асимптотический континуум в точке С, 

такой что |z~-v (г)\/г(ч(г), T{){to}0 при z->(,, z£A. Если функ­
ция / голоморфна и ограничена в области D и по Л имеет 
в точке С предел /(Q, то lim /(г) = /(С) для всех а>1> 

Другими словами, некасательный предел существует и 
равен /(С). 

При п = \ предложение 15 совпадает с теоремой Линде­
лёфа (в соответствующей формулировке), так как v (г) —= z 
и никаких ограничений на Л нет. 

Кривые, принадлежащие Са, очевидно, удовлетворяют 
условию на Л и поэтому при тех же предположениях о 
.0, С и / справедливо 

С л е д с т в и е 16. Если / имеет предел /(С) вдоль не­
которой некасательной асимптотической кривой в точке С, 
то / имеет в этой точке некасательное предельное значе­
ние, равное /(С). 

Доказательство предложения 15 происходит в три этапа. 
Сначала А проектируется на A'c/V£ и из леммы Шварца вы­
водится, что lim/==/(".) также по множеству Л'; далее, 
на плоскости JV£ применяется классическая теорема Линде­
лёфа для А' и Df)N£ — из нее следует, что l im/ — /(C) 
по углу С^; наконец, надо еще раз воспользоваться леммой 
Шварца в сечениях, параллельных Т£, и леммой 1—область 
влияния С^ захватит всё Са. 
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Аналогично доказывается следующее утверждение, только 
вместо классической теоремы Линделёфа надо использовать 
предложение 15 в нормальной плоскости Nt,(S)=Cn~~k. 

Т е о р е м а 17 ([55]). Пусть .О —область в С , С —точка 
на 3D, в которой существует внешняя нормаль, 5° —до­
пустимая поверхность и АсД- асимптотический континуум 
в точке С. Предположим, что 

AczBs; при k = dimS°<ft —1 
или ( 14 ) 

lim |г—чв|/г(7-я) S° ) -0 при к=п-\. 

Тогда если /6H{infty} и lim f(z)--=a, то lim /(г) —a для 
2 "^ ' г б А г-*!;, zpBS 

всех допустимых 5 и а, т. е. / имеет в точке С В-предель-
ное значение, равное a. 

При тех же условиях на .О и С отсюда легко полу­
чается 

С л е д с т в и е 18 ([55]). Если ограниченная голоморфная 
в D функция имеет предел по некоторому некасательному 
асимптотическому континууму в точке С, то она имеет 
в этой точке .5-предельное значение. 

Теорема 17 так и доказывается: сначала для Bs
a° (S° фик­

сировано, а произвольное), методом, указанным выше, затем 
надо воспользоваться тем, что любой «конус» Са< содер­
жится в В%> при некотором допустимом а, и доказать 
следствие 18. 

Отметим, что из рассуждений Стейна при доказательст­
ве предложения 12 вытекает еще одно утверждение о по­
ведении голоморфной функции в фиксированной граничной 
точке: если f£@ (D) имеет в точке CGdD предел по нормали 
v-; и если \ |V/pd2< оо, то / имеет ^--предел в точке С 

3.3. Условия (14) допускают касательный подход конти­
нуума А вдоль 5°, однако, степень касания А и 3D в точке 
С должна быть строго меньше, чем у касания 5° и dD. 

Примеры. 5°. Если lim г ("<чу)> с > 0 для любой после­
довательности точек 'f}fiDPiNz,(S°), сходящейся к точке С, 
то условие (14) справедливо для любого асимптотического 
континуума в точке С. .S-подход и Л-подход вдоль Т\ в этом 
случае произвольный. Такая ситуация выполняется, например, 
когда dD в окрестности С является аналитической гипер­
поверхностью. В частности, в регулярных точках границы 
поликруга из предложения 15 получается дословное о'боб-
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щение теоремы Линделёфа: если lim f(z) — a для какой-

нибудь асимптотической кривой т в точке С, то / имеет 
в этой точке некасательный предел, равный а. А теорема 17 
утверждает большее: предел гарантируется для любой 
последовательности {г'"}, сходящейся к С, заключенной 
в «клин» с острием ~£ и поперечным сечением, некасатель­
ным к 6D. В этом частном случае теорему 17 для S°----T£ 
можно доказать по-другому, используя теорему Вейер-
штрасса о сходимости последовательностей голоморфных 
функций и принцип компактности. 

6°. Пусть D — единичный шар |г| < 1 в С2 и С = (1,0) —см. 
пример 3°. Так как ~j — v(z) = (z1, 0) для S---=T£, то \z — r\z\ = 
= |га|, второе из условий (14) принимает вид |22|/]/^l —|2.|2{to}0 
(напоминаем, что r(-q, Ti) = Y~l — Ы2)- Таким образом, 
в плоскости г, можно нарисовать произвольную асимпто­
тическую кривую ~{i(t), идущую в точку г1 = 1 (как и в тео­
реме . Линделёфа, здесь нет никаких дополнительных 
ограничений на т-); тогда на T2(t) возникают определенные, 
но вполне выполнимые в шаре условия [ТгС-О^У- — lTi(^)l2_v0 
при £{to}0. С другой стороны, по переменной z2 скорость 
подхода к границе должна быть зажата сверху. Например, 
пусть p(T(t), dD)=y\ — |72(2.)2| — |Ti(OI<c|T2(t)|2> T- e- касание 
вдоль Ti параболическое ИЛИ еще более .быстрое. Тогда 
1 — |Ti(OI < (-- +.1 /2)|Т2<018. т. е. |т2(0|/У 1 — |Ti(0la > С > 0 
И условие (14) для т не выполняется. По этому комплексно­
му направлению допускается касание строго более слабое, 
чем параболическое (например, вместо константы с МОЖНО 
поставить любую функцию с (t), такую что с (t) {to} oo при t {to}О, 
и тогда условие выполняется, а р(т(0- д®) может просто 
равняться с(^)|т2(0|2)- ЭТО И е с ть описание 5-подхода к точ­
ке С в единичном шаре, только надо добавить еще условие 
клина |1 — 2j|<a(1— Regj). Из теоремы 17 следует, например, 
что если / имеет предел по нормали Л/-.: z2=0, lmz-. —0, 
то (такой же) предел существует по любой кривой, лежа­
щей внутри указанного клина и подходящей к С с касанием 
3D строго более слабым, чем параболическое. 

От условия (14) в теореме 17 при /г>1 избавиться, 
в общем, нельзя, и в этом —еще одно отличие от одномер­
ного случая. 

7°. Рассмотрим в ситуации предыдущего приме­
ра голоморфную функцию /(г) = г^/(1—г2). Очевидно, 
| /(г) |<1 в единичном шаре и lim /(г) = 0 вдоль А/-.-. 
Согласно теореме, некасательное предельное значение 
в точке С-=(1,0) существует и равно 0 —это также легко 
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проверяется непосредственно. Однако, по голоморфной кривой 
2-2 = а(1— г2) предельное значение / в точке (1,0) равно а. 
Если 0 < а < 1 , то пересечение этой поверхности с единич­
ным шаром содержит асимптотическую кривую 1/1 = 0, у2 — 0, 
.x| = a(l—-х2) (где zj = x]-\-iyJ) с параметром t=l—xu 
и по ней предел / равен а. Касание этой кривой т и dD 
как раз параболическое. Теорема 17 здесь неулучшаема 
в том смысле, что, во-первых, из существования предела 
по нормали не следует существование А- или .^-предела 
((существует лишь 5-предел) и, во-вторых, из существова­
ния предела по кривой, не являющейся E-допустнмой, вовсе 
не следует, что этот же предел будет, например, по нор­
мали. Любое касание, более слабое, чем параболическое, 
согласно теореме 17, обеспечивает тот же предел, что 
и по нормали. Для нашей конкретной / это просто означает, 
что на -8-допустимых кривых числитель стремится к.нулю 
-быстрее, чем знаменатель. 

Ещё одно любопытное своеобразие многомерной ситуации 
заключается в том, что от условия существования внешней 
нормали к 3D, в общем нельзя избавиться. Для «классиче­
ских» объектов теоремы Лннделёфа —- конусов (аналог угла 
в О ) из сходимости значений f по биссектрисе не следует 
существование предела по меньшим конусам (f ограничена и 
голоморфна!). 

8°. Область |2.il<|2.2| в С2, точка (0, 0) и функция f(z) = 
= Zi/z2. Предел по конусам |2i<e|22l, е<1 , в начале коорди­
нат не существует. Область влияния биссектрисы — это |Zi| = 
= о( |г2 | ) . 

От условия существования внешней нормали отказаться 
можно, заменив только В-подход описанием области влияния 
конкретного асимптотического множества (как в примере 8° 
или в предложении 13). 

В наших обобщениях теоремы Лпнделёфа при / г>1 
асимптотический континуум, в отличие от одномерного 
случая, может быть очень тощим в смысле гармонической 
меры, а сфера его влияния —достаточно большой. Напри­
мер, отрезок нормали •/У-.П-Э имеет в области D класса С2 

гармоническую меру нуль, а область его влияния в теореме 
типа Линделёфа содержит «конус» Са, гармоническая мера 
которого положительна, более того, имеет в точке С поло­
жительную плотность (т. е. lim8""2fl'llT(Can ll-2 —С|<.5})>0для 

-любой точки области D). Влияние асимптотического мно­
жества в общем случае оценивается не его мощностью (как 
•в предложении 14), а его расположением относительно 6D 
и Т{ (предложения 15 и теорема 17). 
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Г лав а 111 

ГРАНИЧНЫЕ ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ 

§ 1. МНОГООБРАЗИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ 

1.1. Множество Е, принадлежащее замыканию области 
DcC" , мы называем множеством единственности для A(D)> 
если всякая голоморфная в D и непрерывная в D функция1),. 
равная нулю на всём Е, равна нулю тождественно. При n = l 
для областей со спрямляемыми границами есть точное опи­
сание замкнутых множеств единственности на границе: зам­
кнутое множество EcdD является множеством единствен­
ности тогда и только тогда, когда его длина (линейная мера 
Хаусдорфа равна нулю. Аналогичное утверждение в прин­
ципе невозможно при п>1 , в общем не существует никакой 
счетно-аддитивной меры, для которой класс замкнутых нуль­
множеств совпадал бы с классом всех замкнутых множеств 
единственности на dD. Это следует из того, что при n > l бы­
вают замкнутые множества единственности, состоящие из 
счетного числа замкнутых подмножеств, каждое из которых 
лежит на нулях некоторой ^ 0 функции класса A(D). 

П р и м е р 1. Пусть D=5—-единичный шар в С2. Каж­
дая плоскость г2 — Аг.1, й==1, 2 , , . . , пересекает В по диску 
Jk, а дБ — по окружности Тл- Обозначим через E,, макси­
мальную дугу на у,,, которая проектируется в угол 
Э<агег2<2~л на плоскости (г2), и положим Е = ш E/- U 

[J {(0, 1)>. Множество EcdD очевидно, замкнуто, все Ek 
лежат на нулях линейных функций ф 0, а точка (0, 1) на 
нулях функции zx. С другой стороны, если fQA(D) равна 
нулю на всем Е, то по одномерной теории, / = 0 на всех 
плоских дисках Uk так как дуги EftCT/e— dUk имеют поло­
жительные длины. Далее, каждая плоскость г2 — с, 0 < | с | < 
< l / l / 2 , пересекает все Uk в попарно различных точках 
(elk, с), и ЭТИ ТОЧКИ образуют последовательность, сходя­
щуюся к (0, с). По теореме единственности для одного пе­
ременного / = 0 на каждом диске {z2 —с}Л-5, 0 < | с | < 1/1/2,. 
следовательно, / = 0. 

В этом примере множество Е имеет конечную длину (ли­
нейную меру Хаусдорфа), а естественная мера на (3D —это 
трёхмерная ((2n—1)-мерная) мера Хаусдорфа. Пример пока-

- Совокупность таких функций мы будем обозначать через -4(0) или 
ff(D)nC(p). 
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зывает, что в случае .многих переменных очень существенна. 
не мощность множества, а его расположение на границе.. 
JB связи с этим описание множеств единственности для голо­
морфных функций многих комплексных переменных качест­
венно отличается от одномерной ситуации и представляет 
значительные трудности. Поэтому несомненный интерес пред­
ставляют различные достаточные или какие-нибудь необхо­
димые условия единственности, даже при дополнительных 
ограничениях на функции. 

Из одномерной граничной теоремы единственности в се­
чениях области D комплексными прямыми легко получается 
.следующее достаточное условие. 

П р е д л о ж е н и е 1 ([ 1 ] ) . Пусть D — область с гладкой. 
границей в О . Если множество E c D имеет положительную1 

(2/г—1)-мерную меру Хаусдорфа, то Е — множество единст­
венности. 

Пример 1 показывает, что условие предложения ни в коей 
мере не является необходимым при n > l . 

1.2. Рассмотрим ситуацию, когда множество E c D явля­
ется гладким многообразием и опишем условия единствен­
ности для таких Е. Прежде всего, можно воспользоваться 
результатами о голоморфных расширениях многообразий из 
п. 2.3 гл. 1. Для иллюстрации мы рассмотрим ДОВОЛЬНО про­
стой случай, более общее утверждение содержится в теоре­
ме 4. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть D — область голоморфности' 
с гладкой границей в С" и MczdD — многообразие класса1 

С2 и размерности 2/г—-2. Если п>3 и 3D не содержит 
комплексных кривых, то М является множеством единст­
венности. 

«Я ЕСЛИ М не является порождающим в некоторой 
своей точке С, то Т$(М)—-комплексная гиперплоскость. 
Таким образом, если М не является порождающим ни в 
одной своей точке, то M должно быть комплексным многообра­
зием. Но по условию, на 3D нет таких многообразий, следова­
тельно, М является порождающим хотя'бы в одной своей 
точке, а значит, и в некоторой ее окрестности на М-. 
Таким образом, мы можем считать, сужая М, если надо, 
что M —порождающее многообразие. 

Так как п>3, то 2/г— 2>га, следовательно, ТЦМ)=£{0} 
для всех C6M. Опять, сужая М, мы можем считать, что 
размерность комплексных касательных плоскостей Т£(М) 
постоянна всюду на M. Если форма Леви L1 —0 на М, то 
система [Tl(M)} инволютивна (вместе с любыми двумя по­
лями содержит их скобку), следовательно по теореме 
Фробениуса вполне интегрируема, другими словами, M ло-
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кально расслаивается на многообразия размерности ( 
2d\mcTi(M), касательные плоскости к которым совпадают { 
с Т[(М). Эти многообразия, таким образом комп- ', 
.лексные. Они лежат на 3D, и мы снова пришли к проти- \ 
воречию, из которого следует, что L1#0 на М. \ ; 

Итак, к М можно применить теорому 18 гл. 1 и полу- ; 
чить голоморфное расширение М множества Ж, содержа- ' . 
щее (2/г —1)-мерное многообразие М'. Если М достаточно ' 
мало, то на нем есть точка С и есть окрестность U9C в О, 

1 такие что MaU и dDV\U взаимно однозначно проекта- > • 
руется в Tt(dD). Тогда многообразие Mt = M — t \ принад- , 
лежит D, если г.>0 достаточно мало. Так как D — область 
голоморфности, то голоморфные расширения Mt должны 
принадлежать D, в частности Mt = Mf — t\czD. Устремляя ; 
t{to}0, мы получаем, что Mrc.D. 

Если теперь /eA(L>) и / | M - = 0 , то по принципу макси­
мума для голоморфных расширений также f\M'—0. Но по 
предложению 1, многообразие М', будучи (2л — 1)-мерным, 
является множеством единственности в D, следовательно, 

Все ограничения в условии вызваны способом доказа­
тельства, как мы увидим ниже, большинство из них не . 
существенно. При « = 2 доказательство не проходит, так 
как в этом случае М может вообще не иметь комплексных 
касательных векторов. Но тогда М — порождающее много­
образие, а для порождающих М, прежде всего, справедлива 

Лемма 3 ([31]). Если McD — порождающее много­
образие, то M-—множество единственности. 

•4 Предположим противное, тогда М принадлежит неко­
торому аналитическому множеству AXCLD коразмерности 1. 
Пусть Ai —множество регулярных точек Ах. Если C6MnA*, • 
то Ti(M) содержится в комплексной гиперплоскости Г;,(At) 
и. получается противоречие с порождаемостыо. Следова­
тельно, М принадлежит множеству A2 особых точек A... Но 
А2 — аналитическое подмножество D коразмерности > 2 . 
Повторяя то же рассуждение, получим, что М принадлежит 
множеству A3 особых точек A-, у которого коразмерность 
уже > 3 и т. д. В конце концов, для Ak с k < - | - d i m R M , 
.получится противоречивое утверждение McAk • \ 

1.3. Оказывается, что М может лежать .на границе об- : 
ласти D, и всё равно из порождаемое™ будет следовать 
единственность. Это следует из возможности подклеить к та- ; 
кому М достаточно мощное семейство аналитических дисков. 
Идея восходит ещё к Бишопу [72], однако в нашем случае j 
нужна 'Существенная модификация. Дело в том, что поро- \ 
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ждающее многообразие может быть, например, полиномиаль­
но выпуклым и тогда нет никаких аналитических дисков с 
границами на М, кроме тех, которые сами принадлежат M. 
Но в нашей задаче достаточно подклеить диски по части 
границы, скажем, по полуокружности. Мы опишем сейчас 
конструкцию именно такого семейства аналитических дисков, 
предложенную С. И. Пиичуком. Его построение использует 
гладкость М класса С2, однако более тщательное исследова­
ние этого процесса позволит нам уменьшить гладкость до С1. 

Все построение будет локальным, поэтому мы будем 
считать, что ОвМсди, что М задано лишь в окрестности 
&Э0, такой что dDp\Q. взаимно однозначно проектируется 
в касательную плоскость T0(dD). Так как M —порождаю­
щее многообразие, то, после комплексно линейной замены 
координат, мы можем считать, что TQ(dD) совпадает 
с плоскостью г/— 0, внешняя нормаль v0 направлена по оси 
уи в положительном направлении, а Т0(М) задается урав­
нениями ух = 0, . . . , ук==Ь, где zj = xjAriyj — комплексные 
координаты в С" и k < / i . Заменяя М на -Мг\{г:уш — ... 
• • • —^га — 0}> м ь 1 снова получим порождающее многообразие 
в окрестности 0, так как касательная плоскость к нему в О 
будет совпадать с действительным подпространством 
R"cC". Итак, можно считать, что dimRM--= п и что М 
задается системой уравнений 

y=h(x), (l) 

де У = (Уи •••>#-)• х = (хи ...,хп), h = (А., . . ., kn), k/(0) = 
=-gradA/(0) = 0. Будем считать, что х изменяется в брусе 
fi0:max| Xj \<r0, таком что 9 0X {0}сй. 

Пусть и — единичный круг \Ц < 1 в плоскости комплекс­
ного переменного С, f — ди и у+ с т — верхняя полуокруж­
ность. На у мы введем параметр т, 0<т<2тс , так что 
i = en. Нас интересуют голоморфные отображения U—>С" 
с подходящими граничными значениями. Для задания такого 
отображения по существу достаточно определить на ? его 
действительную часть, т. е. вектор-функцию #(-.)-=(й,(г),... 
. . . ,«„(-)) . Голоморфное отображение / с действительной 
частью u(i) на г совпадает с и (С) + £Ти(С) + гс, где Та — 
гармоническая в U функция, сопряженная к гармоническому 
продолжению и (С) функции и(т) в U, Ти(0) = 0 и c=Im/(0 ) . 
Чтобы Ти хорошо продолжалась на 7,'мы,. следуя Бишопу 
[72], ограничимся функциями и, класса Соболева W l , a(T), т. е. 
функциями из £2(т), у которых существует обобщенная 
производная по х, тоже принадлежащая L2 (у). Если uQL2(i), 
то из разложения в ряд Фурье и равенства Парсеваля 
видно, что Тие12('() и ||Ти||£-(у)<|И-.-м- Т а к к а к ОТа = 
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. г 

/ \ i f" 
= TDu, где D=dld% и крышка означает гармоническое про- :[ 
должение в U, то Г « е № ь й ( т ) . если « € ^ 1 , 2 и | |D . r a | | £ , ( v ) < : j . 
<||Drjl|LHv)- Определим INI—|NU-(Y) + ||-9a|k'(Y>> т о г Д а ]l 
по лемме Соболева функции u£W1'2 непрерывны и суще- f | 
ствует константа /<", такая что .: 

шах|и |<Л' | |к | | , ие1Р1,2ПС(т)- '• 

Вложение W1'2 ('{)-> С (-(}, как-известно, вполне непрерывно,, • \ 
т . е . из любого подмножества W1,2(i), ограниченного по нор- | 
ме || ||, можно извлечь последовательность, равномерно. < 
сходящуюся на т. В этом легко убедиться следующим- - - • 
образом. По неравенству Коши-Буияковского имеем 

| « & ) - « ( У < 1 Р «IUMV)-!--a-Cil'1/2- и 
Следовательно, функции с равномерно ограниченной нор- - ; 

мой в Wx'2 {-[) равностепенно непрерывны. ; i 
Нас интересуют отображения /:£/--> С", для которых ] • 

/ ( f ' ' ) cM. Если f=u-\-i.TaJrlc и a = R e / отображает f \ 
в {201 то по формуле (1) на -.+ должно выполняться равен- ", [ 
ство Ти(-.) = й.-и(-;) — с или . ' • 

й(т-)-=е— Т{Ьц)(х). (2) ; 
Чтобы * Г = т \ Т + отображалась с помощью / в D, доста- 1 
точно, чтобы на ней и('-)б.20, а функция hx°x (-.;) была отри- \ 
цательной и небольшой по модулю (напомним, что : \ 
20X{0}S2, что dDfiS взаимно однозначно проектируется. '. 
в плоскость г/1 = 0 и что внешняя нормаль v0 направлена ; \ 
в сторону роста г/1). Таким образом, в целом на всей т » ;. 
граничные условия для Та должны равняться /г-и(~.) — с + . 
+ <р(-), где <p==("Ji-0i • • - ,0 ) и <р1 —произвольная функция' '• \ 
класса W1,2(Tf), равная нулю на т+ и отрицательная на -f. ' •• 
Для вектор-функции и (т.) получается таким образом следую- • ; 
щее функциональное уравнение , ; 

И(т)=--С —ТАои(-х) —tr«p(-:), (3) , ! 

где с = (си .. .,сп) и t > 0 — достаточно малые параметры.. ; 
Так как h (0)==(gradA)(0) —0> то найдется положительное 

число г1<г 0 / 2 /С , такое что \\h°u'— hou\\L^)<^\\u'— и\\щУ) i 
и | |ЛсИ ( - ) | |<4 | |и(т) | | , если | |и ' | | и \\u\\ = m&xj\\ul\\<2rv- \ 
Уравнение (3) имеет не более одного решения со значениями '• 
в брусе Q 1 : m a x / | x y | < / C r 1 , точнее, с | | в | | < г 1 . В самом деле, , i -
если к1 и и2 —решения (3) при одних и тех ж е <р, с и if, то. s • 
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«•—и1--и2 является решением уравнения а (-•) — Т/г о а (-с), из 
которого следует, что ||и||=- ||ГА°и||<||А°а||<:--г \\и\\, т . е . 
и = 0. При t — О я max / |c / |<r1 очевидным решением будет 
«(т) = <;, т. е. при (=0 наши диски будут вырождаться 
в точки c+ih(c)QM. В общем, параметры с и t мы берем 
достаточно малыми: max |с;| </-.., t<r2<r1/3||<p||, где г2 
настолько мало, что параллельный сдвиг многообразия 
y = h{x), xQQu на любой вектор — Ь0 с t < r 2 принадлежит 
области Z). Если решение и(%) для таких параметров с п t 
существует, то для него ||й||< --Гг1 + ||ГАои||<-|- г- + у|[иЦ, 
т. е. M(x)6f2. для всех т, и это решение единственное. 

Уравнение (3) решаем методом последовательных прибли­
жений. Положим 

и- = с — tT<?, 
itb = c — Th°uk-l — tT4, h>\. 

Тогда ||tt°||<J"i и, по индукции, если* ||ий~-||<--1, то ||ий||< 
< - г 1 + ||Т/гаиЛ-1||<г1. Таким образом, построенная после­

довательность [и''} имеет координаты а'}, равномерно огра­
ниченные в W1'"2^). Как отмечалось выше, из нее можно 
выделить подпоследовательность, равномерно сходящуюся 
я а т к некоторой непрерывной вектор-функции к (-)----и ,(--). 
Так как из равномерной сходимости следует сходимость 
•в V- и ||Г/гои'г||^,,<||/г-й'г||,_2, то ис>< является непрерывным 
решением уравнения (3) для данных с и t, причем a t (-с)-gQ, 
для всех тбт- Но можно доказать большее. Указанная под­
последовательность имеет равномерно ограниченные коор­
динаты, принадлежащие гильбертову пространству WU2(-(), 
поэтому в ней содержится последовательность {и*-1}, слабо 
•сходящаяся к некоторой « = («1, ...,й„), UjQW1'2^). Так как 
функционалы «значение в точке t» непрерывны на W1'2 (-() 
<{шы считаем, что W1,2(i) cC(i), согласно лемме Соболева), 
•то и?" поточечно стремятся к и и, как мы уже знаем, к 
л г Следовательно, построенное решение ис ., уравнения (3) 
имеет координаты класса W1,2("(). 

По определению оператора Г, гармоническое продолже. 
*ше ис i (С) функции uct(i) в U принимает при С = 0 значе­
ние с. Функция 

/е1<С-)-=-"е.Д) + -(А0«С1<^) + ^ W). <-6-Л 
•где ср(С)-—гармоническое продолжение <р, задает аналитиче­
ский диск Ас (сС" с границей Ytfi/cD, примыкающей к M 
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по дуге т+<—Л*(Т+). Заметим, что кривая *[c,t спрямляема, 
так как компоненты /с>1 принадлежат "71,2(т). Замкнутые 
диски A t равномерно непрерывно зависят от параметров с 
и zf, В самом деле, 

т. e. uc,t,-±uCit в £2(т) при (с', tr) •->(<?, t). Но семейства 
{в , _,,} равномерно ограничено в W ,2(7) при допустимых 
значениях параметров, следовательно, при (с', t')->(c, t) оно 
должно равномерно сходиться к исЛ. Так как Im/^ — 
= h°u t-\- itp, то fct непрерывно зависит от с, t в метри­
ке С (т). 

Теперь мы можем доказать основной результат этого 
параграфа. 

Теорема 4 (С. И. Пинчук [31]). Пусть D — область 
в С" с границей класса С1 и MczdD — порождающее много-
образие класса С1. Тогда М—-множество единственности. 
для A(D). 

-•4 Так как D в общем не является областью голоморфнос­
ти, то диски Д-,< могут вьгходить за пределы D, хотя их 
границы "е.* принадлежат О. Тем не менее, всякая функция; 
/бЛ(£>) продолжается в KCit до голоморфной функции or 
параметра С. Для доказательства этого фиксируем с и рас­
смотрим непрерывное семейство дисков ~kc,t, 0<.-<t 0 . 
Функция /е(г)=/(г—sv0) голоморфна в области L> + ev0, 
содержащей границы всех этих дисков, если е>0 доста­
точно мало. Тай как при t = 0 диски вырождаются. Д.,,о = 
-={c}czMc.O + sv0, то по теореме о диске (см. [И]) функция 
/ в продолжается до голоморфной функции в окрестности 
каждого KCtt, в частности, функция /Е°/-.'(С) голоморфна в 
единичном круге U:jC|<l. При e-s-О функции fe

afc,t стре­
мятся к голоморфной в U функции с граничными значения­
ми f°fc,t-

Пусть теперь /GA (D) и /\М=0, тогда по одномерной 
граничной теореме единственности, J\^Ctt = Q для любых 
допустимых с и t. Но при каждом t>0 в объединении 

U - la содержится множество Mt = {fCif (е 2 я ) : max; | Cj\ < 
<rx}c:D. Так как M0=Af n {г: max-|xy|<r1}, TO при доста­
точно малых <^>0 проекция'Mt на R" содержит открытое 
множество (образ бруса maxlfyKr-i в пространстве пара-
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метров с при отображении c->fCit{e 2 ). По определению 
fct, на Mt выполняется уравнение у — h W + t'pf-f-.-). т. е. 
при ;f>0 множество Mt содержит многообразие M'tc:Dt 
параллельное М и, следовательно, порождающее. Так как 
/IMf — О, то / = 0 по лемме 3 > 

С л е д с т в и е 5 ([31]). Пусть D — область в С'1 с гладкой 
границей, не содержащей никаких комплексных гиперпо­
верхностей. Тогда всякое многообразие MadD класса С1 

и размерности 2га — 2 является множеством единственности 
для A(D). 

Предложение 2 является, очевидно, частным случаем 
этого утверждения. 

В § 3 мы дадим еще одно доказательство теоремы 
4, основанное совсем на других методах. 

Дальнейший анализ семейства аналитических дис­
ков b.cj показывает, что спрямляемые дуги -(ttcM при 
изменении параметра с заметают полную окрестность точки 
О на М. Отсюда получается, что всякий компакт положи­
тельной /г-мерной меры Хаусдорфа, расположенный на 
порождающем А-мерном многообразии МсдО^С1, является 
множеством единственности для A (D). При п = \ это утверж­
дение совпадает с классической граничной теоремой 
единственности. 

1.4. К граничной теореме единственности примыкает 
следующая задача. На границе строго псевдовыпуклой об­
ласти £>сС" задано множество, E положительной (2л—1)-
мерной меры Хаусдорфа, на котором функция / 6 A (D) име­
ет постоянный модуль; требуется доказать! что / — const. 

Какие-то условия на dD необходимы, так как, например, 
для поликруга это утверждение неверно. Пожалуй, достаточ­
но требовать, чтобы всюду на Е форма Леви для 3D была 
невырожденной. Задача первоначально ставилась для ша­
ра, но шар не дает здесь особых преимуществ, для него в 
общем виде задача тоже ие решена. Имеется решение этой 
задачи в классе дважды гладких функций. 

П р е д л о ж е н и е 6 (A. E. Туманов [41]). Пусть О — об­
ласть в С" с границей класса С2 и Е — подмножество 3D 
положительной (2/г—1)-мерной меры, причем всюду на Е 
форма Леви для 3D ие равна нулю. Если функция faC2(D) 
голоморфна в D и имеет на Е постоянный модуль, то / — 
= const. 

-4Если / | E = 0, то / з = 0 по предложению 1, поэтому 
можно считать, что | / | = 1 всюду на Е. Доказательство 
будет локальным, поэтому, уменьшая, если надо,, область 
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.,'D, мы можем считать, что /фО всюду в D и что в О ? 
.определена функция ^•=1п/бС2(^ ))П^ (-О). Пусть E ' —мно- | ; 
жество точек плотности E, С°е£' и X0- -5-*i> . . . > X2-.-2 — глад- I :' 
кие векторные поля на dD, порождающие T^(dD) в окрест- i j 
•ности U точки С0 на <?£> и такие, что Хх, ..., X2n-2 порож- = : 

дают Tl(dD) для всех C6U (см. п. 2.3 гл. 1). Так как и= | -
= Reg = I n | / | = 0 всюду на Е, то Xy(C)u=0, / - = 0 , 1 , , . . \~ 
...,2/j—-2, в каждой точке Сб-Е'Пf-7- Так как g удовлетво- ! ; 

•ряет на dD касательным уравнениям КОШИ —Римана, то | ; 
прозводные функций и и v = lmg вдоль комплексных каса- j ;. 
•тельных направлений, т. е. вдоль ^ А'2„_2, связаны \\ 
условиями Коши —Римана и поэтому X /(C)t)=0, / = 1, . . . \' 
. . . , 2д—2, для всех CeE'n-V- [ ' 

Заменяя Хи . . . . X ^ - s комплексными векторными полями 1 • 
Z-, . . . , Z„„i, Z1, . . . ,Z„_ . с той же комплексно линейной [ ' 
оболочкой, мы получаем, таким образом, что Zj(Qg= j ; 
— Z7(C)g —0, /==1, . . . , / z — l, для всех CgE'nU. Так как по [ ' 
условию Z1(Q-7--0 для tGE'fl-A то (см. гл. 1) существуют [ • 
к и /, такие, что скобка полей Zs и Zk представляется j 
в и д е '• 

n-i • I 

[•Z/,2ft] = 2 ( a * Z t + P^«) + 7Xo. (4) I-
. - = 1 •, ; I 

•где т(С)¥=0. Так как gGC?(D) и Z /g = Zug = 0 на E ' fW, то ! ; 
ZlZhg=ZliZ}g=Ot т. е. [Zj,Zk]g=0 на E'flU. Но тогда, ; : 

согласно (4), XQg=0 тоже на всем E'nU . Так как dg=0 , 
на D, то мы получаем таким образом, что gradg = , , 
==f-p, . . . , ^ 4 = 0 всюду на множестве Erf]U положитель- s \ 
ной (2ft — 1)-мернои меры Хаусдорфа. Так как все dgldzfiA (D)* ! ; 
то,'по предложению 1, dg/dzt = 0 в D, / = 1, ...,п, откуда . I 
g= const >• . 1 | 

Если |/|—const на открытом подмножестве сЮ, где ' s 
L.-7--0, то утверждение справедливо в классе А(<0). Для | • 
строго псевдовыпуклых областей это доказано ниже, а в ; ; 
общем случае надо воспользоваться локальным голоморф- : • 
ным расширением dD, описанным в доказательстве теоремы • S 
16 гл. 1. • I 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть D — область в О, / г > 1 , и • 
.5 —граница Шилова для алгебры A(L>). Если функция . \ 
fQA(D) имеет постоянный модуль на некотором открытом ' | 
подмножестве dD, пересекающем S, то / = const. ' ' 

•4 По условию, существует точка C6S и окрестность U ; • 
ТОЧКИ С в С", такие что | / | постоянен на dDf]U. Хорошо \ j 
известно (см. [69]), что граница Шилова совпадает с замы- ; % 
канием множества точек пика, поэтому существует точка \ ' 
• 6 4 ] ; 



C-edDnU и функция hQA(D), такие что А(С°) = 1 = ||А||д и 
]А|<1 на D\{C0}, в частности, | h | < 6 < l на 5D4\77. Мно­
жество У={г.б£):1Л(г)|>(,} открыто, непусто и расслаи­
вается на аналитические множества Ax:h(z) = i, TgC, 0<|-.|< 
< 1 , у которых границы дАх = Ах\Ах принадлежат dDf]U, 

По принципу аргумента, функция / осуществляет от­
крытое отображение каждого множества Ах (с топологией, 
индуцированной из С") в комплексную плоскость, следова­
тельно, d{f{Ax))df(dAx) (это легко следует также из 
•принципа максимума на At). Если теперь f\dDf]U=0, то 
д (/ (Ах)) = {0}, т. e. /\АХ = 0 для всех указанных т.. т. е. 
/ | У = 0 и, значит, / = 0. Если |/(С0)|-=а-^0, то, уменьшая 
6, если надо, мы можем считать, что |/—/(C°)| <a /2 всюду 
на V, а тогда | / | > а — | / — /(С°)|>0 во всех точках мно­
жества V. Так как по условию |/ | = а на дАг, - |<|- . |<1, то 
граница каждого ограниченного плоского множества f(Ax) 
принадлежит окружности \w\=a, причем 04/(A t )c / (V) . 
Следовательно все f(Ax), а значит, и /(V), расположены 
на окружности |{cdot}a>|=-=a, т. е. \/\ = а всюду на V. Так как / 
голоморфна в D и V — открытое подмножество D, то 
/ = const • 

С л е д с т в и е 8. Пусть D — строго псевдовыпуклая об­
ласть в С", л > 1 , и /QA(D) имеет постоянный модуль на 
открытом подмножестве 3D. Тогда / = const. 

М 3D совпадает с границей Шилова для A (D) (см. [77]) • 
С л е д с т в и е 9. Пусть £> — аналитический полиэдр в С", 

/ г>1 , и fQA(D). Если |/ | постоянен на некотором открыто! 
подмножестве dD, пересекающем ОСТОВ полиэдра D, т< 
/ = const. 

•4 Граница Шилова для аналитического полиэдра совпа­
дает с его остовом (см. [107]). • 

§ 2. МНОЖЕСТВА ПИКА 

2Л. Множество Е на границе области DaQ1 называется 
множеством пика для A (D), если существует функция 
JiGA(D), такая что A|E = 1 = - |№ и |/г|<1 на D\E. При 
п = 1 для областей с гладкой границей эти множества 
полностью описаны: EcdD — множество пика для A (D) 
тогда и только тогда, когда Е замкнуто и имеет нулевую 
длину по Хаусдорфу. Семейство множеств пика в общем 
случае замкнуто относительно счетных объединений (если 

00 

множество Е замкнуто и равно UE,%, где все EA —множест-
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ва пика, то и E — множество пика). Этим оно существенно 
отличается от семейства границ нулевых множеств (т. е. 
множеств вида {г6<5£>:/(г)==0}, /6A (D), см. пример 1 п. 1Л> 
и поэтому есть надежда на существование некоторой меры 
на 3D, у которой класс замкнутых нуль-множеств совпала-
ет с семейством всех множеств пика для A (D). Правда, для 
этого множества пика должны образовывать наследственное-
семейство (т. е. надо, чтобы всякое замкнутое подмножест­
во множества пика само было множеством пика), и здесь 
нужны некоторые ограничения на dD. Например, не годится 
бикруг, так как всякий граничный замкнутый диск будет 
множеством пика, а скажем, центр этого диска им не может 
быть по принципу максимума. В этом параграфе мы огра­
ничимся строго псевдовыпуклыми областями. Для них мы 
построим меру на <ЭД для которой все замкнутые нуль­
множества будут множествами пика для A (D). Наследст­
венность семейства множеств пика для строго псевдо­
выпуклых областей вытекает из теоремы 13. 

Пусть D—строго псевдовыпуклая область в С. Обозна­
чим через U\, Сб-ЭД 8>0, относительно открытое подмно­
жество 5Д описываемое двумя неравенствами 

|г~С|<У"-~, |(г-С, v£)|<8. 

B проекции на Т-- при малых 8 это будет приблизительно-
прямое произведение шара радиуса У"8 на комплексной 
касательной плоскости Т\ и отрезка (— 8, Ь) в перпенди­
кулярном, некомплексном направлении. Множество Lf\ мы 
будем называть стандартным множеством величины 8. Наша 
мера получается из покрытий множествами U^ так же, как-
линейная мера Хаусдорфа получается из покрытий шарами; 
при этом мы приписываем множеству U* «величину» 8. Итак, 
для каждого конечного покрытия множества EcdD стан­
дартными множествами U./. мы определим величину 28̂  и 
обозначим через т1 (Е) нижнюю грань этих сумм для все£ 
указанных покрытий Е. Заметим, что при п = \ эта мера. 
т> совпадает, очевидно, с линейной мерой Хаусдорфа. 

Теорема 10 (Дэви, Оксендел [79]). Пусть Е — 
компакт на границе строго псевдовыпуклой области £>сО\. 
для которого т1(Е)=0. Тогда Е — множество пика для 
алгебры A (D). Более того, для всякой непрерывной функ. 
ции / на Е существует функция /6А(Д\ такая что-
/ | E - = / H p D = № -

^ 1°. Основной момент доказательства —построение 
функции ge-4(D), такой что ,g|E = 0, \\g\\D < 1 и |£ —1К.? 
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вне фиксированной (но произвольной) окрестности U мно­
жества Е в С" для произвольного фиксированного ^ > 0 . 
Материалом для построения такой g будут функции 
g^eA(D)f)Cl(D), непрерывно зависящие от С и такие, что 

^(С) = 0; Re££(2)>0, геП\{С}; 

|л(г)|<с28, 26US, 
(5) 

для некоторых положительных констант сг и с2, не завися­
щих от С. и 8. Существование таких функций более или 
менее стандартно получается из строгой псевдовыпуклости 
области D (см., например, [46, 154]). 

Функция g будет иметь вид бесконечного произведения 

п Stj -, и потому мы займемся их исследованием. Итак, 

пусть |U-jj — покрытие Е стандартными множествами с CyGE 
и пусть «у,—-произвольные положительные числа, такие что 
2ау<оо. Так как, согласно (5), 

1- *-/ 
aj+gt =2щ Ctj 

+8ч\ 
< 

aJ 
0 . I 

~У1 

<c^P(z, Е)^Щ, 

где р означает расстояние, то для любых таких а} указан­
ное произведение сходится равномерно на компактных под­
множествах D\E. Более того, если окрестность VZDE 
фиксирована и 2fl ;< 0(e)—— ec1p(D\V, E)2, то 

1-П *- / 
<*J + gz 

<е на D\V. 

Для того, чтобы на Е это произведение расходилось к 
нулю, мы поступим следующим образом. Для каждого целого 
k > 0 рассмотрим покрытие ^А множества Е стандартными 
множествами иЛ такое, что для него 28/.<0(2"/г7)); затем 
объединим эти покрытия в одно счетное покрытие ^ , введем 
единую нумерацию для его элементов и для этого фикси­
рованного покрытия определим 

ff-П *t, 
Zcsuj+Blj' 
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По доказанному, функция g непрерывна и не равна нулю 
всюду на В\Е и, очевидно, голоморфна в D. Если C6EH 
f]UA, то. согласно (5), 

ex., (О 
2с,в_, + ,?Су(Е) ^ 2са6, ^ 2 

Так как, по построению $,, всякая точка C6E покрывается 
бесконечным числом элементов покрытия ?̂ , то отсюда сле­
дует, что наше произведение равномерно расходится на 
компакте Е к нулю и что g непрерывна всюду в D. Итак, 
gQA(D), |И |<1 , g|E = 0, a jl— g\<-q на D\V по построению 
41 k. 

2°. Функция h, имеющая пик на Е, строится следующим 
образом. Пусть Vk означает 1/А-окрестность множества Е 
и g-. —построенная выше функция g для V=Vk и щ—щ. 
Числа ^ > 0 подберем так, чтобы функция 

А - ^ А -
2-+-*- (2 1 + 2 *- l )* f t 

на множестве ~D\Vk отличалась от 1 меньше чем на 1/2 
(по модулю). Функции ~gk имеют положительные действитель­
ные части, мы припишем им аргумент в пределах ( — тс/2, я/2) 
и тогда функции (gA)2_ftGA(£)) имеют аргумент в пределах 
(—--2-*-1, т.г2"~/(_1). Бесконечное произведение 

Л----П {gkr \gkf 
А = 1 

сходится равномерно на компактных подмножествах D\E, 
так как ">} 2-.Hn]g;]j<oo на D\V%> согласно выбору чисел 

t\j. Так как g,JE-=— {cdot}2-2U, то |g/,|2_A< о-наЕ, следовательно, 
произведение на Е расходится к нулю и функция h непре­
рывна в D. Итак, liQA(D), ~h\E=0 и, очевидно, R e h > 0 на 
.5. Положим Л = -—4., тогда heA{D), h|E = l и |h|<1 на 

1 +k 
D\E. 

3°. Теперь покажем, что, каждая функция f£C(E) равно­
мерно на Е приближается функциями из А (.0). По теореме 
Хана—-Банаха, достаточно доказать, что всякая ограничен­
ная регулярная борелевская мера р на E, ортогональная 
A(D), равна нулю. Пусть Е' — компактное подмножество E, 
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тогда |A(E')=-\ XE'dp, где Х£'—характеристическая функция 
E'. Так как E ' c E , то т1(Е')—0, следовательно, сущест­
вует функция h'SA(D), такая что A'|E' = 1, |Л''|< 1 на D\E' 
Последовательность функций (h')ftGA (D) равномерно огра­
ничена и поточечно сходится к хв1- Так как \ (h')hd^ = Q, 
то по теореме Лебега о предельном переходе, \ iE,d^ = Q, 
т. е. ^(EO—O для всякого компакта E'czE, откуда {-.=0. 

4°. Пусть, наконец, /6G(E) и последовательность функ­
ций fk&A (D) равномерно сходится к / на множестве E. Пере­
ходя к подпоследовательности, можно считать, что \fk+i~ 
- /А |<2~* на E. Обозначим через Uk окрестность Е в В, 
в которой это неравенство ещё сохраняется. Если h — функ­
ция, построенная выше, дающая пик на Е, то найдутся це­
лые числа jk>0, такие что |А У М/Й-И-Л) |<2~ й на D\Uk, 
а, следовательно, и всюду на D. Таким образом, ряд /- + 

+ 2У л ( / .Н-- : _ fk) сходится равномерно на D к некоторой 
1 

функции /GA(L>). Так как h\E = \, то, очевидно, / | £--=/• 
Множества EcD, обладающие тем свойством, что 

A (D)\E = C(E), называются интерполяционными множествами 
(для .4 (_•)). Таким образом, теорема 10 утверждает, что 
всякий компакт нулевой меры т> на границе строго псевдо-
выпуклой области является интерполяционным множеством 
пика. При Й = 1 , когда т1 превращается в длину по Хаус-
дорфу, это известная теорема Рудина (строгая псевдовы-
пуклость при п = \ вырождается в условие dD^C^). 

В статье [79] доказано более общее утверждение, чем 
теорема 10. Обозначим через H°E(D), EcD, алгебру огра­
ниченных голоморфных в D функций, непрерывных на мно­
жестве DUE . Справедлива 

Т е о р е м а 10' (Дэви, Оксевдел [79]). Пусть D — строго 
псевдовыпуклая область в С" и Е — произвольное подмно­
жество dD такое, что т1(Е) = 0. Тогда для всякой окре­
стности V множества Е, для всякого е>0 и всякой огра­
ниченной непрерывной на E функции / найдется функция 
/eH^C-ovr)^) т а к а я ' ч т о /1£=/' № = 11/11* и |/|<е на 
D\V. 

Доказательство такое же, как в теореме 10, с допол­
нительными чисто " ехническими рассуждениями. 

С л е д с т в и е 11 ([79]). Если компакт E на границе стро­
го псевдовыпуклой области D имеет хаусдорфову длину 
нуль, то E -- интерполяционное множество пика для A(D). 
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.4 Шар 5*:|г —С|<8, С6.ЭД очевидно, принадлежит мно­
жеству !геС":|г—С|<УТ |(г—С, vc)|<8}, следовательно В^П 
C\dDczU\. По определению линейной меры Хаусдорфа, для 
всякого е>0 найдется конечное покрытие E шарами В^ 
такое, что ---§/<-•• Но тогда множества U*/ тоже образуют 
покрытие Е, и для них 28у<е. Ввиду произвольности е, от­
сюда следует, что т1(Е) = 0>. 

2.2. В случае одного комплексного переменного всякое 
множество нулей функции из A(D), целиком лежащее на 
границе, является также множеством пика (если граница, 
например, дважды гладкая). Несмотря на существенное 
различие предельных множеств нулей и множеств пика при 
n>l (ем. п. L1), это утверждение переносится на случай 
многих комплексных переменных для довольно широкого 
класса областей. 

Предложение 12. Пусть D — односвязная область в 
С" и E —подмножество 3D, которое является нулём неко­
торой функций /6A(D), т. e. E == {ggD:/ (г)--= 0}. Тогда 
найдется функция hQA (D), всюду _на Е равная 1, и такая, 
что |/г(г)|<1 для любой точки z£D\E. 

.4 Очевидно, можно считать, что | | / | |д<1. Так как D 
односвязна и 0(|;/(D), то в D определена голоморфная 
функция In/. Так как / | E = 0 , то ln!/l|E= —-co (в смысле 
предельных значений), а так как | | / | |о<1, то IReln/<0 и 
поэтому функция (In/—I)"1 голоморфна в А В качестве 
требуемой функции h можно взять, например, (ln/+l)X 
X(ln/-1)--6A(D) • 

Стаутом [179] доказано, что любое множество пика на 
остове полидиска является интерполяционным множеством. 

Используя основные свойства A-мер из гл. VI, мы пока­
жем здесь, что аналогичное утверждение верно для произ­
вольных строго псевдовыпуклых областей. 

Теорема 13 (Р. Э. Вальский [6]). Пусть D — строго 
псевдовыпуклая область в С". Тогда любое множество пика 
для A{D) является интерполяционным множеством (пика) 
для A{D). 

.4 Пусть EcdD и является множеством пика для A(D), 
По теореме Бишопа (см, [14]) достаточно доказать, что для 
любой меры (J. на 6D, ортогональной алгебре A (D) имеем 
||x|(E)=--0. Итак, пусть ц — ортогональная мера. Тогда р яв­
ляется A-мерой (см. гл. VI, § 1). Положим •v(E') —1Н(-'П ~) 
для любого борелевского подмножества E'cdD. Мера v 
абсолютно непрерывна относительно (х, значит, согласно 
теореме 3 гл. VI, v —тоже Д-мера. По лемме 1 из гл. VI 
70 



существует мера v0 с носителем в D и такая, что мера 
v — v0 ортогональна A(D). 

Так как E —множество пика, то имеется такая функция 
Л из A(D), что ЩЕ = \ и |А| < 1 на D\E. 

Имеем 5dv = jA*dv = 5 Aftdv0-^0 при k->oo. Следователь­
но, ^dv = 0. Так как мера v —неотрицательна, то ч=0. ^ 

Используя теорему 13 и предложение 12, можно доказать,что 
множество E, лежащее на границе строго псевдовыпуклой 
-области D, является интерполяционным множеством пика 
тогда и только тогда, когда существует /б А (Л) со свой­
ством £ = {гбГ>:/(г) = 0}. 

§ 3. ТЕОРЕМА ОБ ОСТРИЕ КЛИНА 

Не вдаваясь в историю интересного и плодотворного 
направления в комплексном анализе, связанного с теоремой 
«острие клина» Н. Н. Боголюбова (см. [5, 11, 12, 67]), мы 
докажем здесь локальное обобщение этой теоремы для «кри­
вых» клиньев. Метод доказательства принадлежит Мартино 
Г-43]. 

Т е о р е м а 14 (С. И. Пинчук [32]). Пусть 2 —шаровая 
'окрестность начала координат в С", функции <Pi,..., <pn6G2(2) 
и дср.Д • • • Лд-Рдт̂ О всюду в 2. Обозначим U+ —{гбй:все 
9/>0}, U^ = {2e-3:Bce <p;-<0} и ЛГ={гбВ:«р1 = .. .=<р„=0}. 
Предположим, что функции /+6<f (U+) и fJu©{U~) продол­
жаются в обобщенном смысле на «острие» М (например, 
./+6G(U+UM), /_6G(U"UM)) и эти продолжения совпадают 
на М. Тогда существует окрестность 9', MezQ'eQ, и го­
ломорфная в Q' функция / 0 такая, что f0\U+=f, и 
/ol-j----/--

Условие на функции ср/ означает, что М является много­
образием класса С2 без комплексных касательных векторов; 
поверхности Sjv<fj=0 трансверсально пересекаются по 
этому многообразию. Классическая ситуация получается в 
случае, когда <f>J = ReZj, тогда М— действительное подпро­
странство С". Мы не будем уточнять, что значит продол­
жение в обобщенном смысле, а проведем доказательство 
для случая, когда / + и /_ непрерывно продолжаются на М. 
Слегка изменяя <р/ и сужая 2, можно сделать / . и /_ не­
прерывными на замыканиях соответственно U+ и и . Нако­
нец, мы ограничимся случаем /г —2; основные идеи 
доказательства здесь не загромождаются техническими 
деталями, нужными для общего случая. 
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.4 Рассмотрим покрытие U, :"•>,-> О, U_,-:<p(.<0, области 
Q\M. Функции / + и Д определяют на этом покрытии U 
одномерный голоморфный коцикл (ft/), а именно Д на Ui2, 
—/_ на U_U2, 0 на UZ/.,iX7<0, и далее по ацикличности. 
Основная идея заключается в доказательстве того, что 
этот коцикл является кограницей, т. е. существуют функ­
ции ffc0{Ut), такие что / „ • - = / , - / , в U^U^.nU/. Не за­
бегая вперед, мы докажем сначала этот факт. 

Сначала рассмотрим голоморфный коцикл E = (/.._.)., 
y которого две координаты не равны нулю. Без ограниче­
ния общности, как будет видно, можно считать, что все 
ftI = 0, кроме (jy') = (12) и (21); обозначим / = / 1 2 . Функцию/, 
как договорились ранее, мы будем считать непрерывной в 
U-2. Обозначим через D' (V) пространство обобщенных 
функций в области V (т. е. сопряженное пространство к 
Со (У)), тогда FeCl(U, ©)cCl{U, £>')— пространствам ко­
цепей. Ненулевой элемент F действует на основные функ­
ции в U12 (т. е. на Co°(U12)) по правилу 

</. ?> = 4 $ ffdzAdz, cp6C(U12). 
Ун 

Коцикл F является кограницей нульмерной коцепи 
G£C°(U, D') с координатами g{, где £•== О, j-42, а ^ — ог­
раниченная функция в U2, равная / на U12 и 0 на /72\U12. 
Как обобщенная функция в U2 она действует по правилу 

< &. <Р } - - ^ / - f d z A d i , <рбСою (U2). 

Итак, F=bG, но коцепь О не голоморфная; мы подправим 
ее до голоморфной, решая соответствующую д-проблему. 

Коцепь dQ=F' = {fi)£C* (Ur, ZJ0-1) в качестве элементов 
имеет дифференциальные формы dgt бистепени (0, 1) с об­
общенными коэффициентами; согласно выбору F, лишь 
'f^ — dgi^O. Посмотрим подробнее, что представляет собой 
/ 2 в смысле обобщенных функций. Итак, /2-=.:%2 —A—:i + 
-\-pzdz2, pfiD\U2). Согласно определению обобщенных про­
изводных и ввиду голоморфности / , 

<Р„ Т > =-{[fp dzAdz^-=pi[d(fydzAdzk) = 

^{-^-\hdz/\dik, кф), <?eCZ(U2). (6> 
S,ff, 

Так как bF' — bdO = dbG=dF=0, то F'— нульмерный ко­
цикл в 2 \ M , т. е. форма / 2 (сосредоточенная, как мы 
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видим на 51П^2). доопределенная нулем B.U,, 'г-р2, ста­
новится единой дифференциальной формой бистепени (0, 1) 
с обобщенными коэффициентами в Q\M. Ее коэффициенты 
р] сосредоточены на SinU2 и действуют по последней 
формуле из (6) на cp6CS°(8\M). Так как / непрерывно про­
должается на М, то эта форма продолжается и на весь 
шар S до формы ®=pldzl-\-p2dz2 все по тому же правилу; 

< РР <Р > = Ц - 1 / \f<?dz/\dzk, кф}, «peCS0 (2) 

(кстати, здесь видно, что непрерывность / в Ul2 можно-
заменить гораздо более слабым требованием). Итак, у нас 
определена форма logLy-^Q). Положим А== д<я и снова раз­
беремся, что это такое в обобщенном смысле. Имеем 
h = qdzx/\dz2, где q=~—--1-. По определению обобщен-

o-x дг2 

ных производных и ввиду голоморфности / , 
(g,<?)=-^\f(^dzl + ^dz-)Adz^ 

-~i\d(f9dz)=-^fydz, србС0
м(Й). (7> 

•s-ny- 'M 

Итак, каждому голоморфному коциклу F с парой ненуле­
вых элементов / на U 1р — / на Ujh мы можем сопоста­
вить форму A6-O'0,2(f2), коэффициент которой действует по. 
формуле (7) с ориентацией М, соответствующей U,-- и 
5-nU/.' 

Вернемся теперь к исходному коциклу F с ненулевыми1 

координатами / + на Ul2 и —/_ на U_i_2. Его можно пред­
ставить в виде F—F.v-\-F_, где слагаемые имеют лишь п<> 
паре ненулевых элементов соответственно на U+=Un 
и U-.----U_._2. Для E+ и F_ построим, как это сделано 
выше, дифференциальные формы ш+ и ш_, А+ и h_. 
Так как U1 и U_x примыкают к S- с разных сто­
рон, то ориентации М в формуле (7) для q^ и q_ 
совпадают. Но А+ соответствует /+|Ж, а А_ соответствует 
/_|M. Так как /+-=/_ на М, то Л+ + Л^=_0, т. е. форма 
{o = a)+-f-a)_g£)'0'1(Q) замкнута относительно 5. Так как Q — 
шар, то в нем всякая .^замкнутая обобщенная форма си­
точна "(см. [52]), следовательноЛ существует обобщенная 
функция u£D'(Q), такая что ш = да. Еще построим по ука­
занному, выше рецепту коцепи 0+ и G_, такие что 
E+=8G+, F_=8G_, dO+=(o+,.JO.=(D., а коцепь 0+ + 0_==(£.), 
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подправим до коцепи 0—{fD~{gi-~ti), вычитая из всех 
координат обобщенную функцию _и. Тогда, очевидно, 
E—80 и <5О — (5/;) = ((?£г-ды) = (<л — ди)—0, т.е. / . — обоб­
щенные голоморфные и, следовательно, голоморфные функ­
ции в соответствующих U,. 

Распишем подробнее E=8G: 
Л . — / 2 - / 1 , - / _ = / - 2 - / - i > 0 = Л - / - 1 1 0 - Д - - Д . 

И З последних двух равенств видно, что / 2 и Д1 совпада­
ют на U_12, следовательно, определяют одну голоморф­
ную функцию /26^(U2UU_i), а /_2и Д аналогично задают 
•функцию . / ^ (U jUU i ) . Из первых двух равенств полу­
чается, что Д-=/ 2 — / ' - / _ , равенства в общих областях 
•определение., A теперь заметим, что / 2 и / - определены 
соответственно в областях rain(—<р2, <p1)<0 и min(cp2,—<р-)<0, 
причем «ребро» этих областей, многообразие М класса С2, 
не имеет комплексных касательных векторов. Следователь­
но по теореме Кнезера о вложенном ребре (см., например, 
[11]), функции / 2 и Д, а с ними и Д , Д голоморфно про­
должаются в некоторую окрестность Q' «ребра» МЪ-

Покажем, как из этой теоремы следует граничная теоре­
ма единственности 4, если dD и М—класса С2. Ограничим-' 
•ся опять случаем /г = 2. 

. -4 Пусть D=-{<p1<0}, cpjgC2 в окрестности Д d<p-=-£=0 
всюду на dD. Для определенности, пусть М—порождаю­
щее многообразие на 3D размерности 2 и пусть 0QM. 
Тогда в окрестности 0 найдется функция cp-gC2, такая что 
локально M—dD[\ {<p2—0}, причем с1^гА^2(0)=фО, следо­
вательно, "dfiAdfziO)^®, так как М порождающее. Пусть 
Х2- малый шар с центром в 0, где эти неравенства сохра­
няются; зададим функции Д = 0 в U+:<?•_> О, <р2>0 и 
/ _ - = / в U-icp^O, cp2<0, LTczD. Если / |M=0 , то условия 
-теоремы 15 выполнены, следовательно / продолжается в 
окрестность О'эЖ, причем это продолжение равно нулю в 
•Q'nU+. По обычной теореме единственности, /WO^ 

Глава IV 
ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА 

СОБСТВЕННЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 
A. Пуанкаре в 1907 г. обнаружил, что бидиск {zQC2; 

l2i|<-> N < 1 } и шар {2бС2:12112 + |г2р<1} голоморфно не 
•эквивалентны. 

Одно из доказательств теоремы А. Пуанкаре основано на 
вычислении и сравнении групп автоморфизмов бидиска и 
:шара. Далеко идущее обобщение этого доказательства при-
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вело к полной классификации так называемых однородных 
областей в О (см. [36] или [44], § 24). 

Другое доказательство теоремы А. Пуанкаре основано на 
[см. 106] сравнении инвариантных метрик в бидиске и шаре. 
Развивая этот подход, удается освободиться от использова­
ния в нем групповой структуры рассматриваемых областей, 
что приводит, например, к доказательству голоморфной не­
эквивалентности любого аналитического полиэдра и любой 
строго 'Псевдовыпуклой области в О . 

-§ I. ОЦЕНКИ ДЛЯ ИНВАРИАНТНОЙ МЕТРИКИ КАРАТЕОДОРИ 
И ДРУГИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 

Пусть D — строго псевдовыпуклая область в С", т. е. 

£>={геСп:р(г)<0}, 

где р (г) —дважды непрерывно дифференцируемая, строго 
шюрисубгармоническая функция в окрестности замыкания 
D области D, причем grad р(г)----0 в точках z£dD. 

Обозначим через CD(z,,z") инвариантное расстояние 
Каратеодори между точками г' и г" области D (см. [157, 
117]). Имеем 

CD(dz) = CD{z,z + dz) = sup %{z)-dz\. (1) 
/=£Я (D) az I . 

1Л<1 

Для точки {.QdD обозначим через Т{ комплексную каса­
тельную плоскость к dD в точке С, а через -V£ —комплекс­
ную прямую, ортогонально пересекающую Т\ в точке у 
Для каждой точки zQD, достаточно близкой к dD, на 3D 
•определена единственная точка С (г), для которой |г —.;(г.)|----
=р(г., d.D), где р (г, dD) — расстояние от точки гб-О до гра­
ницы dD области D. 

Лем*1а 1 ([51]). Для любой точки zQD, достаточно 
-близкой к dD, имеет место неравенство 

ь>с^,.(Ш!!к^+^М.у>ь, (2> 
12 °К ' \ p(z,dD) _ Vp{z,dD) j h ' K ' 

•где через (dz,N\{Z)) и [dz,T{(z)) обозначены проекции dz 
на плоскости N{(Z) и Тс (г) соответственно, т.1, т2 —положи­
тельные постоянные, зависящие лишь от области D. 
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Ч В случае, когда D—-шар радиуса R, в С2 утвержде­
ние леммы следует, например, из явного выражения для. 
метрики (см., например, [117]) 

п _ 
CD(dz)={n+ 1)Щ^Л Д $ ^ | - (3> 

При этом постоянные fi и 72 зависят лишь от радиуса ша­
ра D. 

Пусть теперь D — произвольная строго псевдовыпуклая 
область. Пользуясь тем, что граница 6D — дважды глад­
кая компактная гиперповерхность, имеем число г > 0 , об­
ладающее следующим свойством: для любой точки CGdZ> 
справедливо включение 

-5^(r)cD, (4> 
где Вх, (г) — шар радиуса г, граница которого содержит 
точку iddD. 

Из (1), (3) и (4) следует, что для любой точки гб£>„ 
достаточно близкой к dD, имеем неравенство 

(\(dz,Nl,J\\ \(йг, тг,.Л\\ 

Правое неравенство в (2) доказано. 
Доказательство левого неравенства в (2) более содер­

жательно. Фиксируем точку {.QdD. Из условия строгой 
псевдовыпуклости области D _вытекает ([15], глава IX С) 
существование в окрестности D такой голоморфной функ­
ции г.у0(г.), что 

^о (Q=0; grad w0 (С)Ф0; Re w0 (г) < 0 при zQD\ {С}. (6). 

Пусть индекс а таков, что ~(С) •,--0. Положим 

W^Z>~ \w0(z), г-=а-

Рассмотрим отображение z-^-w(z) = {wx{z),,.,, ш,г(г)}„ 
26 D. При этом отображении: область D переходит в ограни­
ченную область G в пространстве переменных шь . . . , шп, и, 
в силу (6), некоторая окрестность точки £ биголоморфно 
отображается на окрестность точки w(Q. 

Условие строгой псевдовыпуклости границы области D 
в точке С и (6) влекут за собой обычную строгую выпук­
лость границы области О в точке w (С). Точнее̂  существует 
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такое R>0, что для любой точки -q£dG, достаточно близ­
кой к точке w (С), имеем 

ОаВп(Я), (7) 

где через ВА (Я) обозначен шар радиуса R, граница которого 
касается границы области О в точке т.. Из (1), (3) и (5) сле­
дует, что для любой точки wQO, достаточно близкой к 
точке w (С), имеем 

(*»-^м)1 | 1 (*-•• Пм) П т 
p{w,dG) "Г у р (ш> dG) )'W 

Здесь через VJ(W) обозначена точка на дО, для которой 
\w — rj(w)\ = p(w,dG). 

Поскольку область О является голоморфным образом 
области D, то из (1) следует неравенство 

CD(d2)>CG(day(z)). (9) 

Так как отображение w-*-w(z) биголоморфно в окрестности 
точки С, и поскольку из-за компактности 3D постоянную /? 
в (7) можно выбрать не зависящей от СбдА то утвержде­
ние леммы вытекает из неравенств (8), (9) и (5) • 

Лемма '2. Пусть 2—произвольная ограниченная об­
ласть в С". Тогда для любого гб2 имеет место неравенство 

•где постоянная т 2 >0 н е зависит от zQQ. 
•4 Обозначим через B(z,p(z,dQ)) шар радиуса р(г, 3Q) с 

центром в точке г. Из (1) и (3) вытекают неравенства 

Са (dz) < С.в<«.р(«,вп)) (dz)=Vn + 1 ~^-J—• • 

Заметим, что если бы мы здесь пользовались не инва­
риантной метрикой Каратеодори, а инвариантной метрикой 
Бергмана, то у нас бы возникли затруднения с доказательст­
вом аналога леммы 2. Только по этой причине мы пользуем­
ся в настоящей работе метрикой Каратеодори. Отметим, что 
утверждение леммы 1 справедливо и для метрики Бергмана. 

Оценкам кернфункции Бергмана и ее производных вблизи 
границы строго псевдовыпуклой области посвящены работы 
Дитриха [80], [81], которым предшествовали работы Берг­
мана [65] и Хермандера [108]. 

С0 (dw) > CBn{w){R) (dw)> та 
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В работе Грэхама [98] даны точные оценки для констант 
71 и Тг в лемме 1. 

Л е м м а 3 ([28]. Пусть Q — ограниченная область в Сп 

с границей класса С2. Тогда любая строго отрицательная в Q 
(плюри) субгармоническая функция «(2) допускает оценку 

|«(г)|>Т8-р(МВ). 
где постоянная Тз>0 не зависит от гб£. 

Эта оценка (для субгармонических функций в области 
эвклидова пространства) доказана, например, в [24]. 

Лемма 4 Ц38]). Пусть 9 —ограниченная область в С", 
граница которой состоит из конечного числа гладких по-
верхнрстей, пересекающихся в общем положении. Тогда для* 
любой непрерывно дифференцируемой функции v (г), удов­
летворяющей оценке 

| grad v (z) I < •---——, 
1 s [p (z, Щ]а 

где постоянные <x(0<a<l) и -f4 (т*4>0) не зависят от гб2, 
имеет место неравенство 

|-?(г')-'0(г")|<т-|г'-г"|----, 
где постоянная 7 Б > 0 не зависит от zf,z"QQ. 

В случае, когда Й —круг на комплексной плоскости,. 
лемма 4 содержится в одной теореме Харди и Литлвуда 
[17], стр. 399). 

§ 2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Область С в С" назовем правильной псевдовыпуклой об­
ластью, если 

G = {2:pv(2.)<0, l<v<N), 
где {pv} —вещественнозначные, дважды непрерывно диф­
ференцируемые, плюрисубгармонические функции в облас­
ти 2 - О , и 

rang {grad pVl, . . . , grad pVft} = k, 
K M - , . . . , vk<N, k = \,2, ... N, 

на множестве {-гбй :pv — pv — . . . = p̂  —.0}. 
Т е о р е м а 5 ([51]). Пусть О—правильная цсевдовыпук-

лая область в С", a D — строго псевдовыпуклая область, 
Пусть W:z-*-w(z) биголоморфное отображение области О 
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на область L>. Тогда отображение W равномерно непреры­
вно в области G, при этом 

\w{z')-w(z")\<^\z'~z'f\ 
где постоянная т6>0 не зависит от точек z' и z" из об­
ласти G. 

.4 В силу инвариантности метрики Каратеодори имеем 
CD(dw(z)) = Ca(dz). (П> 

В силу леммы 1 и леммы 2 имеют место неравенства 

(12) 

Из (11) и (12) вытекает оценка 

Пусть 
<Ь Р(г,30) • V6> 

К(2)-= SUp pv(2), 26G. (14> 
Kv<iN 

Из (14) и гладкости функций {ру (z)} следует неравенство 
\u(z)\<lr9(z,dG), (15>. 

где постоянная ч7>0 н е зависит от zQG. 
Обозначим через Z: w-+z(w) отображение,- обратное к 

биголоморфному отображению W :z-^-w{z). Из инвариант­
ности плюрисубгармонических функций при биголоморфных 
отображениях следует, что и (г (да)) — строго отрицательная 
плюрисубгармоническая функция в области D. 
. Используя лемму 3 и неравенство (15), получаем оценку 

Тз-рК д£)<|гг(г(и.))|Нй(г)|<т8-р(г, Щ- (16> 
Из (13) и (16) получаем неравенство 

' „ <1?^У'2 

dz ^7i\Y«/ '[p(z, dG)]1'2' 
Из (17) с помощью леммы 4 получаем неравенство 

\w(z')-w(z")\<^-\z'-z"\1/2, 
где постоянная т6>0 н е зависит от точек г' и г" из G^ 

С л е д с т в и е (Г. A. Маргулис [26]). Пусть О и D — две 
строго псевдовыпуклые области в пространстве С", a W— 
биголоморфное отображение G на D._ Тогда W продолжа­
ется до гомеоморфизма между G и D. 
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Отметим, что этот результат Г. А. Маргулиса был не­
давно переоткрыт Вормуром [183]. j 

Правильную .псевдовыпуклую область 0-={2б2 : pv(z)<0, ; 
l<v<./V} назовем общим аналитическим полиэдром, если 
для любого v функция pv(2) может быть представлена в 
виде 

p.v (г) —= <Pv(Fv(z)), 
где Fv (г)—голоморфное отображение окрестности Q облас­
ти О на область 2' в комплексном пространстве меньшего 
числа переменных, а cpv—дважды непрерывно дифференци- , 
руемая плюрисубгармоническая функция в области 2'. '. 

Заметим, что в случае, когда {Ev(2)} — комплексно-
значные голоморфные функции общий аналитический по- . 
лиэдр превращается в обычный невырожденный аналитиче­
ский полиэдр Вейля. • 

Теорема 7 ([51]). Любой общий аналитический 
полиэдр не отображается биголоморфно на строго псевдо- • 
выпуклую область. 

А Допустим противное, т. е. допустим, что существует 
биголоморфное отображение W: 2 {to} D общего аналитического • 
полиэдра S = {z:cpv(Ev(z))<0, v=l , 2, .. . ,JV} на строго 
псевдовыпуклую область D=[w:p(w)<iO}. 

Из теоремы 5 следует, что отображение W продол­
жаете^ до непрерывного отображения компакта' 2 на ком­
пакт D. Фиксируем точку 7jS<?i>. Пусть точка C6.5S такова, 
что w (С) = ч\. 

Фиксируем индекс v, для которого <pv (pv (С))--= 0. Рас- | 
смотрим аналитическое множество 

ЛЧ = {гедО:.-\(г)=.МС), ?«(-**(-0)<0, а ^ } . 
Из условия правильности области G следует, что Л-,— ана­
литическое многообразие положительной размерности. Пусть 
An,> — связная компонента множества A-,, замыкание которой 
содержит точку С. Докажем сначала, что W (АЪХ)={У}}. 

Пусть -/)*—произвольная точка из множества W {А^л) С 
tzdD. Так как область D — строго псевдовыпуклая, то по 
теореме Росси существует (см. [15], глава IX С) функция 
f(w)~непрерывная в D, аналитическая в D и такая, что 

1/(™)|</(7/*) = 1, для всех w£D и w=f=rf. (IS) | 
Рассмотрим непрерывную на О, аналитическую в О функ- j 

цию f(w(z)). Ввиду равномерной непрерывности функция I 
f(w(z)) голоморфна не только в О, но и на аналитическом \ 
•многообразии Ari£<zdQ. Для точек zQA^r имеем f(<w(z))<. 
<f (Г) </№£*)), где С'еА,...;. • 
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В силу принципа максимума для всех zQA^ получаем 
равенство / ( ® (г)) =-/(),*). Пусть теперь z6An,g и |г — С| ->0. 
Тогда |/(т.*) — / ( ^ ) | — |/(«У(г))--/('Ш(С))|->0. Следовательно, 
' / (v,*)=/ ( i , ) . В силу (18), получаем равенство TJ* =17, то 
есть WiAnd^W. 

Фиксируем теперь произвольную точку 3*6-4..,t. Пусть 
z(t) (0<t< 1)—- отрезок прямой линии, лежащий в области 
<3 и удовлетворяющий условию 

P(z(t),z*)*c2p(z(t),d0), 0 < i < l ; г(0) — г*. (19) 
Положим w(t) = W (z(t)). Так как г(0)бЛ,,,Е, то да (0) •--='.•.. 
Мы покажем далее, что справедливы неравенства 

Р (да (^)<Т9/р(^ (/),<—>), т 

где положительная постоянная Y- не зависит от t (0<zf<1) , 
Т% — комплексная касательная плоскость к dD в точке yjQdD. 

Если выполнены неравенства (20), то из теоремы Ф а т у -
Стейна (см. здесь теорему 2 в главе Л) следует, что для 
почти всех т] на dD предел \imW~1 (w(t)) зависит только 
от областей G, D, отображения W и точки щ. Но по по­
строению 

IimVr--(w(0)---8*, 
.•wo 

где z*—произвольно фиксированная точка из множества 
А^х- Получили противоречие. 

Осталось доказать справедливость неравенств (20). Ис­
пользуя теорему 5 и неравенство (19), получаем неравенство 

9{w (0, i)< Т б / р И 0 > г * ) < Те 1/2-Р(гС). дО). (21) 

Оценим теперь расстояние p(<w(t),rQ от точки w(t) до 
комплексной касательной ПЛОСКОСТИ Т%. Имеем прежде всего 
неравенство 

' [dw{t),N$ 
P(w (t),Tc

v)< dz{t) \dz{t)\. (22) 

Так как w(t)-+y] при t-+0, то из леммы 1 вытекает сущест­
вование такого г?-> 0, что для t < i 0 имеет место нера­
венство 

Co(dw(t))>$№®^,0<i<t0.- (23) 
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С другой стороны, справедливо неравенство 

CD(dw(t)) = CG(dz(i))<b-^§L... (24) 

Из (23), (24) и (16) вытекает оценка 

— \ЗЩ\—<?Г ' ь' °.<'<V (2б> 

Из (25), (22) и (19) следует оценка 

Р (да (t), Т$ < ^ » р (г (t), 5G), 0 < t < t0, (26> 

Неравенства (20) вытека1от из (21) и (26), если иметь оценку 
P(z(t), аО)<ТюР(-(0. 3D), 0<*<* 0 , (27) 

где постоянная т10 не зависит от t. ' 
-Рассмотрим в области О строго отрицательную плюри-

субгармоническую функцию p(w(z)). Так как в окрестности 
точки г* граница dG дважды гладкая, то по лемме 3 
существует постоянная т~п такая, что для всех z достаточно' 
близких к г* имеем неравенство 

|р(-(г))1>Т-1Р(г- дО). (28> 
Неравенство (27) следует из (28) и из следующей оценки 

|р (w)\ < (.sup [grad p (гг>)|) • р (w, <?£>)• 

Внося в доказательства теорем 5 и 7 некоторые усовер­
шенствования, можно показать, что справедливы следующие-
утверждения. 

Теорема 8 ([51], [30]). Пусть w(г) — собственное голо­
морфное отображение правильной псевдовыпуклой области 
GcC/! на строго псевдовыпуклую область DczCn. Тогда 

\_ 
\w (z') — w(z")\<7• |г' —г"|2, где постоянная 7>0 не зависит 
от точек z', г"ф 

Т е о р е м а 9 ([51]). Любой общий аналитический по­
лиэдр G не отображается голоморфно и собственно на об­
ласть D, граница dG которой содержит непустое' открытое-
подмножество точек строгой выпуклости. 

В случае, когда G — полидиск, a D — шар, утверждение 
последней теоремы доказано Ротштейном в 1935 г. (см.. 
[158]). 
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Мы называем точку C6-5D точкой строгой выпуклости, 
если в окрестности ТОЧКИ С граница 3D—дважды гладкая 
и существует такой шар E, что DaB, a ^QdB 

Напомним здесь (Уэлс [192], теорема 3.1), что любая об­
ласть D с дважды гладкой границей 3D имеет на границе 
непустое открытое подмножество точек строгой выпуклости. 

Сформулируем в заключение еще один недавний резуль­
тат С. И. Пинчука [30]. 

Т е о р е м а 10. Пусть до (2) —- собственное голоморфное 
отображение строго псевдовыпуклой области G на однос-вяз-
ную строго псевдовыпуклую область D. Если дополнительно 
известно, что отображение до (г) непрерывно дифференци­
руемо в замыкании G области G, то w(z) является биголо-
морфным отображением G на D. 

Это утверждение является заметным продвижением в 
нерешенной задаче (см. [83]) о существовании собственных 
отображений шара в себя, отличных от автоморфизмов шара. 

Г лав a V ' 

ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛА ТИПА 
КОШИ-ЛЕРЕ В СТРОГО ПСЕВДОВЫПУКЛЫХ 

ОБЛАСТЯХ 

§ 1. ФОРМУЛА КОШИ-ЛЕРЕ 
ДЛЯ СТРОГО ПСЕВДОВЬЩУКЛЫХ ОБЛАСТЕЙ 

Теория аналитических функций одного комплексного пе­
ременного построена в значительной степени на основе ин­
тегральной формулы Коши. Имеется много различных обоб­
щений формулы Коши на аналитические.функции нескольких 
комплексных переменных: формулы Вохнера—Мартинелли, 
Бергмана—Вейля и др. Долгое время оставалось неясным, 
какое же интегральное представление всерьез•'претендует 
быть аналогом формулы Коши. В 1955 г. Ж. Лере (см. [134], 
[25]), создавая теорию вычетов на комплексном аналитиче­
ском многообразии, нашел формулу,, которая, как позже 
выяснилось, содержит в себе как частные случаи по сущест­
ву все известные интегральные представления для аналити­
ческих функций нескольких комплексных переменных. 

Своеобразной чертой формулы Лере является то обстоя­
тельство, • что для конкретной области в Сп формула Лере 
дает не одно интегральное представление, а целый класс та­
ких представлений. Выбор из этого класса удачного предста­
вителя (в частности, с голоморфным ядром) есть задача, 
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требующая специального рассмотрения. Например, для ана­
литических полиэдров удачная реализация формулы Лере 
приводит к формуле Бергмана—Вейля (см. Норге [150]), 
найденной- Бергманом и A. Вейлем еще в 1934—35 гг. 

Наряду с аналитическими полиэдрами в комплексном 
анализе важную роль играют строго псевдовыпуклые об­
ласти. . 

Пусть D — ограниченная область в С" с дважды гладкой 
границей, т. e. D-= {гбЙ:р(г)<О},где вещественная функция 
Р дважды непрерывно дифференцируема в области QDD 
и gradp=?--0 йа границе -3D области D. Известно, что такая 
область является областью голоморфности (псевдовыпуклой 
областью) тогда и только тогда, когда квадратичная форма 

неотрицательна для всех z£dD и всех таких w, что 

В случае, когда квадратичная форма (*) строго положитель­
на для всех ау#0, удовлетворяющих условию (**), область 
называют строго псевдовыпуклой областью. 

В настоящем параграфе показано, что для строго псевдо­
выпуклых областей формула Лере (лемма 1.1) также поз­
воляет вывести удачное интегральное представление с голо­
морфным ядром (теорема 1.1). При этом, если для вывода 
формулы Бергмана—Вейля в качестве модели используется 
формула Кощи для полидиска, то при выводе интегральной 
формулы с голоморфным ядром в строго псевдовыпуклой 
области образцом служит интегральное представление с го­
ломорфным ядром для обычной выпуклой области, указан­
ное самим Лере (лемма 1.2). 

Пусть /(г)—голоморфная функция в области Q я-мерного 
комплексного пространства С". Фиксируем точку Z&Q. 
В комплексно (2я)-мерной области СлХ-2, снабженной коор­
динатами (т),-), гДе rl=(rll, < 2 , . . . , TjjeC"; с=(С1) с2 y e a , 
рассмотрим аналитическую гиперповерхность 

^ , . - k , « : ) 6 C « x s : 2 ( i : f t - z f t ) . 7 , f t = i j . 

Пусть О — ограниченная область в С" с кусочно гладкой 
раш-щей 5G, причем Z&G И О с 0 . ,, ,•...••'.,* • , 
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Пусть при фиксированном г определена такая непрерывно 
дифференцируемая по C6<?G функция т.(С)----{/.--(С), .. ., ̂ „(С)}, 
что для любого C6-5G имеет место равенство 

п 

Ориентируем область G (и соответственно границу 3G) так, 
чтобы 

(-*)"$ ">(QA^(C)>0, где (U(g = dC1AdC2A...AdC„. 

Пусть а— цикл на Mz, который описывает точка ('/)(С), Q, 
когда С пробегает ориентированную границу дО области G. 
Обозначим через h (а) класс компактных гомологии поверх­
ности Мг, содержащий цикл а. 

Лемма 1.1. (Лере [134, 25]). Для любого цикла p6h(<*) 
имеет место равенство 

$/(-К(1)л<о(с)--- W(c)«-/(^(g)A»(c)—(|^'/(2), (l.i) 
Ь х,фв 

п 

где т ' (т;) = 2 (— 1 );"I^/d% Л • • • Лd^/_i Л d^+ .Л • •. Л drin. 
j-i 

Для приложений, которые рассматривал сам Лере, 
выбор представителя (3 из класса h (а) не был существенен. 
Вероятно, поэтому следующее весьма важное для нас след­
ствие леммы 1.1 отмечается в [134,25] ЛИШЬ в качестве 
замечания. 

Лемма 1.2 (Лере [134, 25]). Пусть /?={Сб2:р(С) <0}— 
выпуклая область, компактно содержащаяся в 2, где p(Q — 
вещественнозначная дважды непрерывно дифференцируемая 
функция в 9, причем gradp-^O на 0D. Тогда для любой 
функции /(С), голоморфной в Q, и для любой точки zQD 
имеет место равенство 

Лг)=-%=$- [ /(СКЫ9)Л-ЧС), (1-2) 

где 

7]A(C) = --^(C)/ i ; -^(C)-(Cv-^) (k-=l,2, .. . ,«). 
/ V"-1-! 

Ценность формулы Лере (1.2) заключается в том, что, 
во-первых, ядро голоморфно зависит от параметра z&D и, 
во-вторых, как будет показано в § 2, в точках zGdD это 
ядро имеет особенность, поддающуюся хорошим оценкам. 
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Пусть в дальнейшем -О—строго псевдовыпуклая область 
в С". По лемме Кона (см. [15], глава IX, лемма A4) имеем 

£={г6Й:Р(г)<0}, 

где р(г)—вещественнозначная функция, дважды непрерывно 
дифференцируемая и строго плюрисубгармоническая в обла­
сти 2 э Д причем gradp-7--0 на dD. 

Пусть Кй—{г:|Р(г)|<-},1 A — ̂ U D , Ue.6—{(C, z):(,QV6, 
z£D& и |d — .21<e}. Через G {V,H) обозначим пространство 
непрерывно дифференцируемых в области V функций со зна­
чениями в пространстве Фреше Н. 

Пусть ©(Dt) — пространство функций, голоморфных в 
области Оь. 

Лемма 1.3 ([46, 152]). При сделанных предположениях 
существуют постоянные у, в, 8>0, функция ФбС1 (Ve, ® (А)) 
и функции F, GgC1 (Ue.e) такие, что 

(а) 0-=E.G на Ue,6; F(C,C)=-0 и |G|>T на U8,6; |Ф |>т 
вне t/g,u', 

(б) 2ReF(C,z)>[p(Q-p(;-.)]+7-K-z|- на UE,S; 
(в) d-E(С,г) 1^ — -dj? (С,z)\^г-др(г). 
Этот результат, при условии, что граница dD-трижды 

непрерывно дифференцируема, содержится в §§ 2.3 работы 
[46]. Близкий результат независимо получен в [154]. В при­
водимом доказательстве мы следуем улучшенному изложе­
нию соответствующего результата из [46], предложенному 
Оврелидом в [152], § 3 и позволившему ограничиться усло-
зием. что граница dD дважды непрерывно дифференцируема. 

Лемма 1.3 справедлива для строго псевдовыпуклых об­
ластей не только в С™, но и на произвольном многообразии 
Штейна. Однако для построения необходимого интегрального 
представления, кроме леммы 1.3, используется утверждение, 
в котором топологические свойства пространства С™ играют 
достаточно существенную роль. 

Л е м м а 1.4 ([46, 154]). Пусть D — строго псевдовыпук-
лая область в О, а Ф(£, г) —функция, удовлетворяющая ус­
ловиям леммы 1.3. Тогда имеет место равенство 

• -

Ф(С,г)=2Р.(С,г).(".._г.), 

где Рг(С,г)еС>(\/6,^(А)), i = \,2,...,n, C6V.-, гбД>. 
Заметим, что для строго псевдовыпуклой области D на 

многообразии Штейна S нужный (для интегральных фор-
м^) аналог леммы 1.4 можно получить в предположении, 
что в прямом произведении SXS диагональ AcSX-S, явля­
ется полным пересечением. Это предположение накладывает 
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.некоторые топологические ограничения на S, основным из 
которых является парадлелезуёмость 5 (см. [167]). 

Пусть /(2)—-голоморфная функция в D из класса Я1 (dD). 
Из теоремы Фату следует, что на 3D определена измери­
мая функция f (QQL1 (3D), (.QdD, такая, что почти всюду на 
3D имеем 

/(C) = lim/(C-s.v-), 
е->.0 

где vj—единичный вектоо внешней нормали к 3D в точке 
WD. 

Т е о р е м а 1.1 ([45, 46, 154]). При сделанных предполо­
жениях для любой точки zQD имеет место равенство 

* / - л _ ( п - 1 ) . С //гч --Ч-0 (£••*)) Ли (О п о, 
/\г)—(2ШуГ) JK4 Ф » ( С , 2 ) ' У1'*' 

где P(C,z) = {Pi<C,z), ...,/>„.-,«)}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.3. Предположим сна­

чала, ЧТО D строго выпуклая область т. е. второй дифференциал 
функции р строго положителен в окрестности D. Положим 
а этом случае 

Ф = ^ = | | ( 0 - ( С г — г<). (1.4) 

Из строгой выпуклости функции р(С) и из теоремы Тейлора 
вытекает существование такой постоянной т>0 , что для 
любых С, ZQD& выполняется неравенство 

2ReF(C,z)>[p(C)-p(z)] + T. |C-z|2. (1.5) 
•Свойства (а), (б) и (в) являются в этом случае непосредст­
венными следствиями (1.4) и (1.5). 

Если р-строго плюрисубгармонична в окрестности Ъ и 
gradp-7--0 на 3D, то, как известно (см. [ПО]), для 
любой точки -.*6dL> существует такое биголоморфное 
отображение z-+w (z, С*) некоторой окрестности St.* точки 
С* на некоторую окрестность нуля W^* в пространстве 
переменных wu w2, •.., wn, что обратное отображение 
w-¥z(w, С*) превращает строго илюрисубгармоническую 
функцию р(г) переменного z в строго выпуклую функцию 
Pt*(w) = p(z(w, С*)) переменного w в области Wx.*-

Из формулы Тейлора следует существование постоянных 
* * > 0 и f*>0 таких, что 

2Re _ Щ- (w')-{w't - wt) > рс. (ш') - р,., И + Г • К - » | 2 , (1 -б) 
. 1 - Х . . . . . 
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если |'--/|<е'* и \w — да'|<е*. Поскольку отображение z-> 
-э-ш (.г, С*) является диффеоморфизмом, то из (1.6) вытекает 
существование таких постоянных &*>0 и т*>0, что 

2 Re _ £ f (^ (СД*)) • (wt (С, С*) - щ (г, С*)) > 
. • = : 

>Р(С)-р(г) + т*-К-г|2, (Г7> 
если |С— С*|<б* и |С —z|<e*. 

Положим 

F^—2^(^(C, C*))-(̂ (-:, V)-wt(z, С*))-
/ = 1 

= 2 щМ\2Ш^ a- WH»t& v)-wt<z,c*)j, (i.8> 
если [С-С*|<е* и |C—z|<s*. 

Выберем точки С, • . . , С.у на 5D так, чтобы шары 
^:*. S*=={f-:IC-C*|<et], i = l ,2, . . . , /•/ покрывалиdD. 

Пусть бесконечно дифференцируемые, финитные функции1 

срг, г = 1, 2, ..., N, образуют разбиение единицы в окрестнос­
ти Уб границы dD, причем suppcp.cS* *. 

ПОЛОЖИМ 
N 

F(C.z) — 2^(C)-E*(C,z), (1.9> 

где 
СбКб и |С-- 2 | < 2 e = m i n е., 

Из (1.7), (Г8) и (1.9) следует, что 
2ReE(C,2)>P((;) — P(2) + -r-|C — 2|2 на.С/а». 5, •(1.10) 

где 7 = min Т*-
Мы получили таким образом утверждение (б) доказыва­

емой леммы. Утверждение (в) получается непосредственным 
вычислением. 

Если 8>0 выбрано достаточно малым, то из (Г 10) 
получаем 

ReF(C,z)>0, '' (1.11)-
если Сб^а. z£D6 и е< |С-г |<2е . 

'Заметим здесь, что в первоначальном доказательстве 
леммы 1'.3 (см. [46]) функция F (С, г) выбиралась проще. 
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Именно, можно положить 

Однако при таком выборе функции F (С, г) необходимо усло­
вие, чтобы функция р была трижды непрерывно дифферен­
цируема. 

. Пусть In F —фиксированная непрерывная ветвь логариф­
ма в области R e F > 0 на плоскости комплексного перемен­
ного F. Пусть х(г) —вещественнозначная, бесконечно диф­
ференцируемая и финитная функция с носителем в шаре 
So.2e> причем х(2) = 1, если |z| <е. 

Определим в области А замкнутую дифференциальную 
форму В (С, г) типа (0,1), гладко зависящую от параметра. 
С61Л., следующим образом: 

5 ( C ) Z ) = M - n F ) - X ( C - z ) ) . если z6suppgrad,x(C-z); 1 Л 

I 0, если z(|suppgrad2X(C— г). 
Это определение корректно, поскольку, в силу (1.11).,. 
R e E > 0 , если z6suppgrad2x(C —г). 

. Через L(o.i) (А) обозначим гильбертово пространство-
замкнутых дифференциальных форм типа (0.1) с коэффициенг-
тами, принадлежащими L2 (А) 

Поскольку -б(С,г)бС1(Кб>^(о,1)(А)), то из теоремы Ока — 
Хермандера ([108], теорема 2.2.3) следует существование-
функции С (С, z)6G1 (V6, L2 (А)) со свойством 

дгС(^г)^В(С,г). (\.Щ 
Положим 

Ф(С,2) = 

Г.Р(С,г)ехр(-С(С,г)) при Сб^в, гбА и |С — 4 < е ; 
lexp(lnE-x(C-2) — С (С, г)) при С б ^ г б А и |С-г|>в. 

Определение (1.14) корректно, поскольку при |С—г\=£имеем-
E-exp(-C)—exp(lnE-C). 

Из (1.12), (1.13) и.'(1.14) следует, что Ф(С, г)бСх {Vb, ® (А)У' 
и выполняется СВОЙСТВО (а), обещанное в формулировке.: 
леммы • 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.4. Рассмотрим функцию 
Л (С, г, та;)-=Ф(С,г) — Ф(С,да). Из свойств функции Ф(С,г) 
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'вытекает, что А (С, z, ш)бС1 {уй,® (DsX А)). При каждом 
•фиксированном Сб̂ в функция A(i,z,w) принадлежит идеалу 
/ голоморфных функций, равных нулю на диагонали А 
в прямом произведении DeX А . По теореме Ока—Гефера 

-(см., например, [44], теорема 7.3) идеал / имеет п образую­
щих wl — 21, w2 — z2,...,wn — zn. Поскольку функция 
А (С, z, w) непрерывно дифференцируемым образом зависит 
-от параметра Сб1/--.. то (см., например [28]) разло­
жение функции Л (С, г, •да) по образующим идеала / 
можно сделать непрерывно дифференцируемым образом 
зависящим от параметра Сб е̂- Точнее, существуют функции 
••Q • (С, г, вг̂ бС1 (V&, Н (А X As)), i = 1,2, . . , , п, такие, что 

п 

А (С, z, <ш) = 2 Q£ (С, г, w) (w/—г,). 

"Так как F(C,C)=0, то и Ф(С,С)----О. Имеем 
п 

Ф (С, г) = А (С, г, Q = 2 Qi (<-. 2, Q (даг - г;). 
i—1 

"Полагая Рг(С,г)—Q;(C,-z,C), i = 1,2, .. .,п, мы заканчиваем 
доказательство леммы 1.4 • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Рассмотрим после­
довательность областей 

А = { г б й : Р ( г ) < - - } . v{to}{infty}. 

•Имеется такая постоянная v0, что для всех v>v0 справедливы 
включения <3DvcVr6, где 8 —постоянная из леммы 1.3, и 
гбА. 

Пусть а —цикл на поверхности М — {(т., С)6С"Х А 

^(СА—гА).7|й.--=1>, который описывает точка (т)(С),С), где 
"*-1 J 
f\(C) — флНк> когда £ пробегает ориентированную границу 

•<ЭА, области A v>v0. 
Заметим, что, в силу лемм 1.4 и ГЗ функция t\ (Q являет­

ся непрерывно дифференцируемой по СбдА, v>v0. По лем­
ме 1.1 (Лере) имеем 

./(2) = w 4 /(t-)»/(S^)A»W.v>ve.' (L15) 
• ; 6 a D v ' • . . . , , 
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'•Используя теорему Привалова —Соломенцева (см, гл. 1), 
ш (1.15) можно перейти к пределу при v{to}oo. Получим 

™-%$$/1->.'Ш)л.в>-
ZQdD 

. _ ( я - 1 ) » С +п\ m'(P(£.{cdot}-))Am(e) -. 
(2iton J •/ w .ФЯ(£, z) > 

§ 2. ОЦЕНКИ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ- Л ЕРЕ 
В СТРОГО ПСЕВДОВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 

Обозначим через A(D) пространство функций, голоморф­
ных в области D и непрерывных на D. Принципиальная воз­
можность существования интегрального представления на 
3D для значений функций f(z) из A(D) c ядром, голоморф­
ным по внешнему переменному z 6 D, доказана (причем для 
произвольных областей) в работе Глисона [96]. Однако 
в приложениях важно иметь информацию об особен­
ности ядра, которую невозможно извлечь из теоремы 
•существования Глисона. Напротив, ядро интегрального пред­
ставления из § 1 имеет особенность, допускающую оценку, 
похожую i-ia оценку ядра Коши в формуле Коши для круга. 

Пусть Z) = {гб2:р(г)<0} —-строго псевдовыпуклая область 
в С", а Р ((,, г) и Ф(С, г) —функции, удовлетворяющие ус­
ловиям леммы L3. 

Лемма 2.1 ([45, 46]). Для любой точки zQD и любого 
•8 (0 < § < То) имеет место следующая оценка особенности 
•ядра интегральной формулы в теореме 1Л 

\ |Ф(£, z) l" < T l l n e + |p(*)| ' ( 2 Л ) 

tQ(dD)\SZi6 

где da —элемент (2/1 — 1 )-мерного лебегова объема на гра­
нице 3D области D, 5г,й —шар радиуса 8 с центром в точ­
ке г; т0, ft —положительные постоянные, не зависящие ни 
•от г, ни от 8. . 

Эта оценка позволяет получить многомерные диалоги 
некоторых известных результатов об интеграле типа Коши 
для круга. 

Обозначим через Ca(D) — пространство непрерывных 
функций на D, удовлетворяющих условию Гельдера с пока­
зателем а (0<а<1). 

Фиксируем функцию g&Ca(D) (0<a<1) и рассмотрим 
оператор О, который функциям / из Нж(0) ставит в соот­
ветствие функции 
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•tnrtM С"-1-11 С fit) ^(Q-g(z)]-ca'(P(^ 2))Лч>(£) , 2 9 * 
(Q/)(ZJ————- ^ / W ФВ(С, z) * ^ - / ' 

Рассмотрим также оператор L ,̂ который функциям / из 
H°° (D) ставит в соответствие функции 

ИвМ*) = & 5 /(^g^^^^rfy^- (2.3) 

Из теоремы 1.1 вытекает 
Лемма 2.2. Для любой функции f^Hco(D) имеем ра­

венство (Lgf)(z)=f(z).g(z) + (Gf)(z), %ф. 
Теорема 2.1- а).Оператор О является вполне непре­

рывным оператором из пространства Н°° (D) в пространство 
С(D). При этом имеет место неравенство 

Р|<т-М1п[7+AJ, 
где M=max|g-(C)|, l= max |g"(C) — £(C)|/|C — C|a, постоянная 

-G— п.Гбю 
7>0 зависит только о т Д и а > 0 . 

6) Более того, оператор J3 отображает пространство 
H**{D) в пространство, Ca/2(D), если dim cD>l и в прост­
ранство Ca(D), если dimc(---') —1 и а < 1 . .' 

Утверждение а) этой теоремы доказано в [45, 46] (см. 
лемму 4.3 в [46]). 

Из теоремы 2.1 .и леммы 2.2 вытекает 
Т е о р е м а 2.2. Если g6Ca(Z)), 0 < a < 1, то 
а) Оператор lg является ограниченным оператором в про­

странстве Н™ (D), при этом Lg имеет замкнутую область 
значений в Н°°(D), конечномерное ядро и ||Lg.||<M + ||G||. 
Если еще g=£0 на dD, то оператор Ls имеет конечномер­
ное коядро. 

б) Оператор Lg отображает пространство © (D) П Ср (.О) » 
пространство 0(D)nGp(D), если.Р<а/2. 

Сформулируем еще одно поучительное следствие тео­
ремы 2.1. 

Теорема 2.3. Пусть geCa(D), 0 < a < L Тогда функ­
ция L(g), задаваемая интегралом типа Коши —Лере 

,L(g)(g)^(V)(2)-|z-ill [ Ei^'^^K (2A) 
tew 
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принадлежит пространству Ca/2(L>), если dimcD>1, и про­
странству Ca(D), если dimcL- —1 и а < 1 . 

В случае, когда D — шар и 0 < а < 1 , этот результат вы­
текает из теоремы 7.1 в работе Корани и Ваги [132]. 

Отметим, что оценки показателя Гельдера для интеграла 
типа Коши—Лере в теоремах 2.1—2.3, вообще говоря, неулуч-
шаемы в шкале гельдеровских норм. Теоремы 2.1—2.3 пока­
зывают, в частности, что поведение интеграла типа Коши—• 
Лере для многомерных строго псевдовыпуклых областей 
имеет не только сходство, но и отличие от поведения инте­
грала типа Коши для комплексно одномерных областей. 

В случае, когда D — шар в С", поведение интеграла типа 
Коши—Лере исследовано более тщательно. Доказан, напри­
мер, следующий аналог теоремы М. Рисса. 

Теорема 2.4. Пусть g(C)QLP(dD), 1<p<oo , где 
dD — граница шара D в О». Тогда функция L(g)=Lg\, за­
даваемая интегралом типа Коши —Лере (2.4), принадлежит 
пространству №(сШ). 

Этот результат доказан Кнаппом и Стейном [116] (йри 
jt? = 2) и Корани и Ваги [132] (1<р<оо) 

Переходим к доказательству сформулированных в этом 
параграфе утверждений. 

Введем, следуя [46] § 3, локальные координаты, в кото­
рых удобно делать оценки, интеграла типа Коши —Лере. 

Лемма 2.3. Существуют положительные постоянные 8' 
и Y такие, что для любого zQdD в шаре Sz,6', возможна 
гладкая замена координат (Ci,C2, .. .,С„)=С на координаты 
К (Q,'la(Q. •• •.1n(Q)—7l(C) со свойствами 

(a) vll(g — p(C)™p(Z) + iImF(C,2); 
<б) v;(г) = 0 ; 
(г) |С — г |> т 'ЫС) -7 ) ( г ) | > ( т ' )Ч - - - - - | Для всех HeSt,w, 

<Д) ^ > M C ) — 1 jffi1 ? . >Г Для всех Сб5г,2в', где 
У I u Vt-i - • • • i ъп) 

Iz(О-модуль якобиана отображения C{to}vj(Q, F(С,г)-—функ­
ция из леммы 1.3. 

•4 ДЛЯ любой точки zQdD, в силу свойства (в) функции 
F(C,2), из леммы 1.3 имеем ^/7(С,г)|-;_г-7--0. Отсюда и из 
непрерывной дифференцируемое™ функции F (С, г) следует, 
•что существуют такие постоянные у '>0 и §'>0, что для 
любого zQdD в шаре Sz ^ возможна гладкая замена коор­
динат С на координаты г|(С), что с ПОСТОЯННЫМИ 8 '=8 ' и 
7 —•?' выполняются свойства (б)—-(д) и свойство 

" S)^(g=E(c,2). 
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Заметим теперь, что 1m--1(Q=-- lm E (С, г) =Tm т.-. (С). В силу 
(в) из леммы 1.3, имеем 

dE Re ̂  (С)=dr. Re F (С, г) = - 1 dx. Re р (С) =-= \ dr. Re 4 (Q. 
Отсюда заключаем, что существуют постоянные ? ' > 0 и-
Ъг~>0, удовлетворяющие требованиям леммы • 

Л е м м а 2 А Обозначим через t = {tx, t2,..., t2n) точку 
(2/г)-мерного вещественного пространства R2". При любом 
натуральном k, любом е(0<е<1) и любом 8 ( 0 < S < 1 ) спра-
ведлив"ы неравенства 

-I Г dtjdtz ... dim 
J [(£+.••+ 4,+«•)-+*»]*--< 

< То I In (e + 8)| + To, (2.5> 
„ Г (t1+... + t2

2n + s,i)a/2dUdts...dtzn 

J [ ( « ! + . . . + ^ + -")' + 1]<"+-«Я < 

« , < - 2 + - + - 2 B
< 1 

< T ° " ( S H - 6 ) 2 - a ' (2 '6) ' 
/ - _ Г (tl+...+tln + ^2dt^...dtin 
' a ~ 17/?, -I-/? , „,yj . ,2]„/2 ^ 7 0 ° > ^ • / ; i 

i 2
2

+ - + 'L< 6 2 
[^+... + 4,+e2)2+^]" 

где т0—абсолютная постоянная. 
-Ц Пусть д > 1 . Положим г 2 = t l + •. • + t L . Используя 

сферическую систему координат в пространстве переменных 
.-2. ' з . • - •» ^2п. ПОЛучИМ 

/ l ^ L . F /--"-• sin-"-V<9 - L r C r™~4s < 
\ У [(г-+8г)- + ГгС05г

Ф]"/2 ^ J J1[(r- + e«)» + r-S»]»-/2^ 

^ C A8"---d/- Г ds C — — _ _ _ С9Я> 

6 - 1 6 

Аналогично выводим оценки 
i в 

- f (r- + B-)"/2-----d»- -з ^_Г(л- + е-)<--,У"--Дг ,9 qv 

8 О 

Из (2.8) и (2.9) получаем неравенства 
1 

dr 
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Yi-6a~2, если 6 > s ; 
Yi-8a"2, если 5 < s , 

^ •Yi,-5ai <еслн 6 > s ; 
,Yi.ea-1-6, если 6<.e. 

Из этих неравенств вытекает утверждение леммы для/г>1_ 
Доказательство леммы для » = 1 мы опускаем, так как в-
этом случае лемма не будет существенно использоваться • 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.1, В силу леммы 1.3,. 
имеем 

J |Ф(С, г)1в> О 1-Р (5, 2)|B-|G(C, z)|» + 
Щю\зяЛ) >:е(-?-.в,\-?-,4)П-1--

^ J |Ф (С 2)1" 
«6(~\-'*.в') 

< 

<—' •-с(С) 
J I-7 (£.- z)l" 

!-е(5г,б'\^,б)па° )-е51) 
5 d~(Q, (2.10). 

где т>°> F(^ г)> GC-, 2) —из леммы 1.3, а достаточно-
малая постоянная Ъ' удовлетворяет условиям леммы 1.3 и-
леммы 2.3. 

Сделаем в шаре 5г,в' замену координат С = (С1, С2,..., С„У 
на координаты ^(t)==(~ii, ^г--.-, Уп) в соответствии с лем­
мой 2.3. Положим t2-:-i — Re7!. и tu — Im .̂t. Из неравенства* 
(б) в лемме 1.3 и равенства (а) в лемме 2.3 вытекает оценка 

| / 7 ( C ) Z ) 1 > [ (^I^J + ^ ' 2 , C 6 ^ , 6 - . (2.11). 
Используя теперь равенство ti = — р(г) для Сб(<Ю)П •->«..-',. 
неравенство (2.11) и неравенства г) и д), в лемме 2.3 имеем 
оценку 

С <to(Q .... 
J I-5 (С. -)1" ^ . 

^б(5 ' ,5 '\^,б)П№ 

< Т 2
 2 J 2 i(^+-+4+iP(2)i)2+^r' ( 2 Л ^ 
62<^+...+iJ2/.<;-

где постоянная Тг не зависит от г и S. Используя теперь. 
(2.12) и лемму 2.4, получаем неравенство 

\ | - ^^<То-Т 2 | 1п ( - + >Ш1)1 + То- (2.13) 

9S 



Утверждение доказываемой леммы вытекает теперь из 
«(2.10) и (2.13). • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1. Докажем сначала, 
что для любой /6ЯК>(£>) и для любых точек г и w из £) 
справедлива оценка 

l (G/)(2)-(G/)N|<T3-|2-< / 2-sup|/(C)|, (2.14) 

где постоянная 7з>0 н е зависит от / , г и w. Положим 
[г — w\=b. В силу (2.7), (2.11) и леммы 1.3 имеем неравенство 

{n-l)l Г |/(с)|-^(с)-^И1- |м,(^;ЛУ(Р1< (2л0л J и W l | 6 w s W l 1Ф (С> z)l" 
^ . з / б - Х Г - э 

<T4-8a/2-sup|/(g|, .(2.I5) 

где постоянная Т4>0 He зависит от / и от zQD. 
Ввиду гладкости dD существует такая постоянная 

-С5>1 что любые ТОЧКИ гит из D можно соединить кривой 
l(z, •w)aD с длиной, не превосходящей ^-\z — w\.. Без 
ограничения общности будем считать далее, что 8 < ( — ) . 

тт. \Ъ J 
Положим 

*• ' ' Ф"(С. г) ' 
где функция АГ(С, г) определяется равенством 

АГ(С- 2)da(g=-|^co'(P(!:, г))Лсо(у, 
в котором do(C) обозначает элемент (2/г--1)-мерного лебего­
ва объема на dD. 

По формуле конечных приращений имеем 
•' Я(С, г ) - Я ( . , та)- teW-gWl^(b *> + 

• [g (£)-*(«•)]•(*(£• г ) - * ( С «)) / 9 1 й ч 
+ W4LT) ~~-~ (2Л6) 

Фл+'(е, 2*) (g—'V-'N г )--2(г ) ) - | 4 z . 'г-у)|. 
где z*ei(z,w); |/(г, ВУ)| —длина дуги l(z,w)(gtadz Ф(С, г*)Х 
X-. (з*)) —производная Ф (С, г) по г в точке г* и в направ­
лении касательного к l(z, w) в точке г* вектора ".-(г.*). Из 
равенства (2.16) получаем оценку 

|Я(С, г)-Я(С, ^ ) |<Тз( | ~ |—г + | - ^ + 

+ S№(g, г*)|"+- +82ГФ(£, Z*)|"+-J' (2,17-) 

где постоянная т6 не зависит от z, wQD. 
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Из (2.17), (2.11), леммы 2.4 и леммы 1.3 вытекает не­
равенство 

(2яОя J | f f W g[ ,[ |Ф (£, 2)1" < 

set^v^ 2 -/б-

<т7(-«-п1+в- j j ^ _ < M C ) + (2Л8) 
+82 с —(о ... 

< T 8 ^ 1 n i + 8.-—L7-2 + 82.ij<T9.8a/2. 

Из (2.2) и неравенств (2.15) и (2.18) вытекает неравенство 

j(G/) (г)-(0/) И | < (2т4-8а/2 + Тэ-^/2) sup |/(i;)|. 

Поскольку постоянные у4—Тэ н е зависят от f, г w w, то 
последнее неравенство дает (2.14). В случае, когда dimcD==1, 
как хорошо известно, справедливо неравенство более сильное, 
чем (2.14): |(G/)(z)—((7/)(w)|<T3.|z-™.' «-sup |/(C)|, если 0<а < 1. 

Таким образом доказана вполне непрерывность оператора 
G'.Lm(D)-+C(D) и утверждение б) теоремы 2.1. Осталось 
оценить норму оператора G:L°°(D)->C(D). 

Пользуясь леммой 2.1 и леммой 2.4, имеем при любом 
•3<7о следующую оценку 

KG/) (2)| < \ | / (С)|• \g(С) - £ (г)|• \К (С z)\ *® + 

+ \ 1/(С)|-|Я(С)-^(г)|-|/С(С,г)|-^|р< (2.19) 

<Tl0(Mln{+L.8«j.isup|/(gi, 

где постоянная тго не зависит от / и от г. Положим теперь 
• / М \ ' / и Ш\1,а- /М\1/а 

S = ( ^ J , если{^ <т0, и 8-=То, если [р] >Т о . Тогда 
из (2.19) в первом случае вытекает оценка ||G||<-ТюХ 
XM1n^+M».aBo втором случае имеем j|G||<r I0.Mln--+M • 
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§ 3. ИНТЕГРАЛ БЕРГМАНА 
В СТРОГО ПСЕВДОВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 

Обозначим через H2(D) подпространство голоморфных 
функций в гильбертовом пространстве l\D). Известно, что 
ортогональная проекция B:L2(D)->H\D) может быть пред­
ставлена в виде 

(5/) (г) — \ / (С) • К (г. С) dv (С), /6L2P), 
ф 

где 26D; dv (С) - элемент лебегова объема в D; K(z,ty~ 
=К (С, г)--кернфуикция Бергмана. 

Один из основных результатов Дж. Кона [118] может 
быть сформулирован следующим образом. 

Теорема 3.1. Пусть D — строго псевдовыпуклая область 
с границей класса С°°. Тогда оператор В отображает про-
странство CX(D) в пространство C00(D)[\©(D), где С^ф) 
обозначает пространство функций бесконечно дифференци­
руемых на D. 

Этот результат Кона получен в 1963 г. из априорных 
£2-оценок решения d-проблемы Неймана (см. [87]). Сфор­
мулированный результат был отправной точкой для многих 
исследований по граничным свойствам голоморфных функций 
в строго псевдовыпуклых областях. 

Фиксируем теперь функцию gGC^D) и рассмотрим опе­
ратор G, который функциям / из H2(D) ставит в соотвегст-: 

вне функции вида 

(0/)(г) = J f(Q[g(q~g(z)]-K(z, С)._-! (С). 

Из результатов Кона [118] можно вывести (см. [182]) следую­
щее утверждение. 

Теорема 3.2. Оператор О является вполне непрерывным 
оператором из пространства H2(D) в пространство L2(D). 

Положим Bgf=B{g'f), где f£H2{D). Тогда теорема 3.2 
и равенство 

(Bgf)(z) = ^g.f)(z) + (G/)(z) 
приводят (см. [182]) к следующему утверждению. 

Т е о р е м а 3.3. Оператор Bg является ограниченным опе­
ратором в пространстве #2(D), при этом Bg имеет замкну­
тую область значений и конечномерное ядро. Если g¥=0 на 
дВ,то оператор Bg имеет конечномерное коядро. 

Любопытно на наш взгляд сравнить теоремы 2.1—2.3 с 
теоремами 3.1—3.3. Заметим, что сформулированные резуль-
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таты Кона не удается получить из анализа свойств керн-
функции Бергмана. Наоборот, недавний прогресс в исследо­
вании свойств керн функции K(z, g) основан на использова­
нии результатов Кона. 

Теорема 3.4 (Керзман [114]). Кернфункция ЛГ(г,С) 
бесконечно дифференцируема всюду на £>ХА за исключе­
нием точек (z,Q вида: zQdD, .-.б-ЭД г=-С 

В случае, когда D — единичный шар в С" кернфункция 
Бергмана, как известно, выписывается в явном виде 

К (?.. П=г.. . — 

7 - 1 

Это позволяет получить для шара достаточно точные оценки 
для оператора В. Доказана, например, 

Теорема 3.5 (Стейн [176]). Оператор Б отображает 
а) пространство Lp(D) в пространство Lp(D)f]^(D) 

1<р< оо; 
б) пространство Ca(D) в пространство Са/2(D)Л@(А 

0 < « < 1 . 

Глава VI 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МЕРЫ 
И РАВНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 

§ 1. А -МЕРЫ И МНОГОМЕРНАЯ ТЕОРЕМА Ф. И М. РИССОВ 

1.L Классическая теорема Ф. и М. Риссов, полученная 
еще в 1916 г. при изучении граничных свойств аналитиче­
ских функций в круге, утверждает, что если конечная 
мера (- на границе дВг круга Д в комплексной плоскости 
ортогональна пространству Л (DO, т. е. ^ /d(x=0 для лю-

dDt 
бой функции / из Л (А), то мера i-i — абсолютно непрерыв­
на относительно меры Лебега на окружности. 

Справедливо следующее по существу эквивалентное 
теореме Ф. и М. Риссов утверждение: 

Для того чтобы конечная мера [х на <?Д была абсолютно 
непрерывна относительно меры Лебега на дД, необходимо 
и достаточно, чтобы для любой равномерно ограниченной 
последовательности функций /„(г) (/г —= 1,2, . . . ) из Л (А), 
сходящейся к нулю во всех точках гбД, имело место 
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равенство 
lim \fnd^0. (1) 

В дальнейшем конечные меры на границе 3D области D 
в С", обладающие аналогом свойства (1),.будем называть 
A-мерами. 

Сформулируем сначала достаточно элементарный факт об 
A-мерах, справедливый для любых областей с кусочно-
гладкой границей в Сп. 

Л е м м а 1. Пусть D — область с кусочно-гладкой грани­
цей 3D. Для того чтобы конечная мера ц. на 3D была A-ме-
рой, необходимо, чтобы были справедливы следующие ра­
венства, и достаточно, чтобы ВЫПОЛНЯЛОСЬ ОДНО из ЭТИХ ра­
венств: 

а) р,=vo+ho-cr; 
б) fX-Vl+hl-U, 

где VQ — мера на -3D, ортогональная пространству A(D), 
v1 — мера на D, ортогональная A (D), 

ha-а — мера, абсолютно непрерывная относительно меры 
Лебега я на 3D, 

h\-v — мера, абсолютно непрерывная относительно меры 
Лебега v в D. 

Пусть теперь D — строго псевдовыпуклая область в С" 
Тогда справедлив результат, который можно рассматривать 
как многомерный аналог теоремы Ф. и М. Риссов: 

Т е о р е м а 2. Для того чтобы мера \i на 3D была A-ме-
рой, необходимо и достаточно, чтобы мера [х была абсолют­
но непрерывна относительно некоторой представляющей 
меры v на 3D. 

Этот результат доказан Г. М. Хенкиным (см. [6]) и за-
•ем передоказан независимо Р.Э. Вальским [6] и Коулом и 
>анге [78]. 

Напомним, что положительную меру v на 3D называют 
представляющей мерой, если определяемый ею функционал 
на пространстве A(D) совпадает с функционалом «значение 
функций в некоторой точке zQD», т. е. если 

<J/.dv=/(z), fQA(D). 
OD 

Теорема 2 уточняет для строго псевдовыпуклых областей 
абстрактную теорему Ф. и М. Риссов, доказанную Гликсбер-
гом в 1967 г. [97] (см. также [126], [14]). 

Доказательство теоремы 2 существенно использует как 
теорему И. Гликсберга, так и следующий основной результат 
об A-мерах из работы [46]. (См. также [45]). 

Т е о р е м а 3. Пусть мера v, заданная на1 границе 3D 
'строго псевдовыпуклой области D, абсолютно непрерывна от-
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носительно некоторой A-меры. Тогда мера v также является 
Л-мерой. 

Приводимое доказательство теоремы 3 по существу при­
надлежит Коулу и Ранге [78]. Эти же авторы доказали 
справедливость теорем 2 и 3 для строго псевдовыпуклых об­
ластей на многообразии Штейна. Заметим, что и другие ре­
зультаты этого параграфа могут быть обобщены на случай 
строго псевдовыпуклых областей на многообразии Штейна. 

Интерес к изучению мер, ортогональных к A(D), в значи­
тельной степени стимулировался задачами теории равно­
мерных приближений на комплексной плоскости (см., на­
пример, [14]). 

Известно, что задача о равномерной аппроксимации ра­
циональными функциями на компакте в С1 имеет локальный 
характер (Бишоп [68], A. Г. Витушкин [9]). Известен так­
же двойственный факт, состоящий в том, что всякая мера на 
X в С1, ортогональная рациональным функциям, разбивается 
в сумму ортогональных мер со сколь угодно малыми носите­
лями (Бишоп, Гофман см. [14]). Оказывается, что аналогич­
ный факт справедлив и для некоторых областей в О. 

Т е о р е м а 4. (Вайнсток [186]). Пусть D — строго псевдо-
выпуклая область в С". Пусть |-i —мера на D, ортогональ­
ная к ©(D). Тогда для любого открытого покрытия {U,} 
компакта D существуют такие меры ^(г — 1,2,..., N), что 
ji.- сосредоточена в Ut[\D и р.- ортогональна ©(D[)L/,) 
i = 1,2,. ..,N) 

В случае, когда D — шар в О , эта теорема доказана ра­
нее Р. Э. Валыским [6]. Доказательство теоремы 4, принадле­
жащее Вайнстоку [186], основано на использовании равно­
мерных оценок (см. гл. VH) для решений д-уравнения. По­
скольку необходимые оценки получены для областей, реали­
зуемых в виде подмногообразий общего положения в прямом 
произведении строго псевдовыпуклых областей, то и утверж­
дение теоремы 4 справедливо для таких областей. В част­
ности, теорема 4 имеет место, если 'D -— невырожденный ана­
литический полиэдр в Сп. 

Пример Каллин [112] показывает, что для произволь­
ных компактов голоморфности в О аналог теоремы 4 не ве­
рен. 

Сформулируем здесь еще одно приложение теоремы 3. 
Т е о р е м а 5 ([145]). Пусть D •—-строго псевдовыпуклая 

область в О , a D1ft — полидиск в С* (k>2). Тогда банаховы 
пространства A (D) и A(Dift) не изоморфны как линейные 
топологические пространства, 

За доказательством этой теоремы мы отсылаем читателя 
в статьям [45,46]. Здесь же отметим для сравнения, что 
линейные топологические (ненормируемые) пространства 
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© (D) -я © [Di ) всех аналитических функций в областях D 
и D" соответственно с топологией равномерной сходимос­
ти на компактах этих областей являются изоморфными 
([28], предложение 2.4.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы Г Достаточность условия 
б) для того, чтобы мера у. была A-мерой тривиальна. Дос­
таточность условия а) в случае dimcD = l вытекает из 
следующей известной теоремы (см. [34], стр. 171 — 172). 

Пусть последовательность функций /п(г), принадлежа­
щих пространству A(D) (DcC1), равномерно ограничена по 
норме и для любого ZQD имеем /n(z){to}0 при п-*™ Тогдадля 
любой функции А (С), абсолютно интегрируемой нэ dD, 
имеет место равенство lim J fn-hda— 0, где do — мера Лебе-
га на 3D. 

Поскольку сформулированная теорема непосредственно 
переносится (с помощью теоремы Фубини) на случай об­
ластей D с кусочно-гладкой границей в С™ (n>l), то полу­
чаем достаточность условия а) для того, чтобы мера (х была >, 
A-мерой. 

Докажем необходимость условия а). Необходимость ус­
ловия б) доказывается аналогично, 

Пусть 1г(дВ)~банахово пространство функций, абсолют­
но интегрируемых относительно меры Лебега о на dD. 
Рассмотрим пространство ограниченных измеримых функций 
[•'"(dD) как сильное сопряженное к пространству Ll(dD). 
Будем рассматривать пространство A (D) как подпространст­
во в пространстве L°°(c?D) и снабдим пространство -4(D) 
слабой /..--топологией пространства L°° —(L1)*. 

Пользуясь определением A-меры, формулой Лере (лемма 
1.1 из главы V) и сепарабельностью /..-, получаем следую­
щее утверждение: 

Если (j. есть A-мера, то функционал 

*-(/)= S / • # . /eA(L>), 
является непрерывным в Д-топологии на ограниченных 
выпуклых множествах пространства -A(D). По теореме Хана — 
Банаха функционал m(f) можно продолжить до функциона­
ла -Л4(/) непрерывного в /Лтопологии на ограниченных 
выпуклых множествах пространства L00(dD). По теореме 
Банаха функционал M(/) непрерывен на всем пространстве 
/>(dD) в L1-топологии. 

Следовательно, M(f)= [ f-hQda, fQL°°(dD), где h0eP(dD), 

Положим v — (x — h0.o. Из построения следует, что мера 
v0 ортогональна A(D)^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Так как А-мера р 
регулярна , то гладкие функции на dD плотны в пространст­
в е L1 (3D, р). Поэтому нам достаточно доказать теорему 
д л я того случая, когда v—g-p^r&eg — произвольная фикси­
рованная гладкая функция на D. 

Пусть {/,,} —такая последовательность функций с рав­
номерно ограниченными нормами из A (D), что / „ (г) {to}0 для 
любой точки гб-О. Нам надо доказать , что $f,rg'dp->0 

3IpH«.{to}0O. 

По лемме 2 . 2 из гл. V имеем 
Л (г) • g (2) = (Lgfn) (z) - (OfSz), z6D; n = 1,2,..., (2) 

где L„ и О —операторы, определяемые формулами (2.2) и 
(2.3), гл. V. 

По теореме 2.1, гл. V последовательность функций 
{(&/„) (г)} равномерно ограничена и равностепенно непре-
рывна. В силу леммы 1, а) мера №-№№£&, г)) № К) 
•является А-мерой для любого z&D и потому (G/fI)(2){to}0, 
z^D. Следовательно, последовательность функций {G/„} 
равномерно стремится к нулю. Отсюда следует, что 

^(G/„)d|j.{to}0 при /£{to}oo.' (3) 

•Кроме того, из (2) вытекает, что последовательность функ­
ций {lgfn} из A(D) равномерно ограничена и (lgfn)(z)->0 
при любом ZQD. 

Пользуясь теперь тем, то мера р является А-мерой, 
получаем 

§ (Lgfn) dp {to} 0 при п {to} оо. (<• 
И з (2), (3) и (4) вытекает равенство 
1 Im \ /„dv=lim \ /„ - gdp = lim \ {Lgfn) dp - lim \ (G/n) dp — 0 • 
•П-.-00 " л-юо И-*оо " л-мзо ° 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть мера р яв" 
л я е т с я A-мерой. По лемме 1 а) имеем 

1----.V0 + .V» (5) 
г д е мера v0 ортогональна пространству А (£>). 

Абстрактная теорема Ф. и М. Риссов, доказанная Гликс-
•бергом [97], с уточнениями Кенига и Сивера [126] утверж­
д а е т , что ортогональная мера v0 на dD может быть пред­
ставлена в виде 

V0 = 1*1 + 1-21 (6) 
г д е мера ^—-ортогональна и абсолютно непрерывна отно" 
-сительно некоторой представляющей меры, а мера р2— орто" 
атональна A(D) и сингулярна с любой представляющей мерой. 
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Так как мера h0a абсолютно непрерывна относительно 
представляющей меры 

- - ^ (Сг ) -о (С ) , (7) 

где ~—нормальная производная в точке СбсШ функции 
Грина К (С, г) области D для фиксированной точки гбА то 
доказательство абсолютной непрерывности меры р относи­
тельно некоторой представляющей меры сводится в силу 
(5) и (6) к доказательству того, что мера |-i2 в (6) равна 
нулю. 

Докажем следующее утверждение: любая мера h-\x2T 
абсолютно непрерывная относительно |л2, ортогональна про­
странству Л (D). 

По теореме 3 мера А-̂ 2 является A-мерой. Из леммы 1 
а) и абстрактной теоремы Ф. и М. Риссов вытекает тогда 
следующее равенство 

/г . JJ,2 = -j,3.+- (J.4 + (8> 

где |л3 —абсолютно непрерывна относительно некоторой 
представляющей меры, /г2.о —абсолютно непрерывна отно­
сительно представляющей меры (7), а мера щ —ортогональ­
на A(D) и сингулярна с любой представляющей мерой. 

Так как мера h'Ц—также сингулярна с любой пред­
ставляющей мерой, то из (8) следует, что h-^2 — f~4. Таким 
образом мера A.iV ортогональна A (D) при любом 
hQl1 {dD, \s). Следовательно (-.-----О. Необходимость доказана. 
Достаточность следует из теоремы 3. 

§ 2. РАЗДЕЛЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ • ' 
ОГРАНИЧЕННЫХ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ 

В СТРОГО ПСЕВДОВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 
И ТЕОРЕМЫ АППРОКСИМАЦИИ 

2Л. Теорема A. Г. Витушкина [9] утверждает, что для 
любой непрерывной, финитной функции / на комплексной 
плоскости С1 и для любого.8>0 функция f(z) представима 
в виде 

л*)=2 л и, 
где каждая функция ft (г) непрерывна, аиалитична вне не­
которого круга радиуса 8 и всюду там, где аиалитична 
/ ( 2 ) - . . . . . . . . . . . . . 
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Для строго псевдовыпуклой области D в С также ока­
залось возможным разделение особенностей ограниченных 
Голоморфных функций 

Теорема б. Для любого 8>0 сущестуют покрытие 
{•О.-} множества dD областями DfDD (i = 1, 2, . . . , N (Ь)) и 
ограниченные операторы Lt: Я°° (D)-*-H°°(Dt) (i — \,2,...,N) 
Такие, что 

а) /(z)-----{sum} (£•/)(•-) для любой функции /бЯ°°(0) и лю-
бого гбА 

б) (Ltf)GA(А), если /6A(D), i =1 ,2 TV, 
в) диаметр множества D \ A меньше В при любом i-= 

4 2 Af. 
Эта теорема доказана в [46] (см. также [50], где дано-

обобщение на тот случай, когда D — область па многообра­
зии Штейна). 

Теорема 6 используется здесь для получения следующе­
го результата о равномерной аппроксимации. 

Теорема 7 ([46]). Пусть 0={г6&: р(г)<0} —строго. 
ясевдовыпуклая область в С". Тогда для любой функции 
/6-Д (D) и любого е > 0 существует функция h, голоморф­
ная в области QZDD и такая, что sup|/(z) —A(z)|<e. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Фиксируем S>0 и 
построим на dD семейство вещественных неотрицательных 
гладких функций {gk(С)} таких, что при всяком А —1,2, . . . 
...,N(b) носитель функции .g"ft(C) содержится в шаре-

-V 

диаметра 8 и {sum} ён (О — - ПРИ №D. 

Для любой функции / (z)£H°° (/J) по теореме 11 гл. V" 
имеем 

.*/ч с . _ _ Н .-/.-ч °>,(-э(С'-))л-?(0 
/ (г-> = (2m')" ) J \Ч Ф" (%,.-) — 

••6 

где ZQD и ( L a / K ^ H W H * ) -
Обозначим через Aft носитель функции gft на 3D. В силу 

лемм 1.3 и 1.4 из гл. V о свойствах функций Ф (С, z) и Р (С, z) 
при всяком k —1,2, . . . , .¥ существует область D^D со-
свойствами: Z)\Dft-—Д-, и для любой /бЯ00 (D) функция 
(L/г/) (г)—голоморфна в области Dr Отсюда и из теоремы: 
2,2 гл. V- вытекает утверждение, теоремы 6. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7. Обозначим через 
-vs;—-единичный вектор внешней нормали в точке С к границе 
SD области D. Выберем постоянную S>0 настолько малой, 
чтобы для любых двух точек С* и С, лежащих на 3D и 
удовлетворяющих неравенству |£* —С|<<-, выполнялось не­
равенство 

К —v-*|<1. (-0 
По теореме 6 существует покрытие границы dD шарами St 
•с диаметрами, не превосходящими 8, и такие функции 
</- (z)} из A (D), что 

/(г) =2/« (г) , ге-9 (Ю) 

и при этом для любого / = 1,2, . . . , iV функция f^z) голо­
морфна в точках z£D\St. Фиксируем далее точки С из мно­
жеств dDf]Sh i —1,2, ...,N. 

Рассмотрим функции /f(z)=fi(z — X-vi), где v/==v(C-)i 
i = l,...,N. Из (9) следует, что для любого I и любого 
C6.3D П St угол между векторами v̂  и v(. не превосходит те/З. 
Поэтому найдется такое Х0>0, что для любого Х<Х0 функ­
ции /?-(г), ..=-1,2, ...,N, голоморфны в окрестности замкну­
того множества D. _ 

Ввиду равномерной непрерывности функций {//(г)} на D 
при достаточно малом А<Х0 получим 

8ир[/Дг) — /*(г)|<е/2Л/, г = 1,2,.. „N. (11) 

По аппроксимационной теореме Ока (см., например, [52]' 
теорема 4.3.2) существует функция /г (г), голоморфная в об­
ласти 2 D / ) И такая, что 

sup 
-б-0 

%/$(г)~/1(г) 
! • = ! 

<- /2. (12) 

Из (10), (11) и (12) следует, что |/(г)--А(г)|<е при ZQD. 
Теорема 7 была _передоказана на основе равномерных 

•оценок для решений д-уравнения независимо Керзманом [113] 
и Либом [137]. Доказательство Керзмана годится для строго 
псевдовыпуклых областей на произвольном комплексном 
многообразии (см. [113, 115]). 

Поскольку равномерные оценки для решений Э-уравнеиия 
лолучены для областей, реализуемых в виде подмногообра­
зий общего положения в прямом произведении строго 
исевдовыпуклых областей, то и теорема 7 распространяется 
106 



на такие области. В частности, получаем теорему 
A. И. Петросяна [29] о возможности равномерной аппрокси­
мации функций /.SA (D), где D—-невырожденный аналитичес­
кий полиэдр, функциями голоморфными в окрестности D. 
Оригинальное доказательство последнего утверждения, при­
надлежащее A. И. Петросяну [29] так же, как и приведен­
ное доказательство теоремы 7 обходится без идеологии, 
связанной с d-уравнением. 

Напомним, что для функций на комплексной плоскости 
задача описания областей Д с С , на которых возможна 
аппроксимация любой функции из A (D) функциями, голо­
морфными в окрестности D, решена по существу полностью 
в работе A. Г. Витушкина [9]. 

В многомерном случае задача описания областей голомор­
фности, для которых справедливо утверждение теоремы 7 
еще далека от полного решения. Приведенная ниже теоре­
ма 11 дает решение задачи равномерной аппроксимации для 
такой области голоморфности, граница которой (локально) 
задается уровнем гладкой функции с невырожденной формой 
Лева. 

Важный пример отрицательного характера построен 
B. Н. Сеничкиным [38, 39] 

Приведем теперь аппроксимационную теорему для ограни­
ченных голоморфных функций в строго псевдовыпуклой об­
ласти. 

Т е о р е м а 8 (Коул и Ранге [78]). Пусть / — ограни­
ченная голоморфная функция на D. Тогда существует по­
следовательность функций {/„> из A(D) такая, что 

sup| /„(z) |<sup| /(z) | , л — 1,2,..., 
zg-O zQD 

•и fn(z)-*f(z) дЛЯ любой точки гб-О. 
•4 Пусть feH^iD) и | |/ | |==sup|/(z)|=-l. Предположим, 

что утверждение теоремы не имеет места. Тогда сущест­
вует такая мера v с компактным носителем в D, что 

/ d v j > l и |^Adv|^;l для всех функций hQ.A(D) с нормой, 
не превосходящей единицы. Линейный функционал ] hd-ч на 
пространстве A(D) может быть представлен на dD такой 
мерой --, что | | i - | |<1. Положим (*.= •.- —v. Обозначим через 
В ([д.) алгебру ограниченных измеримых функций g на D, 
которые непрерывны на О и которые удовлетворяют сле­
дующему условию: существует ограниченная последова­
тельность {g„}'B A(D) такая, что gn-^-g в каждой точке из 
•D и в L1 ((А)-топологии пространства L°° (p.). Норму функции 

IS 
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g из -E([i.) определим в виде max/sup \g(г)|; ЦЯЦ^ОО^Л Для Г 
\Z&D J . ' 

#(.-3(1-0 ПОЛОЖИМ Т (g) равным ограничению g на множество 
D. Покажем, что оператор Т:В (V){to}HM (L>) является изо-
метрией В (р.) на #M(D). | 

Пусть fqH°°(D). Как заметил впервые Керзман [113], ! 
доказательство теоремы 7 в применении к / из N°°(D) дает 1[ 
последовательность равномерно ограниченных функций {/„} i 
из A(D), сходящихся к / поточечно в D. Пусть / — к а ­
кая-нибудь предельная точка для последовательности {/.,} 
в L1 (н- ^-топологии пространства L°°(̂ |a£>). Определим 
функцию F на D следующим образом: F\D = f и F\dD = f*. 
Тогда F6j8(|j.) и T{F) = f, т.. е. Г есть отображение 5(|л> 
на H°°(D). Допустим теперь, что для некоторой F из5(|л) ! 
имеем T(F)=0. Так как мера jj. |ао является Л-мерой, то \ 
последовательность равномерно ограниченных функций {Fn} 
из Л (£>), сходящаяся поточечно в D к 0 и сходящаяся к F 
в L1 (|* |.зв)-топологии пространства £°°(|[~. \gD) может сходиться 
по теореме 3 в этой топологии только к нулю. Следова­
тельно, E = 0. Таким образом оператор Т является взаимно­
однозначным гомоморфизмом алгебры В (\х) на алгебру H°°(D} 
и при этом | |Т | |<1 . Отсюда вытекает (см. Т. Гамелин [14])у 
.чтоЦТ-М|-=||Г|| — 1. 

Для функции /6.H00 (-9)> фиксированной в начале доказа- • 
тельства, имеется, таким образом, функция F в В (р.), причем 
1IFII-11/11-•-> а F b = / > [Fdv^F-di. Следовательно, 
| S / ^ | = |J/?dv| = |J./?fl[7j|<.||.F||.H.7j||<l. Противоречие. • 

Теорема 8 доказана в работе Коула и Рэвджа [78]. Ей 
предшествовала, как уже отмечалось в доказательстве,, 
теорема Керзмана [113], где фигурировала оценка 

sup max | /„ (г) | < К• sup | / (г) |. 

Отметим, что в доказательстве теоремы 8 использована 
теорема 3 об A-мерах (см. также [155]). 

2.2. Известные теоремы А. Г. Витушкина [8] и Бишопа 
[69] дают необходимые и достаточные условия на компакт 
X в С1, чтобы любая непрерывная функция- на X допускала, 
равномерное приближение функциями, голоморфными в ок­
рестности X. 

Аналогичная задача в О1 (п>1) не решена. 
Однако если ограничиться задачей равномерной аппрок­

симации непрерывных функций на гладких подмиогообра-.' 
зиях в О, то имеется следующий достаточно общий резуль-г 
тат: 
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Т е о р е м а 9. Пусть M—гладкое (класса С1) много­
образие в С", не имеющее ни в одной точке комплексных 
касательных прямых. Тогда для любой непрерывной функ­
ц и и / на М, любого компакта КсМ и любого е > 0 суще­
ствует функция h, голоморфная в области {Omega}z>M и такая, 
что sup|/(z)~h(2)|<e. Эта теорема содержится в работе 

Харви и Уэллса [103]. Она усиливает и уточняет ряд пред­
шествующих результатов Фримана [89], Уэллса [187, 191], 
Ннренберга—-Уэллса [149], Хермандера — Вермера [111] и 
Е. М. Чирки [54], появившихся после работ Вермера [196]. 

В доказательстве теоремы 9 используется 
Лемма 10 ([149, 111, 54]). В условиях теоремы 9 су­

ществует неотрицательная строго плюрисубгармоническая 
функция рбС2(Й), где й э М , и такая, что 

М = {гф.: р (г) =0} = {гgQ : grad р(г) =0}, 
и для каждого компакта КсМ, существует окрестность 
U(2~ Uo/C) и неотрицательная строго плюрисубгармони­
ческая функция pKQC2(U) такие, что 

K = {zeW:pK(z)^0}. 
Интересно, что в работе Харви и Уэллса [104] доказано 

утверждение, обратное к лемме 10: если р—-неотрицатель­
ная строго плюрисубгармоническая функция в открытом 
множестве QcCn и Z = [zQQ: р(г) =0}, то для каждой точки 
z0QZ существует окрестность и0 и гладкое многообразие 
М в U0 без комплексных касательных прямых такие, что 
ZnU0--W. 

•̂  Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 9. Фиксируем ком­
пакт КаМ. ПО лемме 10 имеем К = {zQU :pK(z)~0), где 
VK(Z)~неотрицательная строго плюрисубгармоническая функ­
ция в области UZDK. Будем считать далее, что компакт 
К вложен в пространство С"+1 следующим образом 

Ar = {(2,t.y)eCn+1:w — p/<(z)=0, zeU}.. 
Рассмотрим в C"+1 область вида 

D = {(г, w) 6С"+1: Re w > р«(г), z&U]. 
Из определения области D следует, что KczdD. Более 
.того, для голоморфной функции f(z,w) = w имеем 
K=[(z,w)eD:f(z,w)'=0}.' 

Заметим, что граница 3D области D строго псевдовыпук-
ла в некоторой окрестности компакта К. По теореме 13 
из главы Ш компакт К является интерполяционным мно­
жеством пика, т. е. для любой непрерывной функции <р на 
К существует такая функция $£A(D[\V), что Ф = <р для 
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всех точек (z, tv) g/С, где V — некоторая окрестность ком-
пакта К- Утверждение теоремы вытекает теперь из теоре-
мы 7 и из того факта, что по лемме 10 каждое компакт­
ное множество на М голоморфно выпукло относительно 
области ОэУИ • 

Сформулируем без доказательства один более общий 
результат, содержащий в качестве частных случаев и тео­
рему 7 и теорему 9. 

Теорема 11 (Г.М.Хенкин). Пусть G — компакт в области 
9, задаваемый неравенством G = {zQQ : р(г)<0}, гдер—произ­
вольная дважды непрерывно дифференцируемая строго 
плюрисубгармоническая функция в Q. Тогда для любой 
функции / , непрерывной на О и голоморфной во внутренних 
точках О, и для. любого s > 0 существует функция h, голо­
морфная в области S'z-G и такая, что 

тах | / (г) — h (г)| < е. 
гбй 

Приведенное выше доказательство теоремы 9 показывает,. 
что задача о равномерной аппроксимации непрерывных функ­
ций на компакте в С" тесно связана с задачей об интерполя­
ции непрерывных функций на подмножестве границы некото­
рой области в 0 + 1 . Аналогичным образом связаны задача об 
аппроксимации голоморфных функций в области простран­
ства С" с задачей интерполяции голоморфных функций на 
подмногообразии некоторой области пространства Cn+1. 

Важным разделом теории приближений ев Cn является 
приближение многочленами и рациональными функциями, a 
голоморфные приближения ЯВЛЯЮТСЯ важным вспомогатель­
ным звеном. Для того, чтобы из голоморфной аппроксимации 
на голоморфно выпуклом компакте КсСп вытекала возмож­
ность приближения многочленами, необходимо и достаточно, 
чтобы компакт К был полиномиально выпуклым. Условие 
полиномиальной выпуклости, которое практически очень 

трудно выяснить при п>1, эквивалентно существованию не­
отрицательной функции ф, такой, что K;—{z:q>(z) =0}, плю-
рисубгармонической в окрестности, a priori неизвестной 
полиномиальной оболочки К. Продемонстрируем этот крите­
рий -на примере многообразий — графиков. Эти вопросы 
впервые были рассмотрены Вермером [196, а, Ь], который 
изучал графики комплексных функций f в единичном круге 
А С С, таких что всюду df/дгФО. Последнее условие эквива­
лентно отсутствию у графика ( с С2) комплексных касатель­
ных векторов и влечет за собой его голоморфную выпук­
лость. Однако, для полиномиальной выпуклости графика 
этого условия недостаточно (см. -пример в конце [54]), и мы 
укажем дополнительное аналитическое условие на f, доста-
точнре для 'Полиномиальной «выпуклости графика. 
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Представим С" в виде С*ХСт. k + /» = «, пере­
менные в Cft будут г, а в Cm —-w. Наш компакт 
К имеет вид w = f{z), где / -=( /1 , .. . , / J e G 2 (X), 
ХсС". Обозначим через df/dz (тХк)-матряцу (dfrldz^)r 
r—l,...,m, S----1, . . . , k, а форму Леви для / обозначим 
через Lf = (Lfl, .. ../-/,.,). таким образом, L-,. (а, а) == 

= {sum} —kr-a^j. Как обычно, ||/| |x—sup|/|. В этих обозна­

чениях имеет место 
Т е о р е м а 12([54]). Пусть X — полиномиально выпуклый 

компакт в С, / - ( A , ...,/т)вС*(Х) и /С= {('г, ш): г£Х, 
w—f(z)}. Предположим, что квадратичная форма 

Щ -
3 z 

-4 | | / | | л . | ^ (а ,а) | , абС*. 

положительно определена во всех точках zQX. Тогда К— 
полиномиально выпуклый компакт в Сп и всякая функция 
g£C (К) равномерно на К приближается многочленами от 
(г, а>). 

Форма (13) оценивает снизу форму Леви для функции 
y(z,w) = \z — f (w)\2 и условие теоремы геометрически озна­
чает, что ср продолжается до функции, плюрисубгармониче-
ской в окрестности полиномиально выпуклого компакта 
{(г,к;): zeX, H <\\f\\x}z>K. 

При k — m=l условие теоремы записывается совсем 
просто: 

Э2/ 
•92.152.. 

< й. 2 •(2 \\ДХГ. 

2.3. Сформулируем два результата по интерполяции 
ограниченными голоморфными функциями. 

Т е о р е м а 13([50], см. также [48]). Пусть М— анали­
тическое подмногообразие общего положения в строго 
псевдовыпуклой области D, т. е. M=Df]M\ где M' — 
замкнутое аналитическое подмногообразие в области D'ZDD, 
трансверсально пересекающее границу 3D области D. Пусть 
R-.H00 {D)-+H°° {.М) — оператор ограничения функций из 
Н°°(D) на многообразие M, т. е. (-R f)(z) = f(z) для любой 
функции /6^°°(D) и любого zgM. Тогда множество функций 
вида Rf, где /6ЯС0(0), совпадает с пространством Н°°(М). 
Более того, существует линейный непрерывный оператор 
продолжения Е:Н°°(М)->Н°°(D), обратный справа к опера­
тору ограничения JR и такой, что для любой функции / из 
пространства А (Ж) функция Ef принадлежит пространству 
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