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ВВЕДЕНИЕ 

С/?-структура на подмногообразиях, наделенных различны­
ми дифференциально-геометрическими структурами, в послед­
ние годы стала предметом исследования многих математиков. 
Геометрическое исследование С/?-структур было начато в эр­
митовых и почти эрмитовых многообразиях (см. [9]). 

Бежанку и Папапок [2*1] ввели в метрическом почти кон­
тактном многообразии класс подмногообразий, названный ими 
полуинвариантными подмногообразиями. Подмногообразие Мт 
в Мп+\ (Ф&п-З) называется полуинвариантным подмногообра­
зием, если в каждой точке хВМт справедливо Тх(Мт) = 
= ОхФДх-1-Ф{|х}, где (pDxczDx, (pD^ciT^ (Mm). Инвариантные и 
антиинвариантные подмногообразия в Мп+1(ц>£,цО) ЯВЛЯЮТСЯ 
частными классами полуинвариантных подмногообразий. Яно и 
Кон назвали полуинвариантные подмногообразия контактными 
С/?-подмногообразиями [48], а Кобаяси [31] — CR-подмного-
образиями Мт. В настоящей работе мы будем использовать это 
последнее название. 

Связь между CR-подмногообразиями в Мп+\ (cp£r|G) и 
CR-подмногообразиями в M(J,g) характеризуется следующей 
теоремой. 

Т е о р е м а . Подмногообразие Мт в Mn+i(cp|riG), каждая 
касательная плоскость которого содержит структурный вектор 
| , является С7?-подмногообразием тогда и только тогда, когда 
Мт является С^-подмногообразием в. многообразии метричес­
кой почти комплексной структуры M=Mn+\>iR {R — веще­
ственная прямая) с голоморфным распределением D и вполне 
вещественным распределением D--®{£} [22]. В этом случае 
(fDxczDx,<pDx-i-ciTx-i-(Mn). 
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Понятие С7?-подмногообразий Мт было введено для много­
образия метрической почти контактной структуры при ортого­
нальном оснащении Мт в Мя + ) . 

Введенные нами [12] понятия С/^-подмногообразий и 
С^м-подмногообразий в Mn+i (см. § 2) обобщают понятие 
CR-подмногообразий: 1) С-/?у-подмногообразия и CR^a)-
подмногообразия исследуются в многообразии почти контактной 
структуры (в этом случае наличие метрики G на .Mn+i, согласо­
ванной с (ф|т1), не является существенным); 2) С/^-подмного-
образие ассоциируется с полями различных нормалей v, CR4(„j-
подмногообразие — с полями пучков нормалей v(а), в то 
время как CR-подмногообразие ассоциировано ТОЛЬКО С полем 
ортогонально оснащающих нормалей Тх(Мт). 

Такая более широкая точка зрения на С^-структуру позво­
ляет включить в рассмотрение и другие типы подмногообразий 
в многообразии почти контактной структуры, которые при 
обычной постановке задачи естественно выпадают из рассмотре­
ния. 

Если Мт в Mn+i(<-p|il) нормально оснащено полем v(Mm), 
то на Мт естественным образом индуцируется С/^-структура 
или C/?̂ ff)-CTpyKTypa, и Мт становится С^-подмногообразием 
или С#Ч(-)-подмногообразием (§ 3). Если Мт является 
С/^-подмногообразием в Мп+. с произвольной римановой 
метрикой h, то на Mn+1 определяется внутренним образом (с 
помощью преобразования метрики К) метрика G, согласованная 
с почти контактной структурой так, что Мт становится CR-под-
многообразием в Aln+1(<p|i-G) в обычном понимании (§ 4). 

Наряду с исследованием CR-подмногообразий в 
Mn+i (cpgr|G), началось изучение CR-подмногообразий многооб­
разий f-структуры [38], почти контактной метрической 3-струк-
туры [35], [36]. Введено понятие почти полуинвариантных 
подмногообразий в Mn+i((pgr]G) [26], [40], [42]. СЯ-подмного-
образия являются частным классом почти полуинвариантных 
подмногообразий. 

На протяжении всего изложения индексы будут приобре­
тать следующие значения: I, J, К,. • .= 1 , . . . , n + 1 ; i, / , . . . = 
= 1 т; а,ф,.. . = т+1, . . . , я | 1 ; А, 5 , . . . = 1 п + , 
п+2 ; а, Ъ,. . .=-= 1 , . . . , d; и, v, . . . = 1,. . . , I. 

Автор благодарит профессора Н. М. Остиану за научные 
консультации при написании настоящей работы. 

§ 1. ПОДМНОГООБРАЗИЯ Мт> ПОГРУЖЕННЫЕ В ПОЧТИ 
КОНТАКТНОЕ МНОГООБРАЗИЕ 

1. Основные понятия. Пусть Mn+i—гладкое дифференциру­
емое многообразие класса С°°. Над (n+1)-мерной координат­
ной окрестностью U гладкого многообразия Мп+и в которой 
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текущая точка х определяется системой координат х1, можно 
ввести вполне интегрируемую систему (n+1) линейно независи­
мых линейных дифференциальных форм со1, первыми интегра­
лами которой являются координаты х1, т. е. 

aJ^XJ
KdxK, (1-1> 

где det||X^||=7--0. В остальном величины Х# будут считаться 
произвольными и рассматриваются как независимые переменные. 
Известно [4], что при помощи форм с / над окрестностью U 
можно построить последовательность форм со£, со£ , . . . , обла­
дающих расслоенной структурой [3] по отношению к формам и7-

О п р е д е л е н и е 1.1. [2], [11]. Почти контактной структурой 
на нечетномерном дифференцируемом многообразии Мп+\ (л— 
= 2(7) называется дифференциально-геометрическая структура 
первого порядка, определенная на -Mn+i полями линейных од­
нородных геометрических объектов <р, | , ц, относительные 
компоненты которых подчинены конечным соотношениям: 

Геометрические объекты ф, | , г\ называются структурными 
объектами почти контактной структуры на Mn+i-

Дифференциальные уравнения полей структурных объектов 
имеют вид: 

^Ф^ —Ф^5 + Ф5-о^=»Ф /̂Тш*, (1.3) 

ds'+gV-EX", (\л) 
* . / — \®j = *]JK®r<- {--5) 

Многообразие Mn+1, снабженное почти контактной структу­
рой, называется многообразием почти контактной структуры 
или почти контактным многообразием Мп+\ (cp|ii). 

Если на Л4„+1(ф|т)) введена положительно определенная ри-
манова метрика G такая, что 

-/лт5 — V 

то многообразие называется метрическим почти контактным 
многообразием [2]. 

2. (f|r]p)-структура, индуцированная на подмногообразии 
Мт. В многообразии Afn+i почти контактной структуры (ср^г|) 
зададим m-мерное подмногообразие Мт параметрическими диф­
ференциальными уравнениями: 

ш/=л(е', (1.7) 
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где 0' — структурные формы многообразия параметров Sn (см. 
{11], §2, п. 1) и 

d9 —e'Afy (1.8) 
Формы О; — Gy j e*—о являются инвариантными формами полной ли­
нейной группы, которую мы будем обозначать Dl

m. В каждой 
'фиксированной точке xQMm эта группа представлена как груша 

—> г—> 

•преобразований векторного репера Л.-=:Лге/ в касательной пло­
скости Тх (Мт) (е{ -—векторный репер в Тх(Мт)). 

Функции А\ В каждой точке х^Мт образуют фундаменталь­
ный объект первого порядка подмногообразия Mm. Дифференци­
альные уравнения поля этого объекта имеют вид: • 

dA[-Aje ;H-A ;V /--AUf t. , (1.9) 
Оснастим подмногообразие Мт в многообразии M„+i полем 

нормалей v (̂MTO). v(Mm)= IJ v̂  (Mm) называется нормальным 
расслоением. Плоскость vx(Mm) в каждой точке xQMm опреде-
лим системой (п-\-1 — т) линейно независимых векторов va = v^e/. 

Дифференциальные уравнения оснащающего поля v(Mm) 
имеют вид: . 

^ - v ^ P + v X - v i f t e * , (1.10) 
где •Эа-='да f е- о являются инвариантными формами полной линей­
ной группы GL(n + l — т, R). Из (1.10) следует, что поле гео­
метрического объекта {va} присоединено к группе D\ X 
XGL(«+1 — m, R). 

Матрица А{ , построенная из компонент л(> v^,имеет ранг 

л + 1 и позволяет ввести «обращенные» объекты Л/, v/ такие, что 
выполняются следующие конечные соотношения (см. [11], § б): 

Л ^ — б/, Afvi? = q, 
v«A/-0, viv?-=6g, (1.11) 

AfÂ  + v^=-6Jr. 
Известна [11] следующая теорема. 
Теорема (Основная теорема). Если поверхность Мт, по­

груженная в дифференцируемое многообразие Мп+{ почти 
контактной структуры (ф|т[), нормально оснащена полем пло­
скостей v (-Mm). то на Мт естественным образом возникает 
(/grip)-структура ранга т и коранга (п+2—т). 
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(1.17) 

Структурными объектами индуцированной (/|1]р)-структуры 
на Мт в M„+i(4-iTi) являются следующие геометрические объекты 

fi pi —(р fi/ \ пД — / - - a --н+2\ Г,Л / , , а п а n»+2 nn+2-__(Yl 

'Компоненты структурных объектов определяются 'из следующих 
равенств: 

ФЛ, = / /Лу + т1«7а, (Г 12) 

Ф ^ « = - | / л у + Р Й , (-A3) 

? - Е / , Д 7 - р Р + Я (Г 14) 
т1?+2==11/л/, (1.15) 

р«+2==Т]/^ (1.16) 

и подчинены конечным соотношениям: 
/}/]£•-—«i+Sii-tf. / ^ = - р ^ > 
/ ^ l f - = - p X ' P^Pc= - f i c + ^ l r 

Каждая из систем величин fl
Jt l'a, g£+2, Tj-j, r|'j+2, pP, р£+2, 

|)Р+2 определяет на Мт поле геометрического объекта. Диффе­
ренциальные уравнения этих величин можно определить путем диф­
ференцирования (1-12) — (1.16) с учетом (1.3) —(1.6), (1.9), (1.10). 
Известно [10], [16], что поля структурных объектов /Ч, |/1+2, 
•г̂ +2 являются линейными однородными объектами, присоединен­
ными к группе Dx

m, a поля объектов Ра , Р а ' , Р я + 2 — ЛИНеЙНЫМИ 
однородными объектами, присоединенными к GL{ti-\-\-~m, Щ. 
Поля геометрических объектов ll

a, rfi присоединены к группе 
jDj„XGL(n+l-m,/?) . 

Поля объектов / ' , р„™ определяют на Мт линейные опера­
торы / и. р. В каждой точке A:6Mm линейный оператор / 
действует в слое Тх (Мт), а линейный оператор р — в слое Vx(Mm). 

Известно [10], [16]: 
1) Поля геометрических объектов %1

а и 11
п+2 определяют на 

Мт распределения линейных элементов (|а) и (|„+2), соответ­
ственно, причем каждый элемент распределения (i|a) порожден 

— > —>-
векторами £а----ЦЛг, а каждый элемент распределения (|и+2) — 
вектором L ^ — i ^ V 

2) Поле геометрического объекта \1
А определяет на Мт рас­

пределение s-мерных линейных элементов (1А) (0< s<m)-, каж­
дый элемент которого порожден векторами 5-., |И+2. причем 
распределения (ga) и (|„+2) являются подрасслоениями распреде­
ления (1.4). 
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3) Поля геометрических объектов r\f, r\lj+2 определяют на •* 
Мт распределения линейных элементов (ца) и (if+2)> соответ- •-
ственно, причем относительно репера JR(At, va) в каждой точке .» 
х£Мт элемент распределения (т]а)х определяется системой ли-
нейных уравнений: 

Tifx—O, x a = 0, (Г 18) ' 
а элемент распределения (г\п+2)х — системой 

т,.|+2х'=0, x<-=0. (1-19> 
4) Поле геометрического объекта г\гА определяет распреде­

ление ^-мерных линейных элементов (r\A) (0{le}fe{le}m). 
Из равенств (1.12) —(1.17) следует, что распределение . 

(ч\А) инвариантно относительно действия линейных операто­
ров / и ф, а распределение (|А) инвариантно относительно дей­
ствия линейного оператора f. 

§ 2. ОДУ-СТРУКТУРА И Ci?v(-i-СТРУКТУРА 
НА ПОДМНОГООБРАЗИИ Мт В Mn+i (ф|т)) 

1. Типы поверхностей Мт. С точки зрения взаимного рас­
положения касательной плоскости Тх(Мт) в точке х£Мт 

—> 
структурного вектора \х и ковектора цх в Mn+1 (Ф-Ц-i) различаем 
три типа поверхностей Мт (см. [13]): 

1. Т и м ^ т ь - и Т"<-'Т*(Л-«); 
2. £бТ*(лу; 
3. Гх(Мт)с:цх. 
Справедливо следующее: 
—для поверхностей типа 1: т^+27-=0, р ^ т ^ О . 
— для поверхностей типа 2: р«+!-=0; 
— для поверхностей типа 3: т^+2=0. 

2. Понятие CRу-структуры и СЯ^-структуры. 
О п р е д е л е н и е 2.1. л-структуру на касательном рас-

слоении Т (Мщ) подмногообразия Мт, нормально оснащенного-
полем нормалей v(Mm), в многообразии почти контактной 
структуры Л1и+1(ф|т1), определенную распределениями линей­
ных элементов D и L, назовем CR-структурой, ассоциированной 
с полем нормалей v(Mm) или C^v-структурой, если в каждой: 
точке х£Мт выполняются следующие условия: 

a) фД—Д., б) cpLxczvx(Mm). (2.1) 
Предположим, что размерность элементов распределения D1 

равна d(dimDa.= d), а размерность элементов распределения L 
равна t(dimLx=I). 
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Так как, согласно определению 2.1, распределения D я L 
•определяют я-структуру в касательном расслоении подмногооб­
разия Мт, то в каждой точке х&Мт ВЫПОЛНЯЮТСЯ следующие 
условия: Dx[\Lx={x}, d-\-l—tn. 

И З условия (2.1а) следует, ЧТО распределение D инвариантно 
относительно действия аффинора ф почти контактной структуры 
(Ф.|т]), т. е. ф-инвариантно. Распределение D назовем инва­
риантным распределением CR-v-структуры на Мт. Очевидно, 
что если d = m (т. е. 1=0), то подмногообразие является ср-ин-
вариантным подмногообразием в почти контактном многообра­
зии Мп+1 (ф|п) [1.1]. 

Из условия (2.16) следует, что распределение ср! линейных 
элементов qLx является подрасслоением v(Mm) нормально осна­
щающего расслоения. Плоскость qLx является образом плоско­
сти Lx под действием линейного оператора <р, а это означает, 
что в каждой точке хвМт плоскости Lx и фLx не имеют общих 
направлений, т. е. Lx(]q>Lx— {x}. 

В работах [13], [44] введено понятие антиинвариантного 
подмногообразия Мт в Mn+i (Ф-|г|). Аналогично введем понятие 
антиинвариантного распределения в почти контактном многооб­
разии Мп+и 

О п р е д е л е н и е 2.2. Распределение линейных элементов 
Ж в многообразии Мп+\ {ц>%ц) назовем антиинвариантным рас­
пределением, ассоциированным с полем нормалей v, если в 
каждой точке х&Мт справедливо yd@xczvx-

Из определений 2.1 и 2.2 следует, что распределение /-мер-
ных линейных элементов L является антиинвариантным распре­
делением. Распределение L назовем антиинвариантным распре­
делением С/^-структуры на Мт. 

Из (2.16) следует, что размерность элементов распределения 
ц>Ь не должна превышать размерности нормально оснащающих 
плоскостей vx{Mm) подмногообразия Мт в Mn+i (<p|i-). 

Следовательно, если подмногообразие Мт типа 2, то 
./-—l{le}n+l—т, а для остальных типов подмногообразий Мт 
/{le}n+l—т. Если для подмногообразия Мт типа 2 t—1=п + 
-\-l-tn, а для остальных типов подмногообразий /-=-«+1—т, 
то в каждой точке х&Мт плоскость cpLx совпадает с нормально 
•оснащающей плоскостью vx(Mm). 

Если для подмногообразия Мт типа 2 I—1<п + 1—т, а для 
•остальных типов подмногообразий 1<п+1—т, то подмногооб­
разие Мт можно нормально оснастить полями сг-параметриче-
ских пучков нормалей v(cr) плоскостей vx(a) с общей осью cpLx. 
Для поверхностей типа 2 <з — п—т—/—1, а для остальных ти­
пов поверхностей а — П'—т—/. 

В связи с этим мы можем дать определение СЯ-структуры 
на подмногообразии Мт в Мп+1(<р%у\), нормально оснащенном 
полем пучков нормалей v (cr), т. е. ввести понятие Ci?-структуры 
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на .Mm,'ассоциированной с полем пучка нормалей v(o) подмно­
гообразия Мт. 

. О п р е д е л е н и е 2.3. я-структуру на касательном рассло­
ении Т(Мт) подмногообразия Мт, нормально оснащенного по­
лем нормалей v(Mm), в многообразии почти контактной струк­
туры /Ип+1(ф|т]), определенную распределениями линейных 
элементов D и L, назовем С/?-структурой, ассоциированной с 
полем пучка нормалей v(a), или С^м-структурой подмногооб­
разия Мт, если в каждой точке хШт выполняются следующие 
условия: 

а) <pD*czD„ б) yLxavx{c). (2.2) 
И З (2.2а) следует, что распределение D ф-инвариантно, а из> 

условия (2.26) следует, что распределение q>L линейных эле­
ментов ф£ж является осью (--параметрического пучка нормалей 
v(a) подмногообразия Мт в Мп+1(<рЬ,г\). 

В работе [14] введено понятие Л/(а)-антиинвариантного под­
многообразия Мт в Mn+i(^f\). Аналогично введем понятие 
v(а)-антиинвариантного распределения в почти контактном мно­
гообразии Мп+1 (ф.|г|). 

О п р е д е л е н и е 2.4. Распределение линейных элементов 
Ж в многообразии УИ„+1 (ф^г]) назовем v(cr)-антиинвариантным 
распределением, если в каждой точке хШт ^Шх совпадает с 
осью пучка нормалей vx(<y). 

Из определений • (2.3) и (2.4) следует, что распределение 
/-мерных линейных элементов является г(о)-антинвариантНым 
распределением в Mn+i(>y%r\). Распределение L назовем v(a)-aH-
тиинвариантным распределением СЯ^-структуры на Мт. 

Подмногообразие Мт, несущее СТ^-структуру, назовем 
CRv-подмногообразием, а подмногообразие Мт, несущее С/?--»-
структуру, назовем СТ^и-подмногообразием Мт в Мл+| (cpl|ri). 

3. Фундаментальные объекты распределений D и L. Так как 
распределение d-мерных линейных элементов D на Мт являет­
ся подрасслоением касательного расслоения ~(Л1т) подмного­
образия Мт в Mn+i(<p%T\), TO фундаментальный объект распре­
деления D определяется в Т(Мт) системой величин DJ, образу­
ющих геометрический объект, поле которого определяется 
следующими дифференциальными уравнениями: 

dD'a + Dfy-DWa^D1^*. (2-3) 

Формы т* подчинены следующим структурным уравнениям 

^ = ^ A t * + 9 6 A^. (2.4) 

При этом каждая плоскость Dx распределения D задается 
—> . —>• 

системой d-линейно независимых векторов Da=Dahv 
В каждой фиксированной точке xQMm формы т£ являются 
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инвариантными формами полной линейной группы QL(d, JR), пред" 
—> 

ставленной в Тх (Мт) в виде группы преобразований репера {Da}-
Так как распределение Z-мерных линейных элементов на Мт 

также является подрасслоением касательного расслоения Т (Мт} 
подмногообразия М,п в М„+1 (Ф|г]), то структурный объект рас­
пределения L определяется в Т (Mm) системой величин L'u, обра­
зующей геометрический объект, поле которого задается следую­
щей системой дифференциальных уравнений: 

dU-LU«+L;fe}=4fte*. (2.5) 
Элемент Lx распределения I в точке хвМт задается систе-

—> ,—> 
мой i-линейно независимых векторов -L.-L.Aj . 

Формы ov
u подчинены структурным уравнениям: 

^ - а - Л о ; + ейЛа^. (2.6> 

В каждой точке х£Мт векторы Da, Lu образуют векторный 
репер в Тх(Мт). В связи с этим можно ввести в рассмотрение 
обращенные объекты Щ и Z", подчиненные известным форму­
лам (см. § 1). 

Каждая из систем величин 
P^D'aD", Q'j^L^i'j (2.7) 

является линейным однородным объектом, присоединенным 
к группе D)n. 

Компоненты этих тензоров удовлетворяют соотношениям: 
p2 = j->, Qz^=Q, PQ + Q P - 0 , P + Q = I (2.8) 

и, следовательно, в каждой точке x6Mm являются проектирую­
щими операторами в Т^(Мт) на Dx и Lx, соответственно. При 
этом любой вектор X из Тх {М/п) имеет разложение X — РХ -f- OX. 

Рассмотрим системы величин: 
rb^D'ajDl-DljDi, (2.9) 

' uv== •.--•«;'--"•, J~.vjL,u. \Z- iV) 

Величины {г1аь, Du}, {rl
uv, LL) образуют геометрические объекты, 

которые называются объектами неголономности соответствующих 
распределений [5]. Необходимыми и достаточными условиями голо-
номности распределения D (L) являются обращение в нуль ком­
понент объекта неголономности r'ab (rl

uv)-
4. /-структура на С/^-подмногообразии. Если на М,п опре­

делена CRv-cTpyKTypa, то распределение d-мерных линейных 
элементов D является Ф-инвариантным распределением. Аналитн. 
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чески это означает, что выполняются равенства: ' 

ф£0=--^Яй. (2.11) ' 
Из (2.11) следует . 

^ " Ф Х т Й = ^ 9 4 . (2.12) 
Следовательно, величины -ф* определяют линейно однородный . 
геометрический объект, присоединенный к OL (d, jR). В каждой 
точке xQMm объект г|э* определяет линейный оператор tyx. 

Свернув (2.11) с Ф, получим; 

— Da+ - Э ^ ? + 2 Г - ^ В г (2.13) 
Из (2.13) следует: . 

У т в е р ж д е н и е 2.1. Если в каждой точке х&Мт структур-
- > ' 

ный вектор 1 не принадлежит элементу ф-инвариантного распре­
деления D CRv-подш-югообразия Мт в Мп+\ (ф|т1). то на распре­
делении D индуцируется почти комплексная структура со струк­
турным объектом i]jab и d=dimDx является четным. 

Утверждение 2.2. Если в каждой точке хШт структур-
- > 

ный вектор | принадлежит элементу ср-инвариантного распреде­
ления D CRv-подмногообразия Мт в УИ„+1 (ф4г|) - т 0 н а распреде­
лении D индуцируется почти контактная структура и d--= 
= dimDx является нечетным. 

Из (1.12) и (2.11) следует: 
а) /Da^aBb, 6) tlfDi =•• 0. (2.14) 

Следовательно, распределение D С^ч-подмногообразия яв­
ляется инвариантным распределением относительно действия 
аффинора / и в каждой точке хШт справедливо Д - (ца)х. 

Так как Мт является CRv-подмногообразием, то распределе­
ние /-мерных линейных элементов L является антиинвариант-
ным распределением, т. е. в каждой точке х&Мт (pL^czvx- Ана­
литически это означает, что 

4>Ta=iSa. (2.15) 
Продифференцировав (2.15), получим систему дифференциальных 
уравнений для функций и*: 

ак-к*1+<ч-к,рк- (2-16) 
Следовательно, {ufy образуют геометрический объект, присоеди. 
ненный к GL(l, jR)xGL(n-i-\ — m, R). 

Из (2.15) с учетом (1.12) получим следующие равенства: 
а) //L..—0, б) tfLl

u=ul. (2.17) 
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Равенства (2.176) определяют охват * компонент геометрического 
объекта {и*}. Из равенств (2.17а) следует, что любой вектор X, 
принадлежащий элементу Lx распределения L B точке х£Мт, 
под действием линейного оператора fx отображается в нулевой 
вектор. 

У т в е р ж д е н и е 2.3. В каждой точке хбМт элемент рас­
пределения D является образом линейного оператора /„ а эле­
мент распределения L —• ядром линейного оператора /~, т. е. 
D.-Im/*, Ls = Kzrfx. 

Из (2.146) и-(2.17а) следует 

/ h ? - 0 - (2.18) 

В силу конечных соотношений на компоненты индуцированной 
на Мт (/|т]р) -структуры (1.17), получим равенства, эквива­
лентные (2,18): 

Р.Х-=0. (2.19) 
Итак, доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 2.1. Если подмногообразие Мт в почти кон­

тактном многообразии Мп+1(ц>%г[) снабжено C/^v-структурой, то 
справедливы равенства (2.18). 

При выполнении равенств (2.18) из соотношений (1.17) 
следует / 3 + / = 0, а следовательно, на С/?,-подмногообразии Л1,>„ 
в Mn+\(q>lv}) естественным образом индуцируется /-структура 

—> 
[5]. Если в каждой точке х&Мт структурный вектор g не при­
надлежит элементу распределения D, то ранг /-структуры на 
С^-подмногообразии Мт равен размерности элемента распре­
деления D, т. е, rang/Ж = dim Dx==d. Если же в каждой точке 

—> 
хбМт структурный вектор \ принадлежит элементу распределе­
ния D, то ранг /-структуры меньше элемента распределения D 
на одну единицу, т. е. rangfx= dimD*—l=d—1. 

Справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 2.2. Если подмногообразие Мт в многообразии 

почти контактной структуры Mn+i(cp|ri) снабжено С/?у-структу-
рой, то на Мт естественным образом индуцируется /-структура 
ранга г со структурным объектом {/.'}, причем г—dim Д., при 
выполнении условия %$DX и r = d\m.Dx—1, при выполнении 

—> 
условия |<5Ц... 

Верно и обратное утверждение. 
Т е о р е м а 2.3. Если подмногообразие Мт нормально ос­

нащено полем нормали v(Mm) в почти контактном многообразии 
и снабжено /-структурой ранга г со структурным объектом 
{//}, компоненты которого определены из равенств (1.12), то 
на Мт естественным образом индуцируется CRv-структура, при-
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чем dimЦ-=--г+Г при %GDx*vi dimDx = r при |<$Д,. (D — инвари­
антное распределение CRv-подмногообразия). 

Из теорем 2.2 и 2.3 следуют необходимые и достаточные 
условия задания CRv-структуры на подмногообразии Мт в мно­
гообразии почти контактной структуры. 

Т е о р е м а 2.4. На подмногообразии Мт, нормально осна­
щенном полем нормали v(Mm) в почти контактном многообра­
зии -Мп-н(ф£т]), определяется С/?ч-структура тогда и только 
тогда, когда• на Мт задана /-структура ранга г со структурным: 
объектом {/.'}. 

5. /-структура в нормальном расслоении v(Mm). В силу тео-
ремы 2.1, если подмногообразие Мт является С/?»-подмногообра-
зием в почти контактном многообразии Мп!г\($%г\), то выпол­
няются условия (2.18), (2.19). Тогда из соотношений (1.17) сле­
дует p3-f-p = 0, а это означает, что геометрический объект {рра} 
является структурным объектом /-структуры в нормальном рас­
слоении у(Мт) С7?,-подмногообразия в почти контактном мно­
гообразии. Mn+i. 

Итак, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 2.5. В нормальном расслоении v(Mm) CRv-non,-

многообразйя в .почти контактном многообразии Мп+\ естест­
венным. образом индуцируется /-структура со структурным объ­
ектом {р./}. 
• З а м е ч а н и е . Результаты, полученные в настоящем пара­
графе в пунктах 2—5, справедливы также и для' С/?,(„)-подмно-
гообразий -1 Мт в почти Контактном' многообразии -Wn+i(cplTl)-

§ 3. С^уи-СТРУКТУРА, ЕСТЕСТВЕННЫМ ОБРАЗОМ 
ВОЗНИКАЮЩАЯ НА Жт В ЛГп+1 (ф|п) 

Показано, ЧТО на нормально оснащенном подмногообразии 
Мт в многообразии ПОЧТИ контактной структуры естественным 
образом возникают С/?,,-структура и С/^-гструктура (см. [12]). 

1. Из § 1 следует, что поля геометрических 
объектов it]f, ll

A определяют на Мт распределения линейных 
элементов, обозначенные, соответственно, (г]д), (^А) (dlm(r]A)x=k, 
dim (g^i)х=s). Показано, что распределение линейных элементов 
(г\А) является Ф-инвариантным распределением, т. е. в каждой 
точке х£Мт справедливо Ф(т)А)лс(т)л)л. 

Рассмотрим такие нормально оснащенные подмногообразия Мт 
в многообразии M„+1 (ф|т)), для которых выполняется следующее 
требование: • 

• Требование (*). Элементы распределений (цА), (1А) В каждой 
точке х£Мт покрывают всю касательную плоскость Тл(Мт) 
подмногообразия Mm, т .е . Тх(Mw) = (т]% + (£лЬ. 
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Это означает, что в каждой точке х(*Мт ранг системы. —> —> —*. . —> 
векторов {|д, ее}, (е--=1, . . . , к), равен т, где IA — IAA;, а век­
торы еЕ —ЁЕЛС определяют элемент (г\А)х распределения , (г\А). 
Очевидно, что при этом s-\-k>m. 

Если s + k = m, то в силу требования (*) распределения (цА), 
(1А) определяют я-структуру в касательном расслоении Т (Mm), 
т .е . в каждой точке xQMm справедливо (f\A)x®(lA)x=Tx(Mm). 

В зависимости от ранга матрицы \\y)f\\ можно различать два 
вида нормально оснащенных подмногообразий в многообразии 
почти контактной структуры: 

Случай A. Матрица || r\f || имеет максимально возможный ранг. 
Случай Б. Матрица \\y\f\\ является матрицей пониженного 

ранга. 
2. Случай А. В этом случае 

rang |h-4 | | -=n+2--n , (3.1) 
размерность элементоз распределения (г\А) равна 2т —-п — 2,. 
а размерность подмногообразия должна удовлетворять условию 

. - . • 

У т в е р ж д е н и е ЗЛ. Подмногообразие Мт в М„+1(Ф|т]). 
в случае максимальности ранга || х\А \\ (при выполнении условий 
(3.1)) не может быть яг-мерным интегральным многообразием рас­
пределения т), т. е. не является подмногообразием типа 3 в Мп+Х. 

Действительно, если Мт — подмногообразие типа 3, то 
rang||Tif | |</г + 2 — т. 

Так как . элементы распределений (г\А), (1А) покрывают всю 
касательную плоскость подмногообразия Мт (требование (*))," то 
в силу (3.1) dlm(lA)x=s = n-{-2 — т. А это означает, что в слу-
чае А векторы 1А являются линейно независимыми векторами-

Из сказанного следует, что в случае A распределения (г\А), 
(1А) определяют я-структуру в касательном расслоении Т(Мт). 
Из теорем 1 и 2 ([16], § 1) следует, что поля структурных 
объектов {T)f}. {£А} (/1ЛР)"СТРУКТУРЬ1 н а Ж т в случае максималь­
ности их рангов определяют я-структуру в касательном расслое­
нии Т (Mm) тогда и только тогда, когда выполнено условие: 

det )f iC5 И = det || ̂ ATif tl =7- 0. (3.2> 
Следовательно, в случае A выполняется также услозие (3.2). 

Справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 3.1- На нормально оснащенном подмногообразии 

Мт в многообразии почти контактной структуры Мп+1 (Ф1г|> 
я-структура в Г (Mm), определенная парой распределений (1л), 
(т)А), в случае максимальности рангов' матриц |f "1̂ " || •> || §д[| инду­
цирует С-9-структуру, ассоциированную с полем нормали Ф(1А)> 
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-тогда и только тогда, когда в каждой точке х(<Мт структурный .»' 
—> 

вектор | принадлежит касательной плоскости Тх(Мт). -
Для доказательства данной теоремы найдем образы векторов ( 

•i.4 под действием аффинора Ф. Из равенств (1.13), (1.14) соот- . 
ветственно, следует: 

фГа—-Ра|лЛ" + ^ Й , (3.3) ' 
фЕ+2 — Р«+2(-?аЛ,+рЙ). (3.4) 

-*-
1) Пусть в каждой точке хвМт справедливо 1ЕТх(Мт). Это ' 

означает, что подмногообразие Мт является подмногообразием , 
типа 2, а следовательно, выполняются условия р™+2=-0. Из не­
вырожденности матрицы \JKA\\ (см. (3.2)) следует невырожден­
ность матрицы IIК11 \\. Отсюда следует, что в каждой точке 
x6Mm размерность плоскости Ф (|л)Л, натянутой на векторы Ф.,д, 
равнатг+1 — т, и векторы Ф|а не принадлежат касательной 
плоскости Тх(Мт). Фактически, при этом плоскость Ф(.|лЬ совпа­
дает с плоскостью Ф (•;<-).•-, натянутой на векторы Ф£а. Следова­
тельно, в каждой точке xQ.Mm справедливо: 

Tx{Mm)-{r\A)MU)x®l* (3-5) 
где 

Ф(чл),с(пл),, Ч>(1а)хГ\Тх{Мт) = {х}. (3.6) 
Условия (3.5), (3.6) означают, что пара распределений (£д), (цА) 
в случае максимальности рангов матриц ||л^/|> \\%А\\ индуцирует 
на подмногообразии Мт типа 2 в многообразии почти контактной 
структуры С^-структуру, ассоциированную с полем нормалей 
'Ф(Ы. 

2) Пусть пара распределений (^л), (г\А) в случае максималь­
ности рангов матриц || л/11| - || 1д || индуцирует на подмногообра­
зии Мт в многообразии почти конта̂ -тной структуры M„+1 (Ф|т)) 
•С^-структуру, ассоциированную с полем нормалей Ф(£д). 

Из этого следует, что в каждой точке х£Мт размерность 
плоскости Ч(1А)Х равна п-\-\ — пъ, т.е. ШтФ(£д)Л—Шт^л) — 1. 
Последнее ВОЗМОЖНО тогда и только тогда, когда структурный 
вектор {• почти контактной структуры (Ф£т|) принадлежит элемен­
ту распределения (|д) [13], то есть Ш(1А)ХСТХ{М^. Следова­
тельно, в этом случае подмногообразие Мт является подмного­
образием типа 2 в многообразии почти контактной структуры. 

Справедлива также теорема. 
Теорема 3.2. На нормально оснащенном подмногообразии 

Mm (v — поле нормалей) в многообразии почти контактной 
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структуры M^+i (ф.|г1) л-структура в Т(Мт), определенная па­
рой распределений (Ёл), (цл), в случае максимальности рангов 
матриц HgA'll. 11%-Л|| индуцирует С/?-структуру, ассоциирован­
ную с полем нормалей v, тогда и только тогда, когда компонен­
ты геометрического объекта р% тождественно обращаются в 
нуль. 

Таким образом, в случае А только на подмногообразии Мт 
типа 2 естественным образом возникает С/^-структура. 

3. Случай Б. В этом случае 
0<rang|]T)f || < / г+ 2—/я. (3.7> 

Известно [16], что размерность элементов распределения (г\А) 
всегда четная, следовательно, ранг матрицы || i\f || понижается 
на четное число единиц. Пусть 

tang\\T\A\\~n + 2—m — 2t, (3.8> 
где 0<2t<n + 2 — tn. При этом dim{r]A)x = 2m — n — 2 + 2t. 
Следовательно, касательная плоскость Тх(Мт) подмногообразия 
Мт в Мп+1(Щг\) содержит (2m — n — 2 + 2t)-uepuyio Ф-инвариант-
ную плоскость (г\А)х. 

Так как ранг матрицы \\цА\\ понижен на 2t единиц, то спра­
ведливы следующие соотношения: 

<\ ч? = с1Л + ^+2ч7+ 2 = °> (3-9> 
где I, у], ... = 1, , . . , 2t, c\ — некоторые функции, удовлетворяю­
щие условиям 

rang || с\ || = 2t, (3.10> 
dc\-cl®i + clw\==cl&\ (3.11) 
dcU + cl+2w\ = cl+uV, (3.12). 

где •fl£ — формы, определенные в § 1, a tss\ — новые формы, причем 
1ю\=1ю\ |вй__0 являются инвариантными формами полной линейной 
группы QL (2t, R). 

Предположим теперь, что индексы а, т, к... пробегают лю­
бые 2t значений ряда ( т + 1 , . . . , л-f-l), а индексы р, q, r,... 
пробегают остальные (n+1—m—2t) значений. 

Исследование случая Б для подмногообразия типа 3 про­
ведено отдельно в конце настоящего пункта. Поэтому можно 
считать, что 

detj|c!||-£0. (3.13). 
# 

Из (3.13) следует, что матрица || с\ \\ имеет обратную матрицу || с° ||: 

сЙ=4 с£с!=-=6?. (3-14> 
37 



Свернув равенства (3.9) с с?, получим: 

Л? = И| ч? - ^ . l f + l-;+2Ti?+2. (3-15) 

где индекс p пробегает все значения, принимаемые индексом p, 
и еще одно значение / г+2 . В равенствах (3.15) 

i x i = - d e ? - (3.16) 
Система величин ц!==.{|л,~, н£+2} удовлетворяет следующим диф­
ференциальным уравнениям: 

Ф р - ^ Н и Х + ^ - ^ ^ - ^ е * , (3.17) 
rf^+2+jj-J+2 (*?—м-Ж) =-= м-«+2*е*. (3--8) 

Из (3.17), (3.18) следует, что система величин {ц£, И.̂ +2} обра­
зует на Мт геометрический объект, а система (.i? является под-
объектом этого объекта. 

Свернув равенства (3.15) с / j , получим 
01--=—pJfAl.+.{mu}Lp.jfAL+filpL.'- (3.19) 

Р - Р «Г . • • Р . . ? Р ' 

и свернув эти же равенства с ?,̂ , получим:' 

i C W l i C V • (3'2°) 
Из равенств (3.20) следует, что при уменьшении ранга 

матрицы ||г]/11| на 2t единиц ранг - матрицы \\Кв\\ также умень­
шается на 2t единиц. 

Введем в рассмотрение' следующие формы 
£?'.= О*+ !.$&• (3.21) 

Ы+2=^г+^а- (3.22) 
Нз равенств (3.21), (3.22) и систем дифференциальных уравне­
ний (3.17), (3.18) следует, что в каждой фиксированной точке 
x6Mm формы щ являются инвариантными формами полной ли-
нейной группы QL(n-{-\ — m — 2t, R), а формы •б, -̂=-
= {Ьр

д, hn+ъ щ+2 =•0,in+H-^O}••— инвариантными- формами неко­
торой группы Ли. Обозначим эту группу Н. 
(Построим следующие системы•величин: 

••• •• 4=4^7-^' . ! ( 3 - 2 3 ) : 

. ау^^Щ+уЩ^у^ь. (3.24) 
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Из (3.24) следует, что система величин v,~- образует линейно 
•однородный геометрический объект, присоединенный к группе Н. 

Величины т]Р удовлетворяют . дифференциальным уравнениям 

• d пГ—"life/ -h -iffl-f--= Ti&e*, ' (3.25) 
а следовательно, образуют на Мт геометрический объект, при­
соединенный к группе D)n X Н. 

Рассмотрим следующие системы величин: 

4 - & + «#-••. С3'26) 
Продифференцировав (3.26), получим: 

^ + ^ - Й = ^ . (3.27) 
Следовательно, система величин (3.26) также образует геомет-
рический объект, присоединенный к группе Dl

m X H . 
Очевидно, что поле геометрического объекта Т\Р определяет 

на Мт распределение (2т — п — 2 + 20-мерных линейных элемен­
тов (т]л), а поле геометрического объекта L~—распределение 
(n + 2 — m — 20-мерных линейных элементов L. 

Свернув равенства (3.26) с r\f, получим 

^Г-Щ+^-Ц-' (3.28) 
Из (3.23) следует, что матрица II АГ— [1 является невырожденной 
матрицей. Следовательно, распределения (Г|А) и L в касательном 
расслоении r(Mm ) подмногообразия Мт определяют я-структуру. 

Используя формулы охвата геометрических объектов fl
p 

"Л?- --7' , : 7 ' а т а к ж е соотношений (1.17), получим конечные соот­
ношения на компоненты этих объектов. Эти соотношения имеют 
вид (1.17). Следовательно, справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 3.3. На нормально оснащенном подмногообразии 
Мт в многообразии почти контактной структуры при понижении 
ранга матрицы || r\f \\ на It единиц индуцируется новая (/|т)р)-
структура со структурными объектами f), rft , Li-, vJ~, поля гео­
метрических объектов Г\Р , L^- которой определяют в касательном 
расслоении Т(Мт) п-структуру. 

Линейно независимые векторы Lj—Ljki под действием ли­
нейного оператора Ф отображаются в векторы 

ф1*---41 7 + ^ К - р 0 + ^ . (3.29) = 
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Из невырожденности матрицы \\К~\\ следует, что 4>Lp$Tx(Mm). 
В каждой точке х&Мт размерность плоскости 4>LX, натяну­

той на векторы Ф-L-, равна (R + 2 — m — 2t), если структурный 
—> 

вектор | не принадлежит плоскости Lx, и равна (n + 1 — м — 2t), 
если структурный вектор | принадлежит плоскости Lx. 

В Тх(Мп+1) рассмотрим о-параметрический пучок нормально 
оснащающихся плоскостей Nx(a) с общей инвариантной осью 
<pLx. Параметр а равен 2t—2, если %s$Tx(Mm), и равен It—3, ес­
ли %хбТх(Мт). 

Итак, доказали справедливость следующей теоремы, 
Т е о р е м а 3.4. На нормально оснащенном подмногообразии 

Мт в многообразии почти контактной структуры Mn+i (<:p£r|) при 
понижении ранга матрицы 1|т];А|| на It единиц индуцируется 
CR-структур а, ассоциированная полю а-параметрического пучка 
нормалей с общей инвариантной осью cpLx. 

При выполнении условий (3.8) подмногообразие Мт может 
быть либо типа 1, либо типа 2. Рассмотрим теперь случай, когда 
M™ в M„+1 (ФЦт!) типа 2. При этом р„а+2=-0, /С+2--=0, Кп

пЦ*=0, 
а следовательно, р$+,—0. Из (3.26) следует, что если Мп типа 2, 
то вектор Ln+2=Ln+2Ai совпадает со структурным вектором | . 
Следовательно, в каждой точке хвМт плоскость Lx представ­
ляет собой прямую сумму Lx=L'x@'e)X, где L'x — (/г + 1 — т — 2t)-
мерная плоскость, натянутая на систему линейно независимых 
векторов Lp. В таком случае мы имеем Tx(Mm) = (n]A)x®L'x®lx, 
где (рЬх'Г\Тх(Мт) — {%), а это означает, что подмногообразие 
Мт несет CRv((,)-CTpyKTypy, ассоциированную полю о-парамет-

• рического (а=2^—3) пучка нормалей N(o) с общей инвариант­
ной осью ф 1 / . 

Итак, доказана теорема. 
Г е о р е м а 3.5. На нормально оснащенном подмногообра­

зий Мт типа 2 в многообразии почти контактной структуры 
Mn+i(cplr\) при понижении ранга матрицы ||iji--|| на 2t единиц 
индуцируется С/?-структура, ассоциированная с полем сг-пара-
метркческого пучка нормалей N(a) с общей инвариантной осью 

Рассмотрим теперь отдельно случай, когда компоненты гео­
метрического объекта х|- (см. (3.23)) тождественно обраща­
ются в нуль. При этом справедливы теоремы. 

Т е о р е м а 3.6. На нормально оснащенном подмногообразии 
Мм в многообразии почти контактной структуры M„+1 (Ф£г]) 
при понижении ранга матрицы || х\А \\ на 2t единиц и при равен­
стве нулю компонент y.j • естественным образом индуцируется / -
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структура ранга (2m+ 2.- — n~-2) и C£?v-cTpy--Typa{cdot} 
Т е о р е м а 3.7. На нормально оснащенном подмногообразии 

Мт в многообразии почти контактной структуры М,1+1(ф.|т|) 
при понижении ранга матрицы ||г|.А|| на 2г. единиц естественным 
образом индуцируется С/?-,-структура тогда и только тогда, 
когда подмногообразие Мт снабжено f-структурой ранга 2m+ 
+2t—n—2. 

Мы исключали из рассмотрения подмногообразия типа 3 
Рассмотрим теперь подмногообразие Мт типа 3. Аналитически 
это означает, что выполняются равенства v)f+2 = 0. Свернув эти 
равенства с fl, получим p£+2ri«-=0. Из этого следует, что ранг 
матрицы || ч\А || понижен на 2 единицы. 

Следовательно, если Мт является подмногообразием типа 3 
в многообразии почти контактной структуры, то rang||TiiA | |^ 
{le}n—т и dim(TiA)*=&{le}2m—п. 

Теоремы 3.4—3.7 остаются в силе и для подмногообразий 
типа 3 в -Vfn+i({phi}|i-). 

4. /-структура на Мт при его почти контактном вложении в 
Мп+\- В работах i[6], ![7] изучен вопрос о почти контактном 
вложении нечетномерного подмногообразия в многообразие 
почти контактной структуры. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Если на нечетномерном подмногообра­
зии Мт в многообразии почти контактной структуры 
-Мп+.(ф|г|) естественным образом индуцируется почти контакт­
ная структура, то вложение Мт в Mn+i (ф|т~) называется почти 
контактным вложением [6]. 

Укажем связь почти контактного вложения с индуцирован­
ной С/?ч-структурой на Мт в многообразии почти контактной 
структуры. 

Предположим теперь, что размерность подмногообразия Мт 
нечетная. Будем считать, что в равенствах (3-8) 2t=n+l—т. 
А это означает, что rang||r].A|| = l и d1m(-tiA).v.---£=m—1. При 
таком допущении пучок плоскостей (iiA);.. вырождается в 
ф-инвариантную гиперплоскость, совпадающую с плоскостью 
(тГ+2)ж- TaK Как 2/1—n+l—т, то индексы g, т ] , . . . и а, р , . . . 
пробегают одну и ту же область значений. Матрица ||са

6|| 
* 

невырожденная и для'обратной матрицы ||с-а|| имеем: 
с\с*ц = Ь% с | с 1 = б£. (3.30) 

Равенство (3.15) при этом имеет вид: 

i f - C t l » ^ (3'31> 
где с°= — с?с\ , г Поле геометрического объекта са определяет 
на Мт поле вектора C = cava, принадлежащего нормально осна­
щающей плоскости vx(Mm). 
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Введем в.рассмотрение следующие системы величин: 
к----с«р«+2, (3.32) 

- • ' - - 5 i + J + - ' l i . (3.33) 
Продифференцировав эти равенства, убеждаемся, что функ­

ции и определяют на Мт абсолютный инвариант, а функции / ' — 
геометрический объект, присоединенный к Dx

m. Поле геометри-
ческого объекта (3.33) определяет на Мт поле вектора L=LlAt. 

На подмногообразии Мт справедливы следующие теоремы. 
Т е о р е м а 3.8. Распределение (т— 1)-мерных плоскостей 

(if*2) и поле прямых, порожденное полем вектора I , определяют 
в касательном расслоении Т (Мга) подмногообразия Мт 
в M«+i (Ф£л) я-структуру. 

Т е о р е м а 3.9. На нормально оснащенном подмногообразии-
Mm (от —нечетное) в многообразии почти контактной структуры 
M-+i ((p.-rl) ПРИ понижении ранга матрицы Цл^Ц-До l индуцируется 
(/Оргструктура коранга 1. 

Структурными объектами индуцированной на Mm(/|T)p)-cTpyK-
туры коранга 1 являются следующие геометрические объекты: 
/ J , U, т]«+2, >;. 

Теорему 3.9 можно сформулировать и следующим образом. 
Если в каждой точке хв.Мт гиперплоскость т^+2 Ф-инвариант-

на, то на нормально оснащенном подмногообразии Мт естествен­
ным образом индуцируется (/оргструктура коранга 1. 

С л е д с т в и е . Если в каждой точке хбМт гиперплоскость 
—> 

?)£+- Ф-инвариантна и вектор С принадлежит г\х (т.е. я=-0), 
то на нормально оснащенном подмногообразии Мт естественным 
образом индуцируется почти контактная структура. 

Следовательно, при :-.--= О вложение Мт в М„41(Ф.;Т]) является 
почти контактным вложением. 

Найдем образ вектора L под действием линейного оператора Ф: 

ФХ= — >;сё|-Н1 + >.~)С. (3.34) 

Из (3.34) следует, что вектор Ф£ в каждой точке x6Mm
 He 

принадлежит касательной плоскости Тх(Мт). Рассмотрим теперь 
пучок нормально оснащающихся плоскостей Nx(a), осью кото­
рого является прямая, проходящая через точку х и направленная 
по вектору 4L. При этом cr== 2(n — от). 

Следовательно, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 3.10. Если в каждой точке xQMm гиперплоскость 

к-л+2 ф-инвариантна, то на нормально оснащенном подмногообра­
зии Мт естественным образом, индуцируется Ci?V(a)-cTpyKTypa, 
ассоциированная с полем пучка нормалей Nx(a), где a—2(ti — m). 
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Если >---=0, то из (3.34) следует, что 9 L = C , а это означает, 
•что на Мт индуцируется С/^-структУРа. 

Т е о р е м а ЗЛ1. Если в каждой точке х&Мт гипер­
плоскость (т)'1+-)~ ф-инвариантна, то на нормально оснащенном 
подмногообразии Мт индуцируется CRv-структура тогда и 
только тогда, когда вложение Мт в Мп+1(ф|т)) является почти 
контактным вложением. 

5. Гиперповерхность в ЛГп+1 (ф£т}). В почти контактном мно­
гообразии Мп+\ рассмотрим гиперповерхность Мт(т=п). При 
.ЭТОМ i, /, . . .= 1, . . . , m-=n; а, р,. . . —«-[-I; А, В , . . . п + 1 , п + 2 . 

Из (3.3), (3.4) следует 

ф 1 " + 1 — - р ^ + РЙЙ + 1 , ^ 

4 ^ 2 « P # . H - L i + РЙЙ + 0-
а следовательно, для гиперповерхности Mm справедливы следу­
ющие теоремы. 

Т е о р е м а 3.12. На любой нормально оснащенной гиперпо­
верхности Мт типа 2 в многообразии почти контактной струк­
туры Мп+\ (Ф1Т]) естественным образом индуцируется CR-
структура, ассоциированная с полем нормали ф-ln+i. 

Т е о р е м а 3.13. Гиперповерхности Мт типа 1 и типа 3 в 
многообразии почти контактной структуры -Mn+i^gri) не 
допускают оснащения CRv-структурой. 

§ 4. СЯ-СтРУКТУРА В МЕТРИЧЕСКОМ ПОЧТИ КОНТАКТНОМ 
МНОГООБРАЗИИ 

1. Индуцированная метрическая (Дт^-структура. Пред­
положим, что на дифференцируемом многообразии Мп+1 почти 
контактной структуры введена положительно определенная рима-
нова метрика G, согласованная с почти контактной структурой 
(см. § 1). Эта метрика индуцирует: а) риманову метрику g на 
подмногообразии Mm, определенную полем геометрического 
объекта gij = Ouh!iKJj\ б) метрический тензор в нормальном рас­
слоении v(Mm), определенный полем геометрического объекта 
gaB'-Gvrv^'Vjf; в) геометрический объект gitt-=ga,----G/yAfv£. 

Очевидно, что в каждой точке х&Мт плоскости Тх(Мт), 
v.-(Mm) взаимно ортогональны в метрике G тогда и только 
тогда, когда gia=0. 

Нормально оснащающую плоскость vx(Mm), ортогональную 
касательной плоскости Тх(Мт), назовем ортогонально оснаща­
ющей плоскостью и обозначим Тх

х (Мт). 
Так как многообразие (ф^б)-структуры можно интерпре­

тировать как многообразие (ф|т))-структуры, оснащенное полем 
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тензора G, то естественно, геометрия подмногообразия Мт в 
многообразии Мп+\ ((pgr|)-структуры переносится на случай 
подмногообразия Мт в многообразии Mn+i (q>£,r\G)-структуры. 
В связи с этим, теоремы и соотношения, приведенные в 
§§ 1—3, справедливы и для рассматриваемого в этом параграфе 
подмногообразия Мт. Однако возникают и новые соотношения, 
связывающие индуцированные метрикой G объекты gijt gia,-
gaa с компонентами структурных объектов индуцированной на 
•Мт (/grip) -структуры, 

Справедлива теорема [П], [13]: 
Теорема 4.1. На подмногообразии Мт, погруженном в 

метрическое почти контактное многообразие Мп+1 (tpgtiG) и 
нормально оснащенном полем плоскостей vx(Mm), индуцируется 
метрическая (/ grip) -структура. 

2, Понятие С^-структуры. 
Определение 4.1. ПодмногообразиеМт типа 2 ЦХ6ГХ{Мт)} 

в. многообразии метрической почти контактной структуры 
Mn+i (cp-lrlG) называется С^-подмногообразием, если существуют 
в касательном расслоении Т (Мт) распределения линейных эле­
ментов D и £>х, и в каждой' точке х&Мт выполняются следую­
щие условия: 1) Тх(Мт) = Dx®Dx®lx и Dx, Dx, с,х взаимно 
ортогональны в метрике О; 2) распределение линейных элементов 
D инвариантно относительно действия, ф, т. е. ЧПхс.Рх; 3) рас­
пределение линейных элементов Dx антиинвариантно, т. е. Ф1)ХС 
c r i ( M m ) (см. [48]). 

Определение 4.2. Подмногообразие Мт типа 3 (Тх(Мт)а 
czt]x) в многообразии метрической почти контактной структуры 
Mrt+i (f^ilG) называется С7?-подмногообразием, если существуют 
в касательном расслоении Т (Мт) распределения линейных эле­
ментов D и .О-1, и в каждой точке х£Мт выполняются следую­
щие условия: 1) Tx(Mm) = Dx®Dx и Dx, Dx взаимно ортого­
нальны в метрике О; 2) распределение' линейных элементов* 
D инвариантно относительно действия ф, т. е. 4Dx<zDx; 3) рас­
пределение линейных элементов Dx антиинвариантно, т. е. Ф-О1--: 
сТх-(Мт)(см,Щ). 

Замечание. CR-подмногообразия' в; многообразии метриче­
ской почти контактной структуры являются CRTi_(M .-многообра­
зиями, а С/?-структура на подмногообразии Мт ассоциирована 
с полем, ортогонально оснащающих плоскостей Г х (Ж„г). 

Докажем теперь, что если на многообразии! Мп+\ почти кон­
тактной структуры задана произвольная- ржианова метрика ки,. 
то на Мп+\ можно определить внутренним образом новую рима-
нову метрику G, согласованную с почти контактной структурой. 
При этом подмногообразие Мт, снабженное С/^м-структурой,. 
становится; С^-подмногообразием. 
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Итак, допустим, что подмногообразие Мт в многообразии 
Mn+1(cpiT)) оснащено СТ^-структурой, т. е. С^-структурой, ас­
социированной с ог-параметрическим пучком нормалей v(a) с 
общей инвариантной осью ф£х (см. § 2). В пучке нормалей v(a) 
возьмем произвольно фиксированную нормальную оснащающую 
плоскость vx в точке хШт. Тогда из компонент тензора рима-
новой метрики hu, компонент фундаментальных объектов под­
многообразия и нормали определим систему величин: 

hij^hKj{kfA\-^), hj^l-hrj. (4.1) 

Из (4.1) следует, что his является метрическим тензором на 
многообразии Mll+i (Щг\). В метрике h нормально оснащающая 
плоскость vv(Mm) является ортогонально оснащающей плоскостью, 
т.е. vx{M„) = THMm). 

По известным формулам (см., например, [2]) метрику h пре­
образуем так, чтобы новая метрика С? стала согласованной 
с почти контактной структурой, т. е. выполнялись равенства (1.6). 
Формула охвата компонент метрического тензора Qu имеет вид: 

Gis^jihij + h^pfaj'+^j)' (̂ -2) 
где 

hs-'hLitfv'i + Wj. (4.3) 
Итак, имеем метрическую почти контактную структуру 
("Eji-G) на многообразии Мп+г. 

Найдем теперь условия ортогональности L ,̂ 4>LX в метрике О. 
Для этого свернем (4.2) с Lr

u4J
ML™: 

GuLfrbtf = 4- hucvll* {ul4/Ll - u*4jLJ
u). (4.4) 

Из (4.4) следует, что если в каждой точке x6Mm выполняется 
.одно из следующих условий: 

A^Va^ = 0, (4.5) 
Ч У - ^ - J O , (4-6) 

то плоскости Lx, ч>Ьх в метрике G являются ортогональными 
плоскостями. 

В Mn+i, снабженном (ф^п/б)-структурой, справедливо: 
1) Если в многообразии метрической почти контактной 

структуры Mn+i(<f^r\G) выполнены условия (4.5), и в каждой 
точке структурный вектор | принадлежит элементам распреде­
ления D, то Мт является CR-подмногообразием (в смысле опре­
деления 4.1). 
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Такие CR-подмногообразия называют 1-горизонтальными 
[31]. 

2) Если в многообразии метрической почти контактной 
структуры (cplTiG) выполнены условия (4.5), и в каждой точке 
хШт структурный вектор | не принадлежит элементам распре­
деления D, то Мт является CR-подмногообразием (в смысле 
определения 4.1). 

Такие С/?-подмногообразия называют g-вертикальными [31]. 
3) Если в многообразии метрической почти контактной 

структуры (cp|r)G) выполнены условия (4.6), и в каждой точке 
-—> 

хбМт структурный вектор •- принадлежит ортогонально осна­
щающей плоскости TJ-{Mm), TO Мт является CR-подмногообра-
зием (в смысле определения 4.2). 

Такие С^-подмногообразия называют |---подмногообразия-
ми[39]. 

Таким образом, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 4.2. Если в многообразии Mn+i почти контакт­

ной структуры (ф1г)) с произвольной римановой метрикой hLT 
задано С^-,(-)-подмногообразие Мт, то в Мп+\ можно определить 
внутренним образом риманову метрику G, согласованную с 
почти контактной структурой так, что подмногообразие Мт ста­
новится GR-подмногообразием либо в смысле определения 4.1, 
либо 4.2. 

3. Ковариантные производные структурных объектов . 
(flip)-структуры. Для дальнейшего исследования СЯ-подмно-
гообразий предположим, что в многообразии Мп+Х задана ри : 
манова связность D={Dr

JK), ассоциированная метрическому 
тензору G [10]. В этом случае тензор G в связности D ковари-
антно постоянен, и формы 

являются формами римановой связности D. 
о 

Обозначим через у индуцированную связность на Мт, а 
через у—вертикальную связность в ортогонально оснащающем 

о 

расслоении. Известно [10], что если £>—-риманова, то у-— также 
# 

риманова, ассоциированная метрическому тензору gtJ, а у —-мет­
рическая связность, ассоциированная метрическому тензору ga$-

При этом формулы Гаусса и Вейенгартена, соответственно, 
имеют вид [1 ОД: 

" • Лй-Я? /У а , (4.8) 
Va/,-=iLA[. (4.9) 

Компоненты тензоров Hfk, lb. связаны известными конечными 
соотношениями (см. [10], (1.20)): 

-kg*, = -£«---/?*• (4.10) 
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Используя уравнения Гаусса и Вейенгартена, из равенств 
(1.12) —(1.16) найдем ковариантные производные структурных 
объектов индуцированной на Мт {/|г|р)-структуры в связностях 

о * 

D, у, у: 
v*/f—(vM)A/A';+^f,^—^C 
V*Ti?---(V*4'y)Afv? + Hi

v
ftp? -f{H%, 

Vftla — ( V*<P/) <ti ~ llkfm + P^p*. 
v*pMv.^viv?—i?f tiik+s£#./A, (4.11) 

V*6i-n-(V4 / ) -A/ + p5+a{cdot}vpft, . 

V*4"+ -(VftTi/)Af + HPftpg+2, 
v*p5+----(VftS /)v?-^+-H&, 

V*pS+-(V*Tl/)vi4./U»l"+2. 
0 # 

где V> V> V - символы ковариантных производных в связностях 
о # о - * 

D, у, у, соответственно, а у-символ ковариантной производной 
о # 

в связностях у. у . 
4. С/?-подмногообразия типа 2. Пусть Мт— С/?-подмного-

образие типа 2 (см. § 2). В этом случае р * + 2 - 0 и равенства 
- > 

(1.14) примут вид: |=iJ.+2{cdot}<V БУД£М считать, что подмного­
образие Мт нормально оснащено полем плоскостей Т}(Мп). При 
этом g ; a = 0 . Для таких подмногообразий справедливо: 

g^gifc'Jsl+ByfiPlffyr (4.12) 
gmfffi^gfiyrfPl, • 

. 4+2=giM+r P ; + 2 = - O . 
Для С/?-подмногообразий типа 2 справедливы теоремы, 

аналогичные теоремам 2.1 — 2.5. Доказательства этих теорем 
приведены в работах [22], [48]. 

о 

Связность у, определенная на подмногообразии Mm, инду­
цирует связности на распределениях линейных элементов D и 

i 

"Пусть связность у на распределении D является индуциро-
S 

ванной, а связность у на распределении Z®{|}-вертикальной. 
Запишем соответствующие уравнения Гаусса и Вейенгартена 
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для {Dl
a), {L'a}, {^+2}: 

VkD'a^khLu + hZt'U+a, (4.13) 
2 

Vkti=*krtDi, Чкй+1 = Ь£+аьО'а, (4.14) 
i 

где V — символ ковариантной производной относительно связ-
о 1 2 

иостей y, 7» а V— символ ковариантной производной относи-
о 2 

тельно связностей у , у . 
В § 2 найдены объекты неголономности распределений D и L 

(см. (2.9), (2.10)). Выразим компоненты этих объектов неголо­
номности через ковариантные производные объектов Dl

a, Ll
u: 

r.;4-=(VA^)Pf-(V*-D*)Da, (4-15) 

rL — (V^)L*-(VA^)L«. (4.16) 
Справедлива следующая лемма. 
Лемма 4.1. Если Мт типа 2 является С/?-подмногообра-

зием, то справедливы равенства: 
1) -П«г^=-0, !)»+-/•£.-0, (4.17) 

2) gkinUUn^^SitiV^AlLilt, (4.18) 
• 3 ) / ^ 4 = 0, т,»+-г/в = 0. (4.19) 

Из (4.17) —(4.18) следует 
Теорема 4.3. Необходимыми и достаточными условиями 

голономности антиинвариантного распределения D1 CR-подмного-
образия являются следующие равенства: 

gmJ f? ( V*<pS) LiAJL^O. (4.20) 
Из равенств (4.19) следует: 

ri»=- - g i K V ^ i ) Л^7—/f'j/ /^, , ,] DiDl (4.21) 
5. С/?-подмногообразия в многообразии Сасаки. 
1. Нормальное контактное метрическое многообразие Мп+\ 

называется многообразием Сасаки .{29]. Блэр [29] • нашел не­
обходимые и достаточные условия, при выполнении которых 
многообразие Af„+1 (ф -̂С?) является многообразием Сасаки. Эти 
условия имеют вид: 

V^ — G^'-^A- (4-22) 
Используя (1.2) и (4.22), получим 

-*£--Ф£, VA=G7X. (4-23) 
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Яно и Кон доказали [44], что в многообразии Сасаки, если 
структурный вектор £ в каждой точке х принадлежит Тх (Mm). 
то подмногообразие Мт является антиинвариантным подмногооб­
разием. Следовательно, в многообразии Сасаки не существует 
нетривиальных CR-подмногообразий типа 3. 

С учетом равенства нулю компонент р"+2 , р£+2 и формул 
(4.22), (4.23), из равенств (4.11) находим ковариантные произ­
водные структурных объектов индуцированной на Мт .(/ |TIP)" 
структуры. Эти формулы, названные основными формулами, 
приведены в работах :[22], [ 18], [41]. 

2. Одной ИЗ ОСНОВНЫХ тем исследования СЯ-подмногообра-
зий является проблема интегрируемости распределений D, Dx, 
D®{£}, DX©{.1}, £©£)-- в многообразии Сасаки. 

Т е о р е м а 4.4 [22]. .Антиинвариантное распределение D x 

CR-подмногообразия в многообразии Сасаки всегда интегри­
руемо. 

Действительно, в силу равенств (4.22), условия (4.20) в 
многообразии Сасаки всегда выполняются. 

Т е о р е м а 4.5. [22], {48]. Пусть Мт — CR-подмногообра-
зие в многообразии Сасаки. Тогда справедливо: 

1) распределение D-1©!!} всегда интегрируемо; 
2) распределения D и DQdD1- не могут быть интегрируемыми; 
3) распределение D©{£) интегрируемо тогда и. только тог­

да, когда выполнены условия 
H ^ / n x ¥ - 0 , (4.24) 

—> —у —> —> 

где X — x'A., Y — ylAi — произвольные векторы из Dx. 
В бескоординатной записи равенства (4.24) имеют вид: 

/1(Х,фУ)=/г(ФХ,У), X,YeD, (4.25) 
где h(X, У)—вторая фундаментальная форма подмногообра­
зия. 

Т е о р е м а 4.6 i[23]. Пусть Мт — С7?-подмногообразие в 
многообразии Сасаки. Тогда эквивалентны следующие три пред­
ложения: 1) распределение /?Ф{|}-интегрируемо; 2) вторая фун­
даментальная форма Мт удовлетворяет условию (4.25); 3) вто­
рая фундаментальная форма Мт удовлетворяет условию: 

G (h (X. Фу) Фг) = G (h (Ф*. у). Ф г ) , (4.26) 
где X, УбД, Ze£>--. 

3. Изучены [19], [25] различные виды С7?-подмногообра-
зий в многообразии Сасаки, характеризующиеся некоторыми 
дополнительными условиями на вторую фундаментальную фор­
му подмногообразия Мт. 

Известно, что Мт— вполне геодезическое подмногообразие, 
если 

ОДУ)=0, X,Y6Tx(Mm). (4.27) 
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Если условия (4.27) выполняются для произвольных векто­
ров X, Y, принадлежащих элементу Эёх некоторого распределе­
ния 3§ (^3sczTx(Mm)), то Мт называют .-Ж-геодезическим. Исходя 
из этого, в многообразии Сасаки вводятся понятия: D-геоде-
зические, ^-геодезические, D©{|}-геодезические, D®Dx-reo-
дезические С7?-подмногообразия Мт [19], [25]. 

Доказано, что в. многообразии Сасаки не существует нетри­
виальных вполне омбилических, - а следовательно, и вполне 
геодезических С^-подмногообразий [22], [25]. Все вполне ом­
билические CR-шдмногообразия являются ср-инвариантными 
подмногообразиями. Необходимыми и достаточными условиями 
ЛФ{|}-геодезичности С/?-подмногообразия Мт являются усло­
вия h(X, У) =0, где X, 76D [25]. 

С^-подмногообразия Мт в многообразии Сасаки называют­
ся (/>,_>—)-геодезическими (смешанно вполне геодезическими), 
если h(X, 7 ) = 0, X&D, Уе£~- [19], [41], [31]. 

Если 1-форма и со значениями в нормальном расслоении па-
* 

раллельна в связности у, то С/?-подмногообразие в многообразии 
Сасаки является (D, D1)-геодезическим (а получена из равенств 
uX—4>QX, XQTx(Mm)) [20]. С^-подмногообразие в многообра­
зии Сасаки является (D, D-^-геодезическим тогда и только тогда, 
когда вектор Bl = lakNaxk принадлежит элементу распределения 
D{N ^Ы^ТНМт), X^xlX£D) и вектор52_=/«^ V при­
надлежит элементу распределения D@{^{Y—ylh.SDx'®{l}) [31], 
[25] (£>, /)"")-геодезическоеС/?-подмногообразие'в многообразии Са­
саки называется (D, D х)-слоеным, если распределение £)ф{|}-ин-
волютивное [25]. 

4. Интегральные многообразия максимальной размерности 
голономного распределения называются листами. 

Приведем основные геометрические характеристики листов 
голономных распределений линейных элементов на С7?-подмно-
гообразии Мт в многообразии Сасаки. 

В силу теорем 4.4 и 4.5 распределения D x и Dx©{i|} голо-
номные. Каждый лист распределения D x является антиинвари­
антным подмногообразием типа 3, а каждый лист распределения 
Dx®{g} является антиинвариантным подмногообразием типа 2. 

Предположим, что условия (4.24) для CR-подмногообразия 
Мт ВЫПОЛНЯЮТСЯ. В этом случае в силу теоремы 4.5 распреде­
ление D®{|} инволютивно. Каждый лист распределения D©{£} 
является ф-инвариантным подмногообразием типа 2. 

Если С7?-подмногообразие Мт является D©{g)-геодезиче­
ским, то каждый лист распределения D©{|) вполне геодезиче­
ски вложен в многообразие Сасаки M„+i [19], [25]. 

Если С/?-подмногообразие Мт в многообразии Сасаки яв­
ляется (D,DX) -геодезическим, то 
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1) каждый лист антиинвариантного распределения Dx впол­
не геодезически вложен в Мт [19], [25]; ' 

2) каждый лист антиинвариантного распределения Dx впол­
не геодезически вложен в Мп+1 тогда и только тогда, когда Мт 
является £х-геодезическим [19], [25]. 

Каждый лист распределения D1- С7?-подмногообразия в 
многообразии Сасаки вполне геодезически вложен в Мт тогда 
и только тогда, когда вектор 1г(Х, У) (X(=Z)X, Уб£>) принадле­
жит v (плоскость Vj. принадлежит плоскости Тх

л-(Мт) и ортого­
нальна cpD*-1-) [25]. 

Каждый лист распределения D x CR-подмногообразия в мно­
гообразии Сасаки Мп+\ вполне геодезически вложен в Mn+i тог­
да и только тогда, когда вектор "7жфУ . (X, Y6D-1-) принадлежит 
<pDx и вектор h(X, Z) (X6Dx, ZeDffiD-1-) принадлежит v [25]. 

5. Особый интерес исследования представляют CR-подмно-
гообразия Мт в многообразии Сасаки, характеризуемые тем, 
что в каждой точке х&Мт dim А/----dim Tx

x(Mm). В этом слу­
чае q>Dx

±=TxL(Mm). Такие CR-подмиогообразия названы родо­
выми Cft-подмногообразиями (generic) [20], [48]. Приведем ос­
новные результаты исследования родовых CR-подмногообра-
зий: 

1) Родовое CR-подмногообразие в многообразии Сасаки 
является (ДО-1-)-геодезическим тогда и только тогда, когда 
каждый лист антиинвариантного распределения Dx вполне гео­
дезически вложен в Мт [25]. 

2) Если Мт — родовое CR-подмногообразие в многообразии 
Сасаки с плоской нормальной связностью, то оно является, 
(D, D-1)-геодезическим С/?-подмногообразием [21]. 

3) Если Мт—-родовое С^-подмногообразие в многообразии: 
Сасаки, то каждый лист антиинвариантного распределения 
Dx вполне геодезический в Мп+1 тогда и только тогда, когда 
Мт (D, D-1-)-геодезически и .^---геодезически вложен в Mn+i [25]. 

4) /-структура на Мт называется ii-параллельной [48], если 

bkfj^gmPiP7^,+2-Vj+2Pi- (4.28> 
Пусть Мт—-родовое С/?-подмногообразие, ЕСЛИ /-структура 

т|-параллельна, то Мт локально является произведением рима-
•новых подмногообразий МххМ2, где Mi — вполне геодезичес­
кое инвариантное подмногообразие и М2 — антиинвариантное 
подмногообразие типа 3 в Mn+i [25]. 

6. CR-подмногообразие Мт в многообразии Сасаки называет­
ся CR-произведением (полуинвариантным произведением), если 
Мт локально является произведением римановых подмногообра­
зий MXM2, где Mi — инвариантное подмногообразие и М2 — 
антиинвариантное подмногообразие типа 3 в M,+i [41], [34]. 
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Следовательно, если C^-подмногообразие является CR-npo-
•изведением, то Мх является листом инвариантного распределе­
ния D®{|}, а М2 — листом антиинвариантного распределения 
D-4 Очевидно, что если Мт—СЯ-произведение, то распределение 
-^©Ш — голономное, т. е. выполняются условия (4.25). 

СЯ-подмногообразие Мт является СЯ-произведением в мно­
гообразии Сасаки тогда и только тогда, когда выполнено одно 
из следующих требований: 

1) /-структура на Мт ^-параллельна [41]; 
2) вектор A = (ykxl)ykAi принадлежит элементу распределе­

ния D®{l}(X-x%eDx, У=А&х(Мт)) [19]; 
3) справедливы равенства 

£j,//?;xy-=-0, (4.29) 

где Хфх, У&Тх(Мт) [19]; 
•х-

4) 1-форма и параллельна в связности у [20]. 
Теорема 4.7. Пусть Mm—C-R-подмногообразие в много­

образии Сасаки. Тогда эквивалентны следующие предложения [19]: 
1) Мт—С^-произведение; 
2) выполнены условия: 

4x4.2'"=--0, (4.30) 

где XeD, Z6DX; 
3) вторая фундаментальная форма удовлетворяет условию: 
h(Y,<PX)~q>h(Y,X), XQDX, У£Тх(Мт). 
7. Известно (см., например, [41]), что Ф-бисекционная кривиз­

на в многообразии Сасаки M„+1 для двух ортонормированных " 
векторрв X, У определяется по формулам: 

Нв (X, Y)=R(X, ФХ, ФУ, Г), (4.31) 
где /? — тензор кривизны многообразия Mn+-. В работе [41] изу­
чены С-/?-подшюгообразия в MBfi, для которых Ф-бисекционная кри­
визна Нв<—2 и Нв~>— 2. Справедливы следующие два пред­
ложения: 

1) Пусть M„+1 —многообразие Сасаки с ф-бисекционной 
кривизной Нв<—2. Тогда каждое С^-подмногообразие, 
являющееся С/?-прозведением, либо инвариантное подмного­
образие, либо антиинвариантное подмногообразие типа 2 
в A.V-. 

2) Пусть M„+1—многообразие Сасаки с Ф-бисекционной кри­
визной Нв >— 2 и С^-подмногообразие Мт — С^-произведе-
ние. Тогда 1) Мт не является родовым С ̂ -подмногообразием 
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и 2) Мт не является (D, £)х)-геодезическим С/?-подмногообра-
зием. 

8. Проведено исследование вполне контактно омбилических. 
и вполне контактно геодезических С/?-подмногообразий в мно­
гообразии Сасаки. 

Подмногообразие Мт называется вполне контактно омбили­
ческим, если существует векторное поле а из Гх(Л1т) такое,. 
что 

h(X,Y)=G(4,X,q>Y)a+r](X)h(Y,l)+r](Y)h(X,Y), (4.32) 
где X, Уб7(Мот) [19]. Если.а = 0, то Мт называется вполне кон­
тактно геодезическим. Доказано: 

1) Нетривиальное вполне контактно омбилическое C-R-под-
многообразие dimD3c-->1 является вполне контактно геодези­
ческим СЯ-подмногообразием [19]. 

2) Вполне контактно геодезическое C-R-подмногообразие ло­
кально является произведением римановых подмногообразий 
MiXM2, где М\ — вполне геодезическое инвариантное под­
многообразие и Мч — вполне геодезическое антиинвариантное: 
подмногообразие типа 2 [19]. 

3) Всякое вполне контактно омбилическое CR-п'одмногооб-
разие в многообразии Сасаки является CR-подмногообразием 
с нормальной индуцированной f-структурой [24]. 

9. Исследование псевдоомбилических CR-подмногообразий 
в многообразии Сасаки провел Бежанку в работе [19]. В работе 
[47] найдены необходимые и достаточные условия, при которых 
инфинитезимальные преобразования в многообразии Сасаки 
переводят CR-подмногообразия в С^-подмногообразия. Свой­
ства СЯ-подмногообразий коразмерности 2 изучены в [17], [30],. 
а коразмерности 1 в [43]. 

10. CR-подмногообразия з сасакиевой • пространственной 
форме Mn+i(c) "изучены в работах [19]—[21], [23], [25], [33], 
[48]. Многообразие Сасаки называется сасакиевой простран­
ственной формой, если ф-секционная кривизна постоянна [29]. 

Для GJ?-подмногообразий Мт в .Wn+i(c) справедливы следу­
ющие результаты: 

1) Если Мт является (D, Dx) -слоеным и О — 3 , то Мт яв­
ляется либо антиинвариантным, либо инвариантным подмного­
образием в Mn+i(c) ![25]. 

2) Если Мт является (D,DX) -слоеным нетривиальным CR-
подмногообразием, то c{le}—3 [25]. 

3) Не существует нетривиальных CR-произведений при с < 
<—3 '[48]. 

4) Не существует нетривиальных псевдоомбилических CR-
подмногообразий при d i m D x > l и сф—3 [19]. 

5) Если нормальная связность плоская m < f - + l и с > 1 , то. 
Мт — антиинвариантное [33]. 
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6) Если распределение D©{.|} — инволютивное, то ЯБ(х)^с 
для любого вектора JGD [21]. 

7) Мт является D-геодезическим тогда и только тогда, ког­
да распределение D © { | } — инволютивное и Нв{Х)=с для лю­
бого вектора XGD [21]. 

8) Если Мт — родовое CR-подмногообразие в Мп+1(с) 
(сф—3), в котором /-структура является п-параллельной, то 
Мт — антиинвариантное подмногообразие [21]. 

9) Если Мт — родовое CR-подмногообразие в Afn+i(c) 
(С----1), в котором вторая фундаментальная форма параллель­
на, то Мт — антиинвариантное подмногообразие [21]. 

В работах [48], [46] изучены CR-подмногообразия сферы 
со стандартной сасакиевой структурой. 

6. С7?-подмногообразия в некоторых частных классах мет­
рических почти контактных многообразий. 

1. Mn+i^^G) называется кокелеровым, если Vц-ф/— О 
[28]. В кокелеровом многообразии Мп+1 [28] исследован воп­

рос голономности распределений D, D--, D©{!|}, Dx©{g} CR-
подмногообразия: распределения Dx, Dx®{i|} всегда голо­
номны; распределения D и D©{£} голономны тогда и только 
тогда, когда выполнены условия (4.25). Вполне омбилические 
CR-подмногообразия являются вполне геодезическими [28]. 
Если Мт — вполне геодезическое CR-подмногообразие, то Мт 
локально является произведением римановых подмногообра­
зий .М-хЛ-гХч. ГДе /^i—лист распределения D, М2 — лист 
распределения Dx, у— кривая, касательная к которой в каж­
дой точке хвМт совпадает с вектором £ [28]. 

2. Мп+1(ф|т)0) называется приблизительно сасакиевым мно­
гообразием, если (Vx<p)Y+(Vyq>)X=r\(Y)X + r)(X)Y—2G(X, У) | 
,[32]. 

Вопрос ГОЛОНОМНОСТИ распределений D, Dx , йФ{Ь,}, Dx©{g} 
'•CR-подмногообразия Мт в приблизительно сасакиевом много­
образии Мп+1 исследовал Кобаяси [32]. 

3. Почти контактное метрическое многообразие является 
многообразием Кенмоцу тогда и только тогда, когда выполнены 
условия: 

V*9/---G-.,(pJ-b i— т,,Ф*'. (4.33) 
В многообразии Кенмоцу распределения Dx, Dx©{g}, D©DX 

CR-подмногообразия являются голономными [39], а распределе­
ния D, D©{i|} являются голономными тогда и только тогда, 
когда выполнены условия (4.25) [39]. Не существует CR-npo-
изведений в многообразии Кенмоцу постоянной ср-голоморфной 
секционной кривизны с<—1 [37]. Если вторая фундаменталь­
ная форма нетривиального ^-вертикального CR-подмногообра-
зия М.т (dimD0.-L>l) в многообразии Кенмоцу постоянной ф-го-
.лоиорфной секционной кривизны параллельна, то с——1 и 
Мт — пространство ПОСТОЯННОЙ кривизны, равной — 1 . 
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Подмногообразия Мт типа 3, являющиеся CR-подмногообра-
зиями в многообразии Кенмоцу, изучены в [39]. 

Антиинвариантное распределение D1- таких подмногообразий 
всегда инволютивно, а инвариантное распределение D-инволю-
тивно тогда и только тогда, когда 

ЦХ, ФУ)—Л(ФУ, X)=2G(cpJ, Y)l, 

где X, YGD. В многообразии Кенмоцу ие существует минималь­
ных С^-подмногообразий- Если М,т типа 3 является нетривиаль­
ным С^-подмногообразием (dimD- ;

J->l), то оно является впол­
не омбилическим тогда и только тогда, когда 1г(Х, У) = 
--- — G(X, Y)%, гдеХ, YGD [39]. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Балазюк Т. И., Остиану Н. М., Подмногообразия в дифференцируемых 
многообразиях, наделенных дифференциально-геометрическими структура­
ми. IV. Подмногообразия коразмерности 1 в многообразиях почти ком­
плексной структуры. Итоги науки и техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 
1983, 15, 127-164 (РЖМат, 1984, 5А743) 

2. Евтушик Л. Е., Лумисте Ю. Г., Остиану Н. М., Широков А. П., Диффе­
ренциально-геометрические структуры на многообразиях. Итоги науки и 
техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1979, 9, 5-246 (РЖМат, 1980, 1А800) 

3. Лаптев Г. Ф., Дифференциальная геометрия погруженных многообразий. 
Теоретико-групповой метод дифференциально-геометрических исследова­
ний. Тр. Моск. мат. о-ва, 1953, № 2, 275-382 (РЖМат, 1953, 433) 

4. —, Основные инфинитезимальные структуры высших порядков- В сб. 
«Тр. Геометр, семинара. (Ин-т науч. ииформ. АН СССР)». М., 1966, т. 1, 
133-190 (РЖМат, 1967, 7А382) 

5. —, Остиану И. М., Распределения га-мерных линейных элементов в про­
странстве проективной связности. I. В сб. «Тр. Геометр, семинара (Всес. 
ин-т иауч и техн. информ. АН СССР)». М., 1971, 3, 4 9 - 9 4 (РЖМат, 
1972, 6А680) 

6. Опольская Е. В., О почти контактном погружении в многообразие почти 
контактной структуры. Дифференц. геометрия многообразий фигур (Ка­
лининград), 1982, № 13, 76-80 (РЖМат, 1983, 6А696) 

7. —, Поляков Н. Д., К вопросу о почти контактном вложении в многооб­
разие почти контактной структуры. Дифференц. геометрия многообразий 
фигур (Калининград), 1987, 18 

8. Остиану Н. М., О расширении понятия СЯ-подмногообразия в многооб­
разиях почти комплексной структуры. ВИНИТИ АН СССР, М., 1987. 
7 с, ил. Библиогр. 7 иазв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ) 

9. -—. Подмногообразия в дифференцируемых многообразиях, наделенных 
дифференциально-геометрическими структурами- V. СЯ-подмногообразия в 
многообразии почти комплексной структуры- Итоги науки и техн. 
ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1987, 19, 58—100 

10. —, Домбровский Р. Ф., Поляков Н. Д., Подмногообразия в дифференци­
руемых многообразиях, наделенных дифференциально-геометрическими 
структурами. II. Подмногообразия коразмерности 2 в контактном и почти 
контактном многообразиях. Итоги науки и техн. ВИНИТИ. Пробл. гео­
метрии, 1982, 13, 27—76 (РЖМат, 1982, 9А590) 

11. —, Поляков Н. Д., Подмногообразия в дифференцируемых многообра­
зиях, наделенных дифференциально-геометрическими структурами- I. Ито-

55 



•ги науки и техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1980, 11, 3—63 (РЖМат. 
1980, 11728) 

12. Поляков Н. Д., С/?у((,)-подмногообразие в почти контактном многообразии. 
ВИНИТИ АН СССР. М., 1987. 24 с, ил. Библиогр. 11 назв. (Рукопись 
деп. в ВИНИТИ) 

13. —, Подмногообразия в дифференцируемых многообразиях, наделенных 
дифференциально-геометрическими структурами. III. .V(а)-антиинвариант­
ные подмногообразия в многообразии почти контактной структуры. Итоги 
науки и техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1982, 13, 77—117 (РЖМат, 
1982, 9А591) 

14. —, Об Л'(0)-антиинвариа:Нтных поверхностях в почти контактном много­
образии. Дифференц. геометрия многообразий фигур (Калининград), 
1982, № 13, 81—86 (РЖМат, 1983, 6А697) 

15. —, Дифференциальная геометрия многообразий /-структуры. Итоги науки 
и техн.' ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1983, 15, 95—125 (РЖМат, 1984, 
5А732) 

16. —, Классификация (/|т]р)-структур. Итоги науки и техн. ВИНИТИ. 
Пробл. геометрии, 1982, 14, 52—72 (РЖМат, 1983, 5А592) 

17. Area G., Rosea R., Contact CR submanifolds of a Sasakian manifold, 
admitting a contact concircular vector pairing. Tensor, 1983, 40, № 3, 
280—284 (РЖМат, 1986, 9A690) 

18. Bejancu A., On semi-invariant submanifolds of a almost contact metric 
manifold'. An. sti. Univ. Iasi, 1981, sec. la, 27, siippl., 17—22 (РЖМат, 
1983, 5A600) 

19. —, Umbilical semi-invariant submanifolds of a Sasakian manifold. Tensor. 
1982, 37, Commem, vol. 1, 203—213 (РЖМат, 1984, 8A729) 

20. —, A theorem of classification for semi-invariant submanifolds of a Sasa­
kian space form. An. sti. Univ. Iasi Math., 1983, 29, № 1, 59—64 (РЖМат, 
1984, 5A737) 

21. —, Papaghiuc N., On the curvature of semi-invariant submanifolds in a 
Sasakian space form. Bui. Inst, politehn. Iasi, 198, sec. 1, 26, № 3—4, 
45—52 (РЖМат, 1982, 4A670) 

22. —, —, Semi-invariant submanifolds of a Sasakian manifold. An. sti. Univ. 
Iasi, 1981, sec. la, 27, № 1, 163—170 (РЖМат, 1981, 10A550) 

23. —, —, Some results on sectional curvatures of semi-invariant submanifolds 
in Sasakian space forms. Bull. math. Soc. sci. math. RSR, 1983, 27, № 2, 
99—100 (РЖМат, 1983, 12A855) 

24. —, —, Normal semi-invariant submanifolds of a Sasakian manifold. Мат. 
весн., 1983, 35, № 4, 345—355 (РЖМат, 1986, 12A924) 

25. •—, —, Semi-invariant submanifolds of a Sasakian space form. Colloq. 
math. (PEL), 1984, 48, № 2, 229-240 (РЖМат, 1985, 3A685) 

26. —, —, Almost semi-invariant submanifolds of a Sasakian manifold. Bull. 
math. Soc. sci. Math. RSR, 1984, 28, № 1, 13—30 (РЖМат, 1984, 10A606) 

27. —, —, An integral formula for semi-invariant submanifolds in a Sasakian 
space form. Bull. Inst. Politehn. Iasi, 1985, supl. sec. 1, 33—39 (РЖМат, 
1986, 7A799) 

28. —, Smaranda D., Semi-invariant submanifolds of a co-Kahler manifolds. 
An. -sti. Univ. Iasi, 1983, sec. la, 29, № 2, 27—32 (РЖМат, 1984, 11A622) 

29. Blair D. E., Contact manifolds in Riemannian geometry. Lect, Notes Math-, 
1976, 509, 146 pp. (РЖМат, 1976, 9A640) 

30. Calapso M. Т., Contact CR-submanifold carrying a contact normal section 
in a Sasakian manifold. Tensor, 1984, 41, № 1, 23—26 (РЖМат, 1986, 
8A765) 

31. Kobayshi Minoru, Cfl-submanifoJds of a Sasakian manifold. Tensor, 198L 
35, № 3, 297—307 (РЖМат, 1982, 8A689) 

32. —, Integrabilities of horizontal and vertical distributions on C7?-submani-
fold's of a nearly Sasakian manifold. Tensor, 1982, 36, № 2, 215—221 
(РЖМат, 1984, 9A644) 

56 



33. —, C/?-siibmanifolds of a Sasakian space form with flat normal connection. 
Tensor, 1982, 36, № 2, 207—214 (РЖМат, 1984, 9A647) 

34. —, Contact CR products of Sasakian .manifolds. Tensor, 1982, 36, № 3, 
281—288 (РЖМат, 1984, 9A646) 

35. —, 33 contact C^-suomanifolds of manifolds with Sasakian 3-stmcture. 
Tensor, 1983, 40, № 1, 57—69 (РЖМат, 1986, 8A763) 

36. —, Differentia] geometry of symmetric two fold C'ft-submanifolds in mani­
folds with cosymplectic 3-structure. Tensor, 1984, 41, № 1, 69—89 
(РЖМат, 1986, 8A766) 

37. —, Semi-invariant submanifolds of a certain class of almost contact mani­
fold's. Tensor, 1986, 43, № 1, 28—36 (РЖМат, 1987, 6A790) 

38. Ornea L„ Subvarietati Cauchy-Riemann generice in S-varietati. Stud, si 
cere, mat., 1984, 36, № 5, 435—443 (РЖМат, 1985, 7A800) 

39. Papaghiuc N.. Semi-invariant submanifolds in a Kenmotsu manifold. Rend. 
mat. cappi, 1983, 3, № 4, 607—622 (РЖМат, 1985, 2A731) 

40. —, Almost semi-invariant submanifolds in Sasakian space forms. An. stL 
Univ. Iasi, 1983, sec. la, 29, № 2, 5—14 (РЖМат, 1984, 11A621) 

41. —, Semi-invariant products in Sasakian manifold's. An. $ti. Univ. Iasi,. 
1984, sec. la, 30, № 2, 69—78 (РЖМат, 1985, 4A687) 

42. —, Some results on almost semi-invariant submanifolds in Sasakian mani­
folds. Bull. math. Soc. sci. math. RSR, 1984, 28, № 4, 353—367 (РЖМат, 
1986, 8A874) 

43. Rosea R., Hypersurface a vecteur normal Ф-contact concircukire dans 
une variete sasakienne. Tensor, 1984, 41, № 2, 133—138 (РЖМат, 1986, 
8A768) 

44. Yano K-, Коп М., Anti-invariant submanifolds. Lect. Notes Pure and AppL 
Math., vol. 21. Marcel Dekker. New York-Basel, 1976, viii, 183 pp. 
(РЖМат, 1977, 7A629K) 

45. —; __ Differential geometry of СЛ-submanifolds. Geom- Dedic, 1981, 10, 
1—4, 369—391 (РЖМат, 1981, 8A722) 

46. —, —, Contact CR-submanifolds. Kodai Math. Z., 1982, 5, № 2, 238—252 
(РЖМат, 1983, 5A599) 

47. —, —, Infinitesimal variations of submanifolds of a Sasakian manifolds. 
Tensor, 1982, 37, Gommem. vol. 1, 7—15 (РЖМат, 1984, 9A649) 

48. —, —, CR-submanifolds of Kaehlerian and Sasakian manifolds. Boston. 
e a.: Birkhauser, 1983, X, 214 pp. (Progr. Math., vol. 30) (РЖМат, 1985, 
4A681K) 


