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Для несобственных задач выпуклого программирования рассматривается подход к их оптимальной 
коррекции, основанный на применении регуляризированной по прямым и двойственным переменным 
функции Лагранжа. Приводятся оценки, характеризующие сходимость соответствующих процедур, в за­
висимости от специфики исходной задачи, типа ее несобственности и вида регуляризирующих добавок. 

Введение 

Рассмотрим задачу выпуклого программирования (ВП) 

m i n { / o ( x ) : хеХ}, (0.1) 

где X — { х | / ( х ) < 0 } , f(x) = [f\(x),..., fm(x)}, / j ( x ) — выпуклые функции, определен­
ные на R " (г = 0 , 1 , . . . , т ) . Обозначим через L(x,X) функцию Лагранжа, поставленную в 
соответствие задаче (0.1): 

L ( x , A ) = / 0 ( x ) + ( A , / ( x ) ) , A e R ™ , 

где (•, •) — скалярное произведение двух векторов. Существует (см., например, [1, 2, 3]) большая 
группа методов решения задачи (0.1), которые основаны на применении функции L(x, А) и ее 
различных модификаций. В этом ряду стоят и методы, связанные с нахождением седловых 
точек регуляризированной функции Лагранжа 

1а(х,\) = Ь(х,\)+аш(х)-Рт(\), 

где а - [a, /3] > 0, ш(х) и т(А) — выпуклые неотрицательные соответственно на R " и R™ 
функции, при этом лебеговы множества данных функций 

М ( с ) = { х : ш(х) < с } и JV(c) = {А : т(А) < с } 

ограничены для любого фиксированного с > 0 (функция ш{х) является стабилизатором [4] 
для задачи (0.1), а функция т(А) — для задачи, двойственной к (0.1)). 

В данной работе метод регуляризированной функции Лагранжа анализируется вначале 
для разрешимых и регулярных задач выпуклой оптимизации. Основное же внимание уделя­
ется применению этого метода для коррекции вырожденных в определенном смысле (несоб­
ственных) проблем выпуклого и квадратичного программирования. При этом упор делается 
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на нахождение максимально общего вида регуляризирующих добавок, а также на установле­
ние условий, при которых данный подход применим для различных классов оптимизационных 
задач независимо от типа их несобственности. При исследовании свойств сходимости метода 
акцент ставится на определение оценок уклонений компонент седловой точки регуляризиро­
ванной функции Лагранжа от решений задач, аппроксимирующих исходную несобственную 
постановку. 

1. Разрешимая задача выпуклого программирования 

1.1. Общий вид стабилизирующих функций 

Предположим вначале, что задача (0.1) разрешима и удовлетворяет условиям, гарантиру­
ющим существование для функции L(x,X) седловой точки в области R " x R ™ . Покажем, что 
в данном случае и функция Lff(x,X) имеет в этой же области непустое множество седловых 
точек. 

Теорема 1.1. Пусть существует [х,Х] — седловая точка функции L(x,X) в области 
R " x R ™ . Тогда для любого а > 0 функция L(T(x,X) имеет в этой же области хотя бы одну 
седловую точку [ж с г ,А < т ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функции 

<р<т(х) = sup Lff(x, А), ф<т{Х) = inf Lff(x,X). 
А>о х 

Покажем, что d o m ^ ф 0, dom ф„ ф 0, где 

dom^o- = {х : <р<т(х) < со} , dom фа- = {А > 0 : фа{Х) > — со} . 

В самом деле, пусть X' = d o m ^ o , А' = domipo, где 

<Ро = <Ро(х) = sup L(x, А), ф0 = Фо(Х) = inf L(x, А). 
А>о х 

По условию теоремы X' ф 0, Л' ф 0. 
Возьмем х' € X'. Имеем 

ipff(x') = аш(х') + svp{L(x',X) — /Зт(А)} < supL(x',X) + аш(х') < со, 
Л>0 л>о 

т.е. X' С dom<#7 . Пусть A' € Л'. Тогда 

ф9{\') = M{L(x,X') + au(x)}-/Зт(Х') > m£L(x, А') — (Зт(Х') > - с о , 
X X 

т.е. Л' С dom ф„. 

Далее обозначим Ха = {х : ipa(x) < (pff(x)}. Для произвольного х € Ха получим 

<ра(х) = au(x)+sup{L(x,X) - /Зт(Х)} < <р<т(х) = 
Л>0 
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= a w ( i ) + sup{X(x, А) — {1 т (A)} < a w ( i ) + L(x, А). 
Л>0 

Так как sup{£(x , А) —/Зт (А)} > L(x, А ) - 0 т (А), то а и (х) < а и (х) +L(x, А) - L(x,\) + /Зт (А), 
л>о 

откуда 

ш{х) < ш(х) + ^т(\). (1.1) 

Таким образом, в силу свойств функции ш(х) множество Ха компактно и, следовательно, 
существует точка х" такая, что 

у„{ха) = mm <р„(х) = ш п ^ ( х ) . 

Обозначим теперь = {А > 0 : ^ ( А ) > ^ ( А ) } , и пусть А € Аа. Имеем 

ф^Х) = in f{X(x , А) + аш (ж)} - £ т (А) > фа{\) = 

X 

= i n f { £ ( x , А) + a w (ж)} - 0 т (А) > inf L(x , А) - 0 г (А) = £ ( 2 , А) - рт (А). 

Поскольку in f{L(# , А) + aoj (х)} < L(x, А) + aoj (х), то 
Рт(А) < /3т(А) + £ ( J B , А) - Д з , A) -baa ; (ж) , 

откуда 

r ( A ) < r ( A ) + | w ( 2 ) . (1.2) 

Из неравенства (1.2) и свойств функции т (А) следует существование точки А с т, для которой 

фа(\а) = т а х ' 0 < г ( А ) = т а х ^ Д А ) . 

Так как функция L(T(x, А) выпукла по а; € R n и вогнута по А € R + , множества точек х" и А с т 

непусты и ограничены, то (см., например, [5]) 

Ч>а{х°) = фа(>?)=Ьа{х°,\')1 

т.е. [ж0', А 0 '] — седловая точка функции La(x,X) в области R n x R ™ . 
Теорема доказана. 

Следующая теорема характеризует связь между седловыми значениями функций L(x,X) 
и Ь„{х,\). 

Теорема 1.2. В обозначениях предыдущей теоремы для любого а > 0 справедливы оценки 

Г - Рт(А) < А"7) < / * + аш{х), (1.3) 

где / * = £ ( х , А ) = / 0 ( х ) . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как [ж0', Xs] и [х, А] — седловые точки соответственно функ­
ций L,f(x,X) и L(x,X) в области R n x R ™ , то справедлива следующая цепочка неравенств 

Цх,Х)-рт{Х) <L{x°,X)-pT(X)<L{xa,X) + au(xa)-pr{X) = 

= L,r{x°, А) < L^x', X*) < L^x, А") = 

= L(x, Х°) +аш-(х) -рт (Х*) < Цх,Х) + аш (ж), 

откуда и следует (1.3). 
Теорема доказана. 

Следствие 1.1. lim ЪЛх", X") = /*. 
сг->0 

Следствие 1.2. lim L{x°', X*) = f*. 
<Т-¥0 

В самом деле, поскольку L(x,X) = L^XjX) — аш(х) + Рт(Х), а из (1.1) и (1.2) вытекает, 
что т а х { а Ц ж 0 ' ) , / 9т (А < т )} < аш(х) + /Зт(А), то 

\Цх", А") - Л < \L„(x°, А") - Г | + а Ц ж ) + Рт(А). 

Пусть а = р. Тогда из неравенств (1.1) и (1.2) следует ограниченность множества Ха х Л^.. 
Если образовать последовательность сг* —>• О (А; —>• с о ) , то последовательность {[ж' 7*, А 1 7 *]} 
седловых точек функции L(T(x, А) в области R n x R ™ будет иметь предельные точки. 

Теорема 1.3. Если а — Р, то любая предельная точка [ж*,А*] последовательности 
{[ж 0 * , А 0 * ] } будет седловой точкой функции L(x,X) (при этом ж* — решение задачи (0.1)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ж € R n и А € R + , то из определения ха и Ха получим 

L(x", А) - 0 т ( А ) = Le{x°, А) - а ш ( / ) < Д ^ ж ' , А"7) - а ш ( / ) = 

= Цх', X*) - р т(Х°) < L{x°, X*) < L^x", А ' ) + Р т (А ( Т ) < 

< L^x,X*) + рriX") = Цх, Х°) + аш(х). 

Этсюда 

L(x*,X) <L(x*,X*)<L(x,X*) ( У ж е R n , A € R + ) . 

Теорема доказана. 

1.2. Квадратичная регуляризация 

Для того чтобы уточнить характер сходимости предлагаемого метода, мы конкретизиру­
ем вид стабилизирующих функций ш(х) и т(А) . Чаще всего в методах регуляризации задач 
математического программирования применяются [4, 6, 7] квадраты норм элементов в соот­
ветствующем пространстве. Положим 

L(T(x,X)=L(x,X) + a\\x\\2-P\\X\\2, 
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где || • || — евклидова норма. 
В силу сильной выпуклости La(x,X) по х я сильной вогнутости по А функции <ра(х) и 

^ . ( А ) определены всюду на R " и R + соответственно. 
Нетрудно видеть, что (ра(х) = L(T(x,X(x)), где 

А(*) = ^ / + ( х ) , f+(x) = Wx),---,ti(x)l ft(x) = max{0,fi(x)}. 

Для этого достаточно убедиться в выполнении неравенства 

( V A M * , А(Х)) , А - А(х)) = ( / ( х ) - / + ( х ) , А - ^ / + ( х ) ) < 0 

для всех А > 0. Таким образом, 

^ ) = / o ( ^ ) + ^ l l / + ( ^ ) l l 2 + a | N | 2 -

Очевидно, что <ра{х) — сильно выпуклая на R n функция. 
Для отыскания вида функции фа{Х) необходимо выразить х = х(Х) из уравнения 

\jxLa(x,X) — 0 (в предположении дифференцируемости всех функций задачи (0.1)). Для об­
щей задачи ВП это уравнение не всегда удается решить. Тем не менее можно утверждать, что 
функция ф(т(Х) будет сильно вогнутой на множестве R™. С этой целью покажем вогнутость 
функции х(А) = m i n ( L ( x , A ) + а | | х | | 2 ) . Выберем произвольно Ai € R ? , А 2 G R + , 7 € [0,1]. 

Тогда 

Х(7 Ai + (1 - 7 ) А 2 ) = min {L{x, 7 Хг + (1 - 7 ) А 2 ) + а | | х | | 2 ) = 
X 

= min[7 (L(x , А х ) + а | | х | | 2 ) + (1 - 7 ) ( L ( x , А 2 ) + а | | х | | 2 ) ] > 7 X ( A x ) + (1 - 7 ) х ( А 2 ) . 

Поскольку ^сг(А) = х (А) — /9 | |А| | 2 , то функция ^о-(А) сильно вогнута на R™. 
В силу свойств сильной выпуклости функции <р(г(х) на R n и сильной вогнутости функции 

>̂<т(А) на R™ существуют единственные точки 

ха = arg min </><т(х), Ха — arg max ^о-(А) 
х Л>0 

такие, что 

Ч>а{х°) = фа{Х°) = Ьа{х°,Ха), 

т.е. ( У , А 0 '] — единственная седловая точка функции La(x, А) в области R n x R ^ . 

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и ш(х) = | | х | | 2 , г(А) = | |А| | 2 . Спра­
ведливы оценки 

У+(х°)\\<2^рС1(а), . (1.4) 

| / о ( < ) - Г | < е д , (1.5) 

где С 1 И = ( а | | х | | 2 + / 9 | | А | | 2 ) 1 / 2 , С2{а) = 2 а | | х | | 2 + 3/3 \\Х\\\ 



Регуляризированная функция Лагранжа 121 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вектор X" = Х(ха) = ^f+(x<T) удовлетворяет неравенству 

(1.2). Поэтому 

| | / + Ю | | 2 < 4 ^ ( | | Л | | 2 + ^ | | х | | 2 ) ) 

что равносильно оценке (1.4). 
Запишем далее соотношения (1.3) в виде 

Г - Р | |А| | 2 < LAx°, X") = ср^П = Л ( « * ) + « | | * 1 Я + Р||А'||А <f* + a \\xf. (1.6) 

Из правого неравенства в (1.6) вытекает 

Л О О - Г < « 1 Н 1 2 - (1.7) 

С другой стороны, из (1.6) также имеем 

г-мх*)<т\3+*№чг+т'\\2, 
или, учитывая (1.1) и (1.2), 

Г-МхП<С2(а). 

Отсюда и из (1.7) получаем оценку (1.5). 
Теорема доказана. 

Следствие 1.3. Пусть множество X* решений задачи (0.1) ограничено. Тогда 

р{х°,Х*) - > 0 ( с г - Ю ) , 

где р(х, S) = inf \\х — у\\. 

Данный результат имеет место в силу корректности [8] ограничений fi(x) < 0 (г = 
1 , . . . , т ) , /о(ж) < / * , определяющих множество X*. 

Следствие 1.4. Пусть а —> 0, 0 = о ( а ) . Тогда х" -> i o , где i o — нормальное решение 
задачи (0.1) : жо = arg г ш п { | | х | | : х Е X*}. 

В самом деле, в этом случае из неравенства (1.1) следует ограниченность {ж" 7 } при а -> 0, 
Р -> 0, (5 = о ( а ) . Согласно (1.4), (1.5) предельные точки последовательности {х"} при этом 
лежат в X*. Полагая в (1.1) ж = жо, в силу единственности нормального решения получим 
требуемое утверждение. 

В дальнейшем для простоты выкладок будем считать функции fi(x) в задаче (0.1) диф­
ференцируемыми на R n (г = 0 , 1 , . . . , т ) . В этом случае для седловой точки [ж, А] функции 
L(x, А) будут выполняться условия Куна-Таккера: 

yxL(x,X)=0, A j / j ( x ) = 0 , t = l , . . . , m ; А = [ А ь . . . , А т ] > 0. 

Покажем, что седловая точка [х", X"] функции La(x, А) в пределе при а —>• 0 удовлетворяет 
этим условиям. 
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Теорема 1.5. Для произвольного а > 0 справедливы оценки 

| | V * b ( ^ , A - ) | | < 2 V ^ C i ( c r ) , ( 1 . 8 ) 

О < < 2 С Х

2 И , i = 1, • • • . т , (1 .9) 

где X" = [ A f , . . . , A£J, Ci(cr) — из теоремы 1.4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу соотношения ухЬ^х", X") = 0 и неравенства ( 1 . 1 ) имеем 

|| у , А")|| = 2а < 2 а ( | | х | | 2 + £ | | А | | а ) 1 / Я = 2 V ^ d ( o - ) . 
а 

Поскольку Af = ^ ft {я*), то с учетом ( 1 . 4 ) получим 

1 

Теорема доказана. 

Следствие 1.5. Пусть задача (0 .1) имеет единственное решение х и а 0, а — о(/3). 
Тогда Х° —>• Ао, где Ао — минимальный по норме вектор множителей Лагранжа, соответ­
ствующий решению х. 

Это следствие вытекает из неравенства ( 1 . 2 ) при т(А) = | |А| | 2 , А = Ао, оценок ( 1 . 4 ) и (1 .5) 
(в силу которых х" ->• х (сг ->• 0 ) ) , а также соотношений ( 1 . 8 ) и ( 1 . 9 ) . 

Заметим, что при определенных условиях можно оценить порядок сходимости х" к хо и 
А"7 к Ао. Такие оценки будут получены ниже для несобственных задач ВП. Соответствующие 
результаты в качестве следствия могут быть перенесены и на случай разрешимых задач. 

1.3. Равномерно выпуклая регуляризация 

Рассмотрим несколько более общую по сравнению с п. 1.2 функцию L(T(x, А). Пусть стаби­
лизаторы ш(х) и т(А) имеют следующую структуру: 

Ц х ) = £ aylxjp, < у > 0 U = l,...,n), р = 1 + Ц, /л>0, 

^ } ( 1 . 1 0 ) 

Ф ) = Е М ? , Ьг > 0 (i = l , . . . , m ) , ff=l-M>, »> > 0 . 

Функции ш(х) и г (А) при Ц > 1, v > 1 строго равномерно выпуклы [9] на R " и R + соот­
ветственно. При 0 < pi < 1, 0 < I/ < 1 эти функции строго равномерно выпуклы на любых 
ограниченных множествах из R " и R + . Соответствующими свойствами равномерной выпук­
лости по х и вогнутости по А будет обладать и функция L c r ( x , А) . Поэтому с учетом теоремы 1.1 
можно утверждать о единственности седловой точки [х^А* 7 ] функции Lcr(x,X) на множестве 
R n x R ™ . 

Запишем явным образом функцию <#т(я) = т а х Ь , т ( х , А ) . Имеем <pv(x) = L(T(x,X(x)), 

где А(х) удовлетворяет неравенству 

( / ( х ) - £ V T ( A ( I ) ) , А - А ( х ) ) < 0 ( V A > 0 ) . 
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Решением этого неравенства будет вектор-функция Х(х) = [ A i ( x ) , . . . , A m ( x ) ] , где 

А<(х) = 

Поэтому 

1 f?(x) 

l v 
t = l , . . . , m . 

<ра(х) = fo(x) + -^т J X ' t t f M ] 1 + а £ ° ; 
9 " ^ " i=i j=i 

Очевидно, что выражение для функции <pff(x) из п. 1.2 получается из (1.11) при a,j = bt- = 1 
(г = 1 , . . . , m; j = 1 , . . . , п), р = q = 2. 

Рассмотрим, как изменятся оценки сходимости метода при наличии регуляризирующдх 
добавок (1.10). Докажем аналог теоремы 1.4. 

Т е о р е м а 1.6. Пусть задача (0.1) разрешима в точке х, А — соответствующий этому ре­
шению множитель Лагранжа, функции ш(х) и т(А) определены согласно (1.10). Справедливы 
оценки 

f?{x*)<0*Di, * = 1 m; (1.12) 

| / о ( Л - Г | < max { a w(x) , $\D | | А | | } , (1.13) 
1 V 

где Di = q b?DQ , i = 1 , . . . , m; DQ = DQ(CT) = аш(х) + /3 r (A) , Z? = s/rn max Д . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства (1.2) при А = \ а получим /3bi(Xf)9 < Do, или 

/3bi ft(x(T) " — А ) - Отсюда (я"7) < q(06j)9D0

9 (i = 1,...,m), чем и доказана оцен­

ка (1.12). 
Далее, из неравенства <р(Т{х'Т) < w ( x ) непосредственно вытекает 

Мх")-Г<аш(х). (1.14) 

Из свойств задачи (0.1) для любого х' 6 R " следует 

/о (я ' ) - / * = / о ( х ' ) - /о(5) > (v/o(5), х ' - 2) = 

m m 

= - Е M v / i ( * ) , х ' - 2) > - £ А , 7 Л * ' ) . 
i = l i = l 

где Aj — координаты вектора А, г = 1 , . . . , т . Отсюда с учетом (1.12) имеем 

(1.15) 

Г - / о О О < (А, / + Ю ) < max / + ( * " ) Т А< < | |А| | . (1.16) 

Объединив (1.14) и (1.16), получим (1.13). 
Теорема доказана. 

Подобным образом можно обосновать и аналоги других утверждений из п. 1.2. 
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2 . Несобственная задача выпуклого программирования 

Задача (0.1) называется несобственной [10], если нарушаются соотношения 

- о о < F* — f* < + о о , 

где F* — оптимальное значение задачи, двойственной (по Лагранжу) к (0.1): 

F* = sup inf L ( x , А). (2.1) 
А>о х 

В зависимости от пустоты или непустоты допустимых множеств X в задаче (0.1) и 

Л = {А € R™ : inf L ( x , А) > - о о } 

— в задаче (2.1) выделяют три рода несобственных задач ВП: 

1 ) Х = 0, Л ^ 0 ; 2 ) Х ^ 0 , Л = 0; 3) X = 0, Л = 0. 

Чаще встречаются задачи первых двух классов. Задачи 1-го рода характеризуются тем, что 
после коррекции системы ограничений по правым частям (т.е. после замены несовместной 
системы условий / ( х ) < 0 на совместную / ( х ) < £, £ > 0) в задаче (0.1) будет выполняться 
inf / о ( х ) > —оо. К задачам 2-го рода относятся задачи ВП, у которых inf / о ( х ) = —оо. 

2.1. Несобственная задача выпуклого программирования 1-го рода 

Предположим, что допустимое множество X задачи (0.1) пусто. Пусть 

£ € В Л Х е = { х : / ( х ) < £ } , Е = {£еК?: Х^Щ. 

Будем считать, что для некоторого £ > 0 множество Х% непусто и ограничено. В этом случае 
Е будет вьшуклым замкнутым множеством в R + . Следовательно, существует единственный 
элемент 

£ = argnrin{j |£j j : £ € £ } . 

Нетрудно заметить, что Xz = X, где X — множество решений задачи m i n | | / + ( x ) | | 2 . Поэтому 

£ = / + ( х ) , где х € X. Отсюда получаем 

О(х)Г = 0, (2.2) 

где G(x) — матрица размера пхт, столбцами которой являются векторы у / х ( ^ ) - Из выпук­
лости функций / » ( х ) следует 

Иё11а = < /(«) Г - (« - зЩх) Г, 
откуда с учетом (2.2) 

Ша</(«)Г ( V x € R » ) . (2.3) 

Сформулируем задачу 
m i n { / o ( x ) : i G X f } . (2.4) 
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Эта задача при £ = О совпадает с (0.1), при f" ф 0 задача (2.4) является одной из возможных 
аппроксимаций для (0.1). 

Предположим, что в некоторой точке х* € Xg выполнены условия Куна-Таккера для за­
дачи (2.4), т.е. существует вектор А* 6 R™ такой, что 

VxL(x*,X*) = 0, А ? ( / , - ( х * ) - & ) = 0 , г = 1 , . . . , т . (2.5) 

При этом предположении задача (0.1) будет несобственной задачей ВП 1-го рода, а задача 
(2.4) разрешимой в точке х*. Заметим, что условия (2.5) выполняются, например, в случаях: 
a) fi(x) — линейные функции, i = 1 , . . . , m; b) fi(x) — кусочно-линейные выпуклые функции, 
г= 1 , . . . , т. 

Покажем, что для несобственной задачи ВП 1-го рода характер сходимости последова­
тельности { я " 7 } к решению задачи (2.4) аналогичен сходимости { я * 7 } к решению задачи (0.1) 
в случае разрешимости последней. 

Теорема 2.1. Если для задачи (2.4) выполнены условия (2.5), то 

| | ( / ( x ' ) - £ ) + l l < V ^ i H , (2.6) 

l / o O O - / | < * 2 ( < r ) , (2-7) 

где К^а) = 2 [ ^ | | А * | | + (а | |х* | | 2 + /3 | |А* | | 2 )2 ] , К2(а) = max { а | |х* | | 2 , у/^Ы<т) \\Х*\\}, 

/ = /о(я*) , х*, А* — из (2.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как х° = arg min fo-(x) и £ = f+(x*), то 
X 

/ о ( * ' ) + ^ Н / + 0 О 1 1 2 + a l l ^ l l 2 < / + 4 ^ UII2 + а 1И1 Я -

Отсюда вытекают неравенства 

11/ + (^)Ц 2 ~ IIIII2 < 4 / 3 ( / - / о ^ " 7 ) + а | |х* | | 2 ) , (2.8) 

Mx*)-f<a\\x*\\2. (2.9) 

По аналогии с (1.15) имеем 

/ - МХП < (G(x ' )A*, х- - х*) < (A*, f{x") - f(x*)) = 
(2.10) 

= (А*, / ( * * ) - О - (A*, f(x*) - < ЦАЦ | | ( / ( х " ) -

Далее воспользуемся неравенством 

( р - 9 ) + 2 < ( р + - 9 ) 2 , (2 .И) 

справедливым для любых действительных чисел р и q, р+ = max { 0 , р } . С учетом (2.3) получим 

l l ( / M - f ) + l l a < l l / + ( * ' ) - f l l a = 
(2.12) 

= | | / + ( х ' ) | | а -2(f+{x*),i) + М\\2 < | | / + ( х ' ) | | а - и II2-
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Поэтому из (2.8) и (2.10) следует 

I K / 0 O - 1 ) + Ц 2 < 4 /J (||АЧ| ||(/(х") - т\ + a \\x*f). 
Отсюда 

(Н( / (**) - - 20 \\\*\\)2 <40(а \\х*\\2 + 0 ||А12), 
что и влечет справедливость неравенства (2.6). 

Оценка (2.7) вытекает из (2.9), (2.10) и (2.6). 
Теорема доказана. 

Следствие 2 .1 . Справедливо равенство 

l i m / + ( * * ) = £ 
<r-f0 

В самом деле, из (2.12) согласно (2.8), (2.10) и (2.6) получаем 

Ц / + 0 О - if < 40 [ ||А1 у/РЩ*) + а \\х*\\2 ]. 

Отсюда также вытекает, что данное следствие имеет место при фиксированном а > 0 и 0 -> 0. 

Следствие 2.2. Пусть 7 = max { а , 0]. Тогда 

IK/0O - < iKs, 1 / „ о о - / | < 7X4, 

где Х3, — постоянные числа. 

Так же, как для разрешимой задачи (0.1), справедливо [11] утверждение о сходимости 
последовательности {х*} к xjj при а -> 0, 0 = о (а), где xjj — нормальное решение задачи (2.4): 

x*Q = arg min{llxll : х € X * } , X* = {х € X f : /0(х) = / } . 

Конкретизируем характер сходимости последовательности {ж* 7} к решению xjj. Задачу на­
хождения нормального решения для (2.4) запишем в виде 

m i n { | | x f : х €Е Х{, fo(x) < / } . (2.13) 

Предположим, что функция Лагранжа для задачи (2.13) 

т 

Н(х,и) = | |х|| 2+ £>(/<(*) -&) + щ(Мх) - /), 
»=1 

и — [tto, « 1 , . . . , ит] > 0, имеет седловую точку [xjj, и*] в области R n x R m + 1 . Соответствующие 
условия Куна-Таккера имеют вид 

т _ 

2 х*0 + £ ut V Л(хЗ) = 0, < [/,(хЗ) - = 0, 
»=о (2.14) 

г = 1 , . . . ,ш; « ? > 0 (Vt) . 
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Теорема 2.2. Пусть параметр а в функции La{x, А ) удовлетворяет условиям аи^ < 1, 
а||й*|| < ||AS ||. Тогда 

I K - x S | | < V ^ I I A S I I , (2.15) 

где й* = [u* , . . . , и ^ ] , и\ — из (2.14) (г = О,1, . . . , m ) , AjJ = arg m i n { | | A | | : A G Л*}, 
Л* = { А * : [XQ,A*] удовлетворяет (2 .5 )} . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий \/xL(T(xa', X") = 0 и (2.14) следует 

т 1 

2 (х* - х*0) = £ « ? V ОД) - - V « ОД, А" ) . 

Умножая обе части этого равенства на х" — xjj и учитывая свойства выпуклости функций /г (я) 
(г = 0 , 1 , . . . , т), получим 

т 1 

2 Цх' - х£ | | 2 = < (Vfi(x*0),х°-х*0) + - ( у * О Д , A ' ) , х*0 - х') < 
i=0 

т 1 

< 2 < ( О Д ) - 1 ; - ОД) + 6 ) + - ( О Д , A ' ) - ОД, A ' ) ) . 
i=0 

Отсюда с учетом (2.14) имеем 

2 \\х° - xS| | 2 < К " ^ ) ( Л О О - / ) + (б*, ( О Д ) - | ) + ) + i (А", ОД) - / ( х ^ ) ) . (2.16) 

Принимая во внимание неравенства (2.3) и (2.11), оценим последнее слагаемое в (2.16): 

( А ' , ОД) - / ( х ' ) ) < ( А ' . ё - / ( х ' ) ) = ^ ( / О Д ) , | - ОД)) = 

= щ I ) - ^ 11/ОД)112 = ~ Н / О Д ) - I I I 2 + ^ [IIIII 2 - ( / О Д ) , I ) ] < 

По аналогии с (1.15) для произвольного х имеем 

/ < > ( * ) - / > - ( A S , ( / ( х ) - | ) + ) . 

Поскольку — ^ < 0, то с учетом двух последних неравенств из (2.16) получим 

2 к - *SII2 < ( ( £ - <) К+й*, ( О Д ) - 1 ) + ) - ^ | | ( О Д ) - 1 ) + | | 2 < 
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Отсюда с учетом условий на параметр а следует 

. К - s o i l < 

Теорема доказана. 

а 
\*0 + й* М -

Покажем, что для седловых точек [ж"7, А" 7 ] функции L„{x, А ) в пределе при а —>• 0 выпол­
няются условия (2.5). 

Теорема 2.3. Пусть для задачи (2.4) выполнены условия (2.5). Тогда 

|| v*L(x°X)\\<>faKb(<r), 

0<(\;f{x°)-i)<±Ki{a), 

где К5{а) = 2 (а | |х* | | 2 + v ^ i ( f f ) | | А * | | ) 1 / 2 , ж*, А* - из (2.5), JTI(<T) - из (2.6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства ip(T(x'T) < <р„(х*) имеем 

а \\х°\\2 < / - ОД) + ^ ( | | ё | | 2 - | | / О Д ) | | 2 ) + а \\х*\\2 < / - ОД) + а \\х*\\2. 

Отсюда, учитывая равенство угАтО* ,̂ А 1 7 ) = 0, оценки (2.10) и (2.6), получим 

|| V * ОД, \")f = 4 a 2 | | x l 2 < 4 а ( / - / „ ( ж ' ) + а ||ж*|| 2) < 

< 4 а ( ^ | | А * | | ^ 1 И + а | |ж*| | 2 ) , 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

что равносильно (2.17). 
Далее учтем, что по определению f для любого ж выполняется | | / + ( х ) | | 2 > ( £ , / + ( х ) ) (в 

противном случае нашелся бы вектор ж', для которого | | / + ( ж ' ) | | < ||£ | | ) . Поэтому 

( А * , ОД) - |) = ̂  (/ОД), ОД) - I) = ~ ( 11 /ОД)1 | 2 " (6 / О Д ) ) > 0. 

С другой стороны, из неравенств (2.19) и (2.20) следует. 

1 | / О Д ) | | 2 - | | f IIя < 4 / ? ( / - ОД) + a | | х* | | 2 ) < / ? * 2 ( < т ) . 

Таким образом, с учетом (2.3) получим 

( А * , ОД) - 1 ) < — ( | | / О Д ) | | 2 - | |ё | | 2 ) < ^xf (*). 

Теорема доказана. 

Следствие 2.3. Пусть 7 = max { а , / ? } . Тогда 

|| у * ОД, А » ) | | < 7 ^ 6 , 0 < ( А 1 7 , / ( ж 1 7 ) - 1 ) < 7 ^ 7 , 

где Кб, Кг —• некоторые константы. 
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Следствие 2.4. Если £ ф О, то 

lim Ь(х° ,Ха) = + о о . 

Последнее утверждение вытекает из (2.10), (2.6), (2.3) и (2.18): 

L(x°,\°) = /„(яг") + ( А ' , / ( * " ) - О + щ (f+(x°), О > / - v ^ ^ i H 1|А*|| + щ 
Заметим, что при £ ф О аналогичным образом ведет себя и последовательность { L ^ x " 7 , А*7)} 
при сг —> 0. Это следует из соотношений 

Lvix", X') = <р„(х*) = / „ ( я " ) + ^ 1 1 / О Д ) | | 2 + а ЦхН|2 > 

> / - v 7 ^ i H l | A l + ^ | | f | | 2 . 

Таким образом, lim L(T(x<T, Ха) = / при £ = 0 и lim L ^ x ^ A " 7 ) = + о о при £ ^ 0. Из 
(7->0 (7->0 

этого уже можно заключить, что сходимость прямых переменных х" и двойственных А"7 для 
несобственных задач ВП теряет свой относительно симметричный характер, свойственный 
разрешимым задачам. 

Обсудим более подробно сходимость последовательности { А 1 7 } . Первый вывод, который 
можно здесь сделать, состоит в том, что в отличие от собственных задач ВП последова­
тельность { А " 7 } при £ Ф 0 неограничена: ||А°"|| = \\f+(x<T)\\ > 2 ^ IIIII, и> следовательно, 
ЦА"7!! -> оо при сг 0. 

Лемма 2 .1 . Пусть £ф0 и R n x R ™ Э X* хА* — множество точек, удовлетворяющих 
условиям (2.5). Тогда Л* — неограниченное множество в R™ и £ — рецессивное направление 
для Л*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A* G Л*, X(t) = А* + i f (* > 0), х* G X * . Тогда с 
учетом (2.2) и очевидного равенства (£, f(x*)) = ||£ | | 2 имеем 

VxL(x*,A(<)) = V / o ( x * ) + G(x*)XT(t) = VxL(x*,X*) = О, 

( A ( t ) , / ( x * ) - £ ) = ( A * , / ( x * ) - £ ) = 0. 

Кроме того, X(t) > 0 (Vt > 0 ) . Поэтому X(t) G Л*. 
Лемма доказана. 

Теорема 2 .4 . Пусть при условиях леммы 2.1 х* G X * , X(j3) 

arg min{| |A| | : A G Л*}. Тогда для любого а > 0 справедлива оценка 

\\у-нт<(ш\2 + ̂ \\х*\\2)1/2-

— Aq + 2^j£> г ^ е ~ 

(2.21) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения А*7 для произвольного А > 0 следует 

( V x M * * , А») , А — \ а ) = ( / ( х - ) - 2 0 А», А - А») = 

= М х » , А) - L„(*», А 1 7) + 0 ||A f f - А| | 2 < 0. 

Отсюда 

0 | |А» - А| | 2 < (Ьа(ха,ХТ) - / „ ( * * ) ) - (L.(x*,\) ~ Л С О ) . (2-22) 

Оценим правую часть (2.22). Поскольку Ь^х", А 1 7) = ^(х") < </><т(х*), то 

М ^ , А - ) - / о ( х * ) < а | | х * | | 2 + ^ | | | | | 2 . 

Из неравенств (2.10) вытекает, что 

/ о ( * * ) + ( А ф , / ( * ' ) - £ ) > / « , ( * * ) . 

Поэтому 

Ь О Д А * ) > / « , ( * • ) + ( А * , £ ) - 0 | | А ' | | 2 . 

Таким образом, полагая в (2.22) А = A* G Л*, получим 

0 ||А* - А*| | 2 < а | |х*| | 2 + 0 | |А*|| 2 + ± Uf - ( A M ) . 

По лемме 2.1 А(/?) G Л* (V/? > 0). Поэтому из последнего неравенства имеем 

0 | |А ' - А( /?) | | 2 < а | |х* | | 2 + 0 HAS + ^ I f + 4 7 llfll 8 " (AS + ^ I. £) = « l l * T + /3 ||AS||2. 

Теорема доказана. 

Из последних двух утверждений следует, что траектория { А " 7 } при <т —> 0, д -> 0 идет 

вдоль аффинного многообразия 

Л = {А = [ A i , . . . , A m ] : £ А,- V fi(**) = - V Л С О , А,- = 0 (t £ Л ( х * ) ) } , 
г€А(г") 

где А(х*) = {г € 1, m : / » (х* ) = В частности, при этом p(XJ,A) -> 0, если v / o ( x * ) = 0 
(что равносильно соотношениям Ад = 0 или £ € Л*). Более естественные условия для задачи 
на условный экстремум, обеспечивающие сходимость р(А < 7 ,Л*) -> 0, будут установлены в § 3. 

2.2. Общий случай несобственности задачи выпуклого программирования 

Рассмотрим задачу ВП, близкую в определенном смысле к (0.1): 

m i n { F 7 ( x ) : х Е X}, (2.23) 

где Fy(x) = / о ( х ) + 7 | | х | | 2 , 7 > 0. Задача (2.23) является стандартной в методе регуляриза­
ции [6] для задачи ВП в случае, когда функция fo(x) известна приближенно. 

Если X ф 0, то задача (2.23) для любого 7 > 0 имеет единственное решение х 7 . Приведем 
утверждение, характеризующее связь между задачами (0.1) и (2.23). 
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Лемма 2.2. Если ограничения задачи (0.1) совместны, то при 7 0 справедливо 
( а ) / 0 ( х 7 ) \ / * , . Р 7 * \ Г , 

где / * = inf { / 0 ( х ) : х € X}, F* = F 7 ( x 7 ) . 

.Если задача (0.1) разрешима и х% — ее нормальное решение, то 
(b) 0 < £ ; - / * < 7 Ы 2 ( V 7 > 0 ) ; 
(c) lim х 7 ОД, | | х 7 | | / О Д | | ( 7 - * 0 ) . 

7-+0 
£^сли к тому же задача (0.1) регулярна (удовлетворяет, например, условию Слейтера: 
Х°фФ, Х° = {х Е X : f(x) < 0 } ) , то 

(d) разрешима и задача maxt/> 7(A) ( = ф1), двойственная к (2.23), при этом 

r < f < r + 7 w 2 , 

где фу(Х) = inf Ly(x, A), Ly(x, А) = Fy(x) + (А, / ( х ) ) — функция Лагранжа для задачи (2.23). 

Если f* = —со, то 
(e) И т | | х 7 | | = оо. 

7-+0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 0 < 72 < 71, то / * < / 0 ( х 7 2 ) < F*2 < - F 7 2 ( x 7 1 ) < F*x. 

Поэтому последовательность {F*} сходится при 7 -> 0. Пусть xk & X, lim fo(xk) = / * . Так 

как ж 7 & X, то 

Г < ОД) < -ГОД) < - ? О Д ) = f0(xk) + 7 | | x f e | | 2 . (2.24) 

Выберем 7 = 7fc так, чтобы lim jk = lim 7fc | | x f e | | 2 = 0 . Тогда из (2.24) следует 
к—s-oo к—too 

Urn F* = lim ОД) = / * , 
7-+0 7 7-+<T V 

причем F* f*, монотонно невозрастая. 
Далее, из определения точки а;7 имеем 

ОД2) + 72 | | х 7 2 | | 2 < ОД1) +72 | | х 7 1 | | 2 , 

/ о ( х 7 2 ) + 7 1 [|х 7 2 | | 2 > ОД1) +71 II* 7 1 II2, 

(2.25) 

отсюда 

и окончательно 

( 7 2 - 7 1 ) l l ^ 2 | | 2 < ( 7 2 - 7 i ) l ! ^ 1 l | 2 , 

И* 7 1 II < | |х 7 2 | | . (2.26) 

Из неравенств (2.25), (2.26) вытекает 

ОД2) - / „ ( х 7 1 ) < 72 ( | | х 7 1 | | 2 - | | х 7 2 | | 2 ) < 0, 

т.е. / о ( х 7 ) сходится к / * , монотонно не возрастая. Таким образом, утверждение (а) доказано. 
Заметим, что здесь охвачен случай, когда / * = —оо. 

Пусть теперь задача (0.1) разрешима и x j — ее нормальное решение. Полагая в (2.24) 
хк = Xq, сразу получаем утверждение (Ь). 
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В силу неравенства F* < F7(XQ) имеем 7 ( | |ж 7 | | 2 — ||ж2|| 2) < / * — / о ( х 7 ) , откуда с учетом (Ъ) 
вытекает 

ll*7ll < К Н ( V 7 > 0 ) . (2.27) 

Пусть х — предельная точка последовательности { ж 7 } при 7 -> 0. Согласно (Ъ) точка ж 
будет решением (0.1), а согласно (2.27) ||ж|| < ||жо1|, что в силу единственности xjj влечет 
l ima; 7 = ж — xg. Монотонный характер сходимости | | х 7 | | -У ||X(j|| (7 -»• 0) следует из (2.26). 

Утверждение (с) доказано. 
Обозначим через Л* и Л 7 соответствующие векторам xg и ж 7 множители Лагранжа. Тогда 

Г + 7 К И 2 = ОД, У) + 7 К И 2 > ОД, А 7 ) + 7 \\х*0\\2 > 

> inf L 7 ( x , А 7 ) = V 7 ( А 7 ) > V 7 ( A * ) = inf { L ( x , А*) + 7 | | х | | 2 } > inf Цх, А*) = / * . 
X X X 

Этим доказано утверждение (d). 
Пусть / * = —со. Если предположим, что последовательность { х 7 } ограничена, то сразу 

получим противоречие с тем, что lim / о ( я 7 ) = —со. Поэтому с учетом монотонности { | |ж 7 | | } 
7-+0 

заключаем, что lim | | х 7 | | = со . 
7-М) 

Лемма доказана. 
Заметим, что утверждение о сходимости точек х 7 к нормальному решению задачи (0.1) — 

хорошо известный факт (см., например, [6, 7, 12, 13]). 
Докажем два утверждения о связи между седловой точкой [х с т ,А 0 ' ] функции La(x,\) = 

L(x,\) + Q r | | x | | 2 — /? | |А | | 2 и решениями задачи (2.23) и двойственной к ней. Если исходная 
задача (0.1) разрешима, то фактически будет рассмотрен один из подходов к регуляризации 
задачи ВП. 

Теорема 2.5. Пусть задача (0.1) разрешима и регулярна. Тогда 

1 К - х 7 | | 2 < ^ К | | 2 + ^ | | А 7 | | 2 , (2.28) 
7 7 

где 0 < 7 < or, а\ = а — 7, А 7 — вектор множителей Лагранжа в задаче (2.23), соответ­
ствующий точке х 7 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция Fy(x) сильно выпукла на R " с константой 7. Поэтому 
для любого х она удовлетворяет [14] неравенству 

7 ||ж - х 7 | | 2 + ^ О Д ) , ж - ж 7 ) < ВД - F 7 ( x 7 ) . 

Так как задача (0.1) регулярна, то для х 7 существует вектор А 7 = [ А 7 , . . . , А ^ ] > 0, для 
которого 

у * £ О Д , А 7 ) = 0 , А 7 О Д ) = 0 , i = l,...,m. (2.29) 

Используя соотношения (2.29), по аналогии с (1.15) получим 

7 | | Ж _ Я 7 , | 2 _ ( А 7 ) f + ( x ) ) < _ ^ ( Х 7 ) . 
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Поэтому 

у 9 { х ' ) = F 7 G O + ± | | / + ( х " ) | | 2 + ах | | хН | 2 > 

> F 7 ( x 7 ) + 7 | | х" - х 7 | | 2 - ( А 7 , / + ( х " ) ) + ± | | / + ( х " ) | | 2 > 

> F 7 ( x 7 ) + 7 | K - x l 2 - 0 | | A 7 | | 2 . 

С другой стороны 

М*°) < ¥V(x 7 ) = F 7 ( x 7 ) + аг | | х 7 | | 2 . 

Из последних двух неравенств и (2.27) следует 

7 Цх' - * 7 11 2 < «1 1 Н | 2 + 0 | | А 7 | | 2 < а х | |xS| | 2 + /? | | А 7 | | 2 . 

Теорема доказана. 

Следствие 2.5. Пусть 

А: 
lim 7^ = lim а\. = lim — = lim — = 0. 

fc-юо fc-юо fc-юо 7fc fc-юо 7^ 

Тогда xak -> xg (fc -> с о ) . 

Это следствие вытекает из (2.28), леммы 2.2 и ограниченности { А 7 } при 7 —> 0. Последнее 
же имеет место в силу неравенства L 7 ( x 7 , А 7 ) < £ 7 ( ж ° , А 7 ) , откуда 

О < A i < | / - ( х ° ) | ' Д 7 - ' е л . 

В качестве последовательностей 7*., а* и удовлетворяющих условиям следствия 2.5, 
можно взять 

y/k-1 1 „ 1 ь 1 
7fc = , / г » а * = Т> Рк = То, «1 = 

Сформулируем соответствующий результат для сходимости переменных А°\ 
Пусть задача (0.1) разрешима и регулярна, множество X* ее решений ограничено. Обо­

значим через X* х Л* непустое множество седловых точек функции Zr(x,A). Тогда будет 
обладать седловой точкой [х^А*] следующая модификация функции Лагранжа L5(x,\) = 
L(x, \) — S | |А| | 2 , S > 0 (такая функция рассматривалась в [15]). Повторяя выкладки, которые 
были проведены в п. 1.2 при получении аналитического выражения для функции </?о-(х), будем 
иметь 

/ ( х ) = т а х ^ ( х , А) = Ls(x, А(х)) = / 0 ( х ) + - L | | / + ( х ) | | 2 , 

где А(х) = f+(x)- Функция <ps(x) является функцией квадратичного штрафа для зада­
чи (0.1) (см., например, [2, 7, 12]). Таким образом, квадратичная регуляризация стандартной 
функции Лагранжа по двойственным переменным равносильна применению для исходной за­
дачи метода внешнего квадратичного штрафа. 
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Из результатов п. 1.3 вытекает также, что чем выше степень регуляризации (показатель q 
т 

в выражении г ( А ) = А ' ) , тем меньше степень гладкости штрафного слагаемого в функции 
i = l 

<ps(x). При этом в пределе при q —> оо получается случай точной штрафной функции [2, 12, 16] 

т 

<р5(х) = / 0 ( х ) + R(8) £ / + ( х ) , R(8) > 0. 
i = l 

Лемма 2.3. Пусть множество X* решений задачи (0.1) ограничено. Тогда 

lim А* = AS, I I A ' H / * | | A S | | ( 8 ^ 0) , 
<5->-0 

где Х*0 = arg m i n { | | A | | : A G Л * } . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедлива следующая цепочка неравенств 

L(x*,\*)-8\\\*f <L(x5,\*)-8\\\*\\2 = Ls(x5,\*)<L5(x5,\5) < 

< L5(x*, \ 5 ) = L(x*,Xs) - 8 \\Х5\\2 < L{x\ А * ) - S \\Х5\\2. 

Отсюда 
1) ЦАг|| < ||А*|| (V<5>0, V A * € A * ) ; 

2) ]imL5(x5,Xs) = L(x*,X*). 
<5->-0 

Покажем ограниченность { х * } . Привлекая неравенство (1.15) при х = х5 и А* € Л*, имеем 

Г = Л * ) > = h(xs) + ± | | / О Д ) | | 2 > 

> Г - 11*1 | | /+(* ' )И + j - s \\f+(xs)\\2 = f*+ (jLj Ц / V ) | | - V~8 | | A * | | ) 2 - S | | A * | | 2 . 

Из этих соотношений следует 

| | / + (х* ) | | <4«5 | |А1 , fo(x5)<f*. (2.31) 

Поэтому на основании известного факта из выпуклого анализа (см., например, [13], теорема 24) 
из ограниченности множества X* вытекает ограниченность {ж* 5}. 

Пусть [х, А] — предельная точка { [ х ^ А * ] } при 8 -у 0. Согласно (2.30) и (2.31) [ж, А] — 
седловая точка функции L(x,X), т.е. А € Л* и | | А | | < | | A q | | . В силу единственности AJ отсюда 
следует lim А* = AJ. 

Для доказательства монотонного характера сходимости | | А * | | к \\ХЦ\ возьмем 0 < 82 < 8\. 
Имеем 

L5l(xSl,XSl) - (82 - 8г) \\X5l\\2 < L5l(x5\Xh) - (82 - 8Х) \\X5l\\2 = 

= L*2(ж*2,X5l)< L&2(ж*2,Х52)< L*2(ж*1 ,Х52) = 

= Ф(х5\Х52) - (82 - Si) \\Х*2\\2 < LSl(xSl, А * 1 ) - (82 - 6г) \\Х*2\\2. 

Таким образом, | |A t f l | | < 1|А*||. 
Лемма доказана. 
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Теорема 2.6. Пусть выполнены условия леммы 2.3. Справедлива оценка 

\\^-Xs\\2<j\\xs\\2 + ^\\X*0\\2, (2.32) 

где 0 <6 < ft, 0Х = 0 - S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку 

La(x°, А) - La(x\ А") = (V\LAxa, A*), А - Х°) - 0 ||А - Х°\\2, 

а из определения Xе следует 

( V A - О Д . А " ) , А - А с т ) < 0 ( V A > 0 ) , 

то 

5 ||А - А^И2 < 0 ||А - А*| | 2 < La(x\ X") - La(x\ A) (VA > 0). 

Отсюда при А = А* получим 

S \\Ха - Х5\\2 < La(xa, А*7) - La(xs, Х°) + La{x5, Х°) - La(x5, Х5)+ 

+La(x5, Xs) - La(xa, X5) < L5(x5, X") - Ls(xs, X5) - fa\\\ff\\2+ 

+0i\\X5\\2 + Ls(xs, X5) - Ls(x°,X5) + a \\x5\\2 - a \\x°\\2 < a \\x5\\2 + A | | A ' | | 2 , 

что с учетом (2.30) и дает требуемую оценку (2.32). 
Теорема доказана. 

Следствие 2.6. Пусть 

lim 6k = lim <т& = lim ^ = lim ^ = 0. 
к—too к—too k-юо Of. к—too Of. 

Тогда Xak -> X*0 (к - > оо). 

Примерами последовательностей 8k, o~k, удовлетворяющих условиям следствия 2.6, могут 
служить 

а Д - 1 1 1 о к 1 
<*fc = ——7=-, <*fc = То) А = - , /Зх = 

Пусть теперь задача (0.1) несобственная. Функция Лагранжа для задачи (2.23) ^(х, А) = 
L(x,X) + 7 | | х | | 2 сильно выпукла по х при 7 > 0, поэтому множество Л 7 = {A 6 R ™ : 
inf LJ(x, А) > — с о } непусто для любого 7 > 0. Следовательно, независимо от характера несоб-

ственности задачи (0.1) соответствующая ей задача (2.23) может быть несобственной лишь 
1-го рода. Это обстоятельство позволяет предложить следующий универсальный метод опти­
мальной коррекции несобственной задачи (0.1). 

Введем аналог аппроксимации (2.4) для задачи (2.23): 

min{F 7(a;) : х G Х | } , (2.33) 
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где £ имеет тот же смысл, что и в (2.4). Суть метода можно условно представить цепочкой 
задач (0.1) —¥ (2.4) -¥ (2.33) —> (Р^), где (Р с т ) — задача нахождения седловой точки функ­
ции La{x,X) в области R " x R ™ . Поскольку задача (2.23) либо собственная, либо является 
несобственной задачей ВП 1-го рода, то предлагаемый метод можно обосновать с помощью 
результатов п. 2.1 и леммы 2.2. 

Обозначим через ж 7 (единственное) решение задачи (2.33). Как и в предыдущем разделе, 
будем считать, что существует вектор А 7 = [А^, . . . , Хт] > 0 такой, что выполняются условия 
Куна-Таккера для задачи (2.33): 

V x £ 7 ( * 7 , A 7 ) = 0 , А 7 ( Д ( а Г ) - £ ) = 0, » = 1 , . . . , т . (2.34) 

Представим функцию L(T(x,X) в виде 

L(T(x,\) = L4x,\) + e4\\x\\2-0\\\\\2, 

где 0 < 7 < а, а\ — а — у. Имеет место следующий аналог теорем 2.1 и 2.3. 

Теорема 2.7. При сформулированных выше предположениях справедливы оценки: 

l l № * ) - 0 + l l < V ^ ( * ) , (2-35) 

\F,{x°)-F,\<Kl(o), 

|| V x £ 7 ( ^ A * ) | | < v ^ 5 > ) , 

0 < ( А с т , О Д ) - О < ^ ( Х 5 » ) 2 , (2.36) 

где 

КЦо) = 2 [yft | |А 7 | | + (ахНх7!!2 + / 3 | | А 7 | | 2 ) 1 / 2 ] , 

i^( < T)=max{a 1 | |x 7 | | 2 , у № И 1 | А 7 | | } , 

Щ{а) = 2 ( а 1 | | х 7 | | 2 + у ^ ^ И Н А 7 ! ) 1 / 2 , F7 = F 7 ( z 7 ) . 

Сходимость результирующего метода характеризуется следующим следствием из послед­
ней теоремы и леммы 2.2. 

Следствие 2.7. lim lim FJx11) = f, 
7-Ю ai-+0 7 V ' J 

где f — оптимальное значение задачи (2.4). 

Заметим, что этот факт справедлив для задач ВП произвольного рода несобственности (т.е. 
включая случай / = —оо). 

Сформулируем аналог теоремы 2.5 для несобственной задачи ВП. 

Теорема 2.8. Пусть для задачи (2.33) выполнены условия (2.34). Тогда 

7 И** - * 7 | | 2 < ai | |x 7 | | 2 + у/0КЦа) | |А 7 | | . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как функция Ь^(х, А) сильно выпукла по а; с константой 
сильной выпуклости а, то 

7 | | а ; < г - ж Т | | 2 < а\\х« - хЦ2 < Ь^х*А°) - Ых°,\°) = 

= Ых-*) - fo(x°) + (У, / ( 2 ? ) - / ( * " ) ) + а \\хЦ2 - а \\х°\\2 < 

<Fy- Fy(x°) + (А", | - f(x°)) + " i | | ^ | | 2 . 

Отсюда с учетом (2.10), (2.35) и (2.36) получаем требуемую оценку. 
Теорема доказана. 

Следствие 2.8. Если ai —> 0, /? -¥ 0, то х* -¥ х1. 

Следствие 2.9. Пусть разрешима задача (2.4) и х^ — ее нормальное решение. Тогда 

lim Urn x*=xt. 
/3-й) 

3 . Несобственная задача квадратичного программирования 

Излагаемый ниже подход к коррекции несобственных задач также не зависит от рода несоб-
венности. Он переносит идею симметрической аппроксимации задачи линейного программи-
вания [10, 17] на случай задачи квадратичного программирования (КП). 

Рассмотрим задачу КП: 
min{qo(x) : Ах < &}, (3.1) 

э qo{x) — 2 (Qx, х) + (d,x), Q — симметрическая неотрицательно определенная матрица 
рядка п, d £ R " , 6 € R m , А — матрица размера m х п. (Здесь и далее при умножении 
трицы на вектор последний будем считать вектором-столбцом.) Двойственная к (3.1) задача 
[еет вид 

max {—i (Qx, х) — (b, А ) } , 
(3.2) 

Qx + А Т \ + d = 0, А > 0. 

(скольку Q — матрица не обязательно положительно определенная, то задача (3.1) может 
:ть несобственной не только 1-го, но и 2-го и 3-го рода. 

Поставим в соответствие (3.1) и (3.2) следующие задачи 

P^r, : m i n ( Q x , х ) + (d ~ п, х)}, 

Ах<Ь + $; 

D^: max{-^(Qx,x)-(b + C, А ) } , 

Qx + Ат\ + d = n, А > 0. 

Обозначим 
К =.{[£, » ? ] G R ^ x R n : G ф 0}, 
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где 
G = {[x,X] e R " x R ™ : Ах<Ь + £, Qx + A T \ + d = n}. 

Задача является двойственной к Pf 4 , и если [Сп] € К, то обе они разрешимы и их 
оптимальные значения совпадают. Пусть 

[e^] = a rgmm{| | e | | 2 + N | 2 : Ы е К}. 

Как и в п. 2.1, нетрудно увидеть, что £ = (Ах — b)+, fj = Qx + АТХ + d, где 

х = arg min \\(Ах — b) + 112 [x, A] = arg min \\Qx + ATX + df 
' [ z , A ] € R " x r ™ 

Отсюда следует, что векторы £ и fj удовлетворяют соотношениям: 

Ат£ = 0, Qfj = 0, Afj>0, 

(£,b + £) = (fj,d-fj) = 0, 

(£, Ax-b) = \\if ( V z e R " ) , 

(fj, Qx + ATX + d) = \\fj | | 2 (V[x, X] € R " x R 7 ) . J 

(3.3) 

Обозначим через X * оптимальное множество задачи Р^, через Л* — соответствующее 
множество множителей Лагранжа. Пусть х* € X * , A* G Л*. Положим 

x(t) = x*-tfj, t>0; X(s) = X* + s£, s>0. 

Из соотношений (3.3) следует, что 

x(t)ex* (v*>o) , [x(t),x(s)] ex* х Л * ( w > o , V s > o ) . 

Таким образом, множество решений задачи Р^ неограничено при fj Ф 0, оптимальное множе­
ство задачи неограничено, если хотя бы один из векторов fj, £ отличен от нуля. 

Рассмотрим задачу нахождения седловых точек [ж0', А 0 ] функции 

Lcr(x,X) = q0(x) + (А, Ах - Ь) + а \\х\\2 - 0 | |А| | 2 

в области R " x R ™ . В отличие от общей задачи ВП в данном случае помимо функции 

4>„{х) = Lq-(х, Х(х)) = qQ(x) + ± \\(Ах - b)+f + ос ||ж|| 2, 

где Х(х) = ^ (Ах — Ь)+, можно выписать аналитический вид и функции V'o-(A) = min L(T(x, А). 

В самом деле, х(Х) = arg min La(x, А) имеет здесь вид х(Х) = —(Q + 2 aE)~l(ATX + d). Тогда 

^ Ц А ) = L„(x(X), А) = - - (Q(Q + 2аЕ)~1(АтХ + d),(Q + 2aЕ)-1(АТХ + d)) - (А,Ь) - 0||А||2. 
At 
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Обозначим через q(x) и г(х, А) целевые функции задач и соответственно: 

Ф) = \ (Qx, x) + (d- fj, х), r(x, А) = (Qx, x)-(b + f, A). 

Теорема 3.1 . Для любого a > 0 справедливы оценки 

| | О Д - 6 - £ ) + | | < у ^ х И , (3.4) 

\Qx° + АТХ° + d-f)\ < Va~D2(a), (3.5) 

| О Д ) О Д | < А > И , (3.6) 

\r(x°,\°)-q*\ <D,(a), (3.7) 

где 
i ? i H = v£ | |A* | | + A > H , 1?2И = >/5 | |х*| | + До(<т), , 

£»зИ = т а х ^ И ^ з И , у ^ Ц А Ц ^ И } , Д , И = ( О Д | | 2 + 0 | | A * | | 2 ) 5 , 

a;* — решение задачи P^, A* — соответствующий вектору x* множитель Лагранжа, q* = 
q(x*)=r(x*,X*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Аст = Х(хсг), то 

(А", Ах" - 6 - 2 0 А О Д О , 

(a:17, у * - * О Д , А")) = (Qx" , х с т ) + (d, х°) + (А с т, А г с т ) + 2 а Цх'Ц 2 = 0. 

Отсюда 

ос \\х°\\2 + 0 \\Х°\\2 = -\[(Qx\ х°) + (d, х°) + (Ъ, У)}, 

ОД, A") -q*-(q (х°) - q*) + (£, А") - (т/, х " ) = 2 о: | | х с т | | 2 + 2 0 | |А с т | | 2 . (3.8) 

С учетом соотношений (3.3) и неравенства (2.11) имеем 

2 0 | | A I 2 - (£, А ' ) = ( А ' , 2 0 Аст — | ) = ( А ' , ОД - 6)+ - £ ) = 

= ^ п о д - 6)+ - ё ц 2 + 2 ^ « . - ь ) + - £)) > ^ А х ° ~ ь ~ ^ + И 2 -
(3.9) 

Из равенства у 1 £ 0 - ( х 0 ' , А с т ) = 0 следует х* = — ̂  (Qx C T + АТХ(Т + d). Поэтому по аналогии 
) с учетом (3.3) получим 

2а\\х"||2 + {fj, х°) = (х°, 2ах° + fj) = 

= ^ (Qx C T + АТХ° + d, Qx' + АТХ° + d-fj) = 
(3.10) 

= T^\\Qx(T + ATX- + d-fj\\2 + ^(f}, Q x ° + ATX° + d-fj) = 

= ^ \ \ Q x ° + ATX° + d-fj\\2. 
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Далее оценим 

r (x" , \°)-q* = - l (Qx*, А*) - (Ь + 1 А*) - д* < 

< - ~ (Qx^, х") - (Ах*, А*) - | (Qx*, х*) -(d-fj, х*) = 

= (x*,'fj - Qxa - AT\° -d) + (Qxa, x*) - \ (Qx'*, xa) - \ (Qx*, x*) = 
At At 

= (x*, fj - Qx* - A T \ a -<*)-£ (Q(xa ~ x*), xa - x*). 

Отсюда с учетом неотрицательной определенности матрицы Q получим 

r(x°, А") - q* < \\х*\\ | |Qx C T + Ат\* + d - fj ||. (3.11) 

Подобным образом оценим и разность q* — q(xa). Имеем 

q* - q(x*) = ~ (Qx*,x*) - (b + £ , A*) - 1 (Qx^, x') -(d-fj, x*) = 

= (Ax* - b - I, A*) - (xa, ATX*) -(d-fj, xa)-

~ (Qx*,x*) - i ( Q x - , x*) + (x*. Qx*) - (x*. Qx*) = 

- (Лх* - b - £ A*) - \ (Q (xa - x*), xa - x*) - (x C T , Qx* + A T A * + d - fj). 

Отсюда 

q* -q(x°)<\\\*\\\\(Ax° + b-l)+\\. (3.12) 

Применяя последовательно соотношения (3.8)-(3.12), получим 

0 = 2 a \\x°f + ft х*) + 2/3 ЦА'112 - (£, А*) + (q* - r(x°, А*)) + ( g ( x ' ) - О > 

> ~ \\(А*° - ь - ё ) + | | 2 + ^ - h q * * + А Т \ ° + d - fj ||2-

- | | х * | | | |Qx* + AT\° + d - fj || - ||A*|| | |(Лх* - 6 - £ )+ | | = 

+ ( т Ь | | ф : < г + A T x ° + d - ^ - ^ ¥ i | a i ) - f м 2 - f > , a i 2 -

Отсюда следуют оценки (3.4) и (3.5). 
Далее из (3.8)—(3.10) вытекает, что 

q(x°)-q* <r(x°,\°)-q*. (3.13) 

Поэтому с учетом (3.11) и (3.5) имеем q(xa) — q* < у/а \\x*\\D2(cr), что вместе с (3.12) и (3.4) 
дает неравенство (3.6). 

Соответственно, оценка (3.7) следует из неравенств (3.13), (3.12), (3.4), а также из (3.11) 
и (3.5). 

Теорема доказана. 

Уточним характер сходимости переменных ха и \ а . 
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Теорема 3.2. Существует число ао такое, что для а £ (0, ао] и произвольного /3 > О 
справедливо неравенство 

| | * * - * « | | < > / £ М | А 1 , (3.14) 

где ха = Р г х . ( - ^ f ? ) , А* € Л*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как \/sLa(xff, А*) = 0, то 2ах° = — у ^ ( х * 7 ) — АТХа. 
Отсюда для х* £ X * 

2 а ||ж* - ж ! 2 = ( v?o (x f f ) , х* - х") + (АтХа,x*-xff) + 2a(х*, х* - ж*7) < 

< ?о(х*) - q0(x<T) + (А*, Лж* - Ь - £ ) - (A f f , Ах" - Ь; - О + 2 а (ж*, ж* - ж*) < 

< ?о(х*) - qo(x") - ~ ((Ах' - Ь)+ - I Ах*-о- О - ± (I Ах°-Ъ-1) + 2а (ж*, ж* - ж"). 

Далее применим соотношения (3.3) и проверяемое непосредственно неравенство (а+ —Ъ)(а—Ъ) > 

(а — Ь)+2, справедливое для любых чисел а и Ь (Ь > 0). Получим 

~ ~ 2 ^ ( ? * " ? ( Ж < Т ) ) " 4^~3 U A X ° ~ 6 ~ * + + **' - * * ) • ( З Л 5 ) 

Так как X * — непустое выпуклое замкнутое множество в R " , то для любого а > 0 суще­
ствует единственный вектор ха = Р г х . уа, где уа = —^^V- Пусть fj ф 0 и а £ ( 0 , a i ] , a i > 0. 
Образуем луч 10(т) = {у £ R " : у = у0-т1),т> 0 } , у 0 = y a i . Пусть 

р(10(т),Х*) = Ы р(у,Х*) = \\х-у\\, 
у£1о(т) 

где х £ X * , у G h(T) (существование х, у следует, например, из [18]). Положим h(u) — {у £ 
R " : y = x-vfj, v > 0 } . В силу (3.3) 1х[у) С X * . Так как р(10(т),Х*) = p( lo(r) , т о 

Vxx,(y-vf\) = x-vf] ( V i / > 0 ) . (3.16) 

Отсюда, считая у = у а 2 , имеем 

( ж - у , 7 7 ) = ( ж а - у а , 7 7 ) - ^ ж а + ^ ? 7 , ^ = 0 ( V a e ( 0 , a 2 ] ) . (3.17) 

Запишем задачу отыскания точки ха в виде 

т ш { | | ж + - ! - 7 ? | | 2 : Ах<Ъ + 1, q(x)<q*}. 
la 

В силу условий Куна-Таккера для этой задачи найдутся числа p,f, i — 0 , 1 , . . . , m, для которых 
выполняется 

2(xa + J-f})+AT

txa+^(Qxa + d-fi) = 0, } 
V 2 a ' \ (3.18) 

{Ца, Аха - Ь - £ ) = 0, /* в = [^f,. . . , > 0. J 

Покажем, что в условиях (3.18) для всех а £ (0 ,аг] можно считать [ца,Р>о] = [м>До]> г Д е 

— — a s 



1 4 2 В. Д . Скарин 

Согласно (3.16), ха = ха2 — \(jx~ 02) ^ ' о т с ю Д а с учетом (3.3), (3.18) для произвольного 

a G ( 0 , аг] получим 

2 ( ха + ~ п ) + Атц + [ло (Qxa + d-n) = 

- 2 
1 / 1 1 
2 V а аг / 2 а 

1 
+ Атц + цо 

= 2 (ха2 + f j ) + ATJi + fio(Qxa2 + d - fj) - ^- (-- — ) QT7 = 0. 

Умножим первое из равенств в (3.18) скалярно на fj. Тогда из (3.3) и (3.17) вытекает, что 
(na,Afj) — 0 для всех a € ( 0 , а 2 ] . Поэтому и второе равенство в (3.18) выполняется при 
fia — Д: 

(Д, Аха - b - i ) = (fi, Аха2 - Ъ - I) - - ( ) (fi,Afj) = 0 . 
2 \ а аг / 

Далее, с учетом (3.18) имеем 

2 ( г а - Уа, ха - ха) = - (Д, А(ха - х°)) - До (Qxa + d - fj, ха - х") = 

= - (Д, Аха - Ь - О + (Д, Ах' - Ь - £) - До (q* - q{x*)) - i (Q(xa - xff), xa - x°) < 

<m\\\(Ax°-b-t)+\\-jio(q*-q(x°)). 

Поэтому из (3.12), (3.15) при x* — xa и a € ( 0 , аг] получим 

0-112 1 / 1 

< 
a 

< J ( - - До ) (q* - ? o ( / ) ) + n II£11 I I - Ь " О + l 
4 a 0 | | ( А т * - Ь - 0 + 1 | 2 < 

I A I + ||Д||) IKAr* - b - O+ll - - L \\(Ax° - Ъ - 0 + Ц 2 . 

Выберем число аз € ( 0 , a 2 ] так, чтобы а(|/*о| ||А*|| + \\р\\) < ||А*|| при 0 < а < аз. Тогда 

(a" + Ia*ol) 11А*11 + 1Ы1 < h llA*ll и> следовательно, 

1*« - *Ч1 2 < ~ (ЦАЦ IKAf - 6 - - \\{Ах* - Ь - 0 + | | 2 ) = 
a 4р 

1 /" 1 
| | ( ^ _ 6 _ £ ) + | | _ ^ | | А 1 ) + £ | | А * | 

a V 2 V ? 

Отсюда для a G ( 0 , ао], где ао = аз, получаем требуемую оценку (3.14). 
Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 3 .1. Пусть а ->• 0 , /3 ->• 0 , 0 = о (а). Тогда р(ж< т, X * ) ->• 0 . 

Найдем теперь условия сходимости двойственных переменных А* к множеству Л*. 
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Т е о р е м а 3.3. Существует число Ро такое, что для р£(0,Ро] и произвольного а > О 
выполняется неравенство 

| | A f f - A ^ | | 2 < | | | x l 2 + C | | x - - x * | | , (3.19) 

где AjQ = Рг д , £^> ж* € X*, С — некоторая неотрицательная постоянная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как A f f = arg max.Lff(x'T, А) , то 
х>о 

( V A - M O A f f ) , А - А* 7 ) = ( А х * — Ь — 2рХ", А — А с т ) < О 

для всех А > 0. Отсюда 

2р\\Ха-Х\\2 < (Ax'-b-i, А ' - А ) + ( £ - 2 / 3 А , А * - А ) . (3.20) 

Обозначим А ^ = Рг д , up, где up = < ^ £ , 0 € (0,Pi], Pi > 0. Образуем луч s(t) = {и G 

R m : « = « л + i £ , t > 0 } . Пусть p(s(t),A*) = \\й - А | | , где й G s(t), A G Л * . Так как из 
соотношений (3.3) следует, что £ — рецессивное направление для Л * , то по аналогии с выводом 
равенств (3.17) имеем 

(й-\,£) = (ир-\р,£) = 0 (3.21) 

для всех Р G (0, Р2], где р2 выбрано из условия Хр2 = А , Р2 < Pi-
Задачу отыскания точки А ^ запишем в виде 

m i n { | | A - i - £ | | 2 : R(x*,\) = 0, r(x*,X)>q*, А > 0 } , 
2 р 

где R(x,X) = Qx + АТХ + d-f}. 
В силу линейного характера ограничений для А ^ найдется вектор vp = [vp,Vq], vp G R " , 

Vq G R + , такой, что пара [ A ^ , ^ ] будет седловой точкой функции Лагранжа 

M(\,v) = || А " 2^£112 " (v,R(x*,X))-v0(r(x*,X) - q*) 

в области R + х R " х R + , где v = [v, vq]. Поэтому 

0 < (VxM(Xp, vp), Х-Хр) = (2 (Хр -jp£)~ Avp + v^(b + £ ) , A - A^) (V A > 0). 

Отсюда следует 

2 ( V - TMI -V - A ) < - ( « / » , ^ T ( A - Xp)) + vl{b +£, X - Xp) = 
У Z P } (3.22) 

= -(vp, R(x*,X))-v0

3(r(x*,X)-q*). 

Й Й 

Покажем, что в (3.22) можно считать vp = vp2 = v, V q = Vq = vq для всех P G (0,/Зг]-

Поскольку Р г д . (u + t£) = X + t£ при t > 0, то A ^ = Xp2 + 2 ( д — •щ) £ Для 0 < P < P2- В этом 
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случае 

( V x M ( A ^ , 5 ) , Л - А л ) = {s7XM{Xfi2,vp2), Х-Хр2)-

- 7 ( 0 ) [2 ( а л - ^ - I ё) + | (в, Ат1) + I (6 + 1 ё)], 
где и = ti^2 = [v,vo]> l{0) = д — ̂  > 0, 0 € (0,02]. В данном выражении сумма, стоящая в 

квадратных скобках, согласно (3.3) и (3.21) равна нулю. Поэтому 

(VxM(\p,i),х-хр)>о (V0e(o,02j). 

Так как 

(Аха - Ь - |, X* - X) = т ( х < т , A f f ) + r(x°, А) + (x f f , i l ( x f f , A f f ) - H(x f f , A)), 

то, подставляя в (3.20) A = Âg и учитывая (3.22) (при A = А с т ) , получим 

IIA' - Xp | | 2 < ^ [r(x f f , A") - q* + o* - r (x" , A ĝ) - (x f f , Д (х* , Xp)).+ 

+{x°, R(x*, X*))] - 2 [(©, Д(х*, X')) + vo (r(x*, A*) - q*)]. 
(3.23) 

Оценим ряд слагаемых в сумме (3.23). Из неотрицательной определенности матрицы Q 
следует 

q*-r(x*,X/})-(x*,R(x°,Xl})) = 

= £ [ ( Q x » , x » ) - (Qx*,x*)] - ( x » , Д(х*, А/,)) - ( x - , Q ( x - - х*)) = 

= - J (Q(x* - x f f ) , x* - x f f ) < 0 . 

Далее, учитывая равенство \/х^(ха, А с т ) = 0, имеем 

(x f f , i ? (x f f , A F F ) ) = ( Q x f f + ATX° + d,Qx° + ATXa + d-ij) = 

= - ± \\R(x°, A " ) | | 2 - i - [(x*, Qf?) + ( A " , A T ? ) + (77, d - 77) ] . 

Отсюда с учетом (3.3) вытекает 

(3.24) 

( х * , Д ( х ' , А ' ) ) < - — | | Д ( х ' , А * ) | | 2 . 
I а 

Заметим к тому же, что 

( « , Д(х*, A*)) = (v , i? (x f f , A f f ) ) + (Q v, x* - x f f ) , 

(3.25) 

(3.26) 

а также 

r(x*, A*) = r ( x » , A") + I (Q x*, x " ) - \ (Qx*, x*) > r(x\ A*) + (Q x \ x° - x*). (3.27) 
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Объединяя соотношения (3.24)-(3.27), из (3.23) получим 

IIА» - А^Ц2 < \ - Со) (г(ж*, \«) - 9*) - 4 ^ 5 | |Д(х*, А - ) | | 2 -
(3.28) 

- \ ( б , R(x°, A*)) + \{Q{v- щх*), хс - х* ) . 

Выберем 0о < 02 так, чтобы 0о > щ1, 0о||г>|| < ||х*||, и пусть 0 < 0 < 0о- Тогда с учетом (3.11) 
из (3.28) имеем 

1 
< -
- 2 i - t J o J K I I + PI; | | Д ( а Л А < Т ) | 1 ~ 4 ^ 9 | | Л ( Х < Т ' А < Т ) | 1 2 + С | | Ж < Т ~ Ж 1 -

< i ||х*|| ||ДОс*. А*)| | - ~ ||Д(ж*, А * ) | | 2 + С Цх* - ж*|| = 

1 ( 1 „ . . Л 2 а ||Д(х*, А*) | | -yfa\\x*\\ ) + -а ||ж*||2 + С\\х* - х* 
0 V 2 v ^ " ' " V £ 

где С = ^ ||<5 (v — vox*)\\. Отсюда и следует требуемое неравенство (3.19). 
Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 3.2. Пусть задача имеет единственное решение х* и а -> 0, 0 -> 0, 

а = о ( 0 ) . Тогда р(А*,Л*) -> 0. 

В самом деле, в этом случае ограничения Ах — Ь < £, с/(ж) = с/*, определяющие множество 
X * = { ж * } , корректны. Согласно (3.4), (3.6) (Ахс - Ь - £ ) + - > 0, | q(xc) - q*\ -> 0 при сг -> 0. 
Поэтому lim х" = ж*, а тогда из оценки (3.19) следует р(А*, Л*) —>• 0 при сг - » 0, а = о (0). 

Если (3.1) — собственная задача КП (£ = 0, fj = 0), то ж а = ж*,, А^ = Ад, и тогда 
утверждения § 3 конкретизируют соответствующие факты п. 1.2. Если (3.1) — несобственная 
задача КП 1-го рода, то эти утверждения уточняют результаты п. 2.1. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундаментальных Ис­
следований, коды проектов 00-15-96041, 01-01-00563. 
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