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Г. Г. Аманжаев 

ДИСКРЕТНЫЕ ФУНКЦИИ С ЗАДАННЫМ МОДУЛЕМ НЕПРЕРЫВНОСТИ 

В работе рассматривается дискретный аналог KN

a класса функ­
ций, имеющих з а д а н н ы й модуль непрерывности со. П р и в о д я т с я оценки 
мощности 1-приближающих множеств д л я к л а с с а /С-̂ ©, т. е. таких на­
боров функций, что к а ж д у ю функцию из /С^ ш м о ж н о приблизить ими с 
погрешностью < 1 в к а ж д о й точке. 

Устанавливается , что логарифм мощности минимального 1-при-
б л и ж а ю щ е г о множества асимптотически равен N log(Nay(lfN)). 

Приводится пример 1-приближающего множества с асимптотиче­
ски наименьшей сложностью р е а л и з а ц и и схемами из функциональных 
элементов; д о к а з ы в а е т с я , что эта сложность есть p - 2 s X l o g ( 2 s c o ( 2 ~ s ) ) , 
где s — число двоичных р а з р я д о в при з а д а н и и аргумента функций, 
а р — характеристика базиса . 

У к а з а н н ы е результаты обобщаются на функции многих перемен< 
ных. 

1. Определения классов . Пусть функция со : [0, 1)->R неотрица­
тельна , не убывает , выпукла вверх и удовлетворяет условиям 

1) lim ю (* ) /#=0 , 
х->0 

2) о > ( х ) ^ л : а для некоторого а > 0 . 

Введем следующие классы функций: 

K» = {f:[0, 1 ) - Ч 0 , 1) \(Ух, у<=[09 1)) \f(x)-f(y)\<<»(\x-y\)}, 

KS={g:{0, 1, . . . , t f - l } - * { 0 , l...yN-l}\(ttf<=KJ(Vx^ 

e={0, 1 — 1 » g(x) = [Nf(x/N)]}, 

K% = {g:{0, 1, . . . , # - 1 } - > { 0 , 1 , . . . , # - 1 } | ( У * , 

e e { Q , h . . . ,N--l})\g(x)-gly)\<l+No,(\x--y\/N)}. 

Множество Ka состоит из функций, модуль непрерывности кото­
рых не превосходит функции со ( я ) . 

«Квантованием» области определения и множества значений [ 0 , 1) 
этих функций на N уровней строятся дискретные функции из /<СЛ; 

I 
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следует отметить, что д л я проверки у т в е р ж д е н и я g<=KN<,> надо пере­
б р а т ь бесконечное множество функций /Сш, т. е. определение класса 
Км«> неэффективно. 

Этот недостаток исправлен в классе KNv, который строится сле­
д у ю щ и м образом. Р а с с м о т р и м величину A=\g(x)—g(y)\, где g<^KN«>. 
П о определению класса Д " ^ найдется т а к а я функция / е / С ю , д л я кото­
рой 

А = | [Nf (x/N) - [Nf (уIN)] \<\+N\f (x/N) - f (y;N) |. 

В силу определения класса / и последняя величина не превосходит 
l + N(o(\x—y\/N). Итак , все функции g из KN

& удовлетворяют условию 

\g(x)-g(y)\< 1 +Nio(\x-y\/N). 

Взяв набор таких условий за определение, получим класс KN<*. 
О н совпадает с RN

a. Действительно , с одной стороны, RN

aczKN

&. С дру­
гой стороны, д л я к а ж д о й функции / е / С ^ ю рассмотрим ломаную g с уз ­
л а м и {0, 1, N—1}, постоянную на [N—1, N), т акую, что в целых 

точках значения g(x) отличаются от f(x) не более чем на и имею­

щую г р а ф и к наименьшей длины. Тогда функция — ( — + g (Nx) 
N \ 2 

будет п р и н а д л е ж а т ь /Сю, а построенная по ней квантованием дискрет 
1 г 

совпадает с f. 
н а я функция 

2 ,*(*) 
2. Нижняя оценка. Рассмотрим множество DN

&, состоящее из всех 
функций , которые принимают значения , не превосходящие N-®(IJN) 
и кратные трем. Понятно , что D ^ q / C ^ при достаточно больших N. 
Кроме того, log | D © | — N log(N(x) (l/N)). Т а к к а к функции из множест­
ва DN

a будут 3-различимы, то сложность р е а л и з а ц и и функций из 
1-приближающего класса д л я KNa> при N = 2S схемами из функциональ ­
ных элементов в базисе с характеристикой р [ 1 , с. 41] асимптотически 
не меньше, чем p - 2 s log(2 s co(2~ s ) )fs (в силу теоремы Д 1 из [1] и того 
ф а к т а , что 

log log(2 s co(2- s ) ) = o(s)) . 

3. Верхняя оценка. Функции из класса KNe> удовлетворяют усло­
вию Л и п ш и ц а с константой 1 +N<u(l/N), поэтому их число не превос­
ходит N- (3 + 2Л^со(1/Л/)) я ~ 1 (функцию м о ж н о з а д а т ь набором целых 
чисел 

{/(0), / 0 ) - / ( 0 ) , / ( 2 ) - / ( 1 ) , ...,f(N-l)-f(N-2)}, 
где / ( 0 ) е { 0 , 1, . . . , y V - l } , а | / ( I + 1) - / (*)| < 1 + ^ с о (1/N)) или 
^N(d(\/N))N{{Jr°{l)). Логарифм этой величины асимптотически равен 

N log (Nco(l/A 7)), 

что совпадает с приведенной выше нижней оценкой. 
Д л я установления верхней оценки сложности реализации функ­

ций из KN» (а следовательно , и функций 1-приближающего к л а с с а ) 
воспользуемся методом локального кодирования О. Б . Л у п а н о в а . 
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Пусть /С©, где N=2S, и d—натуральное число. Тогда 
d{x/d) 

f{x)=f(d[xld])+Y (f(d\x/d] + i)-f(d[x/d] + i~l))= 
1 = 1 

d{x/d) 

=f(d[xld]) + £ Aid [x/d] + i-1), 
r = l 

где Ay = f(y+l)—f(y). 
Пусть Xx — fx/d], x2=d{x/d}. Сложность вычисления x1 = x1(x) и я 2 = 

Xz 

=x2(x) есть o(2 s / s ) . Тогда f(x)=f(dx1) + y£ A(dx1 + i~l). Величина f(dxi) 

является (] log N/d[, ] log N [)-оператором сложности 

^logN - (2lloemd)l/]\og(N/d)[). 

Набор {A(d#i), 'A(d* i + 1), . . . , A ( d x x + d—1)} функций от x x есть 
( ] l o g ( t f / d ) [ , d ] log (2 iVco( l / iV)+ l ) [ ) -onepaTop 

2 3 log (N/d) E 
(ибо j А (г/) I < iVco(l/iV)), и его сложность ^ d log (N<o(l/N)) • p - * 

] log (W/d) [ 
Выберем d = 2 l s l l o z s \ Тогда tf/d = 2 s ~ E s / l o g s 3 , 

L 2 ^ о (2 s/s), L 2 ^ p . — log (2sco (2~ s ) ) . 
s 

Наконец, имея значения хъ х2У }(йхг) и набор {A(d^i), A (dx±+1), . . . 
х2 

A(d^ i + d—1)},значения f(x)=f(dx1) + Tj?A(dx1 + i—1) можно вычис-

лить со сложностью o(2 s /s) . Поэтому сложность функции / будет асимп-
2 s

 с 
тотически равна р • — l o g (2 s со (2 )) . 

S 

З а м е ч а н и е . Н и ж н я я оценка выводилась д л я 3-различимого 
множества (т. е. д л я минимального 1-приближающего к л а с с а ) , а верх­
няя — д л я самого класса Л"©. Тем с а м ы м точная и п р и б л и ж е н н а я 
р е а л и з а ц и и функций из i ( « требуют асимптотически одинаковой 
сложности схем. 

4. Обобщение на функции многих переменных. К л а с с ы функций 
нескольких переменных с модулем непрерывности определяются ана­
логично одномерному случаю: 

Kl = {f:[0, I f - 4 0 , 1)|V(*, j e [ 0 , l)n)\f(x)-fiy)\ <co(Jx—1/[)> 

(здесь в качестве \x—y\ можно брать как m a x | x , — у{\, так и (E(xt — 
- y ^ w m Y l X t - y t l ) , 1 

K%-n={g:{0, 1, . . . ,N-l}n-+{0, l , . . . , W - l } | ( 3 / e A l ) 

(V . ve{ ( ) , 1, . . . , J V - 1 } » ) g(x) = [Nf(x!N)}}, 

K%'n={g:{0, 1, . . . , i V - l } " - > { 0 , 1, . . . ,N-\} | ( V x , 

e { 0 , 1, . . . , # - ! } » ) | ^ ( х ) - ^ ( г / ) | < 1 + Я ( о ( | х - г / | / Я ) } . 



Говорить о совпадении классов К ^ , п и К а ' п у ж е нельзя , но все 
остальные результаты одномерного случая переносятся на многомер­
ный. Так , З- 'различимое множество строится тем ж е способом (как 
множество всех функций, принимающих к р а т н ы е значения, не пре­
восходящие const -N(o(lfN), где константа зависит только от р а з м е р ­
ности и нормы в пространстве аргументов; таким образом, мощность 
1-приближающего класса ^ (const • N • со(HN)) N n логарифм этой вели­
чины ^ JV n log (N<o(l/N)). 

Д л я получения верхней оценки заметим, что множество {0, 1, ... 
N—\}п можно отобразить на отрезок {0, 1, А/7*-1} так , чтобы модуль 

непрерывности соответствующей функции одной переменной не пре­
восходил исходного. Поэтому р е а л и з а ц и я функций из Ка'пимеет слож­
ность (при N=2S) ~ р 2ns log (2 s со (2~ s))/{ns). Т а к о в а ж е сложность функ­
ций из 1-приближающего к л а с с а . 

5. Примеры. 1. Пусть со (х) = х г , где 0 < г < 1. Тогда мощность 
1-приближающих классов для К®(Ка'п) будет асимптотически равна 
( 1 — г) N log ^ ( с о о т в е т с т в е н н о (1 — r)Nn log Л/), а сложность их реализации 

(при N = 2S) — р (1 —г) 2 s ^соответственно р 1 ~ r 2ns^j. 

2. Пусть со ( х ) = х ('log ~J*> а > ° . Соответствующие классы {K'd) 

содержат класс липшицевых функций (гладкость r= 1). Мощность 1-при­
ближающих классов равна 

Nlog(Na>(l/N)) = Nlog(N((ljN) • log 0 6N)) — N log logN 

(для n переменных Nn log log N). 
Соответствующая сложность р е а л и з а ц и и есть величина 

р — log s р log s . 
5 \ nS J 
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С. В. Киргетова 

О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛАХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ 
С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ 

Р а с с м о т р и м гамильтонову систему с полутора степенями свободы 

{ h = t + v , (О 

{ ду дх 
Т=у2/2 
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