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В работе получены условия разрешимости задач жёсткого смешанного оптимального
управления для системы уравнений Соболева. Рассмотрены задачи с функционалом
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Kлючевые слова: оптимальное управление, жёсткое управление, смешанное управле-
ние, терминальный функционал, система уравнений Соболева.

Введение
В работе рассматривается задача оптимального управления для системы урав-

нений Соболева, описывающей динамику малых внутренних движений стратифи-
цированной жидкости в равновесном состоянии. Поскольку система Соболева от-
носится к не разрешённым относительно производной по времени системам урав-
нений, её исследование проводится в рамках абстрактной задачи

Lẋ(t) = Mx(t) + y(t) +Bu(t), (1)

Px(0) = v, (2)

(u, v) ∈ U∂, (3)

J(x)→ inf . (4)

Здесь U , X , Y — гильбертовы пространства, операторы L ∈ L(X ;Y) (т. е. линей-
ный и непрерывный, действует из X в Y), kerL 6= {0}, B ∈ L(U ;Y), M ∈ Cl(X ;Y)
(линеен и замкнут, плотно определён в X , действует в Y), U∂ — непустое выпук-
лое и замкнутое множество допустимых управлений, J — выпуклый функционал
качества, y : [0, T ] → Y — заданная функция. Задачи оптимального управления
с функционалом качества, в явном виде не зависящим от функции управления,
часто называются задачами жёсткого управления [1]. При этом управляющее воз-
действие входит как в само уравнение, так и в начальное условие. Такое управ-
ление будем называть смешанным [2] (распределённое и стартовое управление [1;
3] одновременно). Отметим, что в приложениях часто естественным оказывается
использование обобщённого условия Шоуолтера — Сидорова (2), где P — проектор
вдоль M -корневого подпространства оператора L.

Исследование опирается на результаты о разрешимости начально-краевых за-
дач для вырожденных эволюционных уравнений, полученные в работах В. Е. Фе-
дорова [4; 5], результаты М. В. Плехановой, В. Е. Федорова и А. Ф. Исламовой
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[6–10] о разрешимости задач оптимального управления для вырожденных эволю-
ционных уравнений, т. е. уравнений с вырожденным оператором при производной
по времени.

В работе рассмотрены случаи функционала с нормой в пространстве Лебега
и терминального функционала, однако аналогичным образом можно получить ре-
зультаты и для близких по структуре задач с некоторыми другими функционалами
(см. по этому поводу [3]).

1. Задача оптимального управления
Введём необходимые в дальнейшем обозначения: W k

2 (0, T ;X ) = Hk(X ) для k ∈
N0 ≡ {0} ∪ N, H0(X ) = L2(X ), ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(Y ;X )}.

Оператор M называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ (µ ∈ ρL(M)).

Возьмём (L, σ)-ограниченный оператор M , выберем в комплексной плоскости C
замкнутый контур γ = {µ ∈ C : |µ| = R > a}. Тогда операторы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ ∈ L(X ), Q =

1

2πi

∫
γ

LLµ(M)dµ ∈ L(Y)

являются проекторами. Положим X 0 = kerP , X 1 = imP , Y0 = kerQ, Y1 = imQ.
Тогда X = X 0 ⊕ X 1, Y = Y0 ⊕ Y1. Через Lk (Mk) обозначим сужение оператора L
(M) на X k (DMk

= DM ∩ X k), k = 0, 1.
Теорема [11]. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда

(i) Lk ∈ L(X k;Yk), k = 0, 1;
(ii) M0 ∈ Cl(X 0;Y0), M1 ∈ L(X 1;Y1);
(iii) существуют операторы L−1

1 ∈ L(Y1;X 1), M−1
0 ∈ L(Y0;X 0).

Обозначим G = M−1
0 L0. (L, σ)-ограниченный оператор M назовём (L, p)-

ограниченным при p ∈ N0, если Gp 6= O, Gp+1 = O.
Решения уравнения (1) будем искать в гильбертовом пространстве (см. [7])

Z = {z ∈ H1(X ) : Lż −Mz ∈ Hp+1(Y)},

наделённом нормой ‖z‖2
Z = ‖z‖2

H1(X ) + ‖Lż − Mz‖2
Hp+1(Y). Выберем простран-

ство управлений U = Hp+1(U) × X и введём в рассмотрение оператор B ∈
L(Hp+1(U);Hp+1(Y)), (Bu)(t) = Bu(t), t ∈ [0, T ].

Множество W троек (x, u, v) ∈ Z × U, удовлетворяющих условиям (1)–(3),
назовём множеством допустимых троек задачи (1)–(4). Решением задачи (1)–
(4) называется тройка (x̂, û, v̂) ∈ W, минимизирующая функционал стоимости J :
J(x̂) = inf(x,u,v)∈W J(x).

Задачу (1)–(4) будем рассматривать с функционалами

J(x) =
1

2
‖x− w‖2

L2(X ) → inf, (5)

J(x) =
1

2
‖x(T )− w‖2

X → inf, (6)

где w ∈ L2(X ) и w ∈ X заданы для (5) и (6) соответственно.
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Из теоремы 4.2.1 [11] получим, что из (L, p)-ограниченности оператора M сле-
дует его сильная (L, p)-радиальность. Вкупе c ограниченностью оператора M1 и
результатами работы [10] (следствия 1 и 2) это сразу влечёт следующие утвержде-
ния о разрешимости задач (1)–(3), (5) и (1)–(3), (6).
Предложение 1. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, w ∈ L2(X ), U∂ — замкну-
тое, выпуклое и ограниченное в пространстве U множество. Тогда существует
решение (x̂, û, v̂) ∈ Z × U задачи (1)–(3), (5). Решение задачи единственно только
в случае инъективности оператора B.
Предложение 2. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, w ∈ X , U∂ — замкнутое,
выпуклое и ограниченное в пространстве U множество. Тогда существует реше-
ние задачи (1)–(3), (6) (x̂, û, v̂) ∈ Z × U. Решение задачи единственно только в
случае инъективности оператора B.

2. Задачи управления для системы уравнений Соболева
Пусть Ω ⊂ R3 — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞. Рассмотрим

начально-краевую задачу для системы уравнений Соболева, описывающей дина-
мику малых внутренних движений стратифицированной жидкости в равновесном
состоянии [12],

v(x, 0) = q(x), x ∈ Ω, (7)

vn(x, t) ≡
3∑
i=1

vi(x, t)ni(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (8)

vt(x, t) = [v(x, t), ω̄]− r(x, t) + u(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (9)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]. (10)

Здесь n = (n1, n2, n3) — вектор внешней нормали к границе области ∂Ω, v =
(v1, v2, v3) — вектор скорости движения частиц жидкости, r = (r1, r2, r3) =
(px1 , px2 , px3) — градиент нестационарного давления, [·, ω̄] — векторное произведение
на вектор ω̄ = (0, 0, ω) ∈ R3, где ω — удвоенная угловая скорость вращения,

∇ · v =
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+
∂v3

∂x3

.

Неизвестными вектор-функциями являются v и r. Пара (u, q) задаёт управление.
Обозначим L2 = (L2(Ω))3, L = {v ∈ (C∞0 (Ω))3 : ∇ · v = 0}. Замыкание линеала

L по норме пространства L2 обозначим через Hσ. Это гильбертово пространство со
скалярным произведением 〈·, ·〉 пространства L2. Существует представление L2 =
Hσ ⊕Hπ, где Hπ — ортогональное дополнение к Hσ. Обозначим через Π : L2 → Hπ

ассоциированный с этим ортогональным представлением ортопроектор.
Следуя подходу С. Л. Соболева [12], используем обобщённую постановку зада-

чи (7)—(10), заменив уравнение несжимаемости (10) и граничное условие (8) на
уравнение

Πv(·, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (11)

Очевидно, что оператор A : v → [v, ω̄] , ω̄ = (0, 0, ω), осуществляет линейное
непрерывное отображение из L2 в L2, при этом ‖A‖L(L2) = |ω|. Нетрудно также
показать, что имеет место действие оператора A : Hπ → Hσ [13].

Положим Σ = I − Π, X = Y = U = Hσ × Hπ, Aσ = A|Hσ , тогда задачу (7), (9),
(11) можно задать в виде (1), (2) с помощью операторов (подробнее см. в [14])

L =

(
I O
O O

)
∈ L(X ), M =

(
ΣAσ O
ΠAσ −I

)
∈ L(X ), B = I ∈ L(U).
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В работе [14] показано, что в таком случае оператор M (L, 0)-ограничен.
Рассмотрим задачу оптимального управления с ограничением на функции

управления
‖u‖2

L2(0,T ;L2) + ‖q‖2
Hσ ≤ R2 (12)

и с функционалом качества

J(v, r) =
1

2
‖v − v0‖2

L2(0,T ;L2) +
1

2
‖r − r0‖2

L2(0,T ;L2) → inf (13)

либо
J(v, r) =

1

2
‖v(T )− v0‖2

L2
+

1

2
‖r(T )− r0‖2

L2
→ inf (14)

для системы (7), (9), (11).
Определим пространства

Z = H2(0, T ;Hσ)×H1(0, T ;Hπ), U = L2(0, T ;L2)×Hσ.

Нетрудно заметить, что определённое таким образом пространство Z соответствует
пространству Z из предыдущего параграфа при заданных X ,Y ,U и операторах
L,M .

Теорема 1. Пусть v0, r0 ∈ L2(0, T ;L2). Тогда существует единственное решение
(v̂, r̂, û, q̂) ∈ Z × U задачи (7), (9), (11)—(13).

Доказательство. В силу очевидной выпуклости, замкнутости и ограниченности
множества U∂, заданного условием (12), в пространстве U утверждение теоремы
следует из предложения 1. Поскольку оператор B инъективен, решение задачи
управления единственно.

Аналогичным образом из предложения 2 получим следующий результат.

Теорема 2. Пусть v0, r0 ∈ L2. Тогда существует единственное решение
(v̂, r̂, û, q̂) ∈ Z × U задачи (7), (9), (11), (12), (14).
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