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Труды Математического института АП СССР 
1979, том 450 

Ю. С. НИКОЛЬСКИЙ 

НЕРАВЕНСТВА МЕЖДУ РАЗЛИЧНЫМИ ПОЛУНОРМАМИ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

В статье изучаются полунормированные пространства Ll

p (Еп) и bl

p^l (Еп) 
дифференцируемых] функций многих переменных. 

В работе [1] и при p = q в работе [2] получено неравенство 

Il D* (/ - ||Ьв(вП) < с Д II DÏf \\Ьр{ЕП) = с II / | | ^ ( е П ) , (1) 

где = Рг_г (х; /) — некоторый] многочлен степеней не выше Ц — 1 
по xt (î = 1, . . ., и), линейно зависящий от /, 

n 

1<Р<Я<°°, 1 - I I T ( ^ ~ 1 ~ + V I ) = 0 - ( 2 ) 

i= l 
В настоящей работе устанавливаются подобные по характеру неравенства 

между различными полунормами дифференцируемых функций, характери
зующие свойства производных функций из рассматриваемых пространств 
или их следов на га-мерных координатных подпространствах Ет. При этом 
в левых частях неравенств, так же как и в (1), присутствуют некоторые мно
гочлены. Доказательство базируется на интегральных представлениях про
изводных функций из рассматриваемых пространств или конечных разностей 
от этих производных через некоторые многочлены и заданные производные 
или конечные разности от производных. Вывод этих представлений осуще
ствляется с помощью интегральньр: представлений функций через их произ
водные и конечные разности от этих производных, полученных В. П. Ильи
ным [3]. 

Доказываются также теоремы о продолжении функций из пространств 
br

p

(0) (Ет) в пространства Ll

p (Еп) и bp

0) (Еп), причем в полунормах, стоящих 
в левых частях соответствующих оценок, вообще говоря, присутствуют не
которые многочлены. Продолжение функций осуществляется на одно изме
рение с помощью усреднений функций, параметром которых служит новая 
переменная (см. [4]). 

Неравенство (1) верно для произвольной функции /, для которой конечна 
его правая часть. Заметим, что для функций / Е Е Wl

p(En) = Lp (En) f] Ll

p (En) 
при условиях (2) известно неравенство 

1 ! ^ / Ц ( Е « ) < ^ 1 1 / 1 1 4 ( Е П ) (3) 
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(см. [4] при рфс). Неравенство (3) не имеет места для всех функций / с конеч
ной правой частью, его обобщением является неравенство (1). 

Устанавливаемые в работе неравенства обобщают известные неравенства, 
сопровождающие теоремы вложения с предельным показателем для про
странств Wl

p (Еп), Bl

Pß (Еп), в том же направлении, в каком неравенство (1) 
обобщает неравенство (3). 

Для вектора I = (Zl7 . . ., ln) с целыми положительными координатами 
рассмотрим пространство Ll

p (Еп), l<jK^oo, функций /(#), имеющих обоб
щенные по С. Л. Соболеву производные D^f (x) (i — 1, . . ., w) н а А п с конеч
ной полунормой 

1 1 / 1 1 ^ = 1 1 1 ^ 7 1 1 ^ , (4) 

где Еп — тг-мерное евклидово пространство точек х = (хг, . . хп), 

1 1 / 1 1 ? , я » = 1 \f(x)\Pdx, 1 < р < о о , | | / | | „ = sup vrai | / (*) | . 

Рассмотрим пространство Ь р

( $ (Еп), 1 <^ р, 0 <^ оо, функций / (#), имею
щих обобщенные производные DkAf (х) на Еп с конечной полунормой 

11 /"ь^С-") = I L ß i ' А^ < ^ > ^ ^ ё # р ^ } ^ ^ К е < о о , ( 5 ) 
у ' г=1 0 P I 

где I = (1Ъ ..., 1п), о = ( a i , . . . , a n), ах = ^ + кг > h > кх > 0 (i = 1 , . . . , п)г 

s 
Ai (t) f (x)\ = S (— 1 ) s _ : ? ' Cs'/ (xl9 . . . , ^i-ï, ^ + jt, xi+1,..., s n), 

Il / IUa) , _ „ , = S sup vrai r ' i + f t i II A l 4 (i) Z# / H » . (6) 

Аналогично определяются полунормированные пространства Ll

p (Q) и 
(Q) функций, определенных на области Q d Еп. Полунормы в этих 

пространствах определяются, как и в пространствах Ll

p (Еп) и bl

p^ (Еп), но 
с заменой интегрирования по Еп интегрированием по ß , а конечной разности 
^{t)Dbf на Aji (t; Q)DkAf1 где AJ (t; Q)q> (x) = Aj(*)<p (х), если [x+steJaQ* 
та. A* (t; Q)y(x) = 0, если [x -f- stej Q (^ — координатный вектор i-го 
направления). Пусть еще Wl

p (Q) = Lp (Q) fj Lp (Q), 1 <; p < oo, В1

Р# (Q) = 

= Lp (Q) n Ьр%} (Q), i < P , e < oo. 

Будем говорить, что функция / локально на Еп принадлежит пространству 
Wl

p или BL

PIQ, если для любого В. 0, f Е Е WTp (ER), соответственно 
/ е 4 , е TO, где £S = {s: I J = . . . +xl < R}. 

Введем следующие обозначения: 1 <^ m <; n, х(т> = (хг, . . ., #т), 
#(п) = ^; х = (я(™>, а;'), о:' = ( # т + 1 , . . ., #п), если 1 ̂  m <. п, (х^, х) = х\ 
х = (х 1 ? . . ., х п ) , и* > 0 (i = 1, . . ., #г), x<w> = (х х, . . ., х т ) , х<п> = х, 

| x ( m ) | = X l + e e > + X m ; ^ = ^ f . e e , ^ r ^ Ä > 0 ; у = К . . . ^ п ) , 
п 

Vi > 0 целые (î = 1, . . . , и), £ v = . . D}\ (V, x) = S ViXiî 
n i 

я* = Xi i . . . cd = « i ! . . . aj» a = (a x, . . ., a n ) , cĉ  > 0 целые 240 



(i = 1, . . ., n); a <; Z, если at ^ lt (î = 1, . . ., w), a — 1 = (a x — 1, . . . 
. . ., a n — 1); -Sî = { Л : : # П > 0}, ü> = {a:: xm+1 = . . . = # n = 0}, если 
1 < m < n; llp + 1/p' = 1, b f > - b 1 ^ 

Для простоты записи вместо] неравенства А ^ сВ, где Л = А (f)r 

В = В (f) — некоторые выражения, содержащие функцию / рассматривае
мого класса, с — положительная постоянная, не зависящая от /, будем пи
сать А<^В. Если под знаком интеграла область интегрирования й не ука
зана, то это означает, что Q = Еп. 

Через Z/P)e (Ë++1)i 1 ^ p, 9 ^ оо будем обозначать пространство измери
мых на Е++1 функций F (x, t), для которых конечна норма 

к F к n + 1 = :n i iFL , p n j | x . 
n L p f e ( E + + 1 ) , J I 11 l l L p ( E ) ULQ(E\) 

Везде в дальнейшем будем считать, что кг = l/lt (i = 1, . . ., n). 
Л е м м а 1. Пусть 1 < ^ р , 0 <; оо, 1 _ | х | / р — п. < 0 (при 0 = 1 

возможно и 1 — I х \1р — п. = 0), F е £р,е УС"1), 

/ e , f t (x) = J i f » ^ <fo J5 f1"*'**** (-^r , - ~ \ F (x\+ y, t) dy dt, (7) 

8 \ V 

где 0 < e < A ^ oo, Tt (y, t) — кусочно-непрерывные финитные функции, 
сосредоточенные в кубе {0 < ô < г/7- < 1, / = 1, , . п, 8 << t < 1}, Zf ̂ > 
ô f = 1 + I и I + Щ — ki%t (i = 1, . . ., n). Тогда 

snp I Je,h(x)|<e1 * ( J II F ||в d* ) 1 ' 6 . ( 8 ) 

Доказательство неравенства (8) при 1 — | и |/p — p < 0 вытекает из 
свойств функции Tt (x, t) и последовательного применения неравенства 
Гёльдера к внутренним интегралам в] (7). Неравенство (8) при 0 = 1 г 

1 — |и | /р — п. = 0 доказывается с помощью] перемены порядка интегриро
вания в интеграле (7), интегрирования по] v и применения неравенства 
Гёльдера* 

Во всех приводимых ниже интегральных представлениях функций будем 
считать, что 

D-U (x) = DV (х), 

где Dvf — обобщенная производная функции / порядка v (D°f = /). 
Для функций из пространств Ll

v (Еп), 1 < р < оо,"! и Ъ1$ (Еп), 1 < 
<; р,0 ^ оо, для /любого вектора v имеют место следующие интегральные 
представления В. П. Ильина [3]: 

n h 

П (x) = IPh (x) + ( - 1)И £ \ - p ^ g - \ O f > UJ\ IKf {x + y) dy, (9) 
i=l 8 4 / 

B V . W = W + ( - D M ^ - ^ > , - J _ ) x 
i=l e " \ # / 

X Аг" (-^-) Z)fy (* + y) «fyd*. (10) 
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Здесь 0 < e < h < оо, причем если (v, x) < 1, то е > 0, ог = 1 .-f-.'| x | + 
+ — £*xf, 

£>VA (x) = ( - 1)MÄ-M-(V.X) J 0 ( v ) ^ J L j / (* + j,) dy, 

n ^ j ß r i V;-

где ß7- — достаточно большие натуральные числа, Kj (t) = [a,j (t)]2, функции 
a>j (t) ЕЕ С™ (E1) сосредоточены на интервале 0 < ô < ; £ <С 1 и обладают 
свойством 

$ ^ ( * ) Л = 1 , 

Фг (#)> (#» t) — некоторые бесконечно дифференцируемые финитные функ
ции, сосредоточенные соответственно в кубах {ô < xt < 1, i = 1, . . ., n} 
и {ô < xt < 1, i = 1, . . n, ô < t < 1}, ô > 0. 

Равенства (9), (10) при 8 = 0 выполняются] для почти каждого х ЕЕ 
Для функций / Е 4 (Z£n), 1 < р < оо, в равенстве (9) возможно и 8 = 0 
при (v, x) = 1. В этом случае сходимость внешних интегралов правой час
ти (9) понимается в смысле сходимости в L P (ЕП) (см. [1]). Для функций 
/ ЕЕ blp°Q (ЕП) при р = о о и 9 = 1 в равенстве (10) возможно и 8 = 0 при 
(v, х ) = 1. 

Л е м м а 2. Пусть f ЕЕ ЬР%} (ЕП), 1 < р, 6 < оо, (v, x) > 1 - | х |/р 
(яри 9 = 1 возможно и (v, x) = 1 — I х \/р). Тогда при оо Dvfh (х) и 
каждый из интегралов в представлении (10) сходится равномерно на ЕП; 
при этом, если Vj > Gj = Sj + kj при некотором /, то Dvfh (x) ->• 0, 
h -> oo равномерно на En. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть утверждения леммы следует из 
(10) и леммы 1. 

Пользуясь свойствами функции Ф 0 (у) и интегральным равенством из ра
боты [3], выражающим интеграл от произведения функции / на некоторое 
ядро через интеграл от произведения конечной разности функции / на неко
торое другое ядро, можно показать, что при Vj Sj + kj 

&h (*) = h - ^ r ^ n T ( J L f # ( J _ ) Z # / { x + y) dy dt, 

где T (y, t) — некоторая бесконечно дифференцируемая финитная функция 
с носителем в кубе {0 < ô < < 1, i = 1, . . n, ô < £ < 1}. Отсюда 
с помощью неравенства Гёльдера получим 

I (х) К / Г ~ ( 5 II Д ? (0 DÛ ||LP(É») t l + e g - f c j ) ) 1 / 6 - 0, А - , оо, 

что и доказывает вторую часть утверждения леммы. 
Л е м м а 3. Для всякой функции / ЕЕ Ь1

Р°$ (ЕП), 1 <; р, 9 ^ оо, сущест
вует многочлен 

/ V i ( * ; / ) = S ( И ) 
а<а—i 

с а =0 тгри (а, x) <,1— | х |/р (тг/ж 9 = 1 с а = 0, если (а, х ) < 1 — [ х |/р), (12) 



степеней не выше Of — 1 по xt (i = 1, . . ., п) такой, что при (v, х) ^> 
3> 1. — I х \1р (при 6 = 1 возможно и (v, x) = 1 — I х |/р) равномерно на Еп 

D-h (x) DvPaa (х; /), h -+ оо. (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

с а = lim J j - В«Д (0), (a, x) > 1 - I x \/p (при 6 = 1 (a, x ) > 1 - | x |/p). (14) 

По лемме 2 эти пределы существуют и c a = 0 при a ^ a — 1. 
Разложим Dxfh (х) при (v, x) > 1 — | x | /р (при 9 = 1 (v, х )>1 — | х |/рУ 

в точке х = 0 по формуле Тейлора по степеням х до достаточно высокого 
порядка. Отсюда, пользуясь (14) и замечая, что при v ^ о — 1 по лемме 2 
D^fh (х) равномерно на Еп стремится к нулю, легко показать, что соотно
шение (13) выполняется на всяком компакте К CZ Еп в смысле равномерной 
сходимости, а значит, в силу леммы 2 (13) выполняется также равномерно 
и на Еп. 

Л е м м а 4. Для любой функции f ЕЕ Ь р $ (Еп), 1 < Р, 9 <; оо, сущест
вует многочлен (х; /) вида (11), (12), (14), линейно зависящий от /, такой, 
что 

оо n I 

( t ) ß v ( / е (*) _ / ) ] = ( - 1 ) М J ^ ^ Ô i " ( V , K ) A ? ( 0 J ( " J " - " T T ) X 

„ 8 i=l 

X AÎ* Dèj (x + У) dy dx dv (15) 

при e > 0, 1 — I x I /р — Sx; < (v, x) < 1 (rapw 9 = 1 возможно и 1 —- | x | lp — 
— ëytj — (v, x), a при p = oo и 9 = 1 возможно и (v, x) = 1) w wpu e ^> 0, 
1 — I x I /p — SKJ <C (v, x) (я/ж 6 = 1 1 — | x | / p — £х7- (v, x)). При этом, 
если e = 0, то равенство (15) выполняется для любого фиксированного t при 
почти всех х ЕЕ Еп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s = 0 (Ду (£)/ = /). Перейдя в равенст
ве (10) к пределу при А - > оо, в силу леммы 3 получаем равенство (15). 

Пусть s ^> 0. Беря от обеих частей равенства (10) конечную разность $ 
порядка по переменной Xj, заменяя AJ* (t)Dvfh (х) через 

t t 

jj . . . \ D)Dvfh (xi,. .., XJ + Ь + . . . + l-, . .., xn) dit... d£-, 
0 0 

переходя в полученном равенстве при фиксированных х и t к пределу при-
оо, на основании леммы 3 получим (15). 

Пусть / еЬр (Еп) и 

Pi-i(x;f)= S c a ^ , (16) 
a<Z—i 

c a =0 при (a, x) < 1 — I x I lp (при p = l c a = 0, если (a, x) < 1 — | x | lp), (17) 

c a = lim J p Dfifh (0) при (a, x) > 1 - I x |/p (при p = 1 (a, x) > 1 - | x |/p). (18)-

Пределы (18) существуют (см. [1]). 
С помощью представления (9) доказывается следующая лемма. 
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Л е м м а 5. Для любой функции / е 4 (Еп), 1 ^ р <^ оо, существует 
многочлен (х\ /) вида (16)—(18), линейно зависящий от /, такой, что 

оо П 

4 (f) D v [U (x) - Pi-г (x; f)] = ( - 1 ) N J £ y - l x N v . * ) x 

X Д* ( 0 J O f (-£-) DÎV (X + г/) cty di; (19) 

тгри 8 > 0 , 1 — I x I / j9 — S X J < (v, x) <C 1 (при 1 < p < oo возможно и 
(v, x) = 1, a тгри p = 1 возможно и 1 — | x 17p — £x7- = (v, x)) u 7г/ш 8 0, 
1 — | x | /р — 5 X j < (v, x) (приp = 1 1 — | x | /p — sx;- <; (v, x)). Яри этом, 
если s = 0, mo равенство (19) выполняется для любого фиксированного t при 
почти всех х ЕЕ £ г п . 

Эта лемма при s = 0 доказана О. В. Бесовым [1]. 
Пусть / (х) — измеримая на Еп функция, Е™ = {z(m>: | х^ \ <^ R}, 

m <С п. Функцию ф (х^) назовем следом функции / на Еш и будем писать 
ф = f\Em, если / можно* видоизменить] на множестве тг-мерной| меры нуль 
так, что после этого для видоизмененной функции (которую снова обозна
чим через /) при некотором g, 1 <^ g <^ о о , для любого i ? > 0 и достаточно 
малого ô ^> 0 будут выполняться следующие свойства: 

i ) / ( * " » > , * ' ) € = L P да. I * ' l < ô ; 
2) / (z<m>, 0) = ф (а*™)); 

3 ) II / * ' ) - Ф (*(»>) u m + 0, I х ' I -> 0. 
Lq(bR) 

Определенный таким образом след / на Ет единственен с точностью до 
эквивалентности в смысле Ет. 

Пусть 1 < m < в, F(=Lp,e (ET1), 

[P (y) + * 1 / a 1 ^ + а е 

где a > 0 , 8 > 0 Д = ^J^ + W + I i l f - L . PU/) = ^ l 2 / i l 1 M i - Тогда (см. [5, 
i = l 

с. 257]), если выполнено одно из условий: 1 ) 6 = 1, l ^ p ^ g ^ o o ; 
2) 1 < 6 < q, 1 < p < g < оо , то 

И/(*(•»>, а*) И L ( E - ) < C I I ^ I I L (20) 
где постоянная с не зависит от / и х. 

В приводимых ниже теоремах, если нет оговорок, считаем 
в этом случае] условимся, что Dvf \ЕП = Z>v/ (х). Под нормой || Dxf \\L ( Е т } 

и полунормой II Dvf II г (о) т понимаются норма и полунорма следа Dxf \Ет 

соответственно в смысле пространств Ьр (Ет) и Ьг

р^ (Ет). 
Т е о р е м а 1. Пусть f ЕЕ ( £ N ) , 8 m = 1 - J2LL + 1 ^ 1 - ( v , х ) = 0, 

р ч 
и либо 6 = 1, 1 <С р <; g ^ оо, либо 1 < 6 < ; g, 1 <^ p <[ g <] оо. Пусть 
еще Р 0 - г = Po-i (%\ Î) — многочлен из (11), (12), (14). Тогда существует 
след Dxf \ Е т и выполняется неравенство 

и ̂ ( /-^on v --)< и ( 2 1 ) 



Если гт < О, 1 <; р q <^ оо, 1 ^ 9 ^ оо, то при любом г ^> О 

II </. - \ \ ы в Ш ) < св«» К / И ^ ^ , (22; 

где постоянная с не зависит от fus. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой производной Dvf, порядок которой 

удовлетворяет условиям теоремы, в силу] (15) для почти каждого х ЕЕ Еп 

справедливо представление 

* [/ (х) - Ра-г (*; / ) ] = ( - 1 ) М I £ \ [ ^ V (-JL., х 
О г=1 ^ V V Г / 

X Fi(x + у, т) dy dt dv, (23) 

Fi (y, t ) = A*1 ^ DCî (y) ! x6 " Г \ èi = i ; + j x I + - koa где 

Обозначим правую часть равенства (23) через Ф (x). С помощью свойств 
функций Tt (у, т)," неравенства Гёльдера, перемены порядка интегрирова
ния, интегрирования по и и неравенства (20) получим для любого х 

и с о t1"*' U F, (s<™> + , у, t) \\L ( E „ . m ) dy™ dt 

JI Ф (*(«>, х)\\ЫЕт) I $ J + 1 V«"> < 

4-* Lp,e(E+ ) ьр,е^ £ ) 
г=1 

1 

Из (24) следует оценка (21) для функции] Ф (х^т\ 0). Так как 
Dv (/ — Po-i) = Ф Для почти каждого х ЕЕ £ " П , Т О неравенство^ (21) при m = п 
доказано. Для завершения доказательства неравенства (21) при m <п до
статочно показать, что функция Ф (х(т\ 0) является следом функции 

(/ - Po-i) на Ет. 
В силу оценки (20) и непрерывности по сдвигу пространства Ьр%} (Еп) 

при 1 < ^ р , 9 < о о получим при |# ' ' | ->0 
II Ф (*(»•>, х') - Ф . (х(->, 0) | | ь m < II / (У™, у' + * ' ) - / ( , y') « , ( 0 ) - 0. 

9 V ' b p , e ^ ) 
(25) 

При 9 = 1 и p = oo имеем при | о;' | 0 
| Ф ( х ( ™ ) , х ' ) - Ф ( х С « ) , 0 ) | | ^ ( Е т ) < 

n oo l--k- , 

так как интегралы 
ou 

SV 
конечны на основании неравенства (20). 
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Из определения функции Ф (х) и из (24)—(26) следует, что Ф (xtm>, 0) 
есть след £>v (/ — Р ^ ) на Ет. 

Неравенство (22) устанавливается с помощью представления (15), обоб
щенного неравенства Минковского, неравенства Гёльдера с показателями 

РУ/(Я — P)i P'и обычного неравенства Гёльдера. 
Заметим, что для данной функции / Е Е bl

p^ (Еп), 1 < ^ р < о о , 1 < : 9 < ; о о у 

существует не более одного многочлена вида 
1*1 Р а _! (х) = ^ сах", са = 0 при (а, х) < 1 

а<а—i 

для которого конечны левые части (21), (22). В самом деле, если предполо
жить, что существуют два таких многочлена Pö~i (х) и (х), то для лю
бого вектора v удовлетворяющего условиям (v, x) ^> 1 — \ к \/р и v <; о — 1 
можно указать такое q = q (v) ЕЕ lp, оо), что выполняется включение 

Л* [ i V i (ж) - Рс-х (*)] G L e Cv) (Еп), 
а это возможно лишь в случае равенства коэффициентов этих многочленов. 
с« = с* при всех а ^ а — 1. 

Для полноты изложения приведем теорему для пространства Ll

p (Еп)г 

содержащую в себе неравенство (1) (см. [5, с. 224]). 
7 1 * 1 1 *(m> I 

Т е о р е м а (О. В. Бесов). Пусть f е Ll

p (Еп), е т = 1 — - у 1 + 1 1 — 
— (v, х) = 0, u ./шбо m = n, 1 < p <J g < оо, ./шбо m <С n, 1 <С p < g < оо, 
либо p = 1, g = оо. Пусть еще = Р^г (х; /) — многочлен из (16)—(18). 

Тогда существует след Dvf \ Ет и выполняется неравенство 
W V - P ^ ^ ^ n ^ . (27) 

Если гт < 0, 1 <^ p <^ g <^ оо, то при любом е 0 
Il Z)v (/Е _ | | ^ ( Е т ) « < ««« II / | | ^ ( Е ~ (28) 

где постоянная с не зависит от f и е. 
Для данной функции f ЕЕ Ll

p (Еп), 1 < р < оо, существует не более одно
го многочлена вида 

(я) = с**^' с * = 0 П Р И ( а ' Х Х 1 — "у̂ - » 
а<г-1 

для которого конечны левые части (27), (28). 
З а м е ч а н и е 1. Пусть функция f ЕЕ Ll

p (Еп) (соответственна 
/ ЕЕ Ъ1£1 (#п)) и / E i g ( # n ) , 1 < g < оо. Тогда многочлен (ж; /) из 
(16)—(18) (соответственно Р0-г (х; /) из (11), (12), (14)) тождественно равен 
нулю. Это утверждение остается верным и при q = оо, если дополнительно 
потребовать 1 — | x | /р > 0 при 1 < р < ; оо (соответственно 1 <С 9 < ; оо) 
и 1 — I x I /р > 0 при p = 1 (соответственно 9 = 1). 

Доказательство замечания|вытекает из определения коэффициентов мно
гочленов Рг_г (х; /), Ро-х (x; /) и неравенства 

\yi\ 
\Dvfh(x)\<^h- — -(v'K)\\f\\L<iiEny 
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Лемма 6. Пусть I <^р <Г g <^ о о , 1 <; 0 <; 6 о о , ет = 1 — |~ 

+ JjÇii__ l x > 0,r j = Z j e m i + ^ > ^ > ^ > 0 ( / ' = 1 / » Н 6 

е(£++1)> 

где Tj (г/, t) е C T ( £ n + 1 ) u сосредоточены в кубе { 0 < yt < 1, i = 1, . . . , re, 
О < t < 1 } , J, > Ä, — 1, б| = 1 + ' I x I + x , — Afxi (j = 1, . . . , re). Тогда 

гдг постоянная с не зависит от f и х'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя обобщенное неравенство Минков

ского, пользуясь оценками 

iiA;j(o/iLa(Em)<n/iiVE-), 
| |д;'(о/11 1^- )<* ,^11^/11х. в(к«,. 

перенося дифференцирование на ядро, получим 

(29) 

(30) 

х 

о v % J J о 

J " | F ( s + y , T ) | d t / 

t ü x 

оо ~. ^ * 1 

Воспользовавшись неравенством Гёльдера для трех функций JFP/« , 

jP(a-p)/a? 1 с показателями g, pg/(g — p), р', найдем 

M j l* ( m ) l 

Il $ \F(x + y,x)\dy\\ < z f Q \\F(y,T)\\ N Y (32) 

Для дальнейшей оценки нам потребуются неравенства Харди. Пусть 
1 < Р < Ч < 0 0 > = 1 / р ' + 1/д. Тогда 

Il *~ß S / (г) Ä l k < 4 > <
 lx~*+%î { х )

 11 v*l> • ß > "f •' 
о 

оо 

(33) 

(34) 

Пользуясь оценками (31), (32) и делая замену переменной t = tli, приме
няя неравенства Харди, делая замену переменной ? = применяя нера-
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венство Харди (33), получим 

" 0 OJ 
1 ~ oo г Н г x 

I + Л P 

Lg (El) 

о b g<*i>< 
—l-f-jff.—г ^- n -i-4-Z _fc II 

, • «ST. + ' , 1 ' О Г . ' ) 1 « ^ Л | 0 Л < " ' 1 Л 1 ( О -

что и требовалось доказать. 
Т е о р е м а 2. Яг/сть / e b^fg (£"), 1 < р < ? < о о , 1 < 8 < 6 < оо, 

8 т = 1 - i y L + - [ I Ç L - ( v , > t ) > 0 , г = (гх . . ., r m ) , ô = (5 l f . . öm),. 
П = ^e T O , ff; = sj + kj > rj > Ä , > 0 (/ = 1, . . ., m). Яустоь eu*e 
P0-i & f) — многочлен из (11), (12), (14). Тогда существует след Dvf\Emt 

и выполняется неравенство 

\\Dv(f-P^)\\ Р ( 5 ) <11/11„к«)(Вп). (35) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий теоремы следует, что 

1 - - l^i- — Ä^Xj < iPiJCj + (v, x) < 1 , i = i,...,m. 
Поэтому в силу (15) справедливо представление 

AÎ j С) ̂ v i / W - ^ e - i (*;/)] = 

X Fi (x + у, t) dy dx du, (36) 

где РЛу,х) = &(^ои{у)1%*+Ч ô i ^ l + lxl + X i - * ^ . 

Обозначим правую часть равенства (36) через (x, t). С помощью лем
мы 6 для любого / = 1 , . . m получим 

- 4•--r•4-2 r• 

0>j (*<">, t) \\L w l < II / 1 1 . 1 ( a ) . . (37> 

Так как ASjj(t)Df'Dv (/ — i V x ) = Фу (#, 0 для любого фиксированного t 
при почти всех х £Е то при m — п из (37) следует неравенство (35). 

Пусть m <С п и f* (х) = f (х) — Ра^г (х; /) . Для функции /* на основании 
(10) для любого фиксированного t при почти всех х ЕЕ Еп имеет место пред-
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ставлеиие 

д/j (о ajV/* (*) = Ар (О j #7* (*) + 

г=1 О 

x f — , 4 - W * + y > T ) d ^ T d i ; ' ( 3 8) 
\ V* V Г 1 

где Ft (у, х) и такие же, как и в (36), v, kj и Sj удовлетворяют условиям 
теоремы. 

Обозначим правую часть равенства (38) через Wj (x, t). Функция /* при
надлежит локально на Еп пространству B1

PIQ. Отсюда следует, что сущест
вуют следы Dvf*\Em, DfZ> v / * | E m , причем 

^J(t)D*J[Dxf*\Em] = Д / i ( 0 [ D ^ D 7 * l i H = ^(* ( г п ) ,0 ,*) . (39) 

В силу неравенства (37) и (39) для завершения доказательства теоремы 
при m < п достаточно показать, что для любого фиксированного t ^> О 

Ф ; {х<т\ 0, t) = Wj (х(т\ 0, t) при почти всех х(т> Œ Ет. (40) 

С помощью леммы 6 при Э = оо можно показать, что для g, удовлетворяю
щего условиям теоремы, и любого t 0 при | х' | ->- 0 
^\\Oj(xW1x\t)--Oj(x^\0,t)\\Lq(Ern)^0, 1 < ? < о о , (41) 

I Ф у (а*™>, ж', *) — Ф7- (^ т>, 0, I -> 0, g = оо, ^ ) Œ £ т . (42) 

Так как функция /* принадлежит локально на Еп пространству BL

PYQ, то 
отсюда будет следовать, что для g, удовлетворяющего условиям теоремы, 
и любого t ^> 0 при I x j ->- 0 \ 

\\Г;(х(т),х',г)-У}(х(т),0,Ё)\\ „«к-* 0, 1 < з ; < о о , (43) 

для любого Л ]> 0, 
I Y , (a**), Ж ' , t) — Wj (а*™>, 0, t) I -> 0, g = oo, ^ ) e # m . (44) 

Замечая, что Ф7- (^m>, x , t) = Wj (x(m), x , t) для любого фиксирован
ного t ^> 0 при почти всех х E E i? n , с помощью соотношений (41)—(44) легко 
получить (40). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть 5̂  = s* + °ч!> h > &г > 0 = 1? • • •» и). 
Тогда из теоремы 2 следует, что на функциях пространства Ьр$ (2?п), 
1 <^ р, 9 <; оо, эквивалентны все полунормы вида (5)—(6) при различных 
st, kt. Поэтому в полунормах (5)—(6) можно считать, что kt = 0, Gt = st ^> 
> Z * > 0 (î = 1, . . ., n). 

Отметим также, что при ö( = st + kt ^> lt ^> kt > 0 ( i ä = 1, . . ., ra) 
на функциях пространства bl

p% (En), 1 <; p, 9 <^ oo, удовлетворяющих 
условиям замечания 1, эквивалентны все полунормы вида (5)—(6) при раз
личных st, kt, öi. 

Л е м м а 7. Пусть 1 < p < g < оо, 1 <; р 9 < ; оо, I ^ m <^ п, 
= 1 — + l 2Ç iL — ^ > 0, Vj = ljEm, Sj + kj>rj>kj>0(j = 
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- 1, . . ., m), f €E Lp (En), 

о v J J s ' 

где Ф (y) 6E Co° (En) и сосредоточена в кубе {О < ô < #f < 1, i = 1, .. . те} 
Тогда 

где постоянная с не зависит от f и x'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждая аналогично тому, как это делалось 

при доказательстве леммы 6, получим 

II gj 0 IIb ( E ™ ) < \ ^4 \ f 0 / ( П - 1 ) '
 Xn + Уп) | L ( E M , <fyn + 

17 ^ 

oo ~ . v%n 

+ \ : \ У» I I / ( зЛ" " . + IL (En-hdynr 8 > 0. 

(45) 

Пользуясь оценкой (45) и делая замену переменной t = tli, применяя 
неравенства' Харди (33), (34), делая замену переменной t = tKn, применяя 
неравенство Харди (33),получим 

^ Г ^ - ^ gi(x,t)\\ m + 1 < 

X f У « | | / ( у ( П - 1 \ ^ + У п ) | | г ( Е п - 1 ) % „ | | i + 

о P "be№i) 

X f yl II / (2/ ( n _ 1 ), ж» + yn) ||L ( E n- i } II < 

< | L e P ' 8 X " S ^ « / ( ^ . « n + ^ I L ^ d î , » ! 

<|* 6 P' ^ Уп У (y^Xn + ynn^dyJl x < | | / | | V E » y , 

I' о P Ь 0 ( Е + ) 

что и требовалось доказать. 
Т е о р е м а 3. Пусть f Œ Ll

p (Еп), 1 < p < g < оо, 1 < p < 0 < oo r 

l < m < r c , 8 m = l - J ^ L + I * p _ _ - ( V | x ) > 0 , r = (r l t . . r j , cr = 

= ( & ! , . . . , a m ) , r7- = Zy8 w , 5 ; = ss + kj > r7- > &,J> 0 (/ = 1, . . ., m). Пусть 
еще P z_ x (x; f) — многочлен из (16)—(18). Тогда существует след Dvf\Em,u 
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выполняется неравенство 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2. 
Вместо леммы 6 и интегральных представлений (15), (10) нужно воспользо
ваться леммой 7 и интегральными представлениями (19), (9), 

Пусть 1 < р < ç < оо, р < 0 < оо, А, = + i/q, ß > 0, 7 > 0 
(при q — 6 = 00 возможно и p = 1; при g = 6 = 00, p = 1 возможно и 
P = 0) , /elp (я1), 

I о 

I о 

l * l v >l* l ; 

М т > 1 * 1 . 
М т < 1 ' 1 -

Тогда (см. [5, с. 39]) 

Il S / (2/) (V - *• '> * 1 Ч в д а < II / » v ^ • ' = 2. (47) 
Л е м м а 8. Пусть 1 <С p << g <; оо, р <; 9 оо (гарц g = 9 = оо 

возможно и p = 1), е п = 1 L ~ - + И- ]> 0, г;- = Zj-en, Sj + ]> г7-

> ^ > 0 ( 7 = 1, . . n), f Œ L p (£n), 

где Ф (y) ЕЕ CJJ° (i£n) и сосредоточена в кубе { 0 < о < # * < 1 , & = 1, . . ., тг}. 
Тогда 

(48) IU 6 ' J g^m\x',t)\\ п + 1 <c\\f\\L ( B n ) f 

где постоянная с не зависит от f и х , 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поступая, как и при оценке (45), с помощью 

перемены порядка интегрирования будем иметь 
i H i ( X > T ) \ \ L Q ( E N ) < 

I. 
t 3 

0 ôw X «<y n <v r i 'w 

•>i\ i ; L - e n + b c n + ( f e j + S j ) 3 < j 

|b Q(E») 

I Г û LpiE71'1) * n p dv II 

1У,, l < ^ \Уп\ 

oo oo 

+ 15 II f(y^, zv+yn)\\Lp(En-hdyn ^ ; ^ и + ( ^ - ^ | и > ' ( 4 9 ) 

max { y ™ , f •?} 
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где X = Hp' + 0 <C ô < (rj — &/)и/. Отсюда, предварительно проин
тегрировав по v в каждом слагаемом последней части (49), получим 

| Г ' " " 5 - ~ Г ' " % К * , 0 | | , Г Е « « , < 

< | | [ \Уп \-%*K\t\~^~bl4f{y^ е ( Е 2 ) + 

| у п 1 * Л ' < 1 ' 1 
i 

(50) 

Полагая fx7- = kj + ?y — rj и замечая, что 

\ y n \ l n + \ t \ l j ] % K n ^ 

{\yn\-M^\t\ e % |у„|'»*><|*|, 0<о 1<х п/Л 

11Упг*"*'1»*'I*Г 6 +Ô2> I У п 1 ' Л > \ t I , о < ô a < % + ^ - r j r 

на основании оценки (50) с помощью оценки (47) (при д = 0 = о о , р = 1 
полагаем ô x = 0) получаем неравенство (48). 

Т е о р е м а 4. Пусть f e Ll

v (Еп), 1 < р < д < о о , р < 0 < о о (гари-
^ == 0 = оо возможно и p = 1), e n = 1 L̂ -L + i~i — (v, x) > 0, г = 

= (r l 7 . . ., r n), 0 = ( a 1 ? . . ., a n), r,- = Z^n, ôy = Sj + kj > r,- > kj > 0 
(y = 1, . . n). Пусть еще 2 V i / ) — многочлен из (16)—(18). Тогда вы
полняется неравенство 

W i f - P ^ ^ <МЪ t . ( 51 ) 
q, e v ; > 

Для доказательства этой теоремы надо воспользоваться представлением 
(19) и оценить с помощью леммы 8 каждый из интегралов его правой части» 

З а м е ч а н и е 3. Если v7- + öj > Oj или Vj + öj ;> Z7- (у = 1, . . ., m), 
то многочлены Ра^г (х; /) или Pz_x (х; /) в неравенствах (35) или (46), (51) 
можно не писать, так как они исчезают при взятии соответствующих произ
водных и конечных разностей в левых частях этих неравенств. 

Пусть функция ф локально суммируемая на Еп~1.] Рассмотрим в полу
пространстве Е+ функцию 

Fs(x) = z / l + s 5 ü Ф (я + У) dy = Д, [Ф], (52) 

где 5 — неотрицательное целое число, у = 2/ ( n _ 1 ), А, = M*1-1), A,j]> 0 (у = 1, ... 
п— 1), 

n - i ß. р ßj-1 V / 
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где Kj (t) = [aj(t)]2, функции aj(t) Œ C~ (E1) и сосредоточены на интервале 
О < ô < £ < 1, ß7- — достаточно большие натуральные числа, 

§Kj(t)dt = 1. 

Л е м м а 9. Пусть 1 <; р <; оо, I = . . ., Zn), о (ах, . . ., on)f 

°i> h>0 (i = 1 Д . n), e = Ä - > 0 ' 5 > ° ^ л 0 * ' ф б Е 

n " n 

e &;(5> (£n"1), Г = ( r l f . . ., 7 W ) , Г; = 8i;. (/ = 1 , . . ., 7* - 1 ) , 0 = fo, . . . 
. . . , or^). Тогда для функции Fs (x) (52) при Xj = Znx;- имеет место нера
венство 

« ^ r < K : > < » 4 r W < 5 3 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу замечания 2 для получения неравен
ства (53) достаточно оценить 

j = l Х0 1 7 Ч0 f J j = l 
(54) 

где А; + s = <т„. 
Имеем 

о * 
^ i = S - â - $ Il А ? (О Л 1 1 ^ , ^ + 

О 
оо оо 

+ \ d t \ | | A ö ^ ) ^ | | ^ ( E n - i ) ^ „ = / i + / 2 . (55) 

С помощью обобщенного неравенства Минковского получим 

Л | д ^ ( 0 Ф ( * ) Е р ( Е п - 1 ^ ? . л «4,~ - ч „Р л. ( 1 A i ? II A f fim m Л\ II? 

М " У " Ж У ' * s ^ , < s У • <56> 

Далее (см. [3]), 

dy = 

та=^-5Г' ( + ' ! 7 Г ) ^ fà><* + * W * . (57) 

где Г7- (г/, г) — некоторая бесконечно дифференцируемая] на ЕП функция^ 
сосредоточенная в кубе {0 < xt < 1, i = 1, . . ., ?г — 1, 0 < г < 1}. 
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Пользуясь равенством (57), оценкой (30), обобщенным неравенством Мин
ковского и неравенством Гёльдера, меняя порядок интегрирования и интег
рируя по t и хп, получим 

X J 

X J 

оо < ( Т ) ф ( « ) l lL p (E"- l ) d T 

(58) 

Покажем теперь, как оценивается последнее слагаемое в* (54). Интеграл 
А п разбиваем на два: 

оо t 

А = $ - j ^ y \IIд£(t)KP, fLp(En-lydxn + 
О * о 

оо оо 

+ $ 1+X_S) I WK^DnFJl^-^dx^Js + J,. (59) о * * 

При оценке / 3 воспользуемся тем, что 

(60) 

n 
№ (г, я») = s! Ф (г) + J (г, С ) dg 

0 

для почти всех х ЕЕ i? 7 1" 1. Отсюда следует, что 
(к-И) * 

| Д п ( 0 № ( ^ ^ п ) | < S I^F^foöl«. 
о 

Непосредственным подсчетом показывается, что 

« - W * + » > П K * ' v r " ( £ ) ] * <61> 

где суммирование ведется по всем векторам v = (vx, . . ., v n _ t ) , координаты 
Vi (£ = 1, . . . , 7г — 1) которых независимо друг от друга принимают зна
чения 0,1, . . . , 5 ; cv — некоторые постоянные. При vt = 0 выражение, стоя
щее под знаком произведения в (61), надо заменить на 

У, 

( P i " 1 ) 
dt 

Поступая, как и при выводе равенства (57), получим 
n _ 1 n - l R. Г Pi"1 / v vi , \ -t 

X 
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X 
dy. 

n—i 

^ ^ W S ^ # <62> 
где Tvj (у, т) — некоторые бесконечно дифференцируемые финитные функ
ции, сосредоточенные в кубе {0 < xt < 1, i = 1, . . ., w — 1, 0 < т < 1}, 

Пользуясь неравенством (60), равенством (62) и обобщенным неравенст
вом Минковского, интегрируя по хп и применяя неравенство Гёльдера для 
функций 

ô 0 (достаточно малое), меняя порядок интегрирования и интегрируя па 
£ и £, считая, что ß;- > а;- (у* = 1, . . ., п — 1), получим 

П—1 оо 

з=1 ü 
п—1 оо 

ô — i л п А Ц ii \ J i г П?П-1\ О о 

Ъ î . , (fe+1) г 

3 = 10 0 и о ь 
П—1 оо 

d t x 
- 1 ) 

X ^ t P ( W - ô ( P - D J 1+^+0 (p-l) ^ И Ф ll b r ft) ( J S n - i / 
(63> 

С помощью дифференцирования равенства (62) по £ получим, что 
п—1 

Замечая, что 

о < т < ; * 7 

dj/dt- (64) 

\^(t)Ds

nFs(x,Q\^tk-1 | D | + V S ( ^ , £ ) | ^ , 

пользуясь оценкой (64) и обобщенным неравенством Минковского, применяя 
неравенство Гёльдера, меняя порядок интегрирования и интегрируя после
довательно по £, t и хп, найдем 

'.<а-££ип ̂ • ISK(F)* WI *Ь < 
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J=10 1 t xn b 0 x n b 0 " 4 r j / , X p ( E n - 1 ) 

i = 10 M S > . т ! / Ь . / № + 1 ) « n o * 

< 1 1 ф 1 1 ^ - а ) ( Е п . 1 ; < 6 5 > 

В силу (54) — (56), (58), (59), (63) и (65) получаем требуемую оценку (53). 
Л е м м а 10. Пусть ï<^p < оо , Z = (Z1? . . ., Zn), Ẑ  > 0 ̂ елы^ (i = 1, . . . 

л), в = 1 - - f - - - J - > 0 , 5 > 0 i j f t w e ^ E i ? 5 ! ^ " 1 ) , r = ( r l f . . .,rn_x), 

rj = гЦ (/ = 1, . . ., n — 1), Г = (Zx, . . ., Z ^ ) . Гоада для функции Fs (x) 
(52) тгри A,j- = ZnXj имеет место неравенство 

l l ^ ! l , ( E „ < N l l r ( 7 ) . (66) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . G помощьюlf(57), обобщенного неравенства 
Минковского и неравенства Гёльдера, перемены порядка интегрирования 
и интегрирования по хп, для любого ; = 1, .. ., п — 1 получим 

Ч 

dx = 

Il i. - ИР 

oo oo , со II AJ (X) ф (X) I -S|̂ >»r „ , M , , 4 " " • <"> 
0

 11 W ' % ( E n " l ) t l / Ä , y V 0 T 

В силу условий леммы Zn ;> s + 1. Поэтому (см. (62)) имеем 

dydx. 
0<î/ i <x n * 

0 < t < x n J 

Отсюда, поступая, как и при оценке (67), и считая, что ß7- > lj (j = 1, . . 
. . ., — 1), находим 

X J 

П—1 oo П 

n - l o o Ц Д i ( t ) 9 ( x ) [ | P d t 

- < I i S < l ^ l l U ( E n - 1 ) - (68) 

В силу (67), (68) получаем требуемую оценку (66). 
Т е о р е м а 5. Пусть 1 <; p ^ оо , Z = (Zx, . . ., Zn), or = 

= (a l 7 . . ., a n ), or* > Zf > 0 • (* = 1, . . n), e s = l — -j -^-->0> 

<ps Œ & f 1 ( 5 ) (Я"-*), rW = (r[s ], . . ., r£?i), rt'1 = Z,es (s = 0,1, . . ., S, j = 1, . . . 
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... n — 1 ) , о = (ox, . f a n - i ) . Тогда существует функция F e &P

(0) (£n) 
такая, что D^F \En-i = фв u 

^ ' К ^ ^ ^ Ш л ^ . (69) 
Op (-a ; s = = 0 bp ( E n i ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как пространство 6р а ) (£+), 1 < ^ p ^ оо, 
допускает линейное ограниченное распространение с Е+ на Еп (см. [4]), 
то искомое продолжение достаточно осуществить в полупространство 
хп > 0. 

Рассмотрим интегральные операторы Äjcp], s = 0, 1, . . ., S (52). Для 
почти каждого x ^ Еп~г имеем 

Пользуясь теоремой 2 и леммой 9 (см. также замечание 3), получим 

••' \'/,; ' ' • s,k---0,i,...,S. • (71) 

В качестве искомой может быть взята функция 

F=Yi~*i'R*m' ^^^^^jir^^Ws^i- (72) 

fc=0 v . r . - i = 0 '• : \ 

Учитывая (70), нетрудно видеть, что 
DnF \Еп-г = Фз, s = 0, 1, . . ., 5. 

С помощью леммы 9 и неравенств (71) для функции F устанавливается 
неравенство (69), что и завершает доказательство теоремы. 

Т е о р е м а 6. Пусть 1 <J p. < оо, I = (Z l 7 . . ., Z n), Z ^ \ > 0 
(1 = 1 , . . . , « ) , 8 . = 1 - - f _ - L > 0 , <ps Œ b p

W ( 1 )
 ( £ - 1 ) , rW = (r|s], . . . 

' . r£i), rj s ] = Z-85 ( 5 = 0,1, . . ., S, / = 1 , . . ., n ^ 1), T = (Zx, . . >, Zn^). 

Тогда существует функция F ЕЕ L p (i? n) такая, что DnF \En-i = фв w 

' n ^ H ^ ^ i l ^ J - w t f , ^ , • (73) 
, - Ь р ^ ) s=o bp 4 1 (E n 1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Требуемое продолжение достаточно осущест
вить в полупространство1 хп > 0, так как пространство Ll

p (Е+), 1 <J p <^ 
<^ оо, допускает линейное ограниченное распространение с Е+ на -E*1. В ка
честве искомой может быть взята функция (72). Неравенство (73) следует из 
леммы 10 и теоремы 3. 

В формулировках приводимых ниже теорем будем считать, что 1 <; m < 

< i » , e £ ? - l - S - Г - Т Ê 4 - ^ = ^ > 0 : &>0' vx = . . . = 

= v m = 0}. 
С помощью посдедовательного применения п — т раз терремы 5 (теоремы 6) 

доказываются следующие две теоремы. 
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T e о p e м a 7 . Пусть 1 ̂  p < ; o o , Z = (Zl5 . . Zn), о = (ax, . . ., <xn), 

<r, > it > о (i = i , . . . , n), 4 v l > o, 9 v e bf I ( ï> (я™), г м = 
= (if 1, . . ., гЙ 1), r$vl = IfW (vEJV, / = 1 , . . m), & = (a l f . . <rm). 
ГогЗа существует функция F ЕЕ Ь р 0 ) ( £ n ) такая, что DVF \ E m — фг u 

l | F l r C b - « ) < v l v l | ( P v l l b r ^ ) ' 

T e о р е м a 8 . Пусть 1 p •< o o , Z = (Zx, . . .,Z„), Z| ^> 0 г^лые (г = 
= 1 , . . „и), > 0 , 9v ЕЕ b r p [ V ] ( 7 ) (Я ' ) , 

r™ = (rîvl, , , r£ ]), r j v ] = Z ^ 1 (v E5 N, j = 1 , ., m), 
l = (Zx, . • ., lm)' 

Тогда существует функция F e Lp(En) такая, Что DXF \Е7П = (pv w 

\\P\\LlŒn,< S l l 9 v l l r [ v ] c T ) ( J 2 m ) 

Т е о р е м а 9. Пусть 1 <^ p <^ oo, l = (lv . . ., Zn), a = (a l f . . .,on)f 

* i > h > 0 (* = L - - -, *)• «S1 > 0 , 9 v G b f ] ^ [ v ] ) ( - 5 m ) , rtv] = (r[v], . . . 
. . iff) , cW = (alv], . . ., а£ ]), > rj v ] = Z-e™ (v ЕЕ ЛГ, / = 1 , . . m), 
^cM-i ^ ^ o M - i (я ( т ) ; <Pv) — многочлены из ( 1 1 ) , (12) w ( 1 4 ) , 

P (* ) = E^ p ° M - i ( * ( m ) ; < p v ) - ( 7 4 ) 

Тогда существует функция F EE &pG) ( i? n ) такая, что DVF | Е Ш = <pv u 

Il F - P У I ( 0 ) < S У 9 v D г М ( о М , _ • (75) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2 для функций (pv G b^vJ(<rfv3)(Z?™) 
справедливы неравенства 

II <Pv - - Р а М . ! 1 1 ь г М ( 5 ) ( я Л ) < II <Pv U b r[v](aCv] ) ( B W ) » * = (<*ь • • • , a m ) . (76) 

Далее, на основании теоремы 7 существует функция F Ez Ь р 0 ) ( i? n ) TaKant 

что Z W \Ет = cpv — JPG[v]_ 1 и 

11 F Kf\^ < va 11 * " ̂  "bf ̂ > ' ( 7 7 ) 

Полагая F (x) = F (x) + P (x) и замечая, что Z W | Е Т П = cpv, с помощью 
неравенств (76) — (77) получим требуемую оценку ( 7 5 ) . 

Т е о р е м а 10 . Пусть 1 ̂  р < оо, I = (Zx, . . ., Zn), lt ^ > 0 ^едые 
(* = 1 , . . ., n ) , « f i 1 > 0, Ф Г ЕЕ Ь ; м с r f v ] = ( / м . . г м } > a [ v ] = 

= (of 1, . . ., оЙ'1), of ] > rj v ] = Z j 84V J (vEEiV, i = 1 , . . .,n»), P (x) - много
член ( 7 4 ) . Тогда существует функция F ЕЕ Ll

p (Еп) такая,что D4F \ E m = <pv и 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству тео
ремы 9 . Вместо теоремы 7 надо воспользоваться теоремой 8 . 

Доказательство вышеприведенных теорем вложения для пространств 
Llp(En) при 1 < р < оо и bffl (Еп) при 1 < р, 9 < оо можно провести дру-
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гим способом. Этот способ базируется на известных теоремах вложения для 
пространств Wl

v(En), Bl

PiQ (Еп) и следующих теоремах. 
Т е о р е м а (О. В. Бесов [1]). Пусть / e Ll

v{En), 1 < p < оо, JPH l (х\ 
/) — многочлен из (16) — (18) и f*(x) = / (х) — Рм (х; /) . *1огда существует 
последовательность <pfe ЕЕ С™ (Еп) такая, что для любого R ^> 0 при ор 

II Ф* - / * | |L P( |*I<B) + II Ф* - /'* WLip(En-> 0. 

Т е о р е м а 11. ДГг/стъ / Œ Ьр($ (Еп), 1 < р, 9 < оо, Р 0 - 1 (ж; / ) — мно
гочлен из (11), (12), (14) w /* (ж) = / (x) — iV-j (#; /)• Гогоа существует по* 
следовательность фк G Со° (£п) такая, что для любого R ]> 0 ири Ä -> оо 

II Ф* - /* И vi«l<*> + II Ф* - /* ^ °- ( 7 8 ) 

Случай p = 9 этой теоремы содержится в аналогичной теореме для ве
сового пространства Ъ1

Р% (Еп) [6]. Доказательство в общем [случае провоз 
дится по тому же плану, что и при р = 9. Поэтому не проводя его целиком, 
остановимся лишь на доказательстве одной вспомогательной леммы, так 
как в доказательстве ее частного случая при р = 9 в работе [6] имеется 
ошибка. 

Л е м м а И. Всякий одночлен ха аппроксимируется функциями С™ (Е71) 
с любой точностью в норме 

| | / | | Г . Р ( М < Н ) + | | / | | ь ^ ) ( е П ) , Л > 0 , (79) 

если выполняется одно из условий: а) (а, х) <^ 1 — | x | /р, 1 ^ р < оо, 1 < 9 < оо; Ь) (а, х) < 1 — | и | /р, 1 < р < оо, 1 < 9 < оо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г =* x™h + ,.. - f я™4 m > max -p-, 

i i 
m четное, и я|) (£) — бесконечно дифференцируемая функция переменного 
t ЕЕ 2 ? \ причем г|) ( 0 = 1, * < V 2 , (t) = 0, * > 1. 

Покажем, что при п + оо норма (79) разности 

стремится к нулю. Этим лемма будет доказана. 
Заметим, что в условиях леммы lt > at > 0] (i == 1 , . . ., п) и для до-

статочно больших и ||ьр(|х|<н) = 0- Поэтому для доказательства леммы дос
таточно показать, что при г) + °° 

\\t'^~h+ai^-ai(t)D^(x)\\ 0 , * = 1 ». (80) 

Не нарушая общности, можно считать, что = 1г + ог-, 0 < бг- <; 1 
(i = 1, . . ., w). Положим 8 = 1 — (а, х) — | х |/р. В условиях леммы 
е > 0. Отметим, что 

( 0 Dbgv (z) = (f) Z?fi (gl)] . 

Далее (см. [5, с. 227]), имеем при г] ]> 2 

' ' h S l I ^ ' (81) 
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Пользуясь оценкой (30), неравенством (81) и свойствами функции i|) (t)f 

переходя к обобщенным сферическим координатам (см. [5, с. 54]), получим 
при Т| —> -f- о о 

i 
I* 0 II ( 0 Z>t^, (х) Ц Ь р ^ г ) l l b e ( 0 < / < n x i / 2 ) << 

1 / ? dt \ 1 / е II ха 

i v г г7 . fi 
Lp(fr\<r<i]) 

l / P 
Inn ^ V «) ö ^ | P - ( a , и)р-М+1 

У"ч Г 

Замечая, что при г| ^> 2 

V J г ° г и г ^ а ' *>Р-М+1 / ^ г ] Е / 2 1а T] 
Уч 

(82) 

с помощью перехода к обобщенным сферическим координатам найдем при 
Г) -> + оо 

. Г " ? - 1 * 4 4 * ' 1II ( 0 D f f t (x) | | L p ( E " ) | | W i ) < - 4 ^ - > 0. (83) 

Докажем теперь, что при т) ->- + оо 

I, Г e - W l l A ^ H O ^ ^ ^ I I ^ I I ^ ^ / . ^ ^ K ^ O . 

Полагая I??"1 = {х : ж = (a ,̂ . . ., xt^x, xi+1, . . .,#п)}, выражая конеч
ную разность порядка at — от функции [x?ty (In r/ln г))] через интег
рал от производной порядка at функции xaty (In r/ln г)) и пользуясь неравен
ством (81), делая замену переменной t>j = ^ (/ = 1, . . .,ог — о^) и приме
няя обобщенное неравенство Минковского, последовательно оценивая 
интегралы по хг, . . . , ,,#п, сходящиеся в условиях леммы, и делая 
замену переменной xt = t (ux - j - . . . + и < ^ - а ^ # ь замечая, что интеграл по 
ил. . . ., W a - a . и интеграл по yt сходятся в условиях леммы, получим при 
Т) + ОО 

J <Ч) = II Г T II (t) Dftr„ (x) | | ь р ^ > о ) H ^ V * W * i ) < 

In4 { 5 ti+e('i-«4> Ö 5 Ö" • 

-s I .*? 1 . . . (*i + Cl + . , • + U-AI)
 1 • • • <n№l • • • *U-a, 

dxdxi 
p) e 

2X-

I*? 

, J J-l ( I *i + • • • + I *i + * ("l + • • • + " a - a . ) l'1 + • • . + !*„ iS W 

&i г г 
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1 1 

< Int, \ / „ , 
Ци./г 1 о о ^ ' i ^ • 

dUl...du0 

X 

1 
T f ' 2 Ц П П ) 1 / 0 

(84) 

Положим А = Gt — at. С помощью замены переменной и с учетом (84) 
получаем, что при ц -»- + оо 

U ^ ^ ) - 7 ^ - * 0 - ( 8 5 ) 

При оценке выражений 

/ ( П ) = р в у (/) J)?gli(х) | | х . р ( - л ( < а ч < о ) I I ^ V * « ^ , 

при at 1 рассмотрим два случая. 
I. Пусть 

/а, - 1, 0<ôj<l, 
Ь - 2 , = 1. в 

Положим а = (а х, . . ., &г + 1, . . ., а п ) . С помощью неравенства 
Минковского и замены переменной получим 

s=0 ^ V 2 A T Е^1 

e _i_ 
e 

2x. 
e i ai-i 

v «i/a f L - A t J s=o 

(86) i i 
s=0 

Пользуясь неравенством 

' s = 0 , 1 , . . . , a i — 1 , 

делая последовательно замену переменной t = И = т^'у; (/ = 1 » • • • 
. . ., м), замечая, что полученный интеграл по у, ул в рассматриваемых пред
положениях сходится, имеем при rj + оо 

Применяя формулу Лагранжа, выполняя последовательно замену пере
менной t — и Xj = T^tyj ( / = 1 , . . ,,гг), замечая, что полученный ин-
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теграл по у, yt в рассматриваемых предположениях сходится, находим при 
Î] + оо 

<{Т^[ПИИ1°7<,,+---+ '̂Г'+---+С")-
-*о]|*Н'}в<^11„,^х 

ту* A ml- mL 0 1 

(88) ^ Л«/«(1ат0 1 / в ' 
I I . Пусть 

/ с г - 1 , 0 < О г < 1 , 
а * < j a , - 2, ô, = 1. ! 

Положим s = 1, если 0 <^ 8t < 1, и s = 2, если = 1. Имеем 

Замечая, что a, — s > а ь и' поступая, как и при оценке (84), вводя обоз
начение £ = + И ц ч = cr̂  — a , — s, получим при Т] -f- оо 

Из (86) — (89) следует, что при a £ > 1 
7(г , ) ->0 , т)-* + оо. (90) 

Доказательство (90) при = 0 аналогично доказательству оценки (88). 
В силу (82), (83), (84), (85) и (90) получаем (80). Лемма доказана. 
Приведем лишь доказательства теоремы 2 при 1 < р, 9 < оо и теоремы 

9 при 1 < р «< оо, так как остальные приводимые выше теоремы при ука
занных дополнительных ограничениях на р и 9 доказываются аналогично. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2] при 1 < р, 9 < о о . Пусть 
/ е bj$? (Еп) и Р а _ х (ж; /) — многочлен из (11), (12), (14). Введем в рассмот
рение функцию /* (х) = f (х) —- (x; f). Для функции]/* в силу теоремы 
11 существует последовательность cpfc ЕЕ С™ (Еп) такая, что имеет место (78). 
Так как cpfc е= #р,е (Еп), то в условиях теоремы (см. [4]) имеем 

№Ч>Ъм<шЪ*>>: (91) 
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Функция /* локально* на Еп принадлежит пространству Bl

Pt 0 . Отсюда, 
принимая во внимание (78), заключаем, что в условиях теоремы существует 
след JDV/* \Ет

 и Для любого R ^> 0 при к оо 

\\Dv(V:-n\\ (5) < | | ф й - / * 1 к р ( М < ^ ) + 1 1 Ф * - / * 1 1 ь а д ( Е П ) - ^ 0 . 
g, Ö 

(92) 

С помощью предельного перехода при к -> оо в неравенстве (91) в силу 
(78) и (92) получаем 

» d v / * »'* 

Заменяя в последнем неравенстве функцию /* на / — Ра-ъ получим 

Я.у 9 

что и требовалось доказать. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 9 при 1 < р < оо. Пусть (pv Œ 

^ br[v](o[v]} ( j ? m ) и ( ж ( т ) ; ^ _ многочлены из (11), (12), (14), v е ЛГ. 
Введем в рассмотрение функции ф$ (a*m>) = cpv (я(щ>) — ^ [ v ] ^ ( # ( т ) ; <Pv)« Для 
функций ф$ в силу теоремы 11 существуют последовательности ф»А е С~ (Z?m) 
такие, что для любого R > 0 при А: оо 

II ф*. v — фС \\Lnx(m)l<R) + II ф^ V — фС ||ir[v](0[v]) ~* 0. (93) 
* _ bp (В ) 

Так как ф ^ е £p V ] (i?m), то в условиях теоремы (см. [4, 7]) существуют 
функции FK (z) такие, что D^Fk Цт = <р м и 

i ' ^ ^ ^ ^ v l J ^ ^ l f ^ W ( 9 4 ) 

Функции ф$ локально на Z?m принадлежат соответственно пространствам 
Z?pV]. Поэтому, принимая во внимание (93), заключаем, что в условиях тео
ремы существует функция F* такая, что D*F* \ Е т = ф? и для любого R > О 
при & -> оо 

< J j ^ ( II ф», v — фС | | L p f l î e ( m ) | < 2 R ) + H Фк, v - ф̂  И ь г М ( о М ) ( я д а ) ) ~ + ° - ( 9 5 ) 

С помощью предельного перехода при к ->• оо в неравенстве (94) в силу 
(93) и (95) получаем, что DyF* \ Е т = ф$ и 

Заменяя в последнем неравенстве функции ф? на фv — P 0[V]_ 1 и полагая 

F (x) = F* (ж) + P {х), Р(*) = P o t v L l («(*); (pv), 

2 6 3 



получим, что D^F \ Е т = cpv и 

Il F — Р ILWrpn^ S II <Pv II rCvJ/rfv]) m , 
bp (E ) vçzjsr bp ^ ; (JS m ) 

что и требовалось доказать. 
З а м е ч а н и е 4. В установленных выше неравенствах рассматрива

лись функции /, определенные на всем пространстве Еп или Ет. Полу
ченные результаты сохраняются и для тех областей из Еп (или из 2?™), для 
которых возможно распространение функций за пределы области на все 
пространство с помощью оператора, ограниченного в полунорме из правой 
части соответствующего неравенства. Классы таких областей выделены в 
работах [8, 9]. 
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