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Алгебра и логика, 37, N 1 (1998), 88—100 

УДК 512.541.52 

С У М М И Р У Е М О С Т Ь К О Л Ь Ц А Э Н Д О М О Р Ф И З М О В 

В Е К Т О Р Н Ы Х Г Р У П П 

А . М . С Е Б Е Л Ь Д И Н 

Назовем кольцо эндоморфизмов E(G) некоторой абелевой группы G 

суммируемым, если ее группа автоморфизмов A(G) аддитивно порождает 

его (A(G)) — E(G). В [1] поставлена следующая задача (проблема 31): 

Для каких абелевых групп G кольцо E(G) суммируемо? Эта задача ре­

шена положительно для некоторых классов примарных (р ф 2) абелевых 

групп [2, 3], для вполне разложимых абелевых групп без кручения в [4], 

см. также [5, 6]. 

В настоящей работе эта задача рассматривается для некоторого до­

статочно широкого класса абелевых групп (см. теор. 5). Как приложение 

теоремы 5 получаем ответ на поставленную задачу в языке типов для 

векторных абелевых групп, мощность редуцированной части которых не 

превосходит первого кардинала ненулевой меры (теор. 11). 

Эндоморфизм (р абелевой группы G назовем суммируемым, если он 

представим в виде конечной суммы ее автоморфизмов, а минимальное 

число автоморфизмов, в сумму которых он разлагается, обозначим че­

рез с(<р). Кольцо E(G) назовем свободно суммируемым, если существует 

такое натуральное (минимальное обозначим через c(E(G))) число, что 

каждый его эндоморфизм представим в виде суммы любого большего ли­

бо равного c(E(G)) числа автоморфизмов. Множество натуральных чи­

сел { 1 , 2 , 3 , . . . , п } обозначим через п. Если g = (gSlj) — матрица, где 

gej £ G*J> {G*j}*j€J — некоторое семейство абелевых групп, J — впол­

не упорядоченное множество индексов, то матрицу (x8j), где xaj = g8jj 
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при s < j и x9j = 0 при з > j , обозначим через д(+\ а матрицу (%9tj), где 
x*,j = 9*tj П Р И * > J и = 0 при з < j , — через д(~~\ Диагональную ма­

трицу, составленную из элементов gjj (j £ J), обозначим через D[gjtj,J], 

матрицу с единственным ненулевым элементом gsj — через М[g»j]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Для любого суммируемого эндоморфизма (р абе­

левой группы G и натурального k £ N существует разложение (р = 

= ¥>i + . . . + <Pn(k), где n(fc) = c(v?) + 2fc, щ £ A(G), j = 1 , 2 , . . . ,n(fc). 

Действительно, достаточно заметить равенство (р = <р + &(б: - г), где 

г — тождественный автоморфизм группы G, & £ N . 

Абелеву группу G назовем S-однородной, если G = Ф»е/С», где (?» = 

= (3^ для любых i,j £ J и |J| > 1. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2 . 2?сли G — S-однородная абелееа группа, 

то кольцо E(G) свободно суммируемо, причем c(E(G)) < 6. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вез ограничения общности считаем, что 

группа G имеет разложение G = 8*€пФ> где Gt = <3> для любы£ £,г £ п, 

п ф 1. Известно [7], что кольцо эндоморфизмов изоморфно кольцу 

M(G) матриц F = ( Д г ) порядка п с элементами Д г £ Rom(Gt,Gr), 

t,r £ п. Пусть х — изоморфизм кольца E(G) на кольцо Af(<2), — 

изоморфизмы групп Gt на группы Сч+ъ * G п — 1. Полагаем 6* > Г = 

£*,e+ie*+i,t+2 • • - £ r - i , r при К г и ^t,r = П Р И ' > г - Обозначим через ettt 

тождественные автоморфизмы групп Gt, t £ п. 

Пусть / — произвольный эндоморфизм группы G и x{f) ~ F ~ 

= ( Д г ) , € M(G) . Рассмотрим следующие матрицы кольца M(G): 

F0 = M [ e 1 | 2 ] + М[-5 2 | 3 ] + . . . + M [ e n _ 1 > n ] + М[епЛ], 

Ft=:Fo + D[etlt,n] - M[eid,F2 = F ( + ) + 2?[et,*,n],F3 = - 2?[e M ,n ] , 

F 4 = F 0 - M [ / U ] , F 5 = F 4 + I?[/M,n],Fe = -FUF7 = Fx - F 0 . 

Строим обратные матрицы F-f1 = (у^?)> • • • jF^1 = где 

(i) (2) (з) л ^ ± ^ At = Vj = - У М = *M при 1 < t < n, 

У & } = ( - l ) n " H 1 ^ i при 2 < t < n, 
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sf i+i = -e*,«+i при 2 < « < п - 1 , 

» t n = ( - l ) n - t £ t , n при 2 < « < п - 1 , 

,<*> - _ 1 Г J 2 ) 

t & = Е при * > г, 

у * ? = - ( Е При * < Г , 

U < m < r / 

r<m<t 

y{

t%tt = Ус+1в* = при 1 < t < П , 
(4) (5) (4) , 

y j f r = ( ~ l ) n + r g l , n / n t n ^ n , n - l / n ~ l l n ~ l ^ n - l , n - 2 * • • 

. . . / r + i > r + i £ r + i , r При 1 < Г < 71, 

Vtjr = (~1 )* + Г + 1 £ *^-1Л-1^-1£*-1^~2Л-2,<-2 ' • • • 

. . . • £ r + l , r При Г < t < 71 , 

Q в остальных случаях (s = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) . 

Далее, F^ 1 = M[e 2 | i ] + M[e 3 l 2] + • .. +М[еП1П„г} +М[ег,п}, F f 1 = n] + 

+ Af[ei,2]. Имеют место равенства / , = x""1(F,) € A(G) (s = 0 , 1 , 2 , . . . , 7 ) 

и / = / i + . . . + /е- Поскольку Д = /о + / 7 , то из разложения / = £ * = 1 Д 

получаем разложение / = fq для любого с > 6 . • 

Пусть X = {G^xJ^.AeS — некоторое семейство абелевых групп G(t\ 

и S — произвольное бесконечное множество индексов. Обозначим через 

£о первый ординал (порядковое число) мощности |£о| = |Е|. Без ограниче­

ния общности считаем, что Е — множество всех ординалов £ меньших £о-

Через М(Х) обозначим множество всех конечно строчных матриц (ма­

трицу называем конечнострочной, если каждая ее строка содержит лишь 

конечное число ненулевых элементов) вида: д = (д^\)у где gtt\ Е С?£,А, 

£, А € S. Для каждой матрицы д £ М(Х) построим разбиение множества 

S на конечные подмножества S = U Е(£), где Д — отрезок множества Е, 

а 3(6) — подмножества множества S, построенные с помощью трансфи­

нитной индукции. Полагаем Е(0) = 0. Пусть Е(и) при v < S построены, 

uyS £ Д . Тогда обозначим: 

sr(S) = ( J А И , 
и<6 
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З'(6) = {( £ 3 | g\ti ф 0 при некотором А Е £*(*)>£ £ Е*(£)}. 

Пусть £(6) — первый ординал из Е, не принадлежащий Е*(6). Стро­

им множества 3(6), полагая 3(6) — £(6), если З'(6) = 0 , и 3(6) — 

= З'(6), если З'(6) ф 0. 

Заметим, что при предельном 6 

~'(ё) = z, (1) 

и при непредельном 6 

= « С 3 | </л,< # 0 при А € Е(* - 1), £ * 2 ' (* ) } - (2) 

В самом деле, пусть 6 предельное и д\£ ф 0, где А £ 3*(£), £ £ Е*(£). 

Тогда А Е 3(и) С Е*(*/ + 1 ) при некотором х/ < £ и, очевидно, £ £ E*(i/ + 1 ) . 

Отсюда £ Е S'(i/ + 1) = 3(v + 1) С Е*(£). Противоречие. 

Пусть теперь £ непредельное и ф 0 при А £ Е(х/), I/ < 6-1, 

£ £ Е*(#). Тогда А Е E*(i/ + 1),£ £ Е*(*/ + 1) и, таким образом, £ Е 

Е S'(i/ + 1) = 3(v + 1) С Е*(£). В силу справедливости равенств (1), (2) и 

конечности строк матрицы д = (g\,t), получаем 

1 Э Д | < Н 0 (3) 

для любого 6 Е Д . Положим UstU = (<7а,{)> где А Е S(£), £ Е S(i/) (£,*/ Е Д ) , 

U(g) = (t^ fi/) (Я,^ Е Д) . Матрица U(g) получается из матрицы д одновре­

менной перестановкой строк и столбцов с одинаковыми номерами (такие 

матрицы будем называть эквивалентными), причем все строки матрицы 

U(g) также конечны. Если рассматривать матрицы {UstU}stv€A (они со­

гласно (3) конечного размера) как элементы матрицы U(g), то получаем 

квазинижнетреугольную, т.е. Us,v = 0 при и > 6 + 1, конечнострочную 

(см. (1), (2), (3)) обобщенную матрицу. Таким образом, доказано следу­

ющее 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3 . Для любой матрицы д £ М(Х) существует 

такое разбиение индексного множества 3, что полученная с помощью 

этого разбиения эквивалентная матрица U(g) имеет конечнострочную 

квазинижнетреугольную обобщенную матрицу. • 
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Если М*(Х) — множество матриц (^,л)^,Л€Н с конечными столбца­

ми, то получаем двойственное 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4 . Для любой матрицы g £ М*(Х) существу­

ет такое разбиение индексного множества 3, что полученная с помо­

щью этого разбиения эквивалентная матрица U(g) имеет квазиверхне-

треугольную обобщенную матрицу с конечными столбцами. • 

Обозначим через А® класс всех таких абелевых групп G, коль­

ца эндоморфизмов которых изоморфны кольцу конечнострочных матриц 

М(Х), где X = {Нот(С^,Сл)Ь ,Л€Н или X = {Нот(Сл,С^)}^лен, а груп­

пы Gt — прямые слагаемые группы G, которые можно менять местами, 

определяя таким образом одновременную перестановку соответствующих 

строк и столбцов. 

Т Е О Р Е М А 5. Если для любого эндоморфизма г} группы G из А© 

соответствующий ему эндоморфизм Щ( группы G{(Z £ 5 ) есть сумма 

п = n(rj) (п > 3) автоморфизмов, то и г] обладает этим свойством и, 

следовательно, (A(G)) = E(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через р изоморфизм кольца эн­

доморфизмов группы G кольца E(G) на кольцо М(Х), причем матрицу 

р(т]) будем обозначать также через т). 

Покажем, что любой эндоморфизм rj группы G есть сумма n = n(rj) 

ее автоморфизмов. 

Рассмотрим вначале случай, когда Н — конечное множество, т) — 

эндоморфизм группы G, p(rj) = ц = (%А)> Я — такое, что 

1U = Г Д Е Фи 6 A{G(), з £ п, £ £ S. 

Рассмотрим следующие матрицы кольца М(X): 

m = + о[ф$,з], щ = + о[ф?1з], 

rj$ = D[i>^'J,3] при 3 < з < п. 

Как и в предложении 2, обратные матрицы т}~1(з £ п) легко находятся и 

г/71 £ М(Х). Следовательно, / Г 1 ^ , ) G A(G)(3 £ п) и rj = £ j € f f p - l ( i f c ) . 
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Пусть теперь S — бесконечное множество, 7) — эндоморфизм группы 

G, р(т)) = т)= (»/(,>)> п — такое, что 

Ъ4 = Г Д Е *u е A(Gt), s £ п, £ Е Е. 

Учитывая предложение 3, без ограничения общности можно считать, что 

обобщенная матрица 

V = ( P ^ W . ^ = (*?А,<), где А Е S(tf), £ Е E(z/) Е А) , 

является квазинижнетреугольной конечнострочной матрицей. 

Пусть 8 — ординал из А, тогда [8, гл. 7, § 3, теор. 1] 8 = где 

— предельный, а — конечный ординалы. Рассмотрим следующие 

матрицы кольца М(Х)\ 

= (Х$), где з en, « , 1 / б Д , 

= ОДЙ,5(«)] при 3 < л < n, 4.V = при « > к 

v - ( l ) = 4 ? = 4 5 = 0 при * < «/, 

= при четном, 6 < v> 

v- (2 ) 0 при нечетном, £ < х/, 

х ( з ) Е/*,,, при к(8) нечетном, 8 < I/, 

х ( з ) = 0 при к(6) четном, 8 < v, 

= 0 при 8 ф 4 < s < п. 

Имеем т/ = 771 + . . . + т?п. Построим обратную матрицу щ 1 = ( У / г д е 

> гЙ ) = ( 4 , У г 1 . 1 Й ) = 0 " Р " * < " . 

С = -rff ( е при * > -

\v<fi<6 / 

Покажем, что обобщенные строки матрицы щ1 конечны. Действительно, 

для конечных ординалов 8 Е А это очевидно. Предположим, что для /3 < 6 

обобщенные строки конечны. Используя конечность обобщен­

ных строк {Ustu}v£A и {YpfyveA [Р < $)> видим, что обобщенная строка 
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V^Sv }*€Д конечна. Следовательно, г\х

 1 £ М(Л'). Строим обратные ма¬ 

трицы: ,7» = (У«), где У « = (*«)"», У « = - У # Х # У « при ^ * 
(2 < s < п). Очевидно, что rjj1 Е М(Д^) и, следовательно, p~~l(r}s) £ А((7) 

(5 Е п). Итак, имеем г; = ^ а 

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Если кольца E(G^) свободно суммируемы и суще­

ствует максимальное c(E(G{)), £ Е S, то кольцо эндоморфизмов группы G 

из Дф также свободно суммируемо, в частности (предл. 2), если группы 

G$ являются 5-однородными. 

Обозначим через Лн класс всех таких абелевых групп G, разложи­

мых в прямую сумму G = Ф^енС^, что 

Hom(G < , G) £* 0 A € s H a m ( G 6 <?А). (4) 

Заметим [9], что 5-однородные группы из класса Лн есть в точности так 

называемые самомалые (self-small) группы, которые в настоящее время 

активно изучаются. Покажем, что Лн Q Л®. Действительно, согласно [7, 

теор. 55.1] кольцо эндоморфизмов E(G) изоморфно кольцу всех строчно 

сходящихся матриц U = (щ,\), щ,\ Е Hom(G^,G\), £, А Е Е. Матрица U = 

= (^,л) называется строчно сходящейся, если для любого фиксированного 

элемента h( из G имеем Щ,\(Ь,{) = 0 почти для всех А из S. Так как в 

нашем случае выполнено (4), то матрицы U = (щу\) конечнострочные. 

Таким образом, получаем 

С Л Е Д С Т В И Е 7. Если для любого эндоморфизма 77 абелевой груп­

пы G Е Лн существует такое натуральное число п = 71(77) ( п 3), что 

каждый соответствующий ему эндоморфизм группы G^(£ Е S) есть 

сумма п ее автоморфизмов, то (A(G)) = E(G). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Если кольцо эндоморфизмов вполне характеристи­

ческого прямого слагаемого абелевой группы свободно суммируемо, то ее 

кольцо эндоморфизмов суммируемо тогда и только тогда, когда суммиру­

емо кольцо эндоморфизмов дополнительного прямого слагаемого. 

Действительно, пусть G = G\ ФС?2> Нот(<?1,(?2) = 0 и кольцо E(G\) 

свободно суммируемо. Если кольцо E(Gi) суммируемо, то согласно за­

мечанию 1 и следствию 7 кольцо E(G) также суммируемо. Обратно, если 
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E(G) суммируемо, то так как Hom(Gi, G2) = 0, любой автоморфизм груп­

пы G индуцирует на G\ и G2 также автоморфизмы. Поэтому кольцо 

2?(6?з) суммируемо. 

Обозначим через Ли класс всех абелевых групп G, разложи­

мых в прямое произведение своих подгрупп Gil G = П^/(3,-, причем 

H o m ( < ? , G T ) ^ ®jeiKom(Gj,Gi) для любого i £ /. 

Т Е О Р Е М А 9. Кольцо эндоморфизмов группы G = П ^ / ф класса 

Ли изоморфно кольцу K(G) всех матриц с конечным числом отличных 

от нуля элементов в каждой строке вида (щ)} где щ £ Hom( Gj,Gi) 

Полагаем щ%(д{) = g%j. Тогда 7]ji £ Hom(Gj,Gj)(i, j £ J). Так как для любо­

го jo £ I имеем Hom(G,Gj 0 ) = ® t € jHom(G»,G J 0 ) , гомоморфизмы rjj0i от­

личны от нуля лишь для конечного числа индексов г из / . Обратно, пусть 

(Vij) — матрица с конечным числом пц элементов, отличных от нуля, в 

каждой г-й строке и щ £ Hom( Gj,G*) £ / ) . Если g = { . . . , gr»э...) £ G, 

то полагаем 

Тогда произведение матриц указанного вида является матрицей такого же 

вида и установленное соответствие является изоморфизмом колец E(G) и 

ЗАМЕЧАНИЕ 10. Мы показали, что класс Ли содержится в классе 

Аф и, следовательно, для него верна теорема 5. 

Напомним, что под векторной группой мы понимаем абелеву группу 

без кручения, разложимую в прямое произведение групп ранга 1: 

с = П ^ = П G ( T )> 
iei теп(С) 

где С М = П Gi, 1{т) = {« £ I | r(Gi) = т } , fi(G) — множество 
Ш(т) 

всех различных типов групп Gi ранга 1 (r(G«) = 1, i б I). Пусть 

€ J ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г? £ 22(G), </< € 

v(9i) = (••• ,9ij,• • .)&{дц E G J ) . 

K{G). • 
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fi'(G) = {т 6 ft(G) I | / ( т ) | = 1}. Через T r y обозначим класс всех редуци­

рованных векторных групп, мощность которых не превосходит первого 

кардинала ненулевой меры, через Ту — класс групп без кручения с ре­

дуцированной частью из T r v - Класс T r v является подклассом класса 

Ап (см. [7]). Пусть Q( T) — абелева группа без кручения ранга 1 типа г. 

Полагаем N(r) = m q ( ) с ( ^ ) ( е с л и существует бесконечное множество 

различных с((р), <р Е i?(Q( T )) , то полагаем N(t) = оо). Пусть 

fli(G) = {т £ П'(С) | 2QW ф Q M } , 

П,((7) = {г £ П'(С) | iV(r) = оо}, 

fi3(G) = {г £ П'(С) | ЛГ(г) < оо}. 

Т Е О Р Е М А 1 1 . Если G £ JV, mo £ ( G ) = (A(G)) тогда и только 

тогда, когда выполнены следующие условия: 

1) мощность множества fti(G) не превосходит единицы; 

2) Q2(G) — конечное множество; 

3) среди чисел N(t)(t € Пз((У)) существует максимальное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку условия 1—3 выполнены для груп­

пы G тогда и только тогда, когда они выполнены для ее редуцированной 

части, то, учитывая замечание 8, без ограничения общности считаем, что 

группа G редуцированная, т.е. G £ F r y -

Пусть условия 1—3 выполнены. Зафиксируем некоторое целое чи­

сло з > 3. Построим новое разложение группы G следующим образом: 

если | / ( т ) | > Но, то разбиваем множество индексов 1{т) на бесконечное 

множество конечных множеств, состоящих из з различных индексов мно­

жества J(r) каждое. Тогда имеем G = П Н^Т\ где = G^ при 
г£П* 

| / ( т ) | < Но и If( T ) — однородная типа г вполне разложимая группа ранга 

з при | / ( т ) | > Но, П* — некоторое множество типов групп С?;, содержа­

щее 0 ( G ) . 

Пусть Ф — кольцо конечно строчных матриц, изоморфное кольцу 

E(G) (см. теор. 9). Рассмотрим обобщенные матрицы 

( W , r < ) ( ^ ' € П*),<ргу £ Н о т ( # ( ' , > , # М ) , т , г ' £ П*, 
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соответствующие полученному разложению группы G. Так как 

и, следовательно, 

Н о т ( П Я М , Я М ) 2 ф Н о т ( Я ( Т ) , # ( г , ) ) 

для любого т ; Е П*, то обобщенные строки ( ¥ > т , т ' ) т ' Е П * также конечны. 

Пусть 1? — изоморфном колец E(G) и Ф, <р — эндоморфизм груп­

пы G, #(<р) = (¥>г,т,)> г Д е Фту € Н о т ( Я ( т , ) , Я ( т ) ) , т ,т' е П*. Положим 

JVi = т а х # ( т ) , iV2 = # 2 ^ ) = тахс(<р Т Г ) , i\T3 = max(6, i V b JV2). Предпо-
т б П з т€Пг 

ложим, что множество £2i(G) непусто, тогда, согласно условию 1, имеем 

|£2i(G)| = 1. Пусть то Е ili(G). Согласно замечанию 1, существует такое 

натуральное т , что n(m) = c(^ T D ) T t ) ) + 2m > i\T3 и эндоморфизм у?то,тт) груп­

пы Я ^ ) ранга 1 есть сумма п(тп) ее автоморфизмов. Полагая N = n(m) 

при Qi(Gr) ф 0 к N = Na при Oi(G) = 0 , в силу предложения 2 и [4] 

получаем, что каждый эндоморфизм <pTtT группы Н^т\т £ П*) есть сумма 

N автоморфизмов групп Н^т\ Используя теорему 5, получаем суммиру­

емость кольца E(G). 

Обратно, пусть E(G) = (A(G))> Рассмотрим каноническое разложе­

ние G = П группы G и обобщенные матрицы (<рг,г'), т ,т ' Е 0 ( G ) , 
r E O ( G ) 

кольца Ф = t?(i?(G)), соответствующие этому разложению. Пусть <р — 

произвольный эндоморфизм группы G. Положим i?(<p) = (<Рт,т')> г Д е 

<рту Е Hom(G( r ') ,(?( r )), r , r ; Е 0 (G) . Зафиксируем два призвольно вы­

бранных типа т ф т1 из Q(G) и покажем, что если 

то H o m ( G ( T ' ) , G ( T ) ) = 0. 

Действительно, пусть E.om(G^r\G^r'^) ф 0. Тогда 0 ф 
^ H o m ( ( ? W , ( ? ( T , ) ) ^ H o m ( П <?» П = П Н о т ( П 

»б/(г) ie/(r') je / ( i - ' ) i€/(r) 
— П Ф Hom( (?*,(?,). Следовательно, т < г'. Поэтому 

jei(r')ia(r) 

H o m ( G ( T ' ) , G ( T ) ) = O. 

Покажем теперь, что если <р 6 -<4(G), то (pTiT € A(G^) для любого 

т из П(<7). Действительно, пусть (^ т т ») — матрица кольца Ф, обратная 
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матрице i?(y>) = (<рт,т'). Тогда для любого г £ 0 (G) имеем 

где £ Г | Г — тождественный автоморфизм группы G^r\ Однако <ртуТрт,т — 

= 0 при т / т', следовательно, у>~* = ^р т т для любого г £ 0 (G) . 

Пусть теперь эндоморфизм <р группы G есть сумма JV = N((p) ее 

автоморфизмов: 

<Р = 5 > в ) , * ( , ) е * (^ в ) ) = г,г' б 0 ( G ) . 

Тогда для любого г из 0 ( G ) имеем (рТ)Т = 

£ с * € A(G<T)). Предполо­

жим, что | 0 i ( G ) | > 1 и r^) ,r ( 2 ) £ Oi(G). Тогда, согласно [4], существуют 

эндоморфизмы , которые нельзя предста­

вить одновременно в виде суммы одного и того же числа автоморфизмов. 

Поэтому эндоморфизм группы G, где 
Х§ = при г = т' = rW 

= v ? ( 2 ) n p H T = T ' = T ( 2 ) ) 

XJf}t = Ов остальных случаях, 

не является суммой ее автоморфизмов. 

Предположим теперь, что |02(G)| > No- Тогда существует беско­

нечная последовательность чисел c(<pi) < с(у>2) < ••• < с (¥^) < •••> где 

<pk £ JS(G(T f c)), т* £ 0 2 ( G ) , * = 1 , 2 , 3 , . . . . Рассмотрим матрицу (Х^,) 

кольца Ф, где Х^, = <рк при г = г' = г*, к = 1 ,2 , . . . , и Х^2

Т\ = 0 в осталь­

ных случаях. Ясно, что эндоморфизм д~1[{Х^,)] группы G не является 

суммой ее автоморфизмов. 

Если нарушено условие 3, то существует бесконечная последователь­

ность чисел с ( ^ ) = N(¥i) < c(jp2) = N(r2) < ... < c(lpk) = N(rk) < 

где <рк £ #(G( r *)) , т* £ 0 2 ( G ) , * = 1 , 2 , 3 , . . . , и <рк £ E(G™), тк £ 0 3 ( G ) , 

к = 1,2, Пусть (xf£,) — матрица кольца Ф, где Х^, = 1рк при 

г — т1 — тк, А; = 1 ,2 , . . . , и -Х^/ = 0 в остальных случаях. Очевидно, 
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эндоморфизм группы G не представим в виде суммы ее авто­

морфизмов. • 

Из доказанной теоремы и замечания б вытекает 

С Л Е Д С Т В И Е 12 . Если G — такая группа из Ту, что (l'(G) = 0 , 

то E(G) свободно суммируемо. • 

Для абелевой группы G и типа г положим соответственно P{G) = 

= {Р I PG = G} и Р(т ) = P ( Q W ) . Пусть 7 — изоморфизм кольца E ( Q ( T ) ) 

на кольцо Q [ P ( r ) ] всех тех рациональных чисел а/6 ((а,6) = 1), знамена­

тели которых делятся лишь на простые числа р из Р(т). 

С Л Е Д С Т В И Е 1 3 . Если G — почти делимая группа из Ту и 

< 1, то (A(G)) = E(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что N(r) < d, где d — некоторое 

натуральное число, общее для всех г из (1(G). Пусть <р — произвольный 

эндоморфизм группы Q ( R ) (т £ (1(G)) и 7(99) = a/b,a/b £ Q [ P ( T ) ] . Без 

ограничения общности считаем, что а — положительное целое число. Со­

гласно ([10, теор. 6.2.1) имеем а = YltenPti где п < c 0 ,pt 6 Р. а со — 

некоторая постоянная не зависящая от а. Тогда 

^ = 7~1(а/*) = Е ^ 1 Ы * ) . 
ten 

Если pt Е Р ( т ) , то 1~~г(рь/Ь) £ A ( Q < R ) ) ; если же рг $ Р(т) , то 7~ 1 (p t /b ) -

~Ptf~l(l/b), где 7~ 1 ( 1 / *>) 6 ^ ( Q ( R ) ) - Очевидно, что 

N(t) < со max р < со max р = d, 

где число d уже не зависит от типа т £ (1(G). Все условия теоремы 

выполнены (|fii(<7)| < 1, (12(G) = 0 , maxiV(r) < для г £ П 3 (<3)), следо­

вательно, (A(G)) = £7(<3). • 

Автор выражает благодарность Л. А.Бокутю и В.К.Харченко за 

внимание к работе и поддержку. 
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