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Введение 

Квантовое стохастическое исчисление имеет дело с однопа-
раметрическими семействами операторов, согласованными с 
некоторой фильтрацией, в пространстве Фока и более общих 
гильбертовых пространствах. Далее пойдет речь о бозонном 
квантовом стохастическом исчислении, которое было введено 
Хадсоном и Партасарати [1], [19], и связано с симметричным 
пространством Фока (примерно в это же время появился «сто­
хастический интеграл Клиффорда—Ито», связанный с анти­
симметричным пространством Фока [12]). ' В основе этого 
исчисления лежит математическое понятие квантового броунов­
ского движения, изученное в [18]. Соответствующий квантовый 
белый шум и «уравнение Ланжевена» обсуждались физиками 
еще в 60-е годы, однако ключевая для нового стохастического 
исчисления формула Ито была найдена лишь в работах 1[1], 
[19]. Интересно, что впоследствии эта формула была переот­
крыта в физической работе [15], где был также построен кван-
товый-аиалог исчисления Стратоновича. 

Большую роль в распространении квантового стохастиче­
ского исчисления сыграла конференция по квантовой теории 
вероятностей и ее приложениям в теории необратимых кванто­
вых процессов, состоявшаяся близ Рима в сентябре 1982 г. 
[28], 1[1]. Было понято, что квантовое стохастическое исчисле­
ние дает аналитический инструмент для изучения структуры 
квантовых марковских процессов. Последовал ряд работ, по­
священных стохастическим расширениям квантовых динамиче­
ских полугрупп, т. е. представлениям решений квантового 
марковского управляющего уравнения через математические 
ожидания процессов, порождаемых квантовым броуновским 
движением (см., например, сборник [29]). Однако квантовое 
стохастическое исчисление может представлять интерес и с 
точки зрения «классической», т. е. обычной теории случайных 
процессов. Оно перебрасывает мост между исчислением Ито и 
вторичным квантованием, открывает неожиданные связи меж-
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ду непрерывными и скачкообразными случайными процессами, 
позволяет по-иовому взглянуть на понятие стохастического ин­
теграла. Попытка ОСМЫСЛИТЬ этот круг вопросов с ПОЗИЦИЙ 
специалиста по случайным процессам была предпринята в кур­
се лекций Мейера «Элементы квантовой вероятности» [25]. 

Настоящий обзор имеет целью ввести читателя в круг ос­
новных понятий и идей квантового стохастического исчисле­
ния, используя минимальные сведения из квантовой теории 
вероятностей. ЭТО достигается ценой ряда упрощений идейно­
го и технического плана. Так, мы опускаем детальное обсуж­
дение содержания понятий случайной величины (наблюда­
емой) и закона распределения (состояния) в квантовой теории 
вероятностей (см. [9]), ограничиваясь формальным определе­
нием квантового случайного процесса, уделяем основное вни­
мание алгебраической стороне дела, почти не касаясь анали­
тических вопросов таких, как области определения неограни­
ченных операторов и т. п. (особенно в §§ 5, 6). Предваритель­
ное знакомство с квантовой механикой не требуется, однако 
предполагается, что читатель знаком с основами теории опе­
раторов в гильбертовом пространстве. 

§ 1. Диагонализуемость, совместимость, коммутативность 

Чтобы понять, какую роль играют в этой тематике опера­
торы, покажем, как на операторном языке формулируются 
обычные понятия теории вероятностей. С ..вероятностным про­
странством (Q, 9t, Р) можно связать комплексное гильбертово 
пространство ф = L2(Q, 51, Р). Всякая вещественная случайная 
величина X(co), к>6Й, задает'Самосопряженный оператор Хвф— 
оператор умножения, действующий на вектор i|,G,£ по формуле 

(JC-ф) (со.)—Х(<0)-ф(а>). 
Если Х(а) существенно ограничена по мере Р, то эта формула 
задает ограниченный оператор, определенный на всем гильбер­
товом пространстве ф; в противном случае X имеет область оп­
ределения @)ф§. С этой точки зрения случайный процесс — это 
семейство операторов умножения {Xi((o); t&T), действующих 
в гильбертовом пространстве $=L2(Q, St, P). Конечномерные 
распределения процесса {Xi} могут быть заданы формулой 

Mf{Xtl,...,Xt^$f{Xtl(a}),...,Xltl{(a))dP(e>)=* 
=(q\f(xh,...,xtn)y), ( 1 Л ) 

где г|) вектор в ф, определяемый функцией г|:((»)==1, / — произ­
вольная ограниченная борелевская функция, a f(Xtl>.. .,Xtn) — 
оператор умножения на функцию /(XV, (со),.. .,л"<„(<в)). 
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Пусть теперь ф— произвольное (сепарабельное) гильберто­
во пространство и X — произвольный самосопряженный опера­
тор в •§. Одна из формулировок спектральной теоремы (см., 
например, [3], [4]) утверждает, что существует пространство с 
конечной мерой (Л, S3, jx), унитарный оператор U из ф на 
L2(A, S3, \i) и вещественная измеримая функция Х(1) на Л та­
кие, что 

.(UXU--ij))(x)=X(a,)-.j>(x). 
Говорят, что существует представление, в котором оператор X 
д и а гон ал изу ется , т. е. задается умножением на функцию 
Х(%). Самосопряженные операторы играют роль веществен­
ных случайных величин в квантовой теории вероятностей. 
Принципиальное отличие от классической теории вероятностей 
заключается в том, что представление, в котором случайная 
величина изображается функцией, вообще говоря, различно 
для различных случайных величин. 

Семейство операторов {Ха} в $ называется диагонализуе-
мым, если существует представление, в котором все Ха диаго-
нализуются: 

(UXaU-^)(k)=XaCk)^(k). (1.2) 
Если X,,. . . , Хп— диагонализуемое семейство операторов, 
f(Xi,...,xn) — борелевская функция, то определен оператор 
/ (X , , . . . ,Xn) no формуле 

(Uf(Xu ...,Хп) (7-4) (Я) ---/ ( З Д ) , • • • , Хп(Х))$(Х). 
В частности, если X — самосопряженный оператор, f(x)-— 
борелевская функция, то однозначно определен операторf(X). 
Физически диагонализуемость семейства {Ха} означает, что 
все величины Ха с о в м е с т и м ы , т. е. могут быть измерены в 
одном эксперименте. Наличие несовместимых величин, не име­
ющее аналога в классической теории вероятностей, отражает 
фундаментальное свойство «дополнительности» в физике ми­
кромира (см., например, [9]). 

Квантовым случайным процессом будем здесь называть 
тройку (ф, {X.},i|)), где {X.; t£T) — семейство операторов в гиль­
бертовом пространстве •§, -ф — фиксированный единичный век­
тор в ф. Если {X.} диагонализуемое семейство самосопряжен­
ных операторов, то формула (1.2) возвращает нас к классиче­
скому определению случайного процесса. При этом конечно­
мерные распределения задаются соотношением, аналогичным 
(1.1): 

№\f{Xt„...,Xtll)y) = 

= lf(xtl(h),...,xln(%))\^(%)\'>\i(d%), (1'3' 
где г|>(-) = СЛ|). В общем случае, когда семейство {Xt} не 
диагонализуется, вопрос о правильном обобщении понятия ко-
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-нечномерного распределения является более сложным и здесь 
•не затрагивается (см. [1]). 

Приведем математический критерий диагонализуемости. 
•Коммутатором ограниченных операторов А и В называется 
выражение (А, В]=АВ~ВА. Операторы A и В коммутируют, 
•если, [Л Б] =0. При определении коммутатора неограниченных 
•операторов могут возникнуть осложнения с областями опреде­
ления. Если {Ха} диагонализуемое семейство самосопряженных 
операторов, то для любых ограниченных борелевских функ­
ц и й / и g 

[№),£(X,) ] -"CY ' (1.4) 

поскольку операторы умножения на функции f(Xa(X)), 
£(Х$(%)) коммутируют. Это условие оказывается не только 
необходимым, но и достаточным для диагонализуемости се­
мейства самосопряженных операторов [4]. Если же операторы 
X0 ограничены,, то условие (1.4) эквивалентно тому, что опера­
торы Ха попарно коммутируют:" 

§ 2. Три основных процесса в пространстве Фока 

По любому гильбертову пространству Ж можно построить 
ассоциированное пространство Фока $—Т(2@У, 

со 

г(.#)=2>г-(-*). 
где Тп {Ж) = {Ж® ... ®.3#)sym — симметризованная n-ая тен­
зорная степень пространства Ж [17], [5]. В дальнейшем нас 
.будет интересовать в ОСНОВНОМ случай, когда <%—L2(R+)— 
пространство комплексных функций на R+, квадратично интег­
рируемых по мере Лебега. В атом случае можно дать прямое 
описание пространства Фока, не требующее знакомства с no-
литием тензорного произведения. Именно, пространство 
•r(L2(R+)) состоит из бесконечных последовательностей 

-*=. l fo ,Mt) , . . . ,Ut i *»).•.•]. 
где fo^C, fn(h,... ,tn)—произвольная симметричная функция 
от t[,..., tn такая, что 

со со 

\ . . . \\fn{tu.-;tn)\2dtx...dtn<cx>, 
6 6 

причем 
со - со со 

1Ы12= 2шЦ . . . l i /«(*i, .-MQ№.••-«»<«>. 
п=0 6 6 . 
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Скалярное произведение векторов ty=[fn] и <p~[gn] задается 
формулой1-" 

0 0 СО СО 

^|ф) -=2й! .1 . . . J /«(-I . - - •л)г» (^.-- -л)^1. . .л» (2.1) 
ге=0 6 О 

В физике пространство Фока описывает системы, состоя­
щие из переменного числа квантовых частиц. Пространство Зё 
называется одночастичным пространством. Тот факт, что cf& — 
= L2(R+), означает, что рассматриваются «частицы», сущест­
вующие на временной полуоси и не имеющие никаких других, 
скажем, пространственных, степеней свободы. Пространство 
Тп(с%>), называемое n-частичным пространством, описывает 
системы из п одинаковых частиц «типа а@». Симметричность 
функции fn(ti, •. •, tn) отражает неразличимость частиц. Нераз­
личимые частицы, описываемые симметричными функциями 
fn{U, • • •, tn), называются б о з о н а м и , а пространство Т{Ж) 
называется еще бозонным пространством Фока. Существует 
другой вид неразличимости, при котором системы из п частиц 
описываются антисимметричными функциями. Такие частицы 
называются ф е р м и о н а м и , а соответствующее им про­
странство Фока — фермионным. Вектор 

"|(0)=[1, О,..., О,...] 
в пространстве Фока называется вакуумным вектором. 

Для любого />0 рассмотрим операторы Аи At
+, Л*, дейст­

вующие на вектор i|3 = [fn] по формулам 
t 

И^]„ (*-,... А) ==- I /п-н(.ч,-. .,tn,tn+\)dtn+\, (2.2) 
6 

п 

[Afy]n(tu . . . , g = 21|0,i , (tj) /„_,(*!, . ..,/;, . . .Л), (2.3) 

[M>]„ (*!,... Л) = fn(tu...,tn), (2.4) 2 -ю--] (*v) 
Ly - i 

где l[0,;-(s)—характеристическая функция отрезка [0, t], a 
запись f„ - i ( / i , . . . , t j , . . . , tn) означает, что переменная tj опус­
кается из числа аргументов функции fn-i. Оператор Л. перево­
дит Tn---rn(L-i(R+)) в Г„_ь At+ переводит Гп в Г п + Ь а Л< пере­
водит Гп в Г». В физике оператор At описывает уничтожение, 
Ai+—рождение бозона, а Л. — число бозонов (до момента t). 
Семейство операторов {A;; £GR+} в пространстве Фока ф с ва-

'> В физической литературе принято иное определение скалярного- про­
изведения в пространстве Фока, в котором отсутствует множитель 1//г! Это 
приводит к появлению соответствующих множителей в последующих форму­
лах для операторов'рождения-уничтожения-
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куумным вектором i|)(0) называется процессом уничтожения, 
{A.+} — процессом рождения, {AJ — процессом сохранения. 

Операторы A., A-+, Л. неограничены (например, из (2.4) вид­
но, что ||Л. 1Тп\\ = п, где А\ М означает ограничение оператора 
A на подпространство Ж) и поэтому не могут быть определены 
на всем Т{Ж). Они определены, например, на к о н е ч н о ч а с -
т и ч н о м подпространстве, состоящем из всех векторов i[>---[fn] 
таких, что /«----О для достаточно больших п. Из (2.2) — (2.4) вид­
но, что конечночастичное подпространство является инвариант­
ной областью определения для Аи A.+, Л;. Более широкой инва­
риантной областью определения является подпространство Г», 
состоящее из векторов i|) = [fn] таких, что 

оо оо оо 

2 п\ \ . . . f \fn{t\,---,t,i)?dtx...dtn<<x> 
и—о о 6 

для'всех с > 0 . В дальнейшем будем считать, что Аи At+, At 
определены формулами (2.2) — (2.4) на Too-

Непосредственно из определений вытекают следующие 
утверждения: операторы At и A t

+ являются формально взаимно 
сопряженными, а оператор Л. формально самосопряжен, т. е. 

("HA^-CAf+iHc-P), (*|Л*Ф)-=(Л*1р|ф); ф.фбГсо. (2.5) 
Нетрудно показать, что Аи А,+ однозначно расширяются, до 
замкнутых взаимно сопряженных операторов, а Л; — до само-
статр'яжешюго оператора (см., например, [5]). 

Поскольку Г«, —инвариантная область определения, на ней 
осмыслены коммутаторы операторов At, At+, At. Из определений 
(2.2) — (2.4) вытекают следующие соотношения коммутации 
НЗ 1 оо • J 

[At, As]=[At+, As+]=0, [At, AB+]=(t/\s)I, (2.6) 
[Au Ля]-=0, (2.7) 

[Л, A J = - A i A « . [Лл, Л.+]=-=Л+(Л., (2.8) 
где tf\s — минимальное из чисел t, s, а /-—единичный опера­
тор1 в .6. 

Вместо At, A.+ можно рассматривать пару формально само­
сопряженных операторов на Г«>: 

Q ~ A ( + A , + Pt = i(At+-At). (2.9) 
Операторы Qt, Р, однозначно расширяются до самосопряжен­
ных операторов (см. § 3). Из (2.6), (2.8) вытекают соотноше­
ния коммутации на Г-.-: 

[Qt, Q J - 0 , [Pt, P .J-O, (2.10) 
[Qu-P.]**>2i(tAs)l, (2.11) 

[At, й ] = - ! Р ( Л „ [Л,, P.]=iQtA* (2.12) 



Соотношения (2.10), (2-7) делают правдоподобным доказывае­
мое далее утверждение, что {Q,}, {Л}, {Л.} представляют собой 
диагонализуемые семейства самосопряженных операторов. Та­
ким образом, каждое из этих семейств в пространстве Фока 
с выделенным вакуумным вектором эквивалентно некоторому 
классическому случайному процессу. Соотношения (2.11), (2.12) 
означают, однако, что эти классические процессы находятся в 
«неклассических» отношениях. 

Прежде, чем заняться выяснением структуры процессов Qt, 
Pt, At, введем еще одну систему векторов в пространстве Фока, 
в которой удобно производить вычисления, связанные с тройкой 
процессов At, At

+, At. Для любого /е<Ж—L2(R+) определим экс­
поненциальный вектор я|:(/)бГ0о соотношением 

:. М ) = [ - , / ( • ) . •••• W 0 - . . . -f(tn)> ...}. 
Отметим, что вакуумный вектор соответствует f = 0. Из (2.1) 
следует, что 

со 

М> (Я I Ч> (g)) = exp j 77J) g (*) dt. (2.13) 
6 

Непосредственно из (2.2) —(2.4) вытекает, что 
t 

(^ (/) I М (g)) = [ 8 (s)dS (# (/) | г|> (g)), (2.14) 
о 

t 

(V(/) I Л"Ч (g)) =l7U)ds (ф (/) | -Ц» (g)), (2.15) о 

(W)\AMg))=\f{s)g(s)ds(W) №(&))• C-.16> 
6 

Линейную оболочку семейства экспоненциальных векторов с 
вещественными функциями f обозначим ГДГеСГоо). Подпрост­
ранство Ге плотно в пространстве Фока Т{3>ё) [17]. 

Из (2.14) следует важное соотношение 

M(g)-= \g(s)ds-xHg\ (2-17> 

означающее, что экспоненциальные векторы являются собст­
венными векторами операторов уничтожения. В частности, 

Л.д|>(0)— 0. (2.18) 
Полагая в (2.16) g = 0, находим, что 

Л.ф(0)-0. (2.19) 
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§ 3. Отображение дуальности и винеровский процесс 
Пусть {Wt; t*6R+}— стандартный винеровский процесс на ве­

роятностном пространстве (Я, St, P), где а-алгебра Щ порождает­
ся величинами Wt. Рассмотрим пространство L2(W)^L2{Q, % Р) 
комплексных квадратично интегрируемых функционалов от ви-
неровского процесса. Известно [20], что 

оо 

L2(№)-2®-vw- (3-D 
л-=0 

Здесь -Lo2(W)—одномерное пространство ПОСТОЯННЫХ,- Ln
2(W), 

/О-И,— пространство n-кратных стохастических интегралов 
М / « ) = J . . . J fn{tl,--.,tn)dW(l...dWtni 

0<ti<. . .<tn 

где fn(tu.. .,tn)~произвольная комплексная функция такая, что 

J . . . J . /Л-- . - - -А) | 2^1-. .^Л .<«>-
0 < / - < - . .<ln 

Всякая такая функция однозначно продолжается до симметрич­
ной квадратично интегрируемой функции, определенной для 
всех значений аргументов th ..., /n6R+; сохраним для этого про­
должения обозначение fn(tu ..., tn). Имеем 

Щ1п(/п)\2= j - . - l 1/Л-1. . . . , - л ) | 2 ^1 . . .Л„ — 
o<tl<...<tn 

оо оо 

= ^ r S " - ! j l / " ^ ' . . . , - n ) l 2 ^ i - - . ^ (3.2) 
о о 

Из (3.1), (3,2) 'следует, что отображение дуальности J, опреде­
ленное формулой 

00 

/ад-2 /„(/„), 
л=-0 

где i|) =-=[/„]-Эф и ряд сходится в среднеквадратичном, является 
унитарным оператором из .§-.-r(L2(R+)) на L2(W). 

Покажем, что при этом оператор Qt в ф переходит в опера­
тор умножения на Wt в L2(W), т. е. 

JQJ-" = Wt. (3.3) 
Для доказательства удобно воспользоваться экспоненциальны­
ми векторами. В пространстве L2(W) им соответствуют «сто-

ио 



хаотические экспоненты» [13]: 
со 

y(i|3(/))—1+j7(*)di^+...+ J...J /(to-... 

. . . • / ( g ^ 1 . . . ^ ( „ 4 - . . . = e x p 
OO 0 0 

\f(.t)dWt~\\f{tfdt 

Пусть /--вещественная функция, тогда последнее выражение 
представляет собой производную Радона — Никодима меры Рр 

отвечающей винеровскому процессу со сносом ] / ( . s )ds относи-
о 

тельно винеровской меры Р. Покажем, что матричные элемен­
ты оператора Qt на экспоненциальных векторах совпадают с 
матричными элементами Wt на стохастических экспонентах, т. e. 

(y(f)\Qrt(g))-M{J w(f))WtJ(y(g))} (3.4) 
для вещественных / и f. Из (2.9), (2.14), (2.15) следует 

t со 

• 0|> (Л I Qrf (g))=-- J ( / (-•)+ g (s)) ds-exp [ / (s) g(s) ds. (3.5) 
0 6 

С другой стороны, 
M{J (W))WV(^(g ) )} -

= M Ш,.ехр J (/ (S) + g(S))d5- J (/ (sf + g(sf)dS 
.0 0 

J = м { и 7 , ^ } е х р \f(s)g(s) ds=M /+f7{W,+ exp J / ( s ) g ( s ) d s , 
о о 

что совпадает с правой частью (3.5). 
Из (3.4) следует, что 

Рассуждения, использующие, например, предложение VIU.2 из 
[3], показывают, что IT, является существенной областью опре­
деления для Wt; отсюда следует, что Q, самосопряжен в сущест­
венном на Г„ и что (единственные) самосопряженные расшире­
ния операторов Q, и Wt связаны соотношением (3.3). 

Соотношение (3.3) означает, что семейство операторов {QJ 
диагонализуемо, и согласно формуле (1.3) 

0HO) | / (Q,„ . . . , Q , n H ( 0 ) ) - M / ( W , Wtl) (3.6) 
для любой ограниченной борелевской функции f. В этом смысле 
"квантовый случайный процесс {Qt} является винеровским про­
цессом в пространстве Фока с вакуумным вектором. 
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На самом деле в пространстве Фока ф имеется целое семей­
ство винеровских процессов (не коммутирующих между собой). 
Пусть U — любой унитарный оператор в фтакой,что U-1>(0) = 
=--\[5(0). Полагая Ql = U'iQtU, получаем новый винеровский про­
цесс в пространстве Фока с вакуумным вектором, поскольку 
(^(o)|/(Qil,...,Q(,1)^(o)) — M'(o)|U-V(Q^, . . . , Q ( J ^ ( P ) ) -

— (0KO)l/(Q/..---.Q,„mo)). 
Рассмотрим, в частности, калибровочные преобразования в 
r(L2(R+)) , задаваемые унитарными операторами 

(£/.*)«(ti, ••., tn)=e<«%(tu . . . . tn), (3.7) 
где а — вещественное число. При этом Uaij)(0)—•ф(О). Комби­
нируя (3.6) и (2-2), (2.3), получаем 

U«4Lr.,=-e'M„ UaXA}ua = e-^Aj. 
Отсюда, полагая Q*a)--=Ua1Q^a--=U-aQ*U-<L имеем 

Q\a — Q-cosa — Pt sin a. 
Согласно сделанному выше замечанию, {Q\a)\ является винеровским 
процессом в пространстве Фока с вакуумным вектором. При 
а— —я/2 имеем 

P ^ Q J - ^ - U n / a Q . U V / i , 
так что Qt, Pt являются парой винеровских процессов, удовлет­
воряющих коммутационному соотношению (2.11). Заметим, что 
преобразованию U-./2 отвечает в L2(W) преобразование Фурье-
Винера [7]: 

4 (M-Mn/( fn ) . 

§ 4. Пуассоновский процесс в пространстве Фока 

Пусть {JV-; tGR+)— пуассоновский процесс интенсивности X 
на вероятностном пространстве. (Q, 3t, i \ ) , Где %— ст-алгебра, 
порождаемая величинами Nt. Рассмотрим гильбертово прост­
ранство L2(N)-.--La(Q, 9t Р-.,) квадратично интегрируемых функ­
ционалов от пуассоновского процесса. Из результата Ито [21] 
следует, что 

ОО 

L2(-V)-2 ®-n CA0, (4.1) 

где LQ(N) — C, Ln(N) — подпространство n-кратных стохастических 
интегралов 

4 м (Л) = J...J /n(tl,...,tn)dXu...dXtn, (4.2) 
o<tl<...<tn 
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где Xt=%-U2(Ni—-U) -—компенсированный пуассоновский про­
цесс. Поскольку процесс {Xi}, как и винеровский, является про­
цессом с независимыми приращениями со структурной функ­
цией t, то 

M{lambda}|/̂ (/..)T- J . . . J | / , (« , Q P A . . . ^ . -

00 СО 

$|/„(*i. . . . ^ l - d * . ...d*,.. (4.3) 
о 

ИЗ (4.1), (4.3), (2.1) следует, что формула 
оо 

i ("4^ — 2 j i M (/,.), W •*=-[/„], 
п-=0 

определяет унитарный оператор ./(Ч из r(L2(R+)) на L2{N). 
Оказывается, что при этом пуассоновскому процессу {Nt} 

в L2(N) отвечает в пространстве Фока семейство операторов 
I l ^ W ^ + J/TQi + M,, (4.4) 

т. е. 
J^tyVjM-^Nt, (4.5) 

где Ni — самосопряженный оператор умножения на случайную 
величину Nt((o) в L2{N). 

Как и при доказательстве (3.3), ограничимся проверкой 
равенства матричных элементов 

(-[> (/> | ITJX4 (g))—M4-/w М> (/)) W w (ц, (и)}. 
При этом будем считать, что / , g —вещественные функции, 
удовлетворяющие условию /(!•)> — У%, g (t)> —• ]/?•/, --6R+. 
Семейство экспоненциальных векторов ty(f), отвечающих таким 
f, сохраняет свойство полноты (ср. [11]). 

В пространстве L2(N) экспоненциальному вектору отвечает 
стохастическая экспонента [13] 

JW(^'f))^\ + lf(i)dXt+...+ J . - . j f(tx)-... о о< ..<...</„ 

. . . • / (*„) dXu ... dX;„+ . . . - ехр ( f / {t) dXt j X 

х П а + /(М/У^)ехр(-/(^)/УТ), 
V 

где î v —моменты скачков процессов iV,4 Выражение в правой 
части является производной Радона — Никодима меры Р%+у^^.у 
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отвечающей пуассоновскому процессу с переменной интенсивностью 
%-^rY'к f (t), относительно меры Р-.. Отметим, что, как и следо­
вало ожидать, 

Мя{ / ( Я ) ( ^ ( / ) ) - / ( Я ) М'Ш= 

-=MjexpJ[/(o+g(oi^rII[i+/(^)/T/"?:+ff(M/i/'r+ 
I О V 

+ /(^)g(tv)/M-exp[~-(/(^) + g(M)/KT]}-= 

^mXxpj[f(t)+g(t)i-f(t)g(t)iVx]dxtx 
XlI[l+p=r(/(-?V)+ff^V)+/(tv)ff(tV)/KM]X. 

Хехр [--—(/(tv)+g(tv) + /(tv)g(M/KM]}x 
ОЗ DO 

X exp J / (0 g (t) dt =-exp \f(t)g (t) dt, (4.6) 
0 6 

поскольку под знаком математического ожидания стоит 
dP(Vk+n-))(Vx+g(-))ldpb-

Используя (4.4), (2.14) —(2.16), получаем 
(Ш)|П(ЛК£))-

t оо 

--=j,(yr+/(s))(Kr+g(s))rf5-expf/(t)l?(t)dt. (4.7) 
о ' о 

С другой стороны, используя преобразование как в (4.6), получаем 
Мх(/%Ш))ЛУ(М(Ф(£))} — 

—Мх {NtdP(vr+f{.))(yj- )tdP%} -ехр I f (t) g (t) dt — 
0 

oo 

~M(Yx+n.))(Yb+SH) M * exP 1 f ^ В W dt> 
о 

что совпадает с (4.7). 
Соотношение (4.5) означает, что семейство операторов 

{П((Ч} диагонализуемо. Согласно (1.3) оно является пуассонов-
ским процессом в пространстве Фока с вакуумным вектором, в 
том смысле, что 

Ы 0 ) | / № , ..., П^)1р(0)) = Мх/^ 1 , . . . . N(n), (4.8) 
14 



для любой ограниченной борелевской функции f. Из (4-4) вид­
но, что процесс {Л(} в пространстве Фока с вакуумным векто­
ром можно назвать пуассоновским процессом нулевой интен­
сивности. Поскольку Л.^(О) =0, то для любой f 

ОКОЛЯЛ*,. ...,л,яжо))-=--/(0. . . . ,о), 
т. е. {Л(} по распределению совпадает со случайным процес­
сом, равным нулю почти наверное. 

С точки зрения классической теории вероятностей соотно­
шение (4.4) не может не вызвать удивления — пуассоновский 
процесс представлен как сумма винеровского процесса с по­
стоянным сносом и процесса, равно нулю почти наверное. Дело, 
конечно, в том, что слагаемые не коммутируют и поэтому не 
могут рассматриваться как классические случайные процессы 
на одном и том же вероятностном пространстве. Отметим, что 
подобная связь между пуассоновским и нормальным распреде­
лением хорошо известна в квантовой оптике [2]. 

Соотношение (4.4) можно переписать в виде 
П^)—и 1 

откуда сразу следует СХОДИМОСТЬ компенсированного пуассонов-
ского процесса к винеровский при J..{to}oo; слагаемое -—=- Л, 

у х 
дает оценку остаточного члена. При различил % процессы 
1П.Х)) не коммутируют между собой; из (2.10) — (2.12) следует 

№,п(,«]-£(ут-У1Г)л. 
В заключение отметим, что в подходящее пространство Фока 

r(L^(R+)), где L^(R+) — пространство квадратично интегри­
руемых функций со значениями в некотором гильбертовом про­
странстве Ж, может быть вложен произвольный стохастически 
непрерывный процесс с независимыми приращениями. Пред­
ставление такого ^процесса требует, вообще говоря, бесконеч­
ного числа независимых процессов рождения-уничтожения-со­
хранения. 

§ 5. Квантовая формула И то и стохастические уравнения 
Поясним связь между процессами с независимыми прира­

щениями и пространством Фока. Рассмотрим дискретный ана­
лог процесса с независимыми приращениями — последователь­
ность сумм независимых случайных величин. Естественным ве­
роятностным пространством, на котором определены такие 
последовательности, является произведение вероятностных про­
странств, отвечающих последовательным слагаемым. В случае 
процесса с независимыми приращениями естественное вероят-

Ш. 



постное пространство имеет структуру «непрерывного произве­
дения вероятностных пространств», отвечающих бесконечно 
малым приращениям [14]. 

С другой стороны, основным свойством пространства Фока 
является ф у н к т о р и а л ь н о е с в о й с т в о 

так что, если a<Cb<c, то 
r (L 2 (a ,c ) )=r(L 2 (a ,6) )®r(L 2 (6 ,c) ) . (5.1) 

При этом вакуум также факторизуется 
i|Vo(0) ==а|)(а,ь)(0) ®г|)(Ь;с)(10)." (5.2) 

Поскольку Lz(a, b) можно рассматривать как непрерывную 
прямую сумму одномерных гильбертовых пространств, можно 
•ожидать, что пространство Y(U{a, Ь)) с выделенным вакуум­
ным вектором является, в определенном смысле, непрерывным 
тензорным произведением «инфинитезимальных» пространств 
Фока Г (С). Структура непрерывного тензорного произведения 
и лежит в основе связи между пространством Фока, процессами 
с независимыми приращениями и безграничной делимостью, 
изученной Стритером, Партасарати и другими авторами [17]. 

Из (5.1), (5-2) вытекает, что для любого t>0 
r(L-(R+))-r(L~(0,0)®r(L2(^{cdot} <*>)), 

1(5.3) 
1|>(0)=%о,«(0)®я|)(,,ос)(0). 

Эти соотношения задают естественную фильтрацию в множест­
ве операторов, действующих .в пространстве Фока. 'Семейство 
операторов {Mt; /6R+} в r(L2(R+)) называется согласованным 
процессом, если для любого f > 0 Mt представим в виде 

Mt = Mtl®llh (5.4) 
где Мц — оператор, действующий в T(L2(0,t)) и 1ц— единич­
ный оператор в r(L2(i,oo). Основные процессы At, At+, At яв­
ляются согласованными. Если Ett Ft, G.> #< —согласованные 
процессы, то при выполнении некоторых условий, обеспечи­
вающих возможность аппроксимации Ей Ft, Gu Я. кусочно-
постоянными процессами, определен стохастический интеграл 

t 

Mt = \ (Esdi\s + FsdAs+GsdA++Hsds), (5.5) 
о 

являющийся согласованным процессом [19]. Важно отметить, 
что стохастические дифференциалы dAt, dAt, dAt+ действуют в 
пространстве T(L2(t,oo)), а значения согласованных процессов 
Et, Ft, Gt в рилу (5.4) фактически действуют в r(L2(0,t)) , по­
этому стохастические дифференциалы dAt, dAi, dAt

+ и согла-
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сованные процессы всегда коммутируют между собой. Соотно­
шение (5.5) обычно записывается в дифференциальной форме-

dMt^EtdAt + FtdAt + GtdAt+Htdt. 

Благодаря соотношениям (5.3), определено отображение' 
условного ожидания «г?.,, переводящее операторы, действующие 
в r(L2(R+)) в операторы в Г(12(0,г0). Отображение 8ц опре­
деляется формулой 

((Ф®Ф(.,--)+о-|-У(Ф/®я|>сь»)(О0)))-(ф|«Г4](Х)ф/) 

для любых ф, ф'бГ(_2'(0, t)) и оператора X в r(L2(R+)). Согла­
сованный процесс {Mt} называется мартингалом, если 
<gr,. (Mi) =Mtl при s>t. Доказано [26], что достаточно произ-

. вольный мартингал {Mt}, состоящий из ограниченных опера­
торов, представляется в виде стохастического интеграла (5.5) 
с Я-----0. 'В этом смысле процессы At, At+, At действительно яв­
ляются основными. Впрочем, окончательное решение проблемы 
о представлении произвольного мартингала в пространстве Фо­
ка еще не найдено, см. [22]. 
• Партасарати и Хадсон [1], [19] установили следующий кван­

товый аналог формулы Ито для дифференцирования произве­
дения. Пусть {Mt'}; / = 1, 2, — согласованные процессы, такие, 
что 

dM^ = E{dAt + T\dAt + Old Af + H[dt. 
Тогда 

d(M5.M?)-dM5-M? + MJ.dM?+dMJ.dMb (5,6) 
где учитывается, что все согласованные процессы коммутируют 
с основными дифференциалами dA., dAt, dAf, dt, а произве­
дения основных дифференциалов при вычислении dMJ.dM? 
находятся по следующей «таблице Ито» 

dA+ dA dA dt 
dA dt dA 0 0 : 

dA dA+ dA 0 0 
dA+ ' 0 • 0 0 0 
dt 0 0 0 0 

Поясним, например, происхождение соотношений - , 
dAdA^O, dAdA=dA. (5.7)" 

Из (2.17) видно, что dAtty(g) —g(t)dt-ty(g). Поэтому из (2.14)-;. 
(2.16) 

(ф (/) | dAdA^ (g)) = / (t)g (tf (dt)2 (-ф (/) | $ (g)). ,t.,' 
| 2—7663 IT 



Таким образом, произведение dAdA имеет порядок (dt)2, что 
объясняет первое из соотношений (5.7). Из (2.8) вытекает 

dAdA=*dAdA+dA, 
откуда получается второ-е соотношение в (5.7). 

Для дифференциалов процессов (2.9) из таблицы Ито полу­
чаем соотношения 

dQ2=*dt, dP*=dt, 
характерные для винеровского процесса. При этом 

dQdP^idt, dPdQ=—idt. 
Для дифференциала пуассоновского процесса (4.4) получаем 
(dn<"))-=-dnw. 

Имея понятие стохастического интеграла (5.5), можно рас­
сматривать квантовые стохастические дифференциальные урав­
нения. В приложениях важную роль играют линейные уравне­
ния вида 
dUt = [LQ(t)dA^Liit)dAt + L2(t)dAf + h(t)dt]Ut; t>0, (5.8) 
где коэффициенты Lj(t) являются операторами в некотором* 
фиксированном «начальном» гильбертовом пространстве З^о-
Сформулируем задачу точнее. В качестве пространства Q те­
перь будем рассматривать тензорное произведение Зёо® 
®r(L2(R+)). Это пространство можно определить как состоя­
щее из последовательностей 

Ф=[/о, Ы-), .... Mti , •••. -»). •••]• 
где7я(^ь • • •> in)—симметричные функции с о . з н а ч е н и я м и 
в Жа, такие, что 

oo оэ оо 

lhNI2=2-r,f---f \\fdtu:->Q\?xtdiy...dtn<«>. 
л-=о о о 

Действие любого оператора в Г(_2(R+)) естественным образом 
«поднимается» в $ = ^ ® r ( L 2 ( R + ) ) ; например, под Л,, А,, ,Л,+ 
в ф следует понимать операторы, действующие по формулам 
(2.2) — (2.4), где, однако, fn(tu ..., t„) принимает значения не 
в С, а в ,Жо. С другой стороны, оператор L, действующий в <9#о> 
«поднимается» до оператора в ф, действующего по формуле 

L^={Lf0, Lftit), ..., Lfn(tu ..., tn), ...], 
и, очевидно, коммутирующего с A/,A,, At+ и, вообще, с любым 
оператором, «поднятым» с r(L2(R+)). Фильтрация, согласован­
ные процессы и стохастические интегралы в § определяются 
аналогично случаю Зё0—С. Пусть Lj(t), / = 0 , 1, % 3, —функции 
на R+, значениями которых являются ограниченные операторы 
в <№0. Решением уравнения (5.8) называется . -согласованный 
процесс {Ut} в •§, удовлетворяющий -соотношению 
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t : 

Ut= <-Л + J [Lo (s) <*A, + L, (5) <M,+ L2 (s) dA+ + L3 (s) d-s] Us; (5.9> 
6 

t > 0 . 
Если функции Lj(t) непрерывны по норме, то решение уравне­
ния (5.8) существует и единственно в некотором естественном 
классе согласованных процессов. Этот факт доказывается ме­
тодом последовательных приближений [19]. 

Укажем условия, при которых значения процесса U< при 
всех t являются унитарными операторами: Дифференцируя тож­
дества 

U)Ut=UtU^I 
по формуле Ито, получаем соотношения (мы опускаем из обозна­
чений аргумент t): 

L0+L0+---0L0 — O, LO + ---0 + LO--0 — О, 
ц+L*2+L2L0=o, L 2 +L '+L 0 L;=o , 

L3 + L3 + L1Lt==0. 
Из первых двух соотношении видно, что l#—-L0+I должен 
быть унитарным оператором. Остальные уравнения дают 

U^L, Lt = -L*W, L8=--(W+--L*L), 
где L — произвольный, а Н — самосопряженный ограниченный 
оператор (зависящие, вообще говоря, от t). Стохастическое диф­
ференциальное уравнение (5.8) при этом приобретает вид 

dUt^[(W-l) dAt + LdAf -L*WdAt~ 
- ~{iH + \V'L\dtYut. (5.10) 

Приведем формальное решение уравнения (5.8), имеющее 
наглядное истолкование. Пусть M0(t), ..., M$(t) —непрерывные 
функции, значениями которых являются ограниченные опера­
торы в Жо. Введем хронологически упорядоченную экспоненту 

t 

Ut=exp J [M0 (s) dks + M1 (s) dAs + M2 (s) dAf + 

+ M,(s)ds]-U0, (5.11) 
понимая ее как предел в подходящем смысле упорядоченных про- • 
взведений 

<—-п-г 
П exp [Mo (sj) (Л, - А,) + M (sj) (As - As) + 

+ M3 (Sj) (A++i - Asj) + M3 (Sj) {s}+l - sj)] • U0, 
2* 19: 



где 0 — s0< ... <sn=t и max(s /+1 —S;)->0. В упорядоченном 
i 

произведении сомножители следуют в порядке убывания значе­
ний / от j = n—1 до / = 0 . Отметим, что если все операторы 
.Mo(s) Af3 (s); 0-sCs{le}£, коммутируют, то хронологически 
упорядоченная экспонента превращается в обычную. 

Оставаясь на эвристическом уровне, покажем, что хроноло­
гически упорядоченная экспонента (5.11} удовлетворяет урав­
нению (5.8), где 

L0==eM"-l, L^Mxa{M0), L2-=fl(M0)M2, 
• ^ = M 3 + MlC(M0)M2, (5-12) 

где a(z)==z-x(ez—1), c(z) —z~2(e —-1— z)—целые функции ар­
гумента z. Из определения хронологически упорядоченной экс­
поненты видно, что она должна удовлетворять соотношению 

dU , = [ехр {M0d^+M1dAt + M2dAt+ Mbdt) — \]-Ut. 
Имеем 

exp (M0dA+ . . . + Midi) - 1 =-
со 

= %~(MadA+...+M,dty. (5.13) 
n-=l 

Из таблицы Ито видно, что 
• dAn=dA, dAdAn-l=dA, dAn-ydA+=dA+, dAdAn-4A+=dt 

Все остальные произведения основных дифференциалов равны 
нулю. Таким образом, /г-й член ряда (5.13) дает вклад 

(M0dA+...+M3dO -
(M0dA+ MxdA + M 2dA++ M3d*, Й = Г, 

= =l7MSdA+M1Mr1dA+Mr1M2rfA++MMo~2M2dt> л > 2 . 
Суммируя по п, получаем 

ехр {MadA+MidA-frMsdA+Mzdt) — 1 = 
= LodA+LidA+L2dA+,+^3d^ ' (5.14) 

где Сдаются соотношением (5.12).. 
Пусть теперь задано стохастическое уравнение (5.8). Если 

существует какое-либо решение М0—ln(I+L0) уравнения 
е,м«—I = Lo, то, обращая формулы (5.12), получаем 

.Mi.=Li6(.Mo), iW2--=6(Mo)L2, М3=Li—Lid(M0)L2, (5.15) 

где b(z)=z(ez—\)-\ d(z) = (e*—l—z)-(ez—l)-2 мерюморфные 
функции с полюсами ±2;ru, .±4.-tt, -.., в предположении, что 
операторы Ь(М0) и d(M0) корректно определены (заметим, что 
Ь(0) = 1,<*(0)=7а). 
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5 Рассмотрим, в частности, уравнение (5.10). Поскольку W — 
унитарный оператор, то W-—е*ф, где Ф самосопряженный опера­
тор. Используя формулы (5.15) с М 0 = 1 ф , получаем решение 
уравнения (5.10) в виде 

t 

Ut = exp i f {OdA, + Ф (е'ф - \TlLdAt — dAsL*®{\ - е-'ф)-> -
о 
-[H + L*(sln®-<S>)(2sm<b!2)~*L\ds}- U0, (5.16) 

где функции ф(е'ф—I)"1, (sin ср—cp) (2 sin «"/г) ~2 должны быть до­
определены по непрерывности при ср=0. В частности, если а 
уравнении (5.10) W=I, т. е. член с dA отсутствует, 

dUt=[LdAt-L*dAt-{iH+\L*L)dt].Ut, 
то 

t 

Ut = eq> f [LdAt-L*dAs~iHds).Uu. $5.17) 
6 

Отметим, что хронологически упорядоченные экспоненты 
вида (5.17) рассматривались в [1]; строгое определение хроно-
логически-упорядоченных экспонент вида (5.11) и обоснование 
формул (5.12), (5.15), (5.16) дано в работе автора в сборни­
ке [31]. 

§ 6. Стохастические эволюции и расширения полугрупп 

В этом разделе мы коснемся наиболее важного приложения 
квантового .стохастического исчисления — расширений кванто­
вых динамических полугрупп [29], являющихся некоммутатив­
ным аналогом марковских полугрупп в теории вероятностей. 
Известно, что марковские полугруппы допускают вероятностное 
представление через решения стохастических дифференциаль­
ных уравнений. Такое представление осуществляет расширение 
полугруппы до группы временных сдвигов в пространстве функ­
ционалов от соответствующего марковского случайного процес­
са. Описываемая ниже конструкция распространяет эту идею на 
некоммутативную ситуацию. Получающееся расширение имеет 
естественную физическую интерпретацию. 

Пусть Зё0 — гильбертово пространство, 8Э(<Э#о)— алгебра 
всех ограниченных операторов в 2/ёо\ nXn-матрица [X{j] с эле­
ментами Х«б.Э(5^0) называется положительно определенной, ес­
ли 2(ib.|X.nb)>0 для любого набора {г|)<}<—Ж). Отображение Ф 

и 
из S3 (.-З^о) в -Э(<Э#о) называется вполне положительным, если для 
всякой положительно определенной матрицы [Х<}] матрица 
[Ф(Хц)] является положительно определенной; отображение Ф 
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•называется нормальным, если из XafX в §9 (Ж) следует 
•Ф(Xa)fФ(X) ". Квантовой динамической полугруппой называет­
ся семейство {Фг; Z.GR+} линейных нормальных вполне положи­
тельных отображений, удовлетворяющее условиям 

(!) Ф,Ф,--*<&<+-; t, seR+; (ii) Ф,(1)==1; 
(ili) lim Ф;(ЛГ)—X в ультраслабой топологии ЯЗ(5.-?0). 

'Квантовая динамическая полугруппа называется непрерывной по 
норме, если lim sup ||Ф,(А') — X | | = 0 . Далее рассматриваются 

f-.-0ll.-lM1 

только такие полугруппы. 
В соответствии с общей теорией полугрупп в банаховом про­

странстве Ф(=-ехр t$£, где производящий оператор 2 — линей­
ное ограниченное отображение -3(<3̂ 0) в -Э(<5̂ о). Важный резуль­
тат, полученный независимо Горини и др. [16] (в случае 
dim<5̂ o<{infty}) и Линдбладом [24] (в общем случае), дает общий 
вид производящего оператора непрерывной по норме квантовой 
динамической полугруппы 

- Ч * ) ~ 2 0 - Ж , - 4 (L*jLjX + XL*;L;)UilH, X], (6.1) 
J 

где4 Я—самосопряженный оператор из S3 (Ж-). L;6~3 С^о) и 

{sum}IJL;6~S(^0). 
В дальнейшем мы для простоты ограничимся случаем одного 

слагаемого в (6.1): 
£ (X) = L*XL — \ {L*LX-\- XL*L) + i [Я, X] (6.2) 

С физической точки зрения квантовая динамическая полу­
группа {Ф-} описывает, вообще говоря, необратимую временную 
эволюцию квантовой системы. Пусть X— произвольный опера­
тор в гильбертовом пространстве системы <3̂ 0. Полагая 

Х<=Ф((Х)^ехр№(Х), (6.3) 
имеем марковское управляющее уравнение (аналог уравнения 
Колмогорова для произвольной функции на фазовом простран­
стве классической системы) 

J§-=S?(xt); *>o. (6.4) 
Случай обратимой эволюции соответствует L^-0, когда 3'(Х) = 
==i[H, X], и (6.4) переходит в уравнение Гейзенберга 

**~I\H:XA: (6.5) 
') Ха\Х означает, что {Ха} есть неубывающая сеть самосопряженных 

операторов из %(Ж0), слабо сходящаяся к Хф(Жъ). Обсуждение вероят­
ностного смысла свойства полной положительности см. в [В], [24]. 
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Решение уравнения (6.5) имеет вид 
xt=Vtxvt, (6.6) 

где У( = ехр(—UH)—унитарный оператор обратимой эволю­
ции в 5^о. 

Опишем теперь конструкцию, которая позволит представить 
марковскую эволюцию (6.3) как результат взаимодействия дан­
ной квантовой системы, описываемой гильбертовым пространст­
вом 3%>о> с «бозонным резервуаром», описываемым пространст­
вом Фока Г (_2 (R+)), и последующего «усреднения по вакуум-
ному состоянию» в пространстве Фока, С математической точки 
зрения эта конструкция дает у н и т а р н о е р а с ш и р е н и е 
квантовой динамической полугруппы {Ф.}. ' 

Совокупность системы и резервуара описывается гильберто­
вым пространством •$----<5¥o®r(L2(R+)). Взаимодействие между 
системой и резервуаром должно задаваться унитарным операто­
ром ЭВОЛЮЦИИ Ut в ф. Мы предположим, что взаимодействие име­
ет «обновляющий» характер, так что семейство {Ut} образует 
согласованный процесс, удовлетворяющий уравнению типа (5.8) 
(с коэффициентами Ljt не зависящими от t). Условие унитар­
ности приводит тогда к уравнению (5.10), где в качестве L, Н 
мы возьмем операторы из представления (6.2). Если X—про­
извольный оператор из ©(.Ж)), то уравнение эволюции имеет 
вид 

Xt=*U*t{X®l)Ut, (6.7) 

где X®1-=Xo обозначает «поднятие» оператора X в пространство 
$•---• зё0 ® г (.SP- (R+)). Используя квантовую формулу Ито, получаем 
стохастическое дифференциальное уравнение (квантовое урав­
нение Л а н ж е в е н а) для Xt: 

dXt = {W]XtWt~Xt)dKt + [Tu Xt]WtdAt~ 
-Щ1» Xt]dAt + &{X)tdt> (6.8) 

где Wt, Lt, 2T{X)t получаются из W, L, 3? (X) так же, как Xt 
из X по формуле (6.7). 

Для любого ограниченного оператора А в ^=5^o®r(L2(R+)) 
определен «усредненный» оператор Fo(A) в 3$о по формуле 

((«®-ф (0))| А ф ® -]> (0))) . - (а | E0 (A) р); а, реЗ&„-

Для любого Х@Ь {Жй) положим % (X) — E0 (X,.)=--
— E0(U*(X®l)Ut). Из уравнения (6.8), учитывая, что 

(¥ (0)| dAt4 (0)) = {4f (0)| dAtW (0)) = (ЧГ (0)| dA?4 (0)) =-= О, 
(это следует из (2.14) —(2.16)), получаем 

d4rt(X)=Wt(2?(X))dt, 
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откуда ^((X) — exp ^ ( X ) . Таким образом, получается искомое 
к в а н т о в о - в е р о я т н о с т н о е п р е д с т а в л е н и е для 
квантовой динамической полугруппы с производящим операто­
ром (6.2): 

et^(X) = E0(UUX®l)Ut), (6.9) 
где Ut удовлетворяет стохастическому дифференциальному 
уравнению (5.10). Унитарное расширение (6.9) полугруппы 
ехр t9? неединственно хотя бы потому, что оператор W из (5.10) 
не ВХОДИТ в представление (6.2) производящего оператора полу­
группы. Аналогичное представление имеет место и для общей 
квантовой динамической полугруппы с генератором (6.1), при 
этом надо рассматривать аналог уравнения (5.10) с конечным 
или счетным числом основных дифференциалов dAjt dAs, dA+. 
Более подробно о физических аспектах построенного расшире­
ния, в частности, о связи с группой временных, сдвигов, см. 
в [29]. 

Покажем теперь, что правая часть соотношения (6.9) может 
быть выражена через решение некоторых к л а с с и ч е с к и х сто­
хастических дифференциальных уравнений в гильбертовом про­
странстве Жо> содержащих винеровский или пуассоновский про­
цесс. Пусть а — произвольный фиксированный вектор из Жо. 
Вводя кривую {ф<} в гильбертовом пространстве ф по формуле 

Ф,-—£/((а®Ц)(0)); t.>0,. 
(где xx®t|j(0) =•={«, 0, ..., 0, ...]), соотношение (6.9) можно пе­
реписать в виде 

( а | . ^ ( В Д = (ф.|(Х®1)ф,). (6.10) 
Из (5.10) получаем, что ф. удовлетворяет уравнению 

d<yt = [(W~l)dAt + LdAf-L*WdAi-(iH+~-L*L)dt]cf1. (6.11) 

Заметим теперь, что коэффициенты при dAt и dAi в уравнении 
(6-11) могут быть произвольными, поскольку 

• dAt<pt—Q, dAt(ft=0. (6.12) 
В самом деле, используя тот факт, что дифференциалы dAt, dAt 
коммутируют с Ut (поскольку £/, —- согласованный процесс), и 
соотношения (2-18), (2.19), получаем dA^.=dA.U.(a®a|5(0))== 
-=U((a®dA(i[)(0)) •—0 и аналогично й?Л(ф(--=0. В частности, по­
лагая коэффициенты при dAt, dAt равными нулю, мы можем 
свести (6.11),к 

dФ/ = [ £ d Л + - ( г 7 / + - i - L * L ) d ф , ; (ф0=а®¥(0)). (6.13) 

Заметим, что используя формулы (5.15), решение этого уравне­
ния можно записать в виде хронологически упорядоченной экс-
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поненты 
t 

. . 9<=-eq>J[£rf.A^" — ( i H + — L*L)rfs]'.(a®ii-(0)). 
o 

С другой стороны, принимая во внимание соотношения (2.9), 
(4.4) и (6.12), мы можем преобразовать уравнение (6.13) к лю­
бому из следующих видов 

dcpi = [LdQi-(iH + -!r L*L)dt]q>t; (6.14) 

dФi — [iLdЛ-( tH+4-•--*j-)^]Ф^ (6.15) 

dql = ['k-VZLdn{
i
X)-(iH±±L*L + yXL)dt}q>i. (6.16) 

Воспользуемся установленной в §§ 3, 4 эквивалентностью процес­
сов {QJ, {Pt} стандартному винеровскому процессу {Wt} и процес­
са {П(.-и)}-• пуассоновскому процессу {Nt}. Тогда, например, 
используя (6.14), (3.3), (3.6) мы можем переписать (6.10) в виде 

(а | J-? (X) а) = М (Ф; (со)| Хъ (со)), (6.17) 

Щ£ Фл» - решение классического стохастического дифференциаль­
ного уравнения в 2@0: 

d% = LwdWt - (Ш + ---- L*L) <p'{dt; (ф0= a). (6.18) 

Отметим, что подобное представление для полугрупп с произ­
водящим оператором типа (6.1) (не обязательно удовлетворя­
ющих условию (ii)) было найдено Скороходом (6] и, в контексте 
квантовых динамических полугрупп, в работе [10]. 

Используя (6.15), аналогично получаем представление (6.17), 
где вместо ф*(<о) следует подставить ф* (со)—решение уравнения 

d(?t=*~iLytdWt-(iH+-YL*L)ytdt-, (Фо — a). (6.19) 

Наконец, из (6.16), (4.5), (4.8) получаем представление (6.17), где 
вместо ф/ (со) следует подставить Ф< (со)— решение уравнения 

d^ = K-WbftdNt - iiH + -1 L*L + V%D Ф,--; (Фо - a). (6.20) 

В общем случае решения уравнений (6.18) — (6.20) представ­
ляют собой «стохастические полугруппы», изученные в [6]. Мы 
хотим здесь заметить, что эти решения могут быть записаны 
через хронологически упорядоченные экспоненты. Используя 
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(5.15), (6.17) получаем 
i t i 

в ' - (X)== M etpf [LOW,-(i#+i-(Z*+ L)L)ds]\ *X {...}, (6.21) 

I o • l J 

. е'Я(Х)*=1А\£p$[-lLdWa-(iH+±(L - L ) L ) d s ] X 

X X { . . . } , (6.22) 
в'-* (X)=M exp f [la (I+^~1/2L) d/V -

б 

~(iH+±. L*L + VlS?)ds]\ X{...), (6.23) 

где МНОГОТОЧИЯМИ обозначены соответствующие хронологически 
упорядоченные экспоненты, a \n{l~\-%~V2L)=M0 — какое-либо 
решение уравнения ехрМ-—I—%~U2L, в предположении, что та­
ковое существует. --

Если выполняется условие 

[£, i#+—.£•.£]---•(>, (6.24) 

то коэффициенты в уравнениях (6.18) — (6.20) коммутируют, И 
хронологически упорядоченные экспоненты превращаются в 
обычные. Рассмотрим два важных примера. Пусть 

SS (X) = LXL-~L*X — J - XL2, 

где L — самосопряженный оператор, # = 0 , тогда условие (6.24) 
выполняется, причем (6.22) дает 

е^(Х) = Шет^Хе-№^. (6.26) 
'Формула (6.21) приводит к другому представлению для этой же 
полугруппы 

• е^(Х)^Ше^-а'Хе^~ш. 
Пусть теперь 

&(X)=l(W*XW—X), (6.26) 
где А,>0, W — унитарный оператор в Жо- Тогда (6.26) записы­
вается в виде (6.2), где 

L^VX(W~l), H=%W* — W). (6.27) 

Условие (6.24) при этом выполняется, и (6.23) переходит в 
et^{X) = ^{W*ftXWNt. (6.28) 
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Формулы (6.25), (6.28) дают основные примеры унитарных рас­
ширений квантовых динамических полугрупп, использующих 
классические процессы с независимыми приращениями. Физи­
чески это соответствует квантовой системе, взаимодействующей 
с «классическим резервуаром». Полное описание полугрупп, 
допускающих подобные расширения, дано в работе [23]. 

Дальнейшие сведения о квантовом стохастическом исчисле­
нии читатель найдет в сборниках [27], [30], [31]. 
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