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УДК 517.948:513.88 
ГЕОМЕТРИЯ ЛАГРАНЖЕВЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

И КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР МАСЛОВА 
В КОМПЛЕКСНОМ ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

А. С. Мищенко, Б. Ю. С тернии, В. Е. Шаталов 

В предлагаемой работе рассматривается ряд вопросов, от­
носящихся к методу канонического оператора Маслова нахож­
дения асимптотических • решений уравнений с комплексными 
характеристиками. Этот метод в последние годы интенсивно 
развивался и к настоящему времени усилиями, главным обра­
зов советских математиков [2, 4, 6], практически получил свое 
завершение. При этом выяснилось, что построение теории мо­
жет быть проведено в различных геометрических рамках: лаг-
ранжевы многообразия с комплексным ростком [2], s-аналити-
ческие (почти аналитические) лагранжевы многообразия, [4], 
[6], неособые семейства [6] и др. В процессе построения комп­
лексной теории был вскрыт ряд интересных и неожиданных 
геометрических эффектов. Это, в первую очередь, относится к 
так называемым условиям квантования Маслова — условиям, 
обеспечивающим существование глобального канонического опе­
ратора. Именно, было показано [6], что в отличие от веществен­
ного случая, условия квантования существенно зависят от меры 
на лагранжевом многообразии и, таким образом, ЯВЛЯЮТСЯ ха­
рактеристикой пары: (многообразие, мера). 

Метод, развитый авторами в, книге [6], может быть применен 
к построению асимптотики по- гладкости решений псевдодиффе­
ренциальных уравнений. В данной статье на основе [6] строит­
ся соответствующий аппарат (известный в литературе под наз­
ванием метода, интегральных операторов Фурье [10—12]) и 
демонстрируется его применение. 

К сожалению, недостаток места не позволяет достаточно 
подробно остановиться здесь на гладкой теории канонического 
оператора Маслова. Этот пробел будет восполнен в ближай­
шее время в готовящемся к опубликованию обзоре «Канониче­
ский оператор Маслова и интегральные операторы Фурье». 
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Работа состоит из трех глав, написанных соответственно 
Б. Ю. Стерниным (гл. 1), А. С- Мищенко (гл. II) и В. Е. Шата­
ловым (гл. III). B гл. I обсуледаются вопросы, связанные с 
собственно теорией канонического оператора Маслова в комп­
лексной ситуации: на примере задачи Коши показывается, как 
он возникает, строится гладкий его аналог, обсуждаются топо­
логические вопросы теории. Гл. II посвящена чисто геометри­
ческим вопросам. Здесь выясняется универсальный источник ус­
ловий квантования, указывается связь с вещественной теорией. 
Наконец, в гл. III построен некоторый вариант задачи Коши, 
использующий аппарат комплексных лагранжевых многообра­
зий. 

Отметим, что нумерация формул и предложений проводится 
автономно в каждой главе. 

Г лав а I ' '. 

ВВЕДЕНИЕ В КОМПЛЕКСНУЮ ТЕОРИЮ 
КАНОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА МАСЛОВА 

Цель этой главы — построить аппарат, позволяющий нахо­
дить асимптотические решения l/h-уравнений [З] с комплексным 
гамильтонианом, а также исследовать вопросы разрешимости 
псевдодифференциальных уравнений с комплексными характе­
ристиками. '' 

В первом параграфе, отправляясь от построения асимптоти­
ки решения задач Коши, мы строим канонический оператор 
Маслова в комплексной ситуации и выясняем топологические 
характеристики возникающих при этом условий квантования. 

Во втором параграфе предлагается способ построения раз­
решающего оператора (регуляризатора) псевдодифференциаль­
ных уравнений с комплексными характеристиками, основанный 
на методе канонического оператора Маслова в гладком случае. 

§ 1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 

1. Уравнения с комлексными характеристиками. Рас­
смотрим следующую задачу Коши: 

ty\t=0=ei'hSM<?0(x). ( U ) 

Здесь функция Н (х, р, t) удовлетворяет оценке 
\D*;pH(x, p,t)\<Ca{\ + \x\ + \p\r 

6 



2 1 
при каждом мультииндексе а, а выражение Н (х, р, t)<? озна­
чает, по определению, следующее: 

Я (х, р, t)?-={Fi/4lH(-«. P. QFi-^llU-". 
где 

•a Ep̂ jc — сопряженное преобразование. Таким образом, напри­
мер, p=—ihfc. 

Мы будем искать асимптотические при ft-Ю решения этой 
задачи в следующем смысле. Функцию ty(x, t, h) мы назовем 
асимптотическим решением порядка г>0, если при подстанов­
ке этой функции в левые части соотношений (1.1) получим ве­
личину порядка 0(hv). При этом величина функции оценивает­
ся по норме некоторого функционального пространства. 

Будем рассматривать задачу (1.1) в случае, когда гамиль­
тониан Н(х, р, t)=H\(x, p, t)~\-iH2(x, p, t) —-комплекснознач-
ная функция, причем Н2(х, р, t)<0. При этом будем предпола­
гать функции So(x), Фо (л-) также комплекснозначными: 

S 0 (x) = S0l(x) + iS02(->-), 
tP0(x)=?01(x) + ^02(-*-)-

~~S (x) 
Заметим, что при S02(;c)<O функция е'1 '" растет экспонен­
циально при A{to}0. При этом постановка задачи нахождения 
.асимптотики со степенной по h ТОЧНОСТЬЮ становится не­
естественной. Поэтому будем считать, что S0-(x)>0. 

Ищем решение задачи (1.1) в виде 

b(x,t,h) = eh ' <?(x,t), (Д2) 
S{x,t) = S1(x,t) + iS2(x,t). 

Из соображений, аналогичных изложенным выше, потребуем, 
чтобы S2(x, t)>0. 

Формальная подстановка функции (1.2) в уравнение (1.1) и 
приравнивание нулю первых двух членов полученного ряда по 
А приводит к уравнениям: 

a S + t f ( x , ; g , ^ = 0; S\t^S0{x), (1.3) 

<Р = 0; cp|(=0=cp0(x), (1.4) 
dt ' \ ' дх ' 

д , дН д , 1 a-S д*Н 
dt " dpi дхп 2 дх1дх! dpfipj 
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внешне совпадающим с аналогичными уравнениями, получае­
мыми в вещественной ситуации. 

Однако в комплексном случае возникают некоторые трудно­
сти уже при интерпретации формальных уравнений (1-3) — (1.4).. 
В самом деле, во-первых, если функция II (х, р, t) иеаналитич-
на по р, то неясно, как понимать подстановку вместо р комп­
лексного числа. Если же требовать аналитичность по перемен­
ной р, то нужно потребовать также аналитичности и по пере­
менной х, поскольку уже в веществеином случае возникает не­
обходимость перехода в ^-представление; при этом переменные 
р и х меняются ролями. Во-вторых, даже если функция 
Н(х, р, t) аналитична, решение системы Гамильтона методом 
характеристик (по крайней мере в той же форме, что и в вещест­
венном случае) невозможно, так как система Гамильтона не име­
ет (вообще говоря) вещественных траекторий при комплексном 
гамильтониане' Н. 

Мы рассмотрим сначала случай, когда функция Н(х, р, t) 
аналитична по переменным х и р, поскольку в этом случае про­
слеживаются все особенности комплексной теории и ие возни­
кает сложностей технического порядка. Отметим, что функции 
So(x), сро(л-) также предполагаются аналитическими. 

С целью решить уравнение (1.3) методом характеристик мы 
будем искать аналитическую по z — x-\-ty функцию S (z, t), 
удовлетворяющую уравнению 

§+н(г,д£, t) = 0, S|,„o-=-S„(3). (1-5) 

Если уравнение (1.5) решено, то, очевидно, функция S(x,t) = 
— S(z,t)\z-.x удовлетворяет уравнению (1.3). Уравнение (1.4) 
аналогичным образом заменяется на уравнение 

Решение уравнений (1.5), (1.6) проводится методом характе­
ристик так же, как в веществеином случае с заменой х, р 
на z = x-\-iy, C = p + i7j. При этом после решения необходимо 
проверить условие 

lm S (x, t) - So (x, t) -= S, (г, OI//»o > 0 (1.7) 
(при решении соответствующих уравнений в канонической карте 
U с координатами г7, Сг это условие заменится на условие 
S2i(x', pht)>0). 

При решении задачи (1.1) возникают следующие объекты: 
1) МногообразиеМс^С''®С,^®Я} аналитическое поперемен­

ным z, С при каждом фиксированном г., инвариантное отно­
сительно сдвига вдоль траекторий системы Гамильтона: 



2) Функция S (z, t) на многообразии М такая, что 
dS (г, t) = Uz—H (г, С, t) dt, S (z, 0) = So(2). (1.9) 

Im[S(z. Cr, t)-z4T\yi^>0 (1-10)-

на каждом множестве Ui. 
3) На каждом множестве Uj ветвь аргумента комплексно-

значнои функции --•—-—. 
4) Функция cp(z,t), удовлетворяющая уравнению переноса 

d(P | 1 д2Н А , , ч /1 11 \ 

-аГ + ^Шдй^-=^ ш|,=0 = %(2). (ГП) 
При этом, как и в вещественном случае, многообразие М 

оказывается лагранжевьш: 
d{,/\dz — dH/\dt\M = 0, 

- ( г ' . ^ П - 1 

— определяют глобальную меру 
|х — dzoAdt, инвариантную относительно сдвигов вдоль траек­
торий системы Гамильтона (1.8]. 

Для того, чтобы перейти к случаю неаналитического га­
мильтониана H(x,p,t), мы прежде всего поставим следую­
щий вопрос: 

Необходимо ли для построения асимптотики &>(x,t,h) 
задачи Коши (1.1) точное решение уравнений (1.3), (1.4)? (За­
метим, что в неаналитическом случае решение задачи (1.3) 
существует не всегда, даже если определена функция 
Н (х, С, t) для комплексных значении С). 

При подстановке функции (1.2) в левую часть уравнений 
(1.1) мы получаем 

-ih%+H& I ^ = еГЗШ)§$- + н(х,£, t)]9(x, 0 -
д , дН д , 1 i3~S д*Н 

а функции 

• ih ^ж^+i^'w]^' '>}+°< А а >- <1Л2>' 
Иа формулы (Г 12) очевидны следующие утверждения: 

1. Если 9 = UQ;; a;=={aeU/||/'(a)==0> '1r(a) = °> Im5i(a)==0}r 
то вне некоторой открытой окрестности множества й 

^(x,t,h) = 0{hN) 
для любого NyQ. (Впоследствии мы увидим, что множе­
ство Q можно определить инвариантно). 

2. Если уравнения (1.3), (1.4) решены с. точностью до 
членов порядка 0("|/AmS(x, t))s, то первые два члена в пра­
вой части соотношения (1.12) имеют порядок 0(hsi2). 



Для глобализации утверждения 2 мы вводим на многообра­
зии М неотрицательную вещественную функцию р (а) та­
кую, что: 

а) р2(<х) еС~(М); 
б) на каждой окрестности U/ справедливо неравенство 

с \mS,{x!, pT,t)<P
2{x', рт, t)<C lm Si(x', pT, t). (1.13) 

Многообразие М с функцией р, удовлетворяющее (1,13), на­
зывается правильным. При этом, в силу утверждения 1, мы 
можем рассматривать все функции лишь в некоторой окрест­
ности множества 

Q — {a6M|P(o.) = 0}, 
.•а в силу утверждения 2 уравнения (1.5), (1.6) можно решать 
с точностью до членов порядка 0{f) при s > 3 . 

Утверждение 2 позволяет получить следующее важное 
следствие: в уравнениях (1.3), 1.4) (а также (1.5), (1.6)) функ­
цию Н (г. С, t) можно заменить конечным отрезком разложения 
Н (z, С, /) в ряд Тейлора по у-Ьп-г, vj — lmC. 

В самом деле, из условия ImS(x,*.)>0 следует нера­
венство 

! grad.v(Im,S (jc, t)) | < С ) Л т 5 (x, t) 
и поэтому 

"(•-.#.-)-2^-("--#) ,^(*.«е(^.')+ * 
' |a|<.s ' 

+ 0{\mSy/2 = sH[x, ^,A + 0{\mSy/2. (1.14) 

•Функция SH (х, С, t) называется s-аналитическим продолжением 
функции Н(х,р, t) по переменной р. Поскольку нам придется 
рассматривать гамильтониан в произвольной компактной кар­
те Ui с координатами z1, С- естественно рассмотреть s-
аналитическое продолжение также и по переменным х: 

S 

-Я (г, С, 0 = 2 i ^ + ^ Щ\Н^ Р> *)• 

Далее, из тех же соображений ясно, что требование аналитич­
ности по переменным (z,. £) многообразия М при фиксирован­
ном t можно (и даже необходимо, поскольку, например, на ана­
литическом многообразии не существует аналитического разби­
ения единицы, тогда как я-аналитическое разбиение единицы 
иа s-аналитическом многообразии уже существует) ослабить до 
^-аналитичности, понимаемой в следующем смысле. Если 

a : U - * C \ P:V{to}0» 
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— отображения, задающие координатные окрестности в М 
при фиксированном t, то отображение 

Poa~1..C"{to}C" 

задается функциями, удовлетворяющими условию 

Таким образом, построение асимптотического решения зада­
чи Коши (1.1) можно свести к построению следующих 
•объектов: 

1) s-аналитического многообразия M, которое является 
инвариантным относительно траекторий системы Гамильтона 
(1.8) и лагранжевым: 

dl/\dz — dH(z, С, t)/\dt \M = О {ps); 
"2) s-аналитической функции S (а) на M такой, что 

dS = Wz—#dt + 0(p-), (1.15) 

lm S i (x1, pi, t)<?2(x',pr, t)<.C\mSi(xl,pr,t) на Uf, (1.16) 
3) «-аналитической меры р, инвариантной относительно 

•сдвига вдоль траекторий системы Гамильтона (1.8); 
4) выбору ветви аргумента плотности меры \J.J = 7^— 

Б каждой карте Ui многообразия М. 
При этом асимптотическое решение ф (JC, t, К) задачи 

Коши записывается в виде 

Их, t, h) = 2 FAlAe"**"*1'PT' ° V*r (*', РГ, t) X 
iu'} 
X<?(x<, PT, t) e, (x', PT, t)} - 1 < 9 , (1.17) 

тде ej ~- s-аналитическое разбиение единицы, подчиненное по­
крытию {Ui}, а функция ф(а) удовлетворяет на многообразии 
М уравнению переноса (111) с точностью до членов порядка 
0(p s ) , Доказывается [6], что построение объектов 1)—4) воз­
можно и в том случае, когда гамильтониан Н(х, р, t) принад-
.лежит классу C°°(Rx

n®Rnp©Ri;1). Для этого построен анализ на 
общих «-аналитических многообразиях; изучены лаграижевы s-
аналитические многообразия. 

Мы коснемся еще одного вопроса, связанного с формулой 
(1.17). При внимательном рассмотрении этой формулы можно 
заметить, что «-аналитические функции Si(2-, £-, t), \i(z\ £-, t), 
,cP(zJ> tu t) в каждой карте Ui несут избыточную инфор­
мацию, которая не является необходимой для построения кано­
нического оператора К в карте U-. Для такого построения до-
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статочно иметь значения этих функций на подмногообразии 
Uai многообразия £/-, определяемом уравнениями 

zI~xI, £- = Pi, или что то же, #-==0, T)I==0. (1.18) 
При этом многообразие U°r имеет уже вещественную размер­
ность п+\. Однако для согласования оператора на пересечении 
карт Ux и Uj этой информации уже недостаточно, поскольку 
соответствующие многообразия U0' и UQJ 1IG совпадают па пе­
ресечении карт UjftUj. 

С другой стороны, использование многообразий U°/ при по­
строении канонического оператора встречает и другие препят­
ствия. Именно, если мы рассмотрим фазовый поток многооб­
разия 

(*ДН(*.7ЕГ<4 
которое является многообразием типа Unr на начальном 
лагранжевом многообразии 

(гЛ)~(г,§(г)) 
при / = { 1 , 2 , . . . , R } , TO обнаружим, что при t > 0 полученное 
многообразие уже не является многообразием такого же 
типа ни в одной системе координат вида (Ui\ z', Cr> i). 

В связи с этим возникает вопрос о том, можно ли опре­
делить подмногообразие вещественной размерности н.+ 1 
(или подмногообразие начального комплексного многообра­
зия (г, C)=f г, -——--! вещественной размерности п) в каж­
дой области Ui, свободное от ЭТИХ двух недостатков. 
С этой целью мы опишем важное свойство многообразия IPi. 

Пусть SI (M, р)—-подкольцо кольца C°-(./W), состоящее из 
всех функций, удовлетворяющих неравенствам 

|DVI<C«P'- | e | (1-19) 
при любом мультииндексе а с |<x|{le}s (производные берутся 
по всем вещественным координатам многообразия М). Обоз­
начим через -О' (M, р) кольцо «-аналитических функций на М. 
Пусть U'cM-подмногообразие вещественной размерности. 
й+1 в многообразии М и 

..-•>: С» (M) {to} С» (U ' ) - (1-20) 
отображение сужения. Определим факторкольца: 

Ю(М, Рм) = Ю'(М, рм)1°1(М, рм)П°0'(М, 9мУ, 
SC~(U',P) = C«{U')IR>HM,9M). 

Справедливо утверждение: 
Отображение (1.20) индуцирует гомоморфизм факторколец 

R:SO{M,PM)^SC*°{U\PM). (1.21) 
12 



Если U'—U ' для некоторого U-, то гомоморфизм (1.21) явля­
ется изоморфизмом колец. Таким образом, это утверждение 
показывает, что вся информация о s-аналитической функции 
по существу содержится в сужении я-аналитической функции 
на подмногообразии U0/. Мы хотим изучить другие подмного­
образия (той же размерности, что и U0/)> обладающие этим 
свойством. 

Возьмем поэтому сформулированное выше свойство в каче­
стве характеристического свойства для некоторого семейства 
подмногообразий вещественной размерности п в' карте U-. Мно­
гообразие U называется неособым, если гомоморфизм колец 
(1.21) является изоморфизмом. 

Если (£/, |)—некоторая s-аналитическая карта на М, 
то многообразие, определяемое уравнениями 

Im£-Imi---- . . . =lm^" = 0, (1.22) 
является иеособым. В дальнейшем мы сузим класс неособых 
подмногообразий, рассматривая только такие неособые много­
образия, которые определяются равенствами вида (1.22). Если 
на том же множестве Uj задана каноническая система коорди­
нат (z1, £,i), то можно дать адекватное описание классу неосо­
бых многообразий. Именно пусть 

gr: U°i -•> С-®СГ; gi (xf, pr) = (y! (xJ, pT), -г)-- (x1, pr)) 
—•отображение класса См, удовлетворяющее условиям: 

d(xl + iyl (*•", рГ), рт+ /П г {х', рт)) 
2) dot ФО. 

0(Х',РГ) 

Такое отображение gi мы назовем иеособым ростком-
Отображение gr можно представить себе как класс эквивалент­
ности множества отображений Ui~>C'@CT по отношению 
gi~g'r если существует такая окрестность V множества, 
&ГиЛ- что gi \v••=••• g'iv- Неособый росток определяет много­
образие W но формулам 

z'.,=- х' + iyi (jc . рт), Сг =- Рт С*'. РТ) + % (•*'. РтУ (1 -23) 
Справедливо утверждение: многообразие U' является 

неособым тогда и только тогда, когда существует такой 
росток g, что U' определяется уравнениями (1.23). 

Мы будем обозначать такое многообразие через Ue'. Пусть 
теперь gi—неособый росток. Диаграмма 

-0(U,,P) 
/ i / V а-24) 
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замыкается до коммутативной (пунктирная стрелка) в силу-
изоморфное™ отображений Rg' и R0' (и при этом замыкаю­
щий гомоморфизм STS/ есть изоморфизм). Более того, гомо­
морфизм sTSj можно описать в терминах ростка gf. 

d d причем операторы — 7 , -ттг-, определенные уравнением 
dz "ьу-

d 
d^ + ly' (х',рт), р-. + щ-^х1, pT))l dzi (1.25> 

попарно коммутируют. 
Важность многообразий описанного типа ясна из следую­

щего предложения. 
Если подмногообразие U' начального лагранжева многооб­

разия 

является неособым (в смысле (1.22) или (1.23)), то его фазо­
вый поток вдоль траекторий системы Гамильтона (1.8) также 
является неособым. 

Таким образом, для решения задачи Коши (Г 1) с точностью. 
до О (h3.72) достаточно построить фазовый поток многообразия 

( г д Ц я . Ш * ) . ) (1.26) 

вдоль траекторий системы Гамильтона (1-8). При этом функ­
ция ср определяется как функция на полученном многообра­
зии, удовлетворяющая уравнению 

dy , 1 d-w n . 
й" + 1ГаШ!7т==0' <PI.-O;=<PO> 

а мера f-—• как мера dx0Adt, записанная в канонических 
координатах. Канонический оператор, как это следует и» 
диаграммы (1.24), имеет вид 

jC? = 2 Щ^Л^^Т*' Ы1/2*Тв/(?*/)}• (1-27) 
Все функции и операторы, входящие в выражение (1.27), 
могут быть вычислены на фазовом потоке многообразия (1.26) 
внутренним образом (т, е. без привлечения s-аналитаческого 
многообразия М). 
14 



2. Основные положения я-аналитической теории канони­
ческого оператора Маслова [6]. 

О п р е д е л е н и е 1.1. .--аналитическим называется глад­
кое многообразие М, uits\.^M=2n вместе с таким атласом 
{Uj,at}, a/:U/{to}C'1, что в 

^ • = 0(mod-/(M,p.M)). 
oa.j 

Здесь рм — (весовая функция)—-неотрицательная функция на 
M, р2мВС°° (М), SI (M, рм) — множество функций, для которых 
|DY/|<cp."-lvl, и все рассмотрения проводятся в некоторой 
окрестности множества Q—{aGM| р(а) — 0}. 

Вводятся понятия «-аналитических функций, вложений, 
форм и векторных полей на М (см. [6.]). 

Пусть Ф = С"фС, — 2/г-мерное s-аналитическое гамильтоново 
(симплектическое) пространство с координатами (г1, . . . ,г", 
СЬ . . .,(;..) = (г. С), весовой функцией рФ-=т/| 1тг|2-(-| 1тС|2 и 
структурной формой dzAdC— dzl/\d^x-\- • • • + ufe"AdC„. 

О п р е д е л е н и е 1.2. s-f-1-аналитическое вложение 
i: (М, рж)с=->1(Ф! рФ) лагранжево, если t* (dzAdQ = 0 (modSI (M, pM))-

На s+1-аналитическом лагранжевом многообразии сущест­
вует атлас {Uj} канонических карт с координатами 

(zU-)-(z' . , ...,zlk, Сгд+1, • ..,Ц,), {ii, ...,i / e}6/, 

(i*+1, ...,..Я)еЛ -r[V = 0 , / u / = { l , 2 , . . . , 4 
О п р е д е л е н и е 1.3. s + 1-аналитическое лагранжево мно« 

гообразие с s + 1 -аналитической невырожденной мерой (* 
называется правильным квантованным, если: 

A) существует такая s-j-1-аналитическая коцепь [Si] и 
вещественная коцепь {argi-i/} канонического покрытия {UL}, что 

1) dSI = i*{i,dz>-zTd^7}(mo<l°I{M,pM)) в £/,, 5 ~ 5 , s 
= i*{24/,-z4/.1}(mod*/(M,ip.M)) в U/flU/, 

2) argp./ одно из значений аргумента функций р- и 
arg|Ay — argp.y = {sum} argX/y,-. + | /2 К. О.28) 

Здесь I2 = I\{I C]J}, I3 = J\[I f]J], hj.b — собственные значе-
ния матрицы Hess../,,. (—S/(a)), agQ, — — тс<argXjy-,-.<:•---•-; 

Б) в каждой канонической карте Uj имеют место нера­
венства 

с1Р
2 (х1, рт) < lm Sr (xr> Рт) < c i f (x;, Pr); cu с2 > 0. 

Можно показать, что условия А) и Б) не зависят от выбора 
канонического атласа карт. 
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Пусть sOf (М, рж)—кольцо s-аналитических функций на (М, рж), 
Ю {М, 9м) — факторкольцо Ю (М, рм) = *0' (М, рж)/-7 (М, рм) п 
Г\Ю'(М,9м). 

Рассмотрим кольцо многочленов от переменной h вида: 
/o + /-/i+-..4-/- f e/k ) 0-29) 

причем ffetjO' {M, pM), tj>max {О, s~2j). В нем многочлены 
вида 2 hkSk образуют идеал, и через sO [h] (M, рж) мы обо-
значим факторкольцо по этому идеалу. Наконец, через 
•<-./ [h] (M, рм) обозначим идеал кольца sO' \h\ (M, рм), порожден­
ный многочленами вида (1.29), для которых справедливо 
включение ffis~2J'I (М, рм), и через sO [h](M, рж) — фактор-
кольца Ю' Щ (М, рм) по этому идеалу. 

Зафиксируем коцепи {Si) и {arg^i} и определим элементар­
ную коцепь канонического, покрытия {£/;}, полагая для 
срб5О0(£//) (элементы с компактным носителем): 

*'«Р=F
P-+XT W,hSl Vm\ (•*'• Рт)-

Аналитически определяются «операторы склейки» Vи для 
каждого пересечения Urf)Uj, удовлетворяющие в прост­
ранстве "/2-^1//t(R") = lim^i//l(R")(mod^/2_1) равенству &-ср= 

- > 
= kjVjjy. (Здесь H\/h(Rn) — 1/^-пространство С Л. Соболева 
порядка Щ [6]. 

Кольцо Ю' Щ (Ж, рм) индуцирует алгебраический пучок 
•Ю' Щ (М, рм) ростков s-аналитических полиномов по h на 
многообразии М, и мы обозначим через f пучок, построенный 
из пучка sO' Щ (М, рм) с помощью функций склейки Vи-

Таким образом, существуют такие изоморфизмы 
b<80'\h\{Ui)^0'[h\\ur 

что Vu = ^jltyi. 
Теорема 1.4. Существует единственный оператор 

Ж: Г (М, Я -> s-ll2Hl,h (R«) 
такой, что для любого сечения с компактным носителем 

Оператор Д5Г действует в сечениях алгебраического пучка 
$. Молено, однак'о, построить некоторый оператор К'. 

i 

К:*ОЩ(М,9м)-> 2#1/A(R"), 
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действующий уже в пространстве sO (M, рм) и совпадающий 
в главном с оператором УС, полагая для <pesO0(Uj) 

j'-.Vp — 2 kiVuejy, 

где [ei] — .."-аналитическое разбиение единицы, подчиненное 
каноническому покрытию. 

При этом имеет место следующая теорема. 
Т е о р е м а 1.5. На правильном s-|-1-аналитическом кванто­

ванном лагранжевом многообразии существует и притом 
единственный оператор 

К:Ю0Щ(М,Рм)->^2Н1/н(Я'% 
совпадающий для cfQsOQ[h}(M, рм) с оператором Ki. Связь 
между операторами С№- и К дается следующим утверждением. 

П р е д л о ж е н и е 1.6. Каждое разбиение единицы {в;} 
индуцирует такой изоморфизм 

Q:<0[h]{M,pM). • f , 

что 
1) Q является локально дифференциальным оператором; 
2) Ky^XQ<?(modhs/2-1). 
О п р е д е л е н и е \.7. Многообразие i:(М, рм)-> (Ф, рф) с 

мерой |А ассоциировано с гамильтонианом И', если 
1) i*N = Q(mou<I(M,pM)); 
2) Lni!)lizsO(mod*I(M,pM)). 

.5 + 1 

Здесь Я - = Я ( г , С) = 2 1 

А=0 
*i \iyw+irfiij)*H(x'P)' у(н)-

_д_ 
дх 

_д_ 
др 

дН д дН д 
дг1 ->£/ 

Г) 

— д~ •--;• ~гт~дг~' ^v(ii)~~производная Ли вдоль поля V (Н). 
Т е о р е м а 1.8. Если многообразие (М, рм) c мерой р. ассо­

циировано с Н, то для оператора К справедливо сравнение 

Н(х, -ih-—•)К<? = -IhKP(mod/г*72-1), 

Р -= р0 4- hPx + . . . + /г[*/2-11Р 

где 

для операторов Pj, / = 0, l, 
формулы, в частности 

[.9/2-1], 

предъявляются явные 

Я0 -«* К(Я)- 1 -3-Я 
2 d^-agi 
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3. Топологические вопросы условий квантования. Выше мы. 
сформулировали некоторые условия (квантования)' (1.28) га­
рантирующие существование глобального канонического опе­
ратора на правильном лагранжевом вложении. К сожалению,. 
эти условия являются мало пригодными в практике, 'поскольку 
их эффективная проверка, мягко говоря, затруднительна. Пред­
ставляется поэтому весьма полезным дать ряд простых и эф­
фективных критериев квантованное™ и в данном пункте такие 
критерии будут предъявлены. 

а) Квантованность стандартной меры. Итак, пусть i: (M,pM) {subset} 
{subset}(Ф, рФ)—лагранжево s + 1-аналитическое вложение. Рас­
смотрим на вложении i меру 

a = l*d(z 1—i£,) Д • • • Ad(zn—*£«)• 
Л е м м а 1.9. Мера а является невырожденной «-аналитиче­

ской мерой. 
Доказательство проводится прямой выкладкой в некоторой 

(любой) карте канонического атласа. 
Теорема 1.10. Правильное s+ 1 -аналитическое вложение с 

мерой а квантовано. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим argo ; в канонической 

карте U), полагая 

2) 

где \>.к —-собст] 

где |/|—-ЧИСЛО элементов множества I. 
Требуется показать, что на множестве Q выполнено соот­

ношение 
\h+h\ 

a r g o y - a r g o J = У argXw + | / 2 | тс , (1.31) 

где A,Jik}~собственные значения матрицы 

- ,(-Б/1 .* / ,> 

1) 
3 

~2* 

зенные 

з) arg 

arg( —i) = 

< arg jjv, < 

значения 

о , Н 7 | ( -

• ь _ 

Я 

мат 

"2"] 

k = 

ркцы; 

+2 
/.=-1 

1 , . . , 

; E — i 

arg н 

п, 

Hess S, 

J 

( / • --Г> 

(1.30> 

<4-
(a), agS 

' b-Y 

-т«<*чхи,*<т- < L 3 2 > 
Изложим основную идею доказательства. 
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Из соотношения 
d{zJ, £--•) 

°^deti(7^> < L 3 3 > 
следует, что равенство (1.31) имеет место по mod2jt. Таким об­
разом, для доказательства теоремы достаточно показать, что 
аргументы левой и правой части равенства лежат как комп­
лексные числа в одном и том же интервале и принадлежать 
одной и той же ветви- Это утверждение может быть проверено 
прямым подсчетом для случая, когда соответствующие матри­
цы диагональны, поэтому, естественно, постараться привести 
эти матрицы к диагональному виду (с сохранением значений 
аргументов) и, с помощью гомотопической техники, мы достига­
ем цели. 

b) Условие кватования для произвольной меры. 
Теорема 1.11. Правильное лаграпжево многообразие с не­

вырожденной з-аиалитической мерой р. квантовано, если и толь­
ко если отображение 

/ — .iL:M-->C*--=C\{0} (1.34) 
ГОМОТОПНО постоянному. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие (1.28) для меры \х выполне­
но в том и только в том случае, когда функция / распадается на 
однозначные функции, т. е. когда отображение (1.34) гомотопно 
постоянному. Теорема 1.11 доказана. 

Следствие 1.12. Условие кваитовашюсти пары не зависит 
от выбора канонического атласа. 

C) Формулировки условия квантования в когомологических 
терминах. Функция f, определенная формулой (1.34), определя­
ет одномерный класс когомологий 

. ^ d l n - i - e - t f 1 ^ , Z). 0.35) 
Теорема 1.11 может быть переформулирована следующим 

образом. 
Т е о р е м а 1.13. Правильное лагранжево многообразие с 

мерой квантовано тогда и только тогда, когда класс (1.35) 
когомологичеи нулю. 

Это условие может быть сформулировано также в терминах 
когомологий Чеха. Определим для этого 1-коцепь канониче­
ского покрытия (Uj), полагая в U^Uj 

Си==ъг1в^\^-^ёЬ-Ъа^'ки,,1-\^\Я (1-36) 
Здесь arg|A,-некоторое значение многозначной функции 
A r g i v . • • . - • • . : . . • • . • ; • •-•••• , • • • . • • • • : ' . 

Т е о р е м а 1,14. Справедливы следующие утверждения: 
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1) коцепь {Си} — целочисленна; 
2) коцепь {CJJ} — коцикл; 
3) условия (1.28) выполнены, если и только если коцикл 

{CJJ} когомологичен нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Из определения функции ^ сле­

дует, что в пересечении U^Uj справедливо равенство: 

0 \Z ' Ь/aJ ft-1 

из которого следует, что аргументы левой и правой части сов­
падают с точностью до 2я, т. е. 

argfxi—argn—- Earg^u.fe— | h | it—0 (mod2n). 
Последнее сравнение и доказывает утверждение 1). 

2) Достаточно доказать, что коцепь {Сы} является коциклом 
в пространстве С-(М, R(M)) 1-коцепей с коэффициентами в ; 
пучке ростков вещественнозначных функций, т. е. что {Сы}4 i 
бЯ-(уИ, R(M)). Последнее утверждение очевидно, поскольку 1 

argfij—arg|xj 
есть кограница в 0(714, R(M)) и 2argA.jj,ft + ]/2|.Tt-=argc.'i—argC/ 
есть также кограница- Отсюда вытекает, что коцепь {Си} есть 
кограница в С1(М, R(M)), а следовательно, есть коцикл (Си) б 
Н1(М, R(M)) и, поскольку {Сы} — целочисленная коцепь, то 
{Си} — целочисленный коцикл. 

3) Докажем вначале необходимость. Пусть коцикл {Сы} б ; 
Qlil(M, Z) когомологичен нулю, в этом случае существуют та­
кие числа {tti}, что 

Сн~Пг—П1. (1.37) ; 
1ля доказательства условия (1-28) мы выберем в карте U- ар- ; 
гумент argp,j, полагая 

Прямая проверка убеждает нас, что при таком выборе аргу- : 
ментов условие (1.28) выполнено. 

Обратно, пусть выполнено условие (1,28). Это означает, что 
существуют такие функции argfj,-, что в пересечении Uj.fl Uj вы-; 
полнено равенство 

urgi-i/ — a r g ^ — -SargX/j,-, —.|/2|тс = 0. (1.38): 
Определим числа {/г/}, полагая 

«;==2jrlargix/—arg^]. (1.39): 

•Легко видеть, что условие (1.37) выполнено. 
Теорема доказана, 
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Определим теперь индекс indf Маслова цикла 7GHi(M), 
полагая 

i n d ^ = = i 5 f l f l n r f i = = V a r a r g m - (1-40) 

v 
Очевидно, что операция ind определяет отображение 

ind:7c1(yw)->Z, (1.41) 
и теорема 1.11 может быть теперь переформулирована следую­
щим образом. 

Правильное ."-аналитическое лагранжево многообразие 
квантовано, если и ТОЛЬКО если индекс Маслова для любой об­
разующей фундаментальной группы т (М) многообразия равен 
нулю или, что то же, отображение (1.41) тривиально. 

d) Индекс Маслова как индекс эллиптического оператора. 
Рассмотрим на правильном .--аналитическом лаграюкевом мно­
гообразии (М, рм) с мерой р. произвольный замкнутый цикл у 
и определим следующий сингулярный интегральный оператор 

5v<P(t)«(o + ,x)cp(t) + 2z)! i^ | i l i .dx I (1.42). 
у 

действующий из пространства L2(7> С) в пространство 
L2(V>An(-Y).), где Л"(v)—расслоение объемов на кривой у. 
Этот оператор имеет символ 

(cr + M.) + (a—|x)sgn£ (1,43) 

и, в силу невырожденности мер, эллиптичен. Поэтому оператор 
(1.42) имеет конечный индекс indSY и справедлива следующая 

Т е о р е м а 1.15. 
ind5Y—ind т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу формулы Нетера—Мусхе-
лингоили 

indSY==Vararg|j./o, 
что, в силу (1.40) совпадает с индексом Маслова цикла т. 

Далее, в силу гомотопической устойчивости индекса 
эллиптического оператора indSY определяет отображение 

indS:ici(M)-».Z, (1.44) 
и мы получаем следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1,16. Отображения (1.41) и (1.44) совпадают. 
Отсюда, в частности, следует, что правильное s-аиалитичес-

кое многообразие квантовано, если и только если индекс эллип­
тического оператора (1.42) на любой образующей фундамен­
тальной группы равен нулю ИЛИ, что то же, отображение (1.44) 
тривиально. 
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е) Характеристический класс Маслова как элемент группы 
H(M,Z2). Поскольку в определение канонического оператора 
входит квадратный корень из ПЛОТНОСТИ меры, условия кванто­
вания могут быть сформулированы в терминах элементов групп 
когомологий с коэффициентами в поле Z2. Именно, мы назовем 
многообразие М с мерой р, квантованным, если существуют 
такие значения аргументов arg(A- плотности мер р,- в картах Ur, 
что на каждом пересечении UfiUj выполнены соотношения: 

— [argp./ — argiv — SargXA,w — | / 2 |Ф- -0 (той2) . 

ЭТО влечет за собой следующее условие квантования: 
Пара (M, \х) квантована, если и только если отображение 

J a 
допускает извлечение квадратного корня, т. е. 

f-=g\ 
где g:M-»C* (однозначное) отображение. 

Последнее условие означает тривиальность элемента 
M^din 1)еЯ1 (М, z2), 

где jit.:H1(M, Z)^H1(M, Z2)—-гомоморфизм, индуцированный 
точной последовательностью групп 

0{to}Z->Z->Z2-.-0. 

§ 2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ МАСЛОВА 

Рассмотрим теперь задачу о разрешимости псевдодиффе-
ренциального уравнения 

Da = D{x,-i^r)a = f. (2.1) 

Если искать решение уравнения (2.1) в виде 

u{x) = [jK(x,y)f(y)dij, (2.2) 

то для ядра К(х, у) мы получим уравнение 
[Ьх®1у\К(х,у)~Ъ(х--у). (2.3) 

Нахождение точного решения уравнения ;(2.3) является, как 
правило, делом невозможным- Однако в большинстве случаев 
это и не требуется: достаточно выделить главную (сингуляр­
ную) часть решения уравнения (2.3), после чего стандартными 
методами функционального анализа получить информацию о 
разрешимости уравнения (2-1). 

Таким образом, мы приходим к задаче построения асимпто­
тики по гладкости решения уравнения (2.3). 
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Эта задача может быть решена методом, развитым в § 1, 
точнее — модификацией этого метода на гладкий случай. При 
этом поскольку полезным техническим средством в теории псев-
додифферсициальных операторов являются формальные степен­
ные ряды по двойственным переменным, гладкую теорию удобно 
проводить также в однородных терминах. 

С точки зрения лагранжева формализма, это приводит к 
тому, что соответствующие лагранжевы многообразия должны 
быть однородными *> в том смысле, что их производящие функ­
ции являются однородными по импульсным переменным. Дру­
гими словами на лагранжевом вложении (погружении) послой­
но должна действовать группа R-й.. 

Заметим также, что для конического лагранжева вложения 
первое из условий квантования всегда выполнено, поэтому его 
кваитованность сводится лишь к условию (1.28). 

После этих замечаний, по-видимому, единственное, что ос­
тается,— это уточнить формулировки и привести пример, ил­
люстрирующий метод. 

I. Основные определения и теоремы. Пусть М — гладкое 
многообразие. Через (Т*М)с мы будем обозначать s^-анали­
тическое расширение кокасателыюго расслоения. 

О и р e д с лeи не 2.1. Гладкой элементарной канонической 
коцепью Маслова {/е;} на правильном s-аиалитическом кони­
ческом лагранжевом погружении 

t :Lc[ r*M\{0}]c (2.4) 
•с мерой р. однородности —п называется коцепь канонического 
покрытия {Uj} вида: 

/ L$tzi r~) 1 
k^F.^Ae11 ' ' УМ2'- сг)1 (•*'. />г) (2'5) 

П р е д л о ж е и и е 2.2. Пусть пара (L, (-..) квантована. Тогда 
при любом t < — к коцепь (2.5) является modH'+l/2 —коциклом. 

З а м е ч а н и е 2.3. Используя операторы Vх] (см. [6]), мож­
но построить операторный коцикл К с точностью до распре­
делений любой гладкости и в соответствии c этим будем счи­
тать, что оператор К является Я'"к/2-1-коциклом. 

Естественным образом вводится понятие ассоциации 
.лагранжевой пары (L, \>) и оператора D и доказывается сле­
дующая теорема (см [6]): 

Т е о р е м а 2,4. Пусть оператор К ассоциирован с операто­
ром D. Тогда справедливо следующее сравнение 

( i+'r-Л 
DK<?*a—iKP<t\mouH 2 J. 

*' В литературе принят также термин «конические», 'которого и мы бу­
дем придерживаться. 
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где Я-—оператор переноса, старшая однородная часть которого 
в локальной системе координат имеет вид 

и в фигурных скобках стоит субглавный символ. 
2. Интегральные операторы Маслова. 
О п р е д е л е н и е 2.5. Значение оператора K = K(L[l) «a 

элементе <р называется каноническим распределением и обо­
значается -АГ(Л||1)«р. 

О п р е д е л е н и е 2.6. Оператор Ф==Ф(£1Л.Ф): 

Ф[/] = \ф(х', x")f(x")dx", 
где Ф(х', х") — K{Lill) (•?) — некоторое каноническое распреде­
ление на многообразии MXM, называется интегральным 
оператором Маслова. 

Примеры, а) Псевдодифференциальный оператор: 
f{x)~\ei{х~^>а(х, а)/(у)dydt 

Здесь: 
Фазовое пространство: (*, у, рх, ру); 
Лагранжево многообразие: (х, х, + %,—|); 
Мера: ц,— (d\/\dx)n ; 
Амплитуда: (р~а(х, | ) . 
б) Граничный оператор i*: 
f(x,y)~f(0, у)=* Je-t<*-*',.-i>-<-..--'•>•-_/-(je, y')dx'dy'dUn.-

Здесь: 
Фазовое пространство: (у, х', у', ру, рх,, p,,); 
Лагранжево многообразие: (у, 0, у, vj, £, — т.); 
Мера: \>,= (dy/\d'q)nAdV, 
Амплитуда: ср—-1. 
в) Кограничный оператор ц: 

/(^-/(x)®8^)—5e't(^^) + < » ^ > V ( ^ ^ ' ^ ^ -
Здесь: 

Фазовое пространство: (x, у, у', рх, ру, ру)\ 
Лагранжево многообразие: (0, у, у, •;, щ, --т,); 
Мера: JJ--(d«/f\dr\f/\d4\ 
Амплитуда: cp=L 
г) Оператор обратного образа в относительной эллиптической 

теории [7], [8] является композицией рассмотренных выше опе­
раторов: 

f(x)~+i*DiJ(x). (2.6). 



Ввиду недостатка места, мы не имеем возможности обсудить 
здесь вопросы, касающиеся композиции интегральных операто­
ров Фурье. Отметим, однако, что, как следует из этой теории,. 
оператор (2.6) является псевдодифференциальным оператором 
при любом псевдодифференциальном операторе D (достаточно 
низкого порядка). Этот факт, установленный ранее в [7], [8] 
прямым подсчетом, получает, таким образом, объяснение с точ­
ки зрения лагранжева формализма. 

3. Конкретное приложение. Рассмотрим задачу Коши 

&и== - i — + Я [х, -ifct) и = 0, a|<=o=«o (2-7) 
на полуцилиндре MXRf, где М — компактное многообразие 
без края. Здесь Н (х, — idjdx, z.)-~-семейство псевдодифферен-
циальиых операторов порядка 1 иа многообразии М, действую­
щих иа плотностях порядка 1/2, И (х, р, t)—-главный символ, 
lmtf>0. 

Построим регуляризатор для ЭТОЙ задачи. Решение задачи 
(2.7) будем искать в виде 

и (х, t) = J К {х, у, t) «о {У) dy. (2.8) 
к 

Подставляя (2.8) в (2.7), мы получим следующую задачу для 
функции К{х, у, t): 

-it + H(x, -id/дх, t)\f<(x, у, i )=0, (2.9) 
K(x,y, 0)=Ъ{х — у). 

Решение задачи (2.9) будем искать в виде канонического рас-
пределения. Для ЭТОГО в пространстве !T*(MXMXR)C с ло­
кальными координатами (2, С, z', С, -, г) рассмотрим фазовый 
поток начального многообразия L0 

ZB=z', С - - С , т=0, 
8 = - Я (г, СО) 

вдоль векторного поля 
£_1_Я --Н - - Н -

Как следует из [6], фазовый поток L является правильным' 
.--аналитическим ' коническим лагранжевым многообразием. 
В качестве меры на начальном многообразии L0 мы выберем. 
фазовый объем: 

\xQ=(dzAdl)n, 
так, что иа многообразии L индуцируется мера 

ix=(dz'/\d£')n/\d%, 
где (г1, £')—координаты начальной точки траектории. 
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Далее, если уравнения многообразия L имеют вид 
Z-=Z(2',C. ' ,T.), C = C ( 2 ' , i ; ' , ' ) , е - т - Я ^ С , т) — 0, 

то выражая из системы уравнений 
г ' -2^(г ' ,С' ,г) , 
CT==t;7(2',C',-) 

функцию г' = г' (г1, С--, С', т), получим выражение для действия 
в карте Ui 

5 Г = - <2',С7> + < г ' , С > . 
Теперь каноническое распределение записывается в виде 

^-Ф—F _ r7eSK'l'P7,t)VV.j{x',pT)4{x', pT, t). 
p7-*x-

При этом функцию <р выберем как решение уравнения переноса 
d 1 <32Я -Ш' <р = 0 , . d t 2 dzdt, 

< p | t = o = l , 

где Я ' -символ нулевого порядка. 
Таким образом определен оператор 

Rtih = \ [К (it ^ (?)] (х, у, t) щ {у) dy, 

удовлетворяющий соотношениям 
[Ж-Rt — Q (mod операторы порядка--1) 
1̂ 0 = id-

При этом имеют место следующие оценки 
|| ^ и ||s < const || и ||,. 

Далее, задача (2.7) стандартным образом сводится к урав­
нению вольтерровского типа. 

Г лав а П 

ТОПОЛОГИЯ КОМПЛЕКСНОГО 
ЛАГРАНЖЕВА ГРАССМАНИАНА С МЕРОЙ. 

СВЯЗЬ С ВЕЩЕСТВЕННОЙ ТЕОРИЕЙ. 

§ 1. ЛАГРАНЖЕВ ГРАССМАНИАН 

1. Комплексные лагранжевы плоскости. Пусть {е, f) = {e\,..., 
. . . . , ек, f\ ..., fn} — базис в фазовом пространстве ФС. Рас­
смотрим коеосимметрическую комплекснозначную- форму 
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<.а, й>, задаваемую в базисе {е, /} кососимметрической мат­
рицей 

:где Е— единичная матрица размера nXn, т. е. 
<а,Ь>=а*1пЪ, (1.2) 

где через a, b мы будем также обозначать столбцы, составлен­
ные из координат векторов a, b в базисе {e,f}; операция X'—-~Х4 

является транспонированием комплекснозначных матриц. 
Очевидно, что выполнено следующее равенство 

<а, b>= —<b, а>. 
О п р е д е л е н и е 1.1. Комплексное подпространство LczCDc 

называется лагранжевой плоскостью, если 
а) dime L —n, 
б) <а, Ь>=0 для любой пары векторов a, b 6 L. 

Пусть L 6 Фс —лагранжева плоскость, {аи . . . , ап}—произ­
вольный комплексный базис пространства L, X — матрица 
размера nX2n, составленная из координат векторов щ, ..., ап 
в базисе {е, f} фазового пространства Фс , т. е. X = (аЬ . . . , 
..., ап). Тогда 

X'/nX-O, 
где 0 — нулевая матрица размера (nxn). 

Пусть С : Ф —--Фс—обратимое линейное (комплексное) 
преобразование фазового пространства Фс . Соответствующая 
ему матрица размера 2nX2n в базисе {е, /} также будет обо­
значаться через С. 

О п р е д е л е н и е 1.2. Преобразование С называется симп-
лектическим или гамильтоновым преобразованием, если оно 
сохраняет кососимметрическую форму (1.2), т. е. если 

<а, Ь>==<Са, Cb> 
или, что то же самое, если 

С%С=1п. 
Легко видеть, что если Leslie — лагранжева плоскость, 

С — гамильтоново преобразование, то пространство C(L) тоже 
является лагранжевой плоскостью. 

Множество всех гамильтоновых преобразований образует 
группу относительно операции композиции преобразований. 
Обозначим эту группу через GL(2n, /„) . Обозначим через 
U(2n, In) подгруппу группы GL(2n, In), состоящую из всех га­
мильтоновых преобразований, которые одновременно являются 
унитарными преобразованиями. 
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Пусть матрица 
'А ~В С = ' /3 А 

определяет гамильтоново преобразование и A*А + В*В — Е. Тог­
да С — унитарная матрица. 

Предложение 1-3. Пространство G2n(-rn) лагранжевых 
плоскостей в Фс изоморфно однородному пространству 
0(2п, 1п) левых классов смежности группы U(2n, /„) по под­
группе HfiU(2n, In)=H', где через И мы обозначим подгруппу 
гамильтоновых преобразований, переводящих пространство С 
в себя. 

Подгруппа Н' изоморфна группе U {п) и состоит из матриц 
вида 

/А 0\ 
c = loAj' Ми^-

2. Правильный лагранжев грассманиан. Введем ряд обо­
значений. Пусть / — обозначает некоторое подмножество-
натуральных чисел от 1 до п, I — дополнение к множеству в 
отрезке натуральных чисел {1, . . . , / . . } . Через С; обозначим 
подпространство фазового пространства Фс, порожденное век­
торами {ek}, kQl. Через Ст обозначим подпространство, по­
рожденное вектЪрами {//,), Ш, Легко видеть, что подпрост 
ранство С ©С--сФс является лагранжевой плоскостью. Пусть 

Р . ^ - ^ е С - - . (1.3> 
обозначает проекцию фазового пространства Фс вдоль подпро­
странства С7©С---. 

Пусть 1сФс—лагранжева плоскость, C(±GL(Zti, I„) —га-
мильтоново преобразование, L=C(C"). Пусть I— такой набор 
индексов, что PI:L-^Q'®CT является изоморфизмом. Тогда 
преобразование С в разложении Фс—С'ФС7 ©С;©С- задается 
матрицей вида 

'Ах Л3 * *N 

A3 A4 * * 
Вх В2 * * 
?3 В4 * • 

причем матрица 
'Ai А2\ 
,.в8 ВА; 

обратима. 
28 



О п р е д е л е н и е 1.4. Лагранжева плоскость называется 
положительной, если матрица 

Вг ВЛ /Ах АЛ'1 

.— -А3 —A4/ \Вз В4. 
неотрицательно определена. 

Можно доказать, что определение 1.4 корректно, т. е. не 
зависит от выбора набора индексов I. 

Множество положительных лагранжевых плоскостей будем 
обозначать через 0^п(1п). 

Над многообразием G2„ (/„) имеется каноническое комплекс­
ное n-мерное расслоение •;„, составленное из самих лагранже­
вых плоскостей, которое мы будем обозначать через тс. 

Теорема 1.5. Пусть t] обозначает ограничение расслое­
ния [А" (•:„)]* на подпространство G^(7n). Тогда существует 
аналитическое сечение cs:G+(7„){to}7) в каждой точке, отличное 
от нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того чтобы построить ненуле-
вое в каждой точке сечение <-:G+,(/,,){to}7], достаточно каждой 
точке xQG£n (/,.) сопоставить ненулевой вектор о (x) внешней 
степени А"(Х) расслоения •;,,. Пусть (ab ...,a„) — базис вектор­
ного пространства L. Тогда вектор а1/\... /\ап будет базис­
ным вектором пространства f\nL. Если \a'v ...,а,',)-—другой 
базис в пространстве L, al = c/a'j, то ау/\. ../\ап — 
= де.Ц\с{\\а'1/\.../\а'п. 

Следовательно, чтобы построить сечение о; 0 ,̂(7,.){to}TJ,. до­
статочно каждому базису (ai, ...,an) лагранжевой плоскости L 
сопоставить ненулевое комплексное число 

f(au ...,ап) 
таким образом, чтобы 

f[a'v . . . .a^detJIc /H-- /^! , ...,ап). 
Итак, пусть аи . . . , а , —произвольный базис положительной 

лагранжевой плоскости L6<j+(/„), 

Х-- •О-
матрица координат векторов (а1( . . . . а,). Положим 
f(au . ..,a.,)=det (A—iB). Если [а\, .. .,а'п).—другой базис, 

X'-—( о, 1 —его матрица координат, а1 = С[а.> то Х=Х'С1, 
где С = ||с-||| или, что то же, 
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(2)-(£>'• 
A=-A'C, В=*В'С, A-iB = {A'-iB')C*. 

Следовательно, 
/ (ai, . • •. а„) = f{a\,..., а'п) det || c[ \\. 

Таким образом, функция /(аъ . . . ,ап) корректно опреде­
ляет сечение 

a:Gtt{In)-+f\. 
Аналитичность сечения а проверяется. 

Теорема \А. полностью доказана. 

§ 2. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЛАГРАНЖЕВЫ ПЛОСКОСТИ 

В § 1 мы отметим в фазовом пространстве Фс веществен­
ное и-мерное подпространство Фк, порожденное базисом 
векторов [е,/}. Форма dzAdz на вещественных векторах,. 
т. е. векторах из подпространства Фк, принимает веществен­
ные значения. Так же, как и в пространстве Фс, в прост­
ранстве Фц с формой dxAdp можно изучать лагранжевые 
плоскости, т. е. я-мериые вещественные подпространства,, 
на которых форма dxAdp тождественно равна нулю. Такие 
подпространства мы будем называть лагранжевыми плоскостя­
ми в Фк. Пусть t : Фс->Фс —операция комплексного сопряже­
ния. 

Определение 2.1. Лагранжева плоскость ХсФс назы­
вается вещественной лагранжевой плоскостью, если xL—L, 

Предложение 2.2. Если 1сФс — вещественная лагран­
жева плоскость, то: a) ifi'l'ij----*, где -^ — обозначает под­
пространство неподвижных векторов преобразования г. 

б) Ln®R является лагранжевой плоскостью в Фц, 
в L==(Ln*R)e«.(^n<i)R). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение (а) очевидно. Для 

доказательства (б) достаточно проверить, что dimR(LryI-R) — n-
Итак, в комплексном векторном пространстве имеется аити-
комплексная инволюция ~. Если xQLx, хфО, то ix~GLx, ибо 
x(ix)— —frx— —ix. Следовательно, Lcc\iLt=0. 

С другой стороны, если xQL, TO 
х + хх Гг x—xxrTt 

т. е. 
x = y-\-iz, y,zQlx. 

Таким образом, L=-Lt©iLt. 
Мы доказали утверждение (в)., • : 
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Поскольку преобразование умножения на число i обрати­
мо, то 

dimRLt=diniRtDc. 
т. е. 

dirndl = 2 dimRL*=2п. 
Итак dimRL11 — /!. 

Предложение 2.2 полиостью доказано. 
С л е д с т в и е 2.3. Множество лагранжевых плоскостей в 

вещественном фазовом пространстве Фя находится во взаимно-
однозначном- соответствии с множеством вещественных 
лагранжевых плоскостей в пространстве Фс. 

Обозначим множество вещественных лагранжевых плоскос­
тей через Сг2п(1п)-

Как мы установили в [6], многообразие лагранжевых плос­
костей можно представлять в виде однородного пространства 
U(2n, In)/U(n). Обозначим через 0(2п, 1п) подгруппу 

0(2п, /„)=£/(2п, /п)ТЮ(2л). 
Пусть, как и раньше, 0:11 (2п, 1п) —>-G2n(-'n)—проекция. 

Л е м м а 2.4. 
а) е ( 0 ( 2 л , / п ) ) = 0 * ( / л ) , 
б) О (2я, / я) n C/ (л) = 0 (л), 
в) О.*(/„) = О(2я,/„)/О(/0. 
г) Группа 0(2д, 1п) изоморфна группе U(n), а вложение 
0(n)czO(2n, In) при этом соответствует естественному вложе­
нию вещественных матриц в комплексные. 

Доказательства утверждений (а), (б), (в) очевидны. 
Докажем утверждение (г). Пусть С — вещественное гамиль-

тоново преобразование. СбО(2/г). Условие гамильтоновости оз­
начает, что 

С</,,С----/,,. 
Поскольку СвР(2п), то С-----С-1 т. е. соотношение СЧаС=1 п 

влечет следующее равенство: 
1пС = С1 „. 

Таким образом, всякая матрица СбО(2/г, Iп) задает орто­
гональное преобразование пространства OR, коммутирующее 
с преобразованием /„ . Поскольку преобразование /„ орто­
гонально, а Рп— —Е, то на пространстве <DR можно опре­
делить структуру комплексного /г-мерного пространства, 
полагая 

(X1 + U2).x; = X1x + X2/'n(x), 
причем евклидова метрика на OR станет эрмитовой метрикой 
на этом комплексном пространстве. Следовательно, всякое 
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преобразование С(*0 (2/г, /„) является унитарным преобразова­
нием комплексного пространства (Фк, Iп). Обратно, если С — 
некоторое унитарное преобразование пространства (Фд, /„), то 

а) С —ортогональное преобразование, 
б) С1п = 1„С. 
Пусть С, /„ — обозначают матрицы преобразований в про­

странстве ®R с базисом (е,/). Тогда условие С1п = 1пС дает 
равенство С-/иС = /„. Следовательно, СбО(2„,/„). 

Чтобы доказать вторую часть утверждения (г), необходимо 
убедиться в том, что если С — Л + Ш —матрица комплексного 
преобразования в базисе (е1, ...,еп), то вещественная матрица 
этого же преобразования в базисе 

имеет вид: 

(S ~% 
Лемма 2.4 полностью доказана. 
Следствие 2.5. С« (/,.)cG+(/„). 
В дальнейшем нам окажется полезным множество вещест­

венных лагранжевых плоскостей, на которых фиксирована 
ориентация. Таким образом, точками этого нового множества 
будут пары (L, е), где ХсФц — лаграижева плоскость в ве- ; 
щественном фазовом пространстве, а Е —некоторая ориента­
ция на пространстве L т. е. класс всех базисов, попарные ; 
матрицы переходов для которых имеют положительный де- I 
терминант. Обозначим это множество через G|° (72в). Забывая : 
об ориентации, мы получим естественное отображение 

являющееся двулистным накрытием. 
Лемма 2. 6. Пространство Gf°(/„) гомеоморфно однород­

ному пространству U (ti)lSO()i), где SO (и) с О (ft) — подгруппа 
ортогональных матриц, с положительным детерминантом. 
При этом гомеоморфизме коммутативна диаграмма расслоений 

0(n){to}U(«){to}Gf r a( /n) 

SO (n){to}U(^{to}Gf° (/,.). 
Доказательство тривиально. 

Рассмотрим одномерное расслоение 7]So-= тс* (т.) над прост­
ранством Qs°(I,). Поскольку над пространством G-Jt(/n) 
существовало ненулевое сечение о:С+(/„)->7| (теорема 1.5), 
то над пространством G|°(/„) тоже существует ненулевое 
сечение, являющееся прообразом сечения о: 

*(-)>Gt°(j«)-^*W-
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Сечение тс* (а) строится следующим образом. Пусть 

4- I 
Ot0(In)%>Otn(In) 

коммутативная диаграмма. Тогда —*(<-)(л:)6~C*(YJ) определяется 
однозначно условием: 

-H-))W---(»W). 
С другой стороны, в расслоении n*(ri) = riso можно по­

строить и другое сечение, использующее ориентацию лагран-
жевых плоскостей (L, e) GGin(I„). Как и для сечения о, будем 
строить такую функцию от ортонормированных базисов 
,(#•., ...,ап) плоскости L 

g(au . . . ,a„), 
чтобы выполнялось соотношение 

g(au ...,atl)uet(c{)-l = g(a{, ...,a'n), (2.1) 

где flA-=2cifly-
Для любого вещественного ортонормированного базиса 

{аь ...,ап), задающего ориентацию е на вещественной лагран-
жевой плоскости ^сФя, положим 

g{ai, . . . , а , . )=1 . (2-2) 
Очевидно, что условие (2.1) выполняется для любого 

другого базиса (a'v ...,a'n), задающего ту же ориентацию о 
на плоскости L, ибо det||c/| |— 1. 

Построенное по формуле (2.2) сечение будем обозначать 
через aR. Итак, мы имеем два ненулевых сечения 

••*o:G2«Vn)-^7lso 
и 

OR :G2n (7 л)--''•'. SO 

расслоения v,so. Пусть 
/ :CXG2-f( /„)^^o 

изоморфизм расслоений, определяемый соотношением 
/(X, х) = -къ*о(х). 

Тогда второе сечение aR задает нам отображение простран­
ства Gi!?(In) в окружность S1: 

g:Gl2(I „)-+&, 
которое определяется следующим образом. 
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Композиция отображения /~г°оц имеет вид (/ looR)(x)=— 
— (h (х), х), h(x)£C, причем A(x)-7-=0. Полагаем 

Т е о р е м а 2.7. 
а) H\Gl?(In))=Z. 
б) Пусть an6HI(G2n0(jn))--образующий элемент. Тогда в 

группе H^S1) — Z так можно выбрать образующую s^/f^S1),. 
что g*(s) = ttn. 

Теорему 2.7 можно сформулировать еще следующим обра­
зом. Пусть 

F:CXG 2 t ( /„) -^ 
изоморфизм расслоений, определяемый соотношением 

F(k, x)=Xo(x) 
Обозначим через щ образ 

7.0-=E (С* XG£ (/„)). 
где С* = С \ 0 . Пространство v\0 гомоморфно С* X Gsk (7,.).. 
Пусть 

в--=(-7-1)*(-)ея-ы, 
где sQH\C*) = Z образующий элемент. 

Т е о р е м а 2.8. Пусть 
Ш ; ТС*-/) - > 7] 

отображение расслоений. Тогда 
'.-)<--•« (Of„° (-'-)) c^io, 

б) Н Ю - ^ -
Доказательство теоремы, использующее стандартную гомо­

топическую технику, ввиду недостатка места, мы опускаем. 

Глава 111 

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

1. Рассмотрим вопрос об асимптотическом решении задачи 
КОШИ 

lh$f=H[xt-lh&tt)b ,(1> 
<|> |<-=о—Л'оТо, 

где начальные данные представлены с помощью каноническо­
го оператора К0 на правильном лагранжевом ."-аналитическом 
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многообразии (M0, рж0) в комплексном фазовом пространстве 
Фс=-=С'!фС„. Отыскание асимптотического решения проводится 
в два этапа. На первом этапе мы ищем правильное s-анали-
тическое лагранжево многообразие (M, p î) в расширенном 
фазовом пространстве Фё—Cn+I©Cn+1, являющееся, по су­
ществу, фазовым потоком многообразия (M-, рм) вдоль век­
торного поля 

\r IT-J I р \ д . дН д дН д /ОЧ 

1/(Я + £)-=-я + ^ - - - - . (2) 
После этого решения задачи (1) ищется в виде ty — I(cp, где ф 
удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению 
1-го порядка на траекториях поля (2) (см. [6]). Проведение 
первого этапа этой программы осложнено тем, что, поскольку , 
соответствующее уравнение Гамильтоиа-Якобц не имеет точно­
го решения, мы вынуждены искать приближенные решения этой 
задачи, причем точность такого решения определяется по само­
му этому решению- Для преодоления этой трудности необходи­
мо наложить некоторые дополнительные требования на началь­
ное многообразие (М0, рм0)-

Так, в работе [6] мы предполагаем, что начальное многооб­
разие М0 удовлетворяет следующему условию. 

Существует такая вещественная функция FQ на многообра­
зии Щ, что 

dFo = i*{vlidxi—yidpi); F0(xJ, рт)^ср а (*- , pi) 
(последнее должно быть выполнено в каждой карте Uj). 

При выполнении этого условия в книге [6] было построено 
лагранжево многообразие (М, рм) и выписана асимптотика ре­
шения задачи Коши (1). 

Показывается (см. [6]), что функция F0 с нужными свойст­
вами существует на правильном квантованном «-аналитическом 
многообразии Mo тогда и только тогда, когда форма а> — 
= lm(i*t,dz) является замкнутой. Следующее утверждение пока­
зывает, что требование существования функции F не уменьшает 
общности класса начальных данных. 

Л е м м а 1 (А. С. Мищенко). Если i: (M-, рж„)С-(Ф, р<х>) — 
правильное ."-аналитическое лагранжево вложение, то су­
ществует такое вложение I': (M0, рм.)с:--,.(Ф, рф), что 

1) I — i*e/(Mo, рлО> 
2) форма I* (Im С d2) замкнута. 
2. Мы изложим другой вариант решения задачи (1)т при 

этом начальное многообразие M0 будет построено с помощью 
вещественного лагранжева многообразия (вложения) i: L-> 
->Фк, оснащенного комплексной коцепью канонического 

покрытия. 
Дадим точные определения. Пусть задано лагранжево 

вл ожение • 
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Рассмотрим на L канонический атлас {U/}; координаты на 
Uj есть (x7, рт)- Пусть р —такая неотрицательная функция 
на L, что p26C°°(L), и пусть L квантовано в том смысле, что 
существует вещественная функция S на L такая, что dS = 
.-=• i*pdx. 

Предположим теперь, что задана комплекснозначная ко­
цепь {Si} канонического покрытия {U-}, обладающая сле­
дующими свойствами 

1) lmS;.>cp2, (3) 
2) IReSz-^ — x ^ K c p 2 , (4) 
3) | grad[Re Sj-iS-x* рт)} | <cP . (5) 

Пусть Uи Ujc:{Ui},Ujf]Uj^0. Обозначим Il = If]J, /2 = 7X71 
/3=7X71, /4={l,2,.. . , /i}\(/1U/2 'U/3) 

Определение l. Преобразованием Лежандра LJJS, 
функции S/ назовем функцию 

J2JSj{xJ, pr) = SI(xI\zr'(xJ, рт), С/, (xJ, рт), />/.)•— 
-pit1* (xJ, рт) + x4/3(*-", рт), (6) 

заданную на UiftUj, причем функции г-"» (xJ, рт), С/а (xJ, pz) 
определяются из системы 

as-(А *'-, tf,pIt) 
Р'- ьши 

dSr{x'\ ~/г, £-, pr) x'- = dt
 h u . (7) 

Можно показать, что определение LrJ корректно и если 
U/П L0 Л Utf ¥= 0 . то на U/nU/flUK выполнено условие 

LJK°LIJS — L.-.--S. (8) 
Кроме того, преобразование Лежандра сохраняет свойство 
(3), то есть 

hiiL.vS/>Cp2. (9) 
Все изложенное позволяет дать определение 

Определение 2. Пара (L, {5/}) называется ^много­
образием, если выполнены свойства (3)—(5) и для любых 
U/ П UJ Ф 0 выполнено условие 

LuS !^ S j (mod ?s). (10). 
Лемма 2. Каждое L-многообразие (L, {5/}) определяет 

."-аналитическое правильное квантованное многообразие 
Ш, Рл1)с^Фс, причем искомое вложение задается в карте Ux 
формулами 
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z 7=2 7 , -л--. "/(*'•£.-) r _ as-(•-•-•,£--•) M n 

Cr = Cr, -»Cr ' / _ a* ' ' ^ > 
а функция рж — формулой 

&=-р2(.*) + .У2 + Ч2.- 02) 
Доказательство вполне тривиально. 

Мы будем говорить, что (M, рм) ассоциировано с (L, {5/}). 
Будем теперь искать решение задачи 

" / - г / г as, dS, \ 
Ti+Н\Х'' -Щ* sir РГ, *)-=0, (13) 

S/|.-=o = s0-
на фазовом потоке L"+1 многообразия Ьп

й относительно век­
торного поля 

dt* dp дх дх др •• 4-1 

в расширенном вещественном фазовом пространстве Ф^ — 
-Rn+1eR»+i-

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

^ = -[крНй+уГ^НиП + ч Щ^Н^т\ 

yT-[4 ( i W» ) + y r4 ( i W l*7 ) + , , r3lF ( i* / / l 'T )J 
где i:_„+i{to}Ф[- —вложение, а (•) дифференцирование вдоль 
векторного поля (14). Обозначим 

t 

S h = (5 — x7p7) (xj, pTo) + J Xpidxt — xJdp-j—Hx (x, p, г-)] dt, 
о 

S/12=(51
0-5?,1) + J[^icfx--^7cfif-7--i(H.2(^, p, t) + 

0 *' 

+ УтНихГ(х, p, t) + 4\iHi,Pl(x, p, t)\dt, (16) 
где интегралы берутся по траекториям поля (14). Непосред­
ственно проверяется соотношение 

d(SI,i + SJ,2) = (pi-\-ifii)dxI-(xr+iyJ)dp7-
-(Hl + iH2 + iy7HUxr^iriIH1,PI)dt. (17) 

Ищем теперь решение уравнения (13) с точностью до 0(ps) 

(15) 

в виде: |p = p0+§(|grad#2 | + hl)d- ; I-
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S;-S/, i + S/,2 + Sy,3. (18) 
Уравнение для Si,s выписывается явно и может быть решено 
с нужной точностью методом, описанным в работе Трева 
(РЖ Мат, 1972,76305). Более того, может быть доказана 

Лемма 3. Решение уравнения (13) с точностью до р* 
существует и единственно. 

Теорема 1. Пусть s-аналитическое правильное лагранжево 
многообразие -М^сФс ассоциировано с .-..-многообразием 
(Lo, {S°}). Тогда в расширенном фазовом пространстве сущест­
вует лагранжево ^-аналитическое правильное многообразие 
МпП, ассоциированное с L-многообразием (Lrt+1, [S;}), обла­
дающее свойствами: 

1) M"+1nh-0)-=Mo, 
2) МпП инвариантно относительно векторного поля 

3) Е + Н\м,ш = 0. 
Многообразие /W"+1 строится по L-многообразию (D1, \Sr\), 

которое было построено выше. Свойство (8) проверяется 
с помощью постановки L//.S/ в (13) и леммы 3. 

Пусть теперь К — канонический оператор, ассоциированный 
с s-аналитическим многообразием МпП. Результаты книги [6] 
немедленно показывают, что справедлива теорема 

Теорема 2. Пусть функция yQsO(Mn+l, p) удовлетворяет 
уравнению 

Яср-0 
(Р — оператор переноса, определенный в [6]). Тогда функция 

Ф=/.;.-. 
дает асимптотическое решение задачи (1) с точностью до hs,2~l 
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УДК 517.948:513.88 
к. ,„Л- «U тРенК0- Б- Ю- Стернин, В. Е. Шаталов, Геометрия ла гранжевых 
многообразий и канонический оператор Маслова в комплексном Фазовом 
никиТ)Р1976Вге; 8 :С3 0Л9МбибЬ1 2

П Р О б Л е М Ы " " « - « — » • «И™™ вау" H T T ' S ! 
Рассматривается ряд геометрических вопросов, связанных с комплексной 

теорией канонического оператора Маслова. Исследования такого сорта ravn-
пируются вокруг следующих тем: 1) условия квантования и проблема отыс­
кания асимптотики собственных значений; 2) универсальные характеристик.. 
теории комплексного канонического оператора; 3) комплексные гамильтоновы 
ноля и их траектории. 

УДК 517.948:513.388 
В. В. Кучеренко, Асимптотика решения задачи Коши для уравнений с 

комплексными характеристиками. «Современные проблемы математики» 
(Итоги науки и техмики) 1976 г., 8, 41—136, биб. 33 

Рассматриваются дифференциальные уравнения с малым параметром при 
производной. Разрабатывается метод построения формальных асимпотиче-
ских решений для случая комплексных характеристик. Для этого вводится 
новый класс миогообразий, являющихся естественным обобщением вещест­
венных лагранжевых миогообразий на комплексный случай. На этом классе 
многообразий строится теория канонического оператора Маслова. Асимптоти­
ческие решения выражаются через канонический оператор Маслова. 

УДК 517.948:513.88 
В, П. Маслов, И. А. Шишмарев, О Т-произведении гипоэллиптических 

операторов. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 
1976 г., 8, 137-197, биб. 11 

Получена асимптотика при t-*0 решения задачи Коши для гипоэллипти-
ческого уравнения. С ее помощью доказано существование Т-произведения 
для гипоэллнптических операторов и доказана теорема о снятии автономных 
скобок в Т-произведении. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, О распространении ударных волн в изоэнтропическом 

нсвязком газе. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и тех­
ники) 1976 г., 8, 199—271, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения динамики движения фронта 
ударной волны, движущейся со скоростью близкой к скорости звука в не­
вязком изоэнтропическом газе. Алгоритм построения решения сводится к 
задаче последовательного решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, что дает значительный экономический эффект по сравнению с 
известным методом разностных схем при расчете на ЭВМ. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, В. А. Цупин, Распространение ударной волны в изоэнтро­

пическом газе с малой вязкостью. «Современные проблемы математики». 
(Итоги .науки я техники.) 1976 г., 8, 273—308, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения структуры фронта и динамики 
движения ударной волны, распространяющейся в изоэнтропическом газе с 
малой вязкостью со скоростью, близкой к скорости звука. Предложенный 
алгоритм решения позволяет существенно увеличить точность и эффективность 
численного расчета па ЭВМ по сравнению с известными универсальными 
численными методами, основанными на использовании разностных схем. 


