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Метод Монте-Карло имеет в настоящее время большое при­
кладное значение. С другой стороны, можно утверждать, что 
он является источником интересных и трудных математических 
задач. Первые успехи в применении, электронных вычислитель­
ных машин (ЭВМ.) породили за рубежом и у нас необоснован­
ную, как стало ясно в дальнейшем, уверенность, что увеличение 
мощности ЭВМ позволит решать с помощью метода Монте-Кар­
ло практически любые задачи, не заботясь о развитии метода. 
Когда оказалось, что это не так, интерес к методу Монте-Карло 
«сначала снизился, но потом стали появляться теоретические 
работы, из которых следовало, что бездумное использование 
метода в качестве универсального может лишь нанести вред 
ero репутации. Вместе с,тем, использование средств учета ап­
риорной информации, которыми так богат метод, и тщательная 
отработка алгоритмов и программ обычно дают возможность 
решить в течение приемлемого машинного времени уникальные 
многомерные задачи, для которых было бы безнадежным при­
менение других вычислительных методов. 

В настоящее время метод Монте-Карло бурно развивается и 
можно считать, что основы его теории уже заложены. Следует 
сразу же оговорить, что метод Монте-Карло далее определяет­
ся как метод моделирования случайных величин и процессов с 
целью оценивания параметров, представляющих решение инте­
ресующей нас задачи. 

Предметом данного обзора ЯВЛЯЮТСЯ результаты в области 
теории и приложений метода Монте-Карло, полученные за пе­
риод с конца 1968 года по 1974 год включительно, хотя в от­
дельных случаях упоминаются и более ранние работы. Исклю­
чение представляет раздел «МетодМонте-Карло в вычислитель­
ной математике», который содержит обзор работ за послед­
ние 10 лет, поскольку в этой области труднее отделить резуль­
таты последнего пятилетия. 

Объем обзора не позволил, к сожалению, рассмотреть неко-
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торые основополагающие работы, вышедшие до 1965 года. С ра­
ботами такого рода читатель может ознакомиться по моногра­
фиям [79, 184 и др.]. 

§ 1. МОНОГРАФИИ И ТЕМАТИЧЕСКИЕ СБОРНИКИ, 
ПОСВЯЩЕННЫЕ МЕТОДУ МОНТЕ-КАРЛО 

В качестве важного итога развития метода Монте-Карло сле­
дует отметить появление ряда монографий, целиком посвящен­
ных изложению метода Монте-Карло или отводящих ему зна­
чительное место. Эти монографии можно разделить на следую­
щие основные группы: 

1.1. Общие курсы. К таковым ОТНОСЯТСЯ книги С. M. Ерма­
кова [79], И. М. Соболя [184], Г. А. Михайлова [147] и Р. Зи­
лински [467] (имеются в виду книги, вышедшие в последнее де­
сятилетие). Первая широко использует теоретико-вероятностный 
аппарат, подробно излагает теорию квадратурных формул со 
случайными узлами, содержит изложение методов конструиро­
вания вполне равномерно распределенных последовательностей 
и уделяет значительное внимание методам планирования экспе­
римента. Вторая является курсом, рассчитанным на студентов 
технических вузов, и изложение в ней не опирается на теорию 
меры. Большое внимание в этой книге уделяется псевдослучай­
ным последовательностям и неслучайным точкам в алгоритмах 
метода Монте-Карло. Третья книга также может служить учеб­
ным пособием по методу Монте-Карло; при этом большая ее 
часть отведена изложению исследований автора в области мо­
делирования распределений, решения интегральных уравнений 
второго рода и приложений метода Монте-Карло к задачам, 
связанным с прохождением излучения через вещество. Книга 
Зилински (на польском языке) представляет собой сводный курс 
метода Монте-Карло- Она содержит много интересных сведений 
(в частности, о вычислении ряда констант), но многие факты в 
ней приводятся без доказательств. Интересно отметить, что об­
щее построение всех перечисленных курсов является сходным. 

1.2. Книги, специально посвященные моделированию случай­
ных величин. Книги Д. И. Голенко [47] и Яносона [345] по­
священы в основном моделированию случайных величин с рав­
номерным законом распределения. В них описаны, в ряде слу­
чаев без подробного теоретического анализа, наиболее употре­
бительные методы получения псевдослучайных чисел и методы 
их проверки (статистические тесты). Книга Зилински [468] 
кратко излагает как методы моделирования равномерно рас­
пределенных случайных величин, так и наиболее употребитель­
ные методы моделирования случайных величин с заданным за­
коном распределения. 

1.3. Книги, посвященные методу Монте-Карло для решения 
задач переноса излучения. Книга Спанье и Гелбарда [187], 
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где подробно рассмотрены задачи переноса нейтронов, книга 
Г. И- Марчука, Г. А.Михайлова,М. A. Назаралиева и P. А. Дар-
•биняна [131], посвященная методу Монте-Карло в задачах ат­
мосферной оптики (ряд теоретических вопросов, возникающих в 
связи с этими задачами, освещен также в [147]). Здесь же мож­
но упомянуть и книгу В. Г. Золотухина, В. А. Климанова, 
О. И. Лейпунского и др. [90] , а также сборник [134]. 

1.4. Книги, посвященные имитации (моделированию). 
К этой многочисленной группе относятся следующие отечест­

венные и зарубежные монографии. 
1.4.1. Отечественные монографии: 1) Н. П. Бусленко [24], 

где значительное место отводится методу Монте-Карло, но ос­
новное внимание уделяется средствам удобного описания 
СЛОЖНЫХ (типа производственных предприятий) систем; 2) мо­
нография Ю. Г. Полляка [166], посвященная моделированию 
систем (в том числе проектируемых), где уделяется много вни­
мания моделированию случайных процессов, анализу процес­
сов, которые получаются в.результате моделирования, вопросам 
программирования и оптимизации; 3) имитации систем посвя­
щена также книга Ю. И. Снапелева и В. А. Старосельского 
[179]. 

1.4.2. Зарубежные монографии: Найлор, Белинтей, Бурдик 
[391], Мирам [381], Мартин [371], Майзель и Нюньоли [368], 
Фишман [290]. Эти монографии содержат, как правило, описа-

'ние методов моделирования систем, методы моделирования 
случайных величин и процессов, методы анализа данных, опи­
сание некоторых языков моделирования и методики их исполь­
зования, примеры моделирования конкретных систем. 

1.5. Монография, посвященная аппаратным методам моде­
лирования случайных величин и решения уравнений математи­
ческой физики. Таковой является книга В. С. Гладкого [45]. 

1.6. Монографии, посвященные конкретным приложениям, 
В. В. Быкова [26], Л. К. Горского [53], М. И. Коченова [111], 
Е. А. Правоторовой и В. И. Сергеева, а также тематический 
сборник [36]. По-видимому здесь же уместно упомянуть суще­
ствующие библиографии по отдельным вопросам метода Мон­
те-Карло и имитации (см. [287, 389, 390]). Из книг, где 
отдельные главы отводятся методу Монте-Карло, следует упо­
мянуть учебник Н. С. Бахвалова [19] и монографию 
Г. П. Климова [99], посвященную методам массового обслужи­
вания. Отечественные результаты по методу Монте-Карло регу­
лярно отражались также в тезисах конференций, проводимых 
•Сибирским отделением АН СССР [136, 137], и сборнике работ 
JV-й конференции [135]. 



§ 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
И ПРОЦЕССОВ 

Хорошо известно, что имитация (моделирование) случайных 
величин является одной из центральных проблем метода Мон­
те-Карло. Характеризуя в общем результаты, полученные за: 
последние 5 лет, можно отметить в первую очередь появление1 

работ с четкими математическими постановками задач*'. На них; 
мы и остановимся главным образом. 

Если учесть, что при использовании метода Монте-Карло* 
мы имеем дело с конечным числом экспериментов (конечной 
таблицей случайных чисел), то фундаментальную проблему 
имитации случайной величины, равномерно распределенной на 
промежутке [0, 1], можно считать лишь поставленной, но да­
лекой от удовлетворительного решения. Постановка задачи о-
конечной таблице случайных чисел восходит к A. H. Колмого­
рову; обсуждение ее, применительно к методу Монте-Карло,. 
можно найти в [79]. Авторы же большинства работ, посвящен­
ных моделированию равномерно распределенных случайных ве­
личин (р. p. с. в.), исходят из того, что последовательность чи­
сел, полученных в результате моделирования, должна обладать. 
некоторыми из свойств, присущих последовательности незави­
симых реализаций р. р. с. в. Это могут быть либо свойства, про­
веряемые теоретически (например, вполне равномерная распре­
деленность), либо удовлетворительное согласие с определенным 
набором статистических тестов. 

2.1. Применение статистических тестов к последователь­
ностям, используемым в качестве реализаций р. р. с. в. Этот 
вопрос относится к начальному периоду использования метода 
Монте-Карло. Существо дела подробно изложено в книгах 
Д. И. Голенко [47] и Янссона [345]. Из более поздних работ 
можно указать [6, 163, 180, 238, 241, 242, 456, 457]. В моногра­
фии [355] приводится описание 10 статистических тестов и соот­
ветствующих алгоритмов, связанных с их использованием. 

Статья [456] специально посвящена проверке последователь­
ностей, получаемых на ЭВМ ШМ—360. В работах такого рода 
обычно обходится вопрос о том, какую точность при решении-

различных задач можно получить, если использовать последо­
вательности, для которых достигнуто хорошее согласие при 
применении того или иного статистического теста. Недостаточ­
ность систем статистических тестов, рассматриваемых в [47,. 
355], для гарантии правильности результатов при моделирова­
нии стационарных распределений цепей Маркова установлена 
Ы. Н. Ченцовым [210]. Связь тестов с задачей интегрирования 

*•> Заметим, что в отдельных руководствах еще имеются неправильные 
рекомендации относительно датчиков случайных чисел. Например, в книге 
[53] рекомендуется заведомо плохой датчик: ai+i=a.j+a-;-i (mod 1). 
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в классах функций установлена И. М. Соболем [182]. Мы еще-
вернемся к этой работе. 

2.2. Аппаратные датчики р. р. с. в. Исследования, посвящен­
ные аппаратным датчикам р. р. с. в., составляют значительную-
группу. Для контроля работ таких датчиков также используют­
ся статистические тесты, которые и определяют в конечном 
счете качество датчиков. Можно отметить, что в этой области 
в последнее время достигнуты значительные успехи, С помощью-
датчиков такого рода решено много практических задач. Мы 
сошлемся лишь на недавние работы (например, [25, 45, 62, 69,. 
97, 100]), посвященные в основном возникающим в этой связи, 
математическим задачам, оставляя в стороне инженерные ас­
пекты проблемы. 

2.3. Алгоритмические датчики р. р. с. в. Как известно, эти 
датчики имеют наибольшее распространение при вычислениях:. 
на ЭВМ. Числа, получающиеся в результате работы на алго­
ритмических датчиках, принято называть псевдослучайными, в. 
отличие от случайных чисел, получаемых аппаратными датчи­
ками или в результате работы других экспериментальных уст­
ройств. Большим распространением пользуется мультиплика­
тивный датчик псевдослучайных чисел, использующий рекур­
рентное соотношение 

•xft+i — lxk (mo°- р)' Ч = xk[P, к = 0 ,1 ,2 , . . . 
(где %, х0 и Р — натуральные числа) и некоторые его обобще­
ния. Как правило, Р является степенью двойки, а X является.' 
параметром датчика. Известно, что при некоторых К для муль­
типликативного датчика удовлетворительно выполняются ста­
тистические тесты и, что еще более важно, имеется значитель­
ное число корректно решенных задач. Тем не менее, удовлет­
ворительного теоретического обоснования применимости этого' 
датчика до сих пор нет. Исследование его проводилось в сле­
дующих направлениях: 

2.3.1. Рассматривался идеализированный датчик 
аА+1 = Др(Ь:А), а0е(0, 1), £ = - 0 , 1 , 2 , . . . , 

где Др (а) означает дробную долю а, и предполагается, что 
вычисления осуществляются с бесконечным числом знаков. 
Асимптотическая вполне равномерная распределенность такого' 
датчика для почти всех а0 из (0, 1) при .A,{to}oo получена 
И. М. Соболем (см. [79])*'. Центральная предельная теорема 
при вычислении многократных интегралов с его помощью при 
.V-voo была получена С. М. Ермаковым [80]. Таким образом, в 
этом идеализированном случае использование датчика было 
строго обосновано. 

*> Для сокращения объема библиографии, в тех случаях, когда содержа­
ние работы подробно освещено в одной из монографий, дается ссылка на эту 
монографию. 
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2.3.2. В ряде работ отмечаются недостатки мультипликатив­
ного датчика. Так, в [458] исследуются отклонения от равно­
мерной распределенности многомерных последовательностей, • 
получаемых с его помощью. В [370] отмечается, что точки, ко-
•ордииатами которых служат числа, получаемые с помощью та­
кого рода датчика, оказываются лежащими на сравнительно 
небольшом числе параллельных гиперплоскостей. В [306] ука­
заны некоторые другие соотношения, которым удовлетворяют 
числа, полученные с помощью мультипликативного датчика. 
Б [394] отмечались неудовлетворительные свойства нормальных 
.псевдослучайных чисел, полученных с использованием мульти-
лликативного датчика. Это объясняется плохими свойствами 
младших разрядов псевдослучайных последовательностей, полу­
чаемых с его помощью. 

2.3.3. Гармонический анализ мультипликативного датчика и 
его обобщений, проводившийся в работе Ковыо и Макферсона 
[273] был продолжен в [245], где получены интересные резуль­
таты относительно решетчатой структуры псевдослучайных век­
торов для размерности s<6 . 

2.3.4. Большое внимание уделяется вопросу выбора опти­
мального параметра для мультипликативного датчика, хотя 
критерий оптимальности не всегда формализован. В работах 
М. В. Антипова [12, 13], Ареиса, Дитера и Грубе [227] получен 
ряд результатов относительно поведения парных корреляций 
для мультипликативного датчика. Здесь предлагается выбирать 
оптимальные X из условия малости парных корреляций. 
В [13] отмечается, что эта задача очень трудна в вычислитель­
ном отношении. В [227] привлекаются некоторые дополнитель­
ные соображения, которые позволили получить конкретные 
рекомендации. Полученная константа оказалась не хуже тех, 
которые широко используются на практике, но и не привела к 
заметному улучшению характеристик псевдослучайной последо­
вательности. 

2-3,5. Наконец, отметим работы [226, 283, 387], посвященные 
корреляционным свойствам псевдослучайных последователь­
ностей, [285], где получены результаты относительно точного 
распределения пар псевдослучайных чисел, и работы [312, 394, 
457], посвященные распределению многомерных точек с псевдо­
случайными координатами. Имеется еще значительное число 
исследований, связанных с мультипликативными датчиками, где 
отмечаются их отдельные свойства или просто приводятся дан­
ные их проверки с помощью статистических тестов. Мы не 
имеем возможности упомянуть все эти работы; характерными, 
по нашему мнению, являются [51, 309, 386, 418, 446, 447]. 

2.4, Датчики случайных чисел, предложенные Таусвортом и 
Конюховским*'. Они представляются более сложными, но и бо­

лее обоснованными в теоретическом отношении. Датчики Таус-
*> См. [431, 107]. 
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ворта связаны с неприводимыми над полем по модулю 2 мно­
гочленами. Для них удается теоретически установить s-мерную 
равномерную распределенность для некоторых связанных с па­
раметрами датчика конечных 5 и теоретически же исследовать 
парные корреляции. Исследованию свойств датчиков Таусворта 
посвящены работы [438, 439]. В [438] рассматриваются свой­
ства такого рода датчиков, связанных с неприводимыми трех­
членами. В [439] основное внимание уделяется случайности 
получаемых последовательностей. 

Если мультипликативный метод использует эргодичность 
преобразования Г (л) — Др(.£), xG[0,1], то в работе В. В. Кошо-
ховского [107] для конструирования датчика р. р. с в. исполь­
зуются эргодические свойства преобразований Г(х) — Др(1/х) 
и Г(х) = (а(х) — 1)(.хо!(л:)—1), гдеа(л.) = 1 + 1/.к.---Др(1/Д;сб[0, 
1]; последнее из которых связано с так называемым представле­
нием Люроча вещественных чисел. При этом удается обеспе­
чить равномерность распределения получаемой последова­
тельности, а независимость реализаций обеспечивается за 
счет подбора параметров. Важно отметить, что в работе [107] 
четко ставится задача построения арифметической модели 
p . p . с. в. 

2.5. Квазислучайные числа. Если задача, которую требует­
ся решить, сводится к вычислению многократного интеграла (мо­
жет быть, и бесконечной кратности), то ее часто можно решить, 
не привлекая теоретико-вероятностный аппарат, а конструируя 
соответствующую квадратурную (кубатуриую) формулу. При 
этом для достаточно широких классов функций удается обес­
печить более быстрое, чем 0(N~l\J2) убывание погрешности 
(N — число узлов кубатурной формулы). 

Задача моделирования р. р. с. в. принципиально отлична от 
задачи построения квадратурной формулы для вычисления ин­
теграла по s-мерному гиперкубу, хотя некоторые частные поста­
новки этих задач имеют много общего. Молено отметить, что 
авторы ряда исследований, (например, [462]) не различают 
этих задач. Если квадратурная сумма является средним ариф­
метическим значений подынтегральной функции, то компо­
ненты узлов такой суммы можно использовать вместо реали­
заций р. р. с. в. в вычислительной схеме метода Монте-Карло. 
Эти компоненты принято называть также квазислучайными чис­
лами. Такую замену можно делать всегда при оценке математи­
ческого ожидания, если соответствующая квадратурная формула 
предназначена для вычисления интегралов бесконечной крат­
ности от функций некоторого класса н интегрируемая функция 
принадлежит этому классу. Если же формула предназначена 
для вычисления интегралов некоторой фиксированной крат­
ности s, то необходимо убедиться в том, что подынтегральная 
функция зависит от s переменных. Наиболее известны резуль-
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тэты, полученные'в этом направлении, Н. М. Коробовым [108], 
Хлавкой, Холтоном и Соболем [см. 181]. 

. Следует отметить, что возможно рассмотрение и обратной 
задачи: Какова погрешность интегрирования в некотором клас­
се функций, если узлы квадратурной суммы образованы из чле­
нов такой последовательности, для которой удовлетворительно' 
выполняется определенный статистический тест? Такая задача 
была решена для ряда тестов в уже упоминавшейся работе 
[182], что обосновывает использование статистических тестов в 
задачах вычисления интегралов. Квазислучайные последова­
тельности, в особенности ЛП-- -последовательности, построен­
ные И. М- Соболем, в последние годы использовалась при ре­
шении задач переноса излучения [184], поиска экстремума-
[186], моделирования стационарного распределения цепей Мар­
кова [183]. В последней работе дано также теоретическое обо­
снование возможности' использования квазислучайных последо­
вательностей в таких задачах. Вопросам связи между квази-
случайиыми и случайными последовательностями посвящена 
статья И. М. Соболя [180]. Проблема конструирования квази­
случайных последовательностей затрагивается также в [262,. 
316, 463], а их использования — в [38, 185]. 

2.6. Моделирование случайных величин с заданным законом 
распределения. Здесь мы-также остановимся на работах, отно­
сящихся в основном к последнему пятилетию. Задачи модели­
рования случайных величин с заданным законом распределения 
более просты, ибо они исходят из предположения, что задача 
получения независимых реализаций p. р. с. в. решена тем или 
иным способом. Здесь, однако, возможны неожиданные реше­
ния, ибо задача выбора оптимального метода моделирования 
не формализована и вряд ли может быть формализована, так 
как в ряде случаев ее постановка зависит от типа ЭВМ. 

Из работ, опубликованных в последние 5 лет и посвященных 
общим вопросам моделирования случайных величин с задан­
ным законом распределения, МОЖНО отметить [43, 104, 145]. 
В [104] имеется оригинальное развитие метода суперпозиции 
применительно к плотностям, заданным в виде многочлена. 
В [43], по существу, предлагается замена переменных, позво­
ляющая нетривиальным образом использовать формулы обра­
щения в многомерном случае. Общим вопросам посвящены так­
же работы [25, 124, 226, 291]. Попытки поставить задачу опти­
мизации в довольно общей форме имеются в [22, 430]. 

Большинство же работ посвящено совершенствованию алго­
ритмов и методов моделирования конкретных распределений. 
Нормальное и экспоненциальное распределения пользуются наи­
большим вниманием авторов. Так, моделирование нормального 
распределения рассматривается в [379, 133, 224, 225, 282, 284., 
291, 369], экспоненциального — в [ГЗЗ, 144, 173, 224+ В [144] 
дано очень простое обоснование .полезного метода моделирова-
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ния показательного распределения c переменным параметром, 
который был предложен Вудкоком и изучался Колеманом 
(см. [79]). Упомянем также работы, посвященные моделирова­
нию других распределений. B [93] рассматривался вопрос о 
моделировании бетта-и гамма-распределений, в [407] —бино­
минального при большом N, а пуассоновского с быстро меняю­
щимся средним — в [342]. Отдельные усовершенствования в 
алгоритмы моделирования распределений были внесены при 
описании программ, составленных для различных ЭВМ [93]. 

2.7. Моделирование случайных процессов и полей. В боль­
шинстве работ, посвященных этому вопросу, используются об­
щие факты теории случайных процессов, обсуждавшиеся впер­
вые, применительно к моделированию процессов, Франклином 
[293], В. Г. Сраговичем [188], 3. А. Пиранашвили [160]. В ис­
следованиях такого рода (например, в [39, 120, 125, 159]) рас­
сматриваются частные типы процессов и применительно к ним 
совершенствуются алгоритмы моделирования. 

Специально моделированию гауссовских случайных процес­
сов посвящены работы [5, 139, 164]. Первая из них рассматри­
вает вопрос о моделировании процесса, в неравиоотстоящих 
точках, во второй используются каноническое разложение про­
цесса, а в [139]—быстрое преобразование Фурье, что иногда 
позволяет уменьшить необходимое для моделирования машин­
ное время. 

В [49] рассмотрен способ моделирования двумерного слу­
чайного вектора с заданным коэффициентом корреляции и за­
данным распределением компонент. Такого же типа задачи 
рассматриваются в работе [471]. Для многомерных задач та­
кого рода А. И. Саханенко [175] и Г. А. Михайлов [148] пред­
лагают «метод повторения», позволяющий разбивать матрицу 
ковариаций на сумму простых подматриц и сводить моделиро­
вание процесса со сложной ковариационной матрицей к моде­
лированию процессов с более простыми ковариационными мат­
рицами-слагаемыми. 

Фишман [290] и Кивиат [352] на основе общих методов 
анализа временных рядов построили алгоритмы моделирова­
ния случайных процессов с помощью авторегрессиониых схем 
и алгоритмы анализа данных, полученных при моделировании 
сложных систем на ЭВМ. Алгоритм анализа основан на про­
верке гипотезы о наличии авторегрессии данного порядка. Из­
ложение результатов и соответствующие программы МОЖНО 
найти в книге Г. С. Фишмана [290]. 

Работа В. В. Кошоховского [106] посвящена арифметиче­
скому моделированию процесса Пуассона на ЭВМ и основана 
на некоторых специальных представлениях вещественных чисел 
в виде сумм дробей с числителем единица. 

Следующие работы имеют значение как для программного, 
так и для аппаратного моделирования процессов. В [409] ука-
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зан новый метод фильтрации равномерно распределенной пос­
ледовательности, приводящей к шумам, близким к гауссовским. 
В [372] указан способ моделирования процессов с двумя задан­
ными первыми спектральными моментами, использующий мно­
гомерный пуассоновский процесс. Генератор широкополосного 
гауссовского шума описан в [343]. К этому же кругу работ от­
носятся и [124, 171,356]. 

В области моделирования случайных полей получены лишь 
первые результаты. Некоторые алгоритмы описаны в книге 
В. В. Быкова [26]. М. Д. Шкловер [215] рассмотрел вопрос о 
моделировании слабо зависимых случайных полей на двумер­
ной решетке, когда значение поля в точке зависит лишь от 
ближайших соседних значений. Вопросу моделирования двумер­
ных случайных полей посвящена также работа Б. И. Шкурско-
го [216]. 

§ 3. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО 
В ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКЕ 

3.1. Вычисление интегралов. Общая теория недетерми­
нированных (т. е. рандомизованных) процедур для приближен­
ного вычисления интегралов развита Н. С. Бахваловым [17 — 
19]. Пусть KN(f)~некоторый метод вычисления \fd\b, исполь-

ас 
зующий только информацию о значениях функции / в N 
точках, и RN(f)~\ fdv< — Км {/). В работах Н. С. Бахвалова к 
для случая, когда ЗС есть 5-мерный куб, а |А~-мера Лебега, 
получены оценки снизу для математического ожидания Щи (f)\ 
на различных классах функций и построены процедуры, обеспе­
чивающие на этих классах порядок сходимости, близкий к оп­
тимальному. Как один из способов построения таких процедур 
предложена идея рандомизации числа узлов и некоторых 
других параметров детерминированных квадратурных формул 
Н. М. Коробова. Дальнейшая разработка этой идеи выполнена 
В. T. Стоянцевым [190]. 

Подавляющее большинство работ, однако, посвящено иссле­
дованию более узкого класса процедур — так называемым слу­
чайным квадратурам (СК), представляющим собой квадратур­
ные формулы со случайными узлами и коэффициентами. В эту 
схему укладываются все простейшие приемы практического ин­
тегрирования методом Моите-Карло, возникшие еще' на заре 
развития этого метода. В работе С. М. Ермакова и В. Г. Золо­
тухина (см. [79]) предложены интерполяционные СК — первые 
несмещенные СК, точные для произвольной системы линейно-
независимых функций, заданных в произвольной области инте­
грирования, и впервые в большой общности вскрыта связь по-
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грешности метода Монте-Карло c приближениями в Z^d-1-)- Хэнд,-
скомб [327] предложил полезные обобщения этих СК. Случай­
ные квадратурные формулы с одним свободным узлом были 
введены в рассмотрение С. М. Ермаковым (см. [79]) как ве­
роятностный аналог гауссовских квадратур. Построение других 
типов СК, точных для функций из данного конечномерного под­
пространства, было выполнено затем в ряде исследований 
(подробнее об этом см. далее). 

Для сравнения качества различных процедур метода Монте-
Карло при конечном N, С. М. Ермаковым введено понятие 
допустимости (неулучшаемости) процедуры и доказана допу­
стимость метода расслоенной выборки на классе функций L2({mu}). 
Им также указан один весьма общий способ преобразования 
плотности распределения узлов СК с целью уменьшения дис­
персии последних [79]. Б. Л, Грановским получены общие ус­
ловия несмещенности СК и условия допустимости СК с про­
стейшей квадратурной суммой 

jM/)—-#^ 2/(.*.)• 
На базе этого им построен один класс допустимых СК, до­
минирующих простой метод Монте-Карло для всех f QL2(\i) 
(см [79, 55]). 

В работе Б. Л. Грановского и В. Г. Столярова [57] предло­
жено несколько способов конструирования допустимых СК с 
простейшей квадратурной суммой. Найдено описание класса 
тех из допустимых СК, которые доминируют простой метод 
•Монте-Карло, и получено общее представление дисперсии этих 
С К. 

С. М. Ермаков [77, 79] показал, что построение интерполя­
ционной СК, минимизирующей дисперсию данной функции f, 
сводится к решению некоторой задачи бесконечномерного про­
граммирования и сформулировал для этой задачи двойствен­
ную. 

С М. Ермаковым и Б. Л. Грановским изучены СК с частич­
но фиксированными узлами: установлен общий вид этих CK и 
приведены конкретные примеры их построения (см. [79]). От­
дельные примеры таких СК содержатся также в работах Хэид-
скомба [327] и Хабера [315]. СК с одним свободным узлом 
систематически исследовались Б. Л. Грановским (ем. [79, 54]). 
Им установлен общий вид этих СК, найдено представление их 
дисперсии и доказана их допустимость. Эти СК ЯВЛЯЮТСЯ, ПО 
существу, вероятностным аналогом классических квадратур 
Гаусса. В перечисленных выше работах Б. Л. Грановского ши­
роко использовалась идея представления дисперсии СК в виде 
квадрата длины проекции интегрируемой функции на некоторое 
линейное подпространство, определяемое конструкцией данной 
СК. 
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Н. С. Бахвалов [17] и Хабер [314] показали, что СК, соот­
ветствующие определенным модификациям метода расслоенной 
выборки, обеспечивают па некоторых классах функций опти­
мальный порядок сходимости по вероятности (первые оценки 
погрешности метода расслоенной выборки дал В. Дупач; см. 
[184]). Хабером доказано, в частности, что оптимальные в этом 
смысле СК можно получить, используя в каждой из подобластей 
дробления СК, точные для многочленов. Им же дан способ 
построения СК степени точности 2 с простейшей квадратурной 
суммой [314]. В работе Крэнли и Паттерсона [275] построены 
построены CK, точные для многочленов данной степени. 
Специфика этих СК в том, что их коэффициенты не 
являются случайными величинами, а узлы распределены 
равномерно и независимо. За счет этого упрощения 
число узлов у таких CK значительно больше, чем у 
интерполяционных. В [309] также реализовано предложение 
Хэндскомба [327] выбирать коэффициенты СК на основе метода 
наименьших квадратов. Мерик [378] предложил в качестве 

г 
оценки \ [ 1 — f(x)]dx, где / ( x ) —монотонная функция, взять 

о 
среднее значение случайной величины С с плотностью распре­
деления / ' (л) и показал, что эта оценка лучше простого 
метода Монте-Карло для всех f(x) — xr, г > 1 . 

Небольшое число работ посвящено интегрированию на 
классе функций fGLp(v-), p<2, когда простой метод Монте-
Карло не имеет дисперсии. Н. С. Бахваловым [17] получена 
оценка погрешности простейшей СК с попарно независимыми 
равномерно распределенными узлами для /GL-(p > 1), а 
А. Торн [441] дал приближение к предельному закону распре­
деления оценки простого метода Монте-Карло для f {x)--'x~llv, 
v6[0,2], xg[0,l]. 

Работа Зилииски [465] является, по-видимому, единствен­
ной, в которой сделана попытка сравнения случайных и неслу­
чайных квадратур с одинаковым числом узлов N. Автор срав­
нивает предложенным им способом простой метод Монте-Карло 
и многомерный аналог квадратурной формулы трапеций при 
вычислении интегралов от одночленов от s переменных. 

Так как требование несмещенности СК приводит к услож­
нению ее конструкции, имеется тенденция к замене его более 
слабым условием состоятельности. Д. Хэндскоиб [327] предло­
жил взять в качестве такой оценки СК Ермакова—Золотухина 
с равномерным распределением случайных узлов, а Поуэлл и 
Свэин (см. [79])' использовали аналогичную конструкцию в 
схеме существенной выборки и определили скорость сходи­
мости дисперсии и математического ожидания полученной оцен­
ки. Другая состоятельная оценка в форме простого метода 
Монте-Карло с поправочным множителем предложена И. M. Со-
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•болем [184]. Соответствующим выбором поправочного множи­
теля здесь можно влиять на величину смещения и дисперсии, 
В основе использования указанных выше состоятельных оценок 
лежит тот факт, что, начиная с некоторого N, смещение этих 
юцепок становится значительно меньше среднего квадратичного 
уклонения. 

В работе Тсуда [442] для s-мерного куба предложены <-.J\ с 
простейшей квадратурной суммой, узлы которой распределены 
по определенному закону, заданному на решетке, образованной 
нулями многочлена Чебышева степени п по каждой из s пере­
менных. При этом закон распределения случайных узлов вы­
бран так, чтобы обеспечить несмещенность этих С1< для всех 
функций, представимых в виде произведения Qi(xi), . . ., Qa(xs), 
где Qk — произвольный многочлен степени не выше /г от пере­
менной хк. Приведены оценки смещения и дисперсии указанных 
С К для некоторых специальных классов функций. 

Другой способ упрощения реализации СК состоит в построе­
нии легко моделируемого распределения, в некотором смысле 
близкого к распределению узлов данной несмещенной СК. 
В работах Пискун [399], Гастингса [331] и В. Ф.Турчина [194] 
предложены различные конструкции марковского процесса 
блужданий, предельное распределение которого совпадает с 
заданным. При этом в [399, 331] рассматривается задача оцен­
ки взвешенной суммы большого числа значений f, а в [194] — 
задача оценки многомерного интеграла методом существенной 
выборки. 

В ряде работ рассматриваются последовательные процеду­
ры, Холтон [321] предложил весьма общую схему последова­
тельной процедуры, сходящейся с вероятностью 1 к оценивае­
мому значению интеграла, и применил ее к методу существен­
ной выборки. Процедуры такого рода строятся на основе после­
довательности несмещенных оценок с определенным порядком 
сходимости дисперсии к нулю. В работах Е. Пуха (см. [79]) , 
Спанье [423], Мак-Миллана [367] и Стыоарта [427] рассмат­
риваются различные последовательные процедуры'типа гра­
диентного метода для оптимального выбора плотности из за­
данного параметрического класса плотностей в схеме сущест­
венной выборки, а в работе группы авторов [236] для той же 
задачи предложена специальная многошаговая процедура оп­
тимального выбора плотности из класса кусочпо-линсйиых 
плотностей. 

Вопросам выбора плотности распределения в методе суще­
ственной выборки, который остается основным приемом практи­
ческого интегрирования, посвящено много работ. Помимо уже 
упомянутых, отметим работу Л. Розеиберга (см. [79]), в кото­
рой предложена оригинальная идея использования в качестве 
-такой ПЛОТНОСТИ многочлена Бернштейна для функции f и ука­
зана простая схема моделирования этой плотности. 



Холтоном в [323] на основе ряда предшествующих иссле­
дований дана общая формулировка так называемого условно­
го метода Монте-Карло (или метода условных математических 
ожиданий). Работы [244, 295, 322, 422, 373, 60, 328, 366] по­
священы различным практическим приемам интегрирования, а 
в работах [274, 361, 401, 408, 440, 11, 83] рассмотрены интерес­
ные примеры вычисления интегралов, встречающихся в практи­
ческих задачах, с помощью различных схем Монте-Карло-

Большой цикл работ, посвященных погрешности интегриро­
вания при использовании псевдослучайных чисел, остался за 
пределами данного обзора, ибо эти работы относятся, по суще­
ству, к теории приближенного интегрирования детерминирован­
ными методами. 

Метод Монте-Карло применяется также для вычисления 
континуальных интегралов. При этом вычисление производит­
ся либо путем приближенного моделирования траекторий соот­
ветствующего случайного процесса, либо путем аппроксимации 
данного континуального интеграла многомерным интегралом 
достаточно большой кратности. Обе эти схемы описаны в 
[184] па примере винеровских интегралов. В работах [361, 400] 
указанные выше традиционные схемы Монте-Карло используют­
ся для вычисления некоторых континуальных интегралов спе­
циального вида. Здесь уместно отметить, что к вычислению кон­
тинуальных интегралов в сущности может быть сведено подав­
ляющее большинство схем метода Монте-Карло для решения 
интегральных уравнений и уравнений в частных производных. 

3.2. Линейные алгебраические и интегральные уравнения. 
Метод Монте-Карло для решения этих задач применяется в 
форме схемы Неймана—Улама, развитию которой посвящено 
большинство работ, а также в виде различных стохастических 
итерационных процедур типа случайного поиска. Последнее 
направление хотя и использует методы моделирования распре­
делений (нормальное и равномерное на сфере), но более тесно 
связано с экстремальными задачами, и мы далее не будем на 
нем останавливаться. 

В работах первого направления исследуется та же пробле­
ма уменьшения дисперсии оценки, что и в теории СК. При этом 
варьируется как мера в пространстве траекторий марковского 
пронесен, так и конструкция оценки, заданной на этом вероят­
ностном пространстве. Так же, как и в случае СК, здесь важ­
ное .чплчепие имеет вопрос об условиях обращеиия дисперсии 
оценки п 0, '•жштвалеитпый вопросу об условиях точности дай­
ной вычислительной схемы. Холтоном [321] были получены ус­
ловия обращения в 0 дисперсии некоторых оценок решения за­
данной системы линейных алгебраических уравнений. В даль­
нейшем этот вопрос применительно к различным видам несме­
щенных оценок линейных функционалов (h, cp) от решения ин­
тегрального уравнения ф=--/(ф + / подробно исследовался в ра-
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ботах Ковейя, Кэйна и Уоста [272], Г. А. Михайлова (см.. 
[147]) и В. В. Некруткина [156]. При этом конструкции. 
«идеальных», т. е. точных, схем Неймана—Улама, полученные 
этими авторами, зависят от apriori неизвестного решения ф* 
сопряженного уравнения. Г. A. Михайлов (см. [147]) дал оцен­
ку величины дисперсии ОДНОЙ такой схемы в случае, когда 
вместо ср* используется его приближениеф = (1 + е)ср*. А. И. Хи­
самутдинов [202] ввел в рассмотрение так называемый «еди­
ничный» класс линейных несмещенных оценок функционала 
(h, ср) и получил уравнение, решение которого определяет ДЛЯ 
фиксированного вероятностного пространства траекторий цепи 
Маркова параметры оценки «единичного» класса с минималь­
ной дисперсией [204]. Поскольку (аналогично случаю метода 
существенной выборки) построение таких оценок практически. 
невыполнимо, в [204] указан конкретный способ их прибли­
женной реализации на основе использования некоторой априор­
ной информации. В работе В. В. Некруткина [156] аналогич­
ная задача минимизации дисперсии решается . на некотором 
подклассе оценок «единичного» класса и некотором классе ве­
роятностных распределений марковской цепи. 

В [206] А. И. Хисамутдинов дал обобщение своих результа­
тов [204] на случай задачи построения несмещенной оценки с 
минимальными абсолютными моментами до некоторого поряд­
ка. Г. А. Михайлов [143], А. И. Хисамутдинов [205], [207], а 
также Л. В. Майоров и А. Д. Франк-Каменецкий [123] изучили 
дисперсии различных конкретных оценок, используемых на 
практике. В работе С. М. Ермакова и Н. С. Нефёдова [86] 
получено выражение для дисперсии широкого класса несмещен­
ных оценок (/г, ср). Этот результат обобщает известную форму­
лу Ермакова—Золотухина (см. [79]) для дисперсии несколько 
более узкого класса оценок. Продолжая данные исследования,. 
А. В. Лаппа, А. М. Кольчужкин и В. В. Учайкии [116] получи­
ли выражения для моментов любого порядка и для функции 
распределения указанных выше оценок. Как и в предыдущих 
работах, эти величины выражены через решение некоторого 
интегрального уравнения, связанного с выбранной схемой Ней­
мана—Улама. Г. А. Михайловым (см. [147]) рассмотрена схе­
ма Неймана—Улама для решения системы линейных уравнений, 
полученной в результате аппроксимации данного интегрального 
уравнения. 

Во всех перечисленных выше работах проблема построения 
оптимальной процедуры для оценивания (ср, h) исследовалась 
применительно к одному заданному интегральному уравнению. 
С. М. Ермаков и Ы. С. Нефёдов [86] сформулировали пробле­
му построения допустимых (в смысле дисперсии) процедур 
Неймана—Улама для этой задачи и дали пример одной недо­
пустимой процедуры как иллюстрацию содержательности ука­
занной проблемы. Швендтом [357] для уравнения cp = A/(cp + f 
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-получены условия на параметр К, при которых простейшая 
оценка в схеме Неймана—Улама сходится по вероятности к 
решению этого уравнения. Г. А. Михайлов (см. [147]) и 
Р. X. Хайруллин [199] применили схему Неймана—Улама для 
оценки максимального собственного числа оператора Фредголь-
ма. Г. А. Михайловым для этой задачи рассмотрена одна схема 
Неймана—Улама, реализующая известный итерационный ал­
горитм, основанный на использовании резольвенты данного 
-оператора, и даны условия обращения в 0 дисперсии соответст­
вующей оценки. В работе же Р. X. Хайруллина указанная зада­
ча исследуется в случае положительного оператора; получен­
ная здесь оценка максимального собственного числа является 
смещенной. В работе Г. А. Михайлова и М. А. Назаралиева 
[149] рассмотрена задача об оценке параметрического семей­

ства функционалов J(K) = (li, <p Y ) от решения данного инте­
грального уравнения. Получена несмещенная оценка для J(%), 
минимизирующая в некотором классе оценок среднее по X зна­
чение дисперсии, и указан способ практического построения 
такой оценки на основе априорной информации. 

В работах [300, 268] предлагаются различные несмещен­
ные процедуры Неймана—Улама для оценки (ft, гр), а в [16] 
дан обзор методов Монте-Карло для решения систем линейных 
уравнений. 

3.3. Нелинейные уравнения. Развитие метода Монте-Карло 
для решения нелинейных уравнений связано в первую очередь 
с попытками решения нелинейного уравнения Больцмана. В ра­
ботах Берда [247], Хэвиленда [-208] для этой цели проводилось 
моделирование поведения разреженного газа. 

Связь работы [247] с уравнением Больцмана была подроб­
но прослежена в [59] (см. также [58]). Анализ точности ре­
зультатов проводился Хиксом и Смитом [334]. Имеется ряд 
прикладных работ, использующих и развивающих методику 
Хэвиленда и Берда (например, [67, 68, 158, 236, 253, 267, 451]). 
Ряд существенных усовершенствований в методику Хэвиленда 
был внесен Ф. Г. Черемисиньш [211, 212], а также Ю. И. Гри­
горьевым, М. С. Ивановым, И. И. Харитоновой [58, 59]. 
В. И. Власов внес усовершенствования в схему Берда, позво­
ляющие уменьшить необходимый объем оперативной памяти 
при решении задач. (См. также обзор [119] и работы [34, 35]). 
А. Б. Яиицким [222] развивалась и обосновывалась вычисли­
тельная схема, предложенная Бердом. Методы, развиваемые во 
всех этих работах в той или иной мере связаны с линеариза­
цией исходной задачи и, следовательно, с необходимостью хра­
нения в памяти ЭВМ большого объема промежуточной инфор­
мации. При итерационном решении уравнения Больцмана возни­
кают сложные выражения, содержащие многократные интегра­
лы. Непосредственному вычислению значений таких выражений 
•посвящена работа М. В. Анолика [9], а также М. В. Анолика 
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и Р. Г. Баранцева [10]. Комбинирование метода Монте-Карло 
и приближенных методов, основанных на ортогональных раз­
ложениях осуществлялось Чорином [266]. Непосредственное 
обобщение схемы Неймана—Улама на случай нелинейных 
уравнений с полиномиальным вхождением неизвестной функ­
ции было осуществлено С. М. Ермаковым [81, 82], который 
привлек к рассмотрению ветвящиеся процессы. Полученные в 
результате вычислительные схемы обладают теми же преиму­
ществами, что и линейные — позволяют оценивать отдельные 
функционалы от решения и погрешность на базе центральной 
предельной теоремы. В. В. Некруткин [155, 157] получил в по­
следнее время ряд результатов, обобщающих и развивающих 
результаты работ [81, 82]. B частности, им рассмотрена двой­
ственная задача, связанная с обращением времени ветвящегося 
лроцесса. Приложение этих результатов к решению уравнения 
Больцмана можно найти в [85]. 

Имеются также работы, на которых мы не имеем возмож­
ности остановиться, где для решения систем нелинейных ал­
гебраических или трансцедентных уравнений используются ме­
тоды случайного поиска или близкие к ним методы. К тому же 
кругу идей примыкает работа Ф. Н. Ясинского [221] и работы 
В. В. Клейзы [97, 98]. 

3.4. Дифференциальные уравнения в частных производных. 
Существуют две практические схемы Монте-Карло ДЛЯ реше­
ния уравнений в частных производных: блуждание по узлам 
решетки и блуждание по сферам. Единственное принципиаль­
ное отличие алгоритмов, соответствующих этим схемам, от ал­
горитмов схемы Неймана—Улама для решения интегральных ' 
уравнений заключается в том, что в данном случае траектории 
цепи Маркова моделируются не па всем пространстве измене­
ния переменных, а только на определенных подмножествах 
этого пространства (на узлах решетки в первом случае и на 
сферах во втором). 

В результате оценки решения получаются смещенными. Все 
•работы, выполненные за рассматриваемый период, посвящены 
исследованию и .развитию этих двух схем. 

3.4.1. Блуждание по узлам решетки. Этот метод предусмат­
ривает аппроксимацию данного уравнения системой конечно-
разностных уравнений, соответствующей заданной решетке уз­
лов, и построение затем на этой решетке схемы Неймана—Ула­
ма для решения полученной системы линейных уравнений. В ра­
ботах Амана [228, 229, 230] рассматриваются линейные крае­
вые задачи для эллиптических уравнений общего вида. Автором 
ЭТИХ работ предложена и подробно исследована схема блуж­
даний для оценки решения в нескольких узлах решетки. На­
чальная точка траектории цепи Маркова в предлагаемой схеме 
не фиксирована, а выбирается случайно в соответствии с не­
которым распределением вероятностей на узлах решетки. Оцен-
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ка решения задачи в данном узле х производится на основе тех 
n(x) (из общего числа N) моделируемых траекторий, которые 
посетили эту точку. Таким образом, в процессе моделирования 
требуется хранить информацию не только о точках обрыва 
траекторий, как это имеет место в простейшей схеме, но также 
и о всех тех точках, через которые прошли эти траектории. 
В указанных работах рассмотрена задача о наилучшем выборе 
начального распределения вероятностей на узлах решетки с 
точки зрения различных критериев оптимальности и получено 
также выражение для дисперсии оценки, соответствующей дан­
ной схеме. Хартман [330] распространил описанную выше схе­
му на более сложные типы краевых задач для эллиптических 
уравнений и исследовал сходимость полученных алгоритмов, а 
Гопэлсэми и Аггэрвала [307] распространили эту схему на 
систему эллиптических уравнений и на бигармоническое урав­
нение. 

Разафиндракото [403] исследовал схему трехмерного сим­
метричного блуждания по узлам решетки применительно к ре­
шению уравнения Пуассона. Оценка решения в данном узле 
решетки производится в этой схеме с помощью простейших не­
смещенных оценок значений дискретного аналога функции 
Грина для рассматриваемой задачи. 

Большое число работ посвящено применению простейшей 
схемы блужданий для решения различных типов дифферен­
циальных уравнений и краевых задач для них. Среди этих ра­
бот отметим следующие: 

Дабони [278] — построение оценок значений дискретного ана­
лога функции Грина для некоторых краевых задач для эллип­
тических уравнений, Хигуши и Тагахаши [335]—краевая за­
дача для бпгармонического уравнения; О. В. Григорьева 
[61] построение аналога известной оценки Вазова в случае 
краевой задачи для эллиптического уравнения общего вида; 
Э. Б. Абуталиев, A. У. Умирбеков, Р. С. Садуллаев [3] —крае­
вые задачи для эллиптических уравнений в многосвязных об­
ластях; Л. У. Умирбеков [195]—краевые задачи для уравне­
ния Лапласа. 

В работе Ж. Кюота [270] указан метод арифметического 
моделирования блуждания по решетке для уравнения Лапласа. 

3.4.2. Блуждание по сферам. Метод блуждания по сферам, 
предложенный первоначально Брауном для решения задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа, состоит в моделировании на 
каждом шаге равномерного распределения на сфере максималь­
ного радиуса с центром в точке, полученной на предыдущем 
шаге. Блуждание, выходящее из точки, где ищется решение,. 
заканчивается после попадания траектории в некоторую погло­
щающую зону вблизи границы области решения. В качестве 
оценки решения принимается среднее по траекториям значение 
заданной граничной функции в точках границы, ближайших к 

76 



полученным точкам обрыва. Идея метода основана на том, что 
функция Грина для указанной задачи на круге (шаре) извест­
на. Б. А. Мишустин [150] дал широкое обобщение этой идеи 
применительно к той же задаче. Предложенный им метод 
заключается в представлении области решения в виде объеди­
нения налегающих подобластей, для каждой из которых извест­
на функция Грина данной задачи; соответственно этой функ­
ции Грина строится затем марковское блуждание по границам 
указанных подобластей, проходимых блуждающей частицей в 
определенном порядке. 

Как частный случай этого подхода, МОЖНО рассматривать 
подробно разработанный С. Хошино и К. Ишида [338] метод 
блужданий по узлам максимальных квадратов некоторой фик­
сированной решетки. В этой работе данная схема, кроме ука­
занной выше задачи, используется также при решении краевых 
задач для уравнения теплопроводности. Таким образом, работа 
[338] в какой-то мере синтезирует две указанные основные схе­
мы метода Монте-Карло для решения уравнений в частных 
производных. 

Работы, которых мы коснемся далее, посвящены непосред­
ственно схеме блужданий по сферам. И. Г. Дядькин, В. Н. Ста­
риков [72] предложили усовершенствование этой схемы с целью 
получения на основе одного блуждания оценок решения сразу 
в нескольких данных точках. Такие оценки для каждой из 
заданных точек строятся путем введения специальных попра­
вочных коэффициентов в выражение для простейшей оценки. 
В [72] описанная схема подробно разработана для трехмерного 
уравнения Лапласа, а в уже упомянутой работе [338] получена 
модификация этой схемы применительно к блужданию по мак­
симальным квадратам. 

В работах Куджаии и Боццини [276] и Хаджи-
Шейка и Спарроу [318], [319] схема блужданий, по сферам 
распространяется соответственно на эллиптическое уравнение 
Л« + /ги = 0 и стационарное и нестационарное «уравнения тепло­
проводности. Б. С. Елепов и Г. А. Михайлов [74, 75] разрабо­
тали алгоритм метода блужданий по сферам для эллиптическо­
го уравнения An—си — —g на основе предложенной ими схемы 
Неймана—Улама для интегрального уравнения, соответствую­
щего этой задаче. В этих работах доказана конечность диспер­
сии построенной оценки, получена соответствующая рассмот­
ренной задаче модификация схемы из [72] и дана оценка 
эффективности предложенного алгоритма в целом. Для примене­
ния метода блужданий по сферам к задаче Дирихле для бигар-
монического уравнения Гопэлсэми и Аггэрвала [308] пост­
роили схему Неймана—Улама для интегро-дифференциального 
уравнения, связанного с этой задачей. Аналогичная работа для 
трехмерного волнового уравнения была проделана А. 3 . Весе-
.ловской [33], предложившей оригинальную конструкцию оценки 
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решения в данной точке. Ею доказано, что эта оценка имеет 
конечную дисперсию. В работе A. A. Кронберга [112] рассмат­
ривается следующая краевая задача на собственные значения: 
Аи+%и = 0, и\т =0. 

Для оценивания минимального по модулю характеристиче­
ского числа предложен ветвящийся марковский процесс блуж­
даний по сферам, дающий вероятностное представление извест­
ного метода последовательных приближений Келлога. Построен­
ный автором функционал от этого процесса дает оценку значе­
ний в данной точке последовательных итераций в методе-
Келлога. 

В работах [154, 209, 213, 277, 289, 297, 348, 397, 398, 429,. 
449] рассмотрены различные частные вопросы применения ука­
занных двух ОСНОВНЫХ схем, а работы [254, 280, 365, 219, 1, 2,, 
325] посвящены технике реализации этих схем на ЭВМ. Рабо­
ты [405, 15] являются обзорными. 

3.5. Другие вычислительные задачи. Приближение функций, 
Имеется ряд прикладных работ, например, [23, 177], где ис­
пользуются предложенные А. С Фроловым и Н. Н. 'Немцовым 
метод зависимых испытаний и непараметрические методы оце­
нивания неизвестной плотности (описание этих методов см. в 
[79]). С. М. Ермаков (см. [79]) предложил схему интерполи­
рования по случайным узлам для оценки элемента наилучшего 
приближения к данной функции в метрике L2. Эта схема позво­
ляет получить несмещенные оценки коэффициентов Фурье дан­
ной функции f GL2 по заданной системе ортонормированиых 
функций. Указанные оценки, имеющие вид интерполяционных 
СК, точны для всех функций f Q L2, принадлежащих конечно­
мерному пространству, образованному функциями данной сис­
темы. Одним из существенных отличий предложенной схемы от 
известной схемы аппроксимации плотности распределения (см. 
[79]), является независимость распределения моделируемой 
случайной величины от вида аппроксимируемой функции f. 
В то же время, эта схема, как правило, сложнее для реализа­
ции. С, М. Ермаковым для той же задачи приближения предло­
жена также схема раидомизоваш-шго метода наименьших квад­
ратов, обобщающая описанную выше схему, и рассмотрена 
проблема выбора оптимальной в некотором смысле плотности 
распределения случайных узлов интерполирования (см. [79]). 

В работе Мезея [380] рассмотрен более простой для 
реализации вариант рандомизованного метода иаименьших 
квадратов, Полученная при этом оценка элемента наилучшего 
приближения к функции f в метрике L2 является смещенной. 

Тсуда и Ишида [444] предложили одну вероятностную схе­
му для оценки значения интерполяционного многочлена, пост­
роенного по узлам данной решетки, и указали простой способ 
ее реализации. Эта схема представляет собой, по существу, 
вариант метода существенной выборки для оценки суммы боль-
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шого числа слагаемых, составляющих интерполяционный мно­
гочлен для функции большого числа переменных.. В работе-
Тсуда и Матсумото [445] аналогичная схема была развита ДЛЯ 
задачи линейной экстраполяции. Близкий к указанной выше-
схеме С. М. Ермакова подход был предложен в работе Чорина. 
[266]. В этой работе метод Монте-Карло применяется для оце­
нивания коэффициентов разложения в ряд по многочленам Эр-
мита функции, представимой в виде зависящего от параметра 
интеграла по мере Винера в пространстве непрерывных функ­
ций многих переменных. Здесь, однако, эти оценки получены 
простым методом Монте-Карло на основе независимых случай­
ных величии, распределенных по нормальному закону.'С по­
мощью указанных оценок формируется затем оценка значения 
искомой функции в данной точке. Описанная схема легко реа­
лизуется и может быть использована, в частности, для оценки 
решения уравнения теплопроводности в данной точке. 

Отыскание точек экстремума функции. В. Ы. Фетисов [196] 
исследовал скорость сходимости по вероятности простейшей. 
монтекарловекой оценки максимума многомерного интеграла,. 
зависящего от параметра. В работе Зилински [466] задачу 
нахождения максимума функции предлагается сводить к задаче 
оценивания моды некоторого распределения, связанного с ви­
дом этой функции, а в работе того же автора [464] исследуются 
статистические свойства простейшей оценки максимума, пост­
роенной на основе последовательности равномерно распределен­
ных случайных величин. Для случая, когда функция является. 
плотностью распределения, С. М. Ермаков и Л. В. Митиоглова 
[84] построили модификацию этой оценки, исходя из последо­
вательности нормально распределенных случайных величин. 
В [332] рассмотрена задача нахождения такой перестановки 
строк данной матрицы, которая минимизирует ее след. Предла­
гаемая схема заключается в случайном выборе на каждом шаге 
подстановки из п чисел (п — число строк матрицы), согласно-
которой производится перестановка строк этой матрицы. 

Мы не будем рассматривать здесь большой цикл работ, по­
священных методу случайного поиска и методу стохастической 
аппроксимации, которые широко используются для решения 
экстремальных задач. Эти методы заслуживают самостоятель­
ного обзора. 

Перейдем теперь к работам, в которых метод Монте-Карло 
используется для решения некоторых других вычислительных 
задач. 10. Н. Коидюриным [105] предложена схема моделиро­
вания для оценки функционалов от решения одной нелинейной 
системы стохастических дифференциальных уравнений, а Тсуда, 
Ишида и Кийоно [443] —для краевой задачи к обыкновенно­
му дифференциальному уравнению второго порядка. В работе 
А. И. Хисамутдинова [203] исследуется схема существенной вы­
борки ДЛЯ задачи оценки вероятности некоторого события, a 
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.Зилински [469] предложена рандомизованная процедура 
для оценки градиента. 

В методе Монте-Карло продолжают применяться вероятност­
ные модели типа той, которая дала методу его название. Как 
правило, такие схемы прямого моделирования служат для экс­
периментального решения различных задач; несмещенной оцен­
кой решения является при ЭТОМ частота некоторого события. 
.К числу таких работ относятся [281, 170, 296, 65, 324, 320, 435]. 

§ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО 

Громадный объем литературных источников в области при­
менений метода Монте-Карло не позволяет достаточно подроб­
но остановиться па всех вопросах в рамках ЭТОГО обзора. 
Вместе с тем, по мнению авторов, было бы неправильным не 
.дать читателю представления о разнообразии и широте приме­
нения метода. По этой причине при составлении данного крат­
кого обзора приложений авторы старались выбрать по возмож­
ности характерные работы, представляющие соответствующие 
направления в области приложений, и указать наиболее позд­
ние из них по времени. Разумеется, обзор тем самым не претен­
дует на исчерпывающую полноту. 

4.1. Метод Монте-Карло в задачах переноса излучения. Эта 
область приложений является традиционной для метода Монте-
Карло и характеризуется уверенным решением сложных и ак­
туальных задач, а также наличием комплексов хорошо отрабо­
танных программ, как в кодах ЭВМ, так и на различных алго­
ритмических языках. Примеры решения такого рода сложных 
задач можно найти в [23, 63, 71, 73, 109, 115, 161, 192, 374, 404, 
452]; решение задач, связанных с прохождением ^-излучения 
через вещество, — в [265, 269, 384, 448]; решение задач пере­
носа нейтронов — в [248, 326, 336, 347, 362]; расчета ядерных 
реакторов —в [141, 152, 153, 337, 377, 470]. 

Мы остановимся далее лишь на некоторых ОСНОВНЫХ направ­
лениях развития метода, оставляя в стороне физические или 
главным образом физические работы. Монографии, относящие­
ся к этой области, были перечислены выше. Большинство теоре­
тических результатов, относящихся к решению интегральных 
уравнений 2-го рода, о которых говорилось выше, было получе­
но в связи с задачами переноса излучения. 

Многие работы последних лет посвящены исследованию и 
созданию новых модификаций метода локального вычисления 
потока, предложенного В. Г. Золотухиным и С. М. Ермаковым 
(см. [79]). Г. А. Михайловым [146] построены оценки с лога­
рифмической расходимостью дисперсии, что дает порядок схо­
димости 0(yV-1/2). В работе Стейиберга и Калоса [426] 
конструируются оценки, у которых все моменты оказываются 
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конечными. Следует отметить, ЧТО В этих задачах, как и вообще 
в задачах метода Монте-Карло, важную роль играет необходи­
мое количество вычислительной работы и сравнение различных 
методов нужно производить с учетом этого факта. Модифика­
циям локальных оценок посвящена также работа Б. М. Голу-
бицкого и M. В. Танташева [50]. В. С. Антюфеев, 
Г. А. Михайлов, М. А. Назаралиев [14] для построения оценки 
с конечным вторым моментом используют осевую симметрию 
решаемых задач атмосферной оптики. Важной и трудной зада­
чей, которой уделялось значительное внимание в последние 
годы, является задача о вычислении с высокой относительной 
ТОЧНОСТЬЮ характеристик излучения, проходящего через боль­
шие толщи вещества. Здесь можно назвать работы Ланора 
[360], Карчера, Эрдмана, Балдонадо [350], В. Г. Золотухина, 
А. И. Ксеиофонтова. A. M. Паиченко, В. П. Синева [91], а так­
же работы [142, 201, 257, 388]. Используемые здесь методы ос­
нованы, в большинстве случаев, на изменении распределения 
длины свободного пробега частицы или на изменении ее углово­
го распределения при рассеянии. 

Работы Калоса [349], Хисамутдинова [201], Левита и 
Спанье [363] посвящены решению сопряженного уравнения, 
которое играет важную роль в теории переноса излучения. Ме­
тодика расчета для случая, когда сечения непрерывно меняют­
ся, описана Картером, Кэшвелом, Тейлором [259]. 

В связи с оцениванием £ЭФФ ядерного реактора новые резуль­
таты, существенно обобщающие результаты Г. А. Михайлова 
[141], были получены В. A. Каневским [95]. Этому же кругу 
вопросов посвящена работа В. К. Наумова, С. Г. Розииа, 
Т. И. Эльперина [153]. 

Сравнительно новой областью приложения методов, разви­
тых в связи с решением задач переноса нейтронов и у-квантов, 
являются задачи атмосферной оптики — сложные прикладные 
задачи, которые потребовали создания специальной модели ат­
мосферы, удобной для применения метода Монте-Карло и раз­
вития специальных приемов повышения его эффективности. Ос­
новные результаты в этой области изложены в работе 
Г. И. Марчука и Г. A. Михайлова [130], а также в упоминав­
шейся ранее монографии [131]. Работы, посвященные отдель­
ным вопросам (например, [4, 22, 21, 96]) можно найти в сбор­
нике [135]. Отметим, что практические задачи атмосферной оп­
тики вызвали к жизни ряд важных теоретических работ, таких 
как упоминавшиеся ранее [146, 147, 149, 202, 142]. 

4.2. Метод Монте-Карло в задачах массового обслуживания 
и имитация сложных систем. В связи с использованием метода 
Монте-Карло для решения задач массового обслуживания воз­
никли следующие математические задачи: 1) оценка погреш­
ности, 2) развитие методов, уменьшающих погрешность. Соот­
ветствующая теория здесь стала развиваться намного позже, 

6—5663 81 



чем в задачах прохождения излучения через вещество. Это свя­
зано, как с более поздним возникновением проблемы, так и с-
большей ее трудностью. Как правило, необходимо оценивать ве­
личины, связанные со стационарным режимом системы. В ка­
честве основных оценок здесь фигурируют среднее арифмети­
ческое зависимых случайных величин или отношение сумм за­
висимых случайных величин. Кроме того, имеется смещение-
(оценки асимптотически не смещены). При оценке погрешности. 
нужно оценивать как случайную, так и систематическую состав­
ляющую. Хотя оценка дисперсии случайной составляющей прин­
ципиальных трудностей не представляет, но алгоритмы могут-
быть очень сложными. Удобные для ЭВМ алгоритмы оценки 
дисперсии были построены С. М. Гарабедян и И. В. Романовским. 
[40] (для случая цепи Маркова с конечным числом состояний) 
и Д. Г. Поляком [167] (для процессов восстановления). Фиш-
ман [290] использовал для оценки дисперсии методы анализа 
временных рядов и рассмотрел весьма общий случай. Вопросы, 
определения длины реализации при моделировании системы 
рассматривались также Я. С. Рубинштейном и др. [174] и Ха­
ном [317]. Точность моделирования полподоступных систем 
подробно изучалась М. А, Шпепс-Шиегше и Е. И. Школьным' 
[218]. В книге Фишмаиа [290] описан также прием для разде­
ления систематической и случайной составляющей. Он аналоги­
чен соответствующим приемам дисперсионного анализа. 

Для уменьшения дисперсии применялись случайные квадра­
турные формулы [168, 169, 382, 385] и некоторые частные при­
емы [168, 169, 240], использующие, например, интегрирование.-
(осреднение по отдельным переменным). Общая дискуссия о ста­
тистических методах повышения эффективности моделирования 
содержится в [279, 301, 346, 410]. Специально применительно 
к проблемам телетрафики, вопросы повышения точности мо­
делирования обсуждались в книге М. A. Шиепса-Шиеппе [217] 
и ряде его журнальных статей. 

Что касается метода существенной выборки, то, как было-
показано в недавних работах И. Ю. Линийка [117, 118], пере­
несение его на случаи задач теории массового обслуживания 
не является тривиальным. В этих работах сконструированы 
алгоритмы, аналогичные «алгоритмам с нулевой дисперсией» в 
задачах переноса излучения. Можно ожидать, что эти алгорит­
мы найдут широкое применение при оценке малых вероятностей 
методом Монте-Карло в задачах массового обслуживания. 
Можно отмстить также определенную связь между задачами на 
собственные значения (задача определения критического раз­
мера реактора) и задачами массового обслуживания, которая 
еще не проявилась в полной мере". 

Мы лишены возможности рассматривать подробно вопросы,. 
связанные с моделированием (имитацией) различных систем. 
Моделирование получило в настоящее время широкое распро-
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странение. Достаточно сослаться на библиографию [287], где 
собрано более 700 названий, имеющих отношение к имитации. 
Можно считать, что метод Монте-Карло используется при мо-

• делировании, но основные проблемы в этой области, по край­
ней мере в настоящее время, сосредоточены на средствах удоб­
ного описания модели. Такими средствами можно считать спе­
циальные компилирующие системы и языки моделирования 
[46, 64, 66, 94, 128, 352, 354, 376, 395, 396, 437]. Системы под­
программ и стандартные процедуры, связанные с ЭТИМИ систе­
мами и языками, включают датчики случайных чисел, получе­
ние реализаций случайных процессов и обработку статисти­
ческих данных, получаемых в результате моделирования. Мы не 
будем более подробно останавливаться на проблемах, связан­
ных с моделированием. Упомянем только в качестве характер­
ных примеров работы X. Ш. Маргулиса и Г. Я. Фридмана [126], 
[127], Ю. Г. Полляка [165], Найлора, Уолланса, Caccepa [392], 
а также [НО, 359, 313]. Дальнейшую библиографию можно 
найти в монографиях раздела 1.4, а также в [390, 287]. Из чис­
ла этих работ следует выделить, впрочем, две группы. Первую, 
связанную с управлением сложными системами (такими, как 
энергообъединение): [20, 36, 48, 114] (см. также [359]) и вто­
рую, связанную с созданием механизмов: [8, 41, 52, 200, 249, 
305, 412, 453], и других конструкций [52, 260]. 

4.3. Статистическая физика, теория переноса заряженных 
частиц. О приложениях метода Монте-Карло для решения за­
дач разреженного газа довольно подробно упоминалось в свя­
зи с решением нелинейных уравнений. Применению метода 
Монте-Карло в квантовой статистике посвящены работы Фосди-
ка [292], В. М. Замалина и Г. Э. Нормана [88, 89] и ряд работ 
сборника [135] (см. [28, 92]). В том же сборнике имеется ра­
бота В. С. Филинова [197], посвященная решению задач не-
идеальной слабо вырожденной плазмы. В упомянутых работах 
имеет место, в основном, простое моделирование, хотя вероят-. 
постные модели несколько видоизменяются для нужд метода 
Монте-Карло. Вопросам, связанным с имитацией полимерных 
цепочек, посвящен ряд работ, из которых мы упомянем [70] 
А, В. Добродумова и A. М. Ельяшевича и [375] Маккракина. 
В последней для улучшения метода вводятся статистические 
веса. Различным моделям статистической физики посвящены 
работы [222, 237, 253, 256, 281, 324, 351]. Типичные примеры 
расчета каскадных процессов содержатся в [178, 232, 233]. 
Из других работ, связанных с заряженными частицами упомя­
нем [42] и работы [162, 271], посвященные рассеянию электро­
нов. Наконец, следует отметить работы, связанные с моделиро­
ванием жидких сред [459], решением нестационарных задач 
гидродинамики вязко-пластических сред [92] и моделированием 
турбулентности [239]. 

4.4. Математическая статистика. В этой области метод Мои-
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те-Карло очень широко используется как инструмент экспери­
ментального определения (или проверки) статистических харак­
теристик различных решающих процедур математической ста­
тистики. Среди огромного количества работ, написанных на эту 
тему, нам встретились только две: [240, 406], где с целью 
уменьшения дисперсии оценки использованы методы существен­
ной п расслоенной выборок. Во всех остальных работах резуль­
таты получены путем прямого моделирования изучаемого рас­
пределения. Ниже указана тематика работ такого рода, выпол­
ненных за период с 1969 г. Исследование свойств оценок: [388, 
243, 436, 288. 420, 417, 425, 240, 275, 416,402,406, 344, 113, 310]; 
исследование свойств распределений: [299,340,358,311,424, 294, 
252, 421, 415, 339]; исследование свойств тестов: [460, 263, 302, 
434, 341, 353, 411, 251, 383, 258, 454, 286, 393]. Таким образом, 
данная область приложений метода Монте-Карло находится 
пока в стороне от тех достижений в построении эффективных 
схем моделирования, которые имеются в других областях. 

Метод Монте-Карло применяется также в задачах планиро­
вания эксперимента. Уже давно известны схемы рандомизован-
ного выбора плана эксперимента из некоторой конечной сово­
купности планов в задачах дисперсионного анализа, В послед­
ние годы стала развиваться теория рандомизованного 
планировании эксперимента применительно к регрессионным мо­
делям. Первой в этом направлении является по-видимому, ра­
бота Б. Л. Грановского и С. М. Ермакова [56], в которой была 
сформулирована задача планирования регрессионного экспери­
мента в пространстве функций регрессии Ls, т. е. когда относи­
тельно измеряемой (наблюдаемой) функции отсутствует прак­
тически всякая априорная информация. Для решения этой 
задачи и [50] предложена такая рандомизация классической 
схемы метода наименьших квадратов, которая приводит к не­
смещенной опенке элемента наилучшего приближения к искомой 
функции регрессии в метрике L2 относительно заданной систе­
мы ортонормнрованпих функций. 

Соответствующая вероятностная мера в области планирова­
ния называется при этом раидомнзованным планом экспери­
мента (р. п. э.). В [56] сформулировано также понятие допу­
стимости р. п. •>. и получен ряд результатов, обобщающих соот­
ветствующие результаты для случайных квадратур. В работе 
С. М. Ермакова [78] подробно .исследована задача выбора оп­
тимального в некотором смысле р. п. э., которая сводится к за­
даче бесконечномерного программирования, а в работе С. М. Ер­
макова и Е. В. Седуиова [87] изучены р. п. э. с одной свобод­
ной точкой. Результаты, полученные в [87], основаны на иссле­
дованиях по случайным квадратурам гауссовского типа. 

4.5. Другие "приложения. Перейдем далее к перечислению 
других приложений метода Монте-Карло. Эффективность обна­
ружения вычислялась методом Монте-Карло в работе [234]. 
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При этом использовалась техника типа расслоенной выборки с 
последовательным улучшением расслоений. В работах Теодо­
реску [432, 433] метод Монте-Карло применялся для изучения 
модели обучения типа Буша—Мостеллера. Метод Монте-Карло 
для решения задач сетевого планирования использовался в [44, 
121, 122, 140, 191, 255]. Вопросы миграции рассматривались в 
[364], селекции — в [303, 304]. С нелинейной фильтрацией слу­
чайных процессов связаны работы [27, 103, 326, 414, 419]. До­
вольно обширная литература посвящена вопросам надежности и 
восстановления ненадежных систем: [7, 29,30,31,32,53, 101, 172, 
189, 198]. Здесь следует отметить работы [172, 198], где была 
предпринята попытка построить фиктивную модель с целью ус­
корения моделирования процесса отказов. С использованием 
метода Монте-Карло при моделировании боевых действий мож­
но познакомиться по работам [193, 231]. Здесь используется 
непосредственное моделирование (имитация). Следует отме­
тить использование метода Монте-Карло в химии для модели­
рования химического реактора [132], расчетов непрерывных 
процессов сушки в аппаратах взвешенного слоя [151] и реше­
ния других задач [37, 76, 235, 298, 461]; в геологии [2, 170,214, 
329]; в регулировании водного стока [176, 138], в астрономии 
[333]; в задачах фильтрации [220]; в ракетной технике [260] и, 
наконец, в животноводстве [102]. 
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