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1. Теория тканей ещб сравнительно молодой раздел мате­
матики, поэтому одной из основных проблем в этой области 
является проблема классификации. В большинстве работ, пос­
вященных геометрическим и алгебраическим аспектам теории 
тканей (см. библиографию в обзорах [1, 7}), рассматриваются 
специальные классы тканей, то есть эти работы имеют, по су­
ществу, классификационный характер. 

Основоположники теории тканей: Томсен (1899—-1934),. 
Бляшке (1885—1962), Рейдемейстер (1893—1971), ученик и 
соавтор Бляшке Г. Боль (1906), Чжэнь (1911) использовали 
топологическую классификацию, связанную с замыканием фи­
гур определенного типа, образованных слоями ткани. Так воз­
никли три-ткани Г (Томсена), R (Рейдемейстера), Bh Вг, Вт 
(левые, правые и средние ткани Боля), три-ткани Н (шести­
угольные). На них замыкаются фигуры с соответствующими: 
названиями, изображенные на рис. 1—6: 
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Изучение альтернативных тел, начавшееся с работы [1, библ. 
101]* Муфанг (1905), дало повод к рассмотрению тканей, наз­
ванных' впоследствии тканями М, на которых выполняются все 
условия замыкания типа В, то есть BwBr и Вт. 

Классификация по условиям замыкания имеет и алгебраи­
ческое обоснование, Три-ткань W, как известно [§], можно 
рассматривать как класс изотопных между собой луп, называе­
мых координатными лупами этой ткани**. Это дает возмож­
ность описывать свойства три-тканей в терминах теории ква­
зигрупп и луп, и наоборот, известные свойства последних пере­
носить на ткань. В частности, каждому условию замыкания на 
ткани W отвечает выполнение определенного тождества в ее 
координатных лупах. Например, координатные лупы три-ткани 
R являются группами***, ткани Т—абелевыми группами; в 
координатных лупах ткани Боля выполняется какое — 
'либо из тождеств Боля [б], а в координатных лупах тка­
ни Н выполняется тождество моноассоциативности: 
х2-х=х-х2. 

2. Многомерные три-ткани на гладких многообразиях целе­
сообразно классифицировать в терминах определяемых ими 
g-структур. Как видно из [1], такая классификация является 
весьма емкой. В рамках этой классификации каждый из пере­
численных выше классов тканей характеризуется прежде всего 
особым типом присоединенной аффинной связности Г. Впер­
вые связность Г появилась в работе Чжэня [1, библ. 95]. 
В ней, в частности, были даны тензорные характеристики тка­
ней Т, R, Н, чем было положено начало главному направлению 
исследований в современной дифференциально-геометрической 
теории тканей, а именно изучению тканей со специальным 
строением основных тензоров. 

Однако система дифференциальных уравнений в частных 
производных, описывающая произвольную многомерную три-
ткань, была записана в [1, библ. 95] не в инвариантной форме, 
и ее сло*жность, по-видимому, ограничила область ее примене­
ния результатами, полученными в [1, библ. 95]. Структурные 
уравнения три-ткани в современном инвариантном виде были 
найдены в 1969 г. М. А. Акивисом [I, библ. 2].'Разработанный 
нм на основе новых геометрических методов способ исследова­
ний**** позволил, в частности, охарактеризовать пере­
численные выше классы тканей строением их тензоров 
кривизны и кручения, uiw ' и ai-.' (см. таблицу): 

* Ссылка ыа работу [101] из списка литературы к обзору [1]. 
** В дальнейшем термин «ткань» будет обозначать «три-ткань». 

*** Вследствие этого ткани R называют еще групповыми тканями. 
**** Обзор современных дифференциально-геометрических методов см. 

в [16]. 
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Заметим, что необходимость приведенных соотношений на тен­
зор bjkl для тканей Боля была доказана в 1971 г. [1,-библ. 
16], а достаточность — ТОЛЬКО В 1978 г. [Г библ. 81]. 

В 1985 г. Киккава [52] приходит к тем же структурным 
уравнениями связности Г (по-видимому, не зная о работе [1, 
библ. 2]) и предлагает называть ее связностью Чжэня. Более 
подробно свойства ЭТОЙ связности обсуждаются в [1, библ. 
19], см. также [53]. 

Кроме описанной классификации, возможны и другие, свя­
занные не со строением основных тензоров, а со способом за­
дания ткани. Так, в один класс можно объединить три-ткаии, 
определяемые естественным способом на гладкой поверхности 
проективного пространства некоторой кубической кривой I. 
Эта тематика инспирирована, по существу, задачей, предло­
женной еще Бляшке: описать все шестиугольные ткани, образо­
ванные тремя пучками окружностей (задача полностью не ре­
шена до сих пор, см. [19, 27])/ Случай, когда кривая / распа­
дается на три прямые, лежащие в одной плоскости, рассматри­
вался в [1, библ. 35 — 38], на три прямые общего положения — 
в [19, 27]; когда I — плоская кубика или произвольная норм-
кривая — в [13—15] и [33 — 35], соответственно. Классифика­
ции такого рода, мы оставляем в стороне. 

3. За последнее десятилетие получены два существенных ре­
зультата, касающиеся ^-структуры, присоединенной к три-тка-
ни. Во-вторых, поставлены и решены две важные проблемы 
классификации — проблемы грассманизуемости и алгебраизуе-
мости многомерных d-тканей при d̂ S-З (подробности см. в 
[1]*). Их решение привело к рассмотрению естественно воз­
никающей на d-ткани почти грассмановой структуры AG(n, 
п+г) , которая задается полем алгебраических конусов (кону­
сов Сегре), несущих две серии плоских образующих. 

Во-вторых, что для нас более актуально, в 1976 году в 
[1, библ. 7] было замечено, что ^-структуры, определяемые 
три-тканями Т, R, В, М, являются замкнутыми, то есть ткани 
этих типов определяются конечным числом постоянных. Отсю­
да вытекала необходимость изучения класса тканей, облада­
ющих замкнутой ^-структурой, причем в первую очередь 
нужно было выяснить, будет ли замкнутой ^-структура, опре-

* В обзоре [1] имеется большая часть излагаемых нами сведений о 
три-тканях, здесь же мы их дополняем и рассматриваем с другой точки 

зрения. 
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деляемая шестиугольными тканями. Для четырехмерных ше­
стиугольных тканей положительный ответ на этот вопрос сле­
дует, из работы [9], однако примененная там методика иссле­
дований существенно использует четырехмерность и поэтому 
не может быть обобщена на произвольную размерность. Толь­
ко в 1986 году нам удалось доказать в [41], что шестиуголь­
ная ткань любой размерности определяет замкнутую ^-струк­
туру. ЭТО доказательство приведено в § 3. 

Замкнутые ^-структуры, определяемые три-тканями (в [41] 
мы назвали их ^-.----структурами), также классифицируются с 
•помощью основных тензоров. Согласно определениям из 
[I, библ. 7], ткани Т определяют замкнутую ^.(--структуру 
класса 0; ткани R и М — .о-ту-структуру класса I, ткани Боля— 

.класса 2. Мы предлагаем (как результат обсуждения этого 
вопроса с автором статьи [1, библ. 7]) несколько изменить 
классификацию, положив в основу порядок фундаментального 
дифференциально-геометрического объекта рассматриваемой 
ткани. В соответствии с этим ткани Т будут определять 
замкнутую gw-структуру класса 1, так как их основные тен-

.зоры al
jk и bl

Jkl, определяемые в дифференциальной окрестно­
сти второго и третьего порядка, равны нулю. Ткани R и М 
будут определять замкнутую ^-«--структуру класса 2, так как 
их тензор кривизны полностью выражается через тензор кру-
чрния, определяемый через производные не выше второго по­
рядка от функций ткани. Ткани Боля определяют замкнутую 
.-g-.-йг-структуру класса 3, так как производные их тензора кри­
визны выражаются через сам этот тензор и тензор кручения. 
Шестиугольные ткани, как доказано в [41], определяют замкну­
тую ^----структуру класса 4 (в [41] мы писали «класса 3», 
придерживаясь терминологии статьи [Л, библ. 7]). 

Таким образом, все известные типы тканей, определяемые 
условиями замыкания — Т, R, М, В, Н, обладают замкнутой 
gV-структурой. В связи с этим возникают по крайней мере две 
проблемы, которые мы и обсуждаем в настоящей работе: 
1) указать наиболее общие аналитические условия, приводя­
щие к замкнутости g—-структуры; 2) выяснить, существуют ли 
ткани с замкнутой ^-----структурой, в координатных лупах ко­
торых выполняются тождества более слабые, чем тождество 
моноассоциативности (характеризующее шестиугольные тка­
ни), и описать такие тождества. 

Первая из этих задач рассматривалась в нашей работе 
[41]. Из нее видно, что решение поставленных проблем свя­
зано с рассмотрением дифференциальных окрестностей высо­
ких порядков. Поэтому нашей первоочередной задачей в на­
стоящей статье будет описание свойств дифференциально-гео­
метрических объектов высших порядков произвольной 
многомерной три-ткани. Этот фундаментальный вопрос общей 
теории тканей рассматривается в §§ 1—2. 
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Решение, первой задачи основано на следующем наблюде­
нии: можно сказать, что ткани, перечисленные в таблице 1, 
характеризуются различной степенью кососимметричности их 
тензора кривизны- В [42] мы рассмотрели еще ОДИН класс тка­
ней, определяющих замкнутую ^-----структуру, но уже 
класса 6: оказалось, что и этот класс характеризуется опреде­
ленной степенью кососимметричности некоторых тензоров чет­
вертой дифференциальной окрестности. Обобщение этого фак­
та и составляет один из основных результатов настоящей ра­
боты: в § 5 доказано, что замкнутость симметрированных ос­
новных тензоров типа (р), принадлежащих дифференциально-
геометрическому объекту порядка р ткани W, влечет замкну­
тость определяемой ею .д-у-структуры. 

4. Рассматриваемая нами теория многомерных три-тканей 
имеет локальный характер, поэтому координатные лупы много­
мерной три-ткани (см. п. 1) являются локальными лупами. 
Связь между три-тканями, заданными на гладком многообра­
зии, и гладкими локальными лупами была впервые проанализи­
рована в [1, библ. 4]. В |[1, библ. 16] тензоры кривизны и кру­
чения ткани были выражены через коэффициенты, разложения 
в ряд уравнений ее локальной координатной лупы. Это позво­
лило, в частности, получить необходимые условия замыкания, 
приведенные в таблице 1. Выражения для ковариантных произ­
водных тензора кривизны через коэффициенты указанного 
разложения найдены в [42]. Обобщая эти результаты, в § 7 
настоящей работы мы доказываем, что через коэффициенты 
разложения можно выразить компоненты дифференциально-
геометрического объекта произвольного порядка многомерной 
три-ткани, то есть ковариантные производные любого порядка 
ее тензора кривизны. Более того, в § 7, в предположении ана­
литичности три-ткани W, доказывается, что если координатную 
лупу отнести к каноническим координатам, то можно получить 
и обратное, то есть выразить коэффициенты канонического 
разложения через компоненты дифференциально-геометрическо­
го объекта соответствующего порядка ткани. Используя этот 
факт, мы получаем в § 7 характеристическое свойство локаль­
ных координатных луп ткани с замкнутой gv-структурой: ока­
зывается, что каноническое разложение таких луп определяется 
конечным числом первых членов разложения. Таким образом 
дано обобщение известного свойства групп Ли, аналитических 
альтернативных луп, луп Муфанг и Боля (см. [1, библ. 61, 60, 
67] и [29, 30]), на возможность которого указывалось еще 
Bi[l] . 

Полученные в работе результаты носят локальный характер. 
В списке литературы приведены в основном работы по три-
тканям, вышедшие после 1983 года, и поэтому не вошед­
шие в обзор [1]. 
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§ 1. СТРУКТУРНЫЕ УРАВНЕНИЯ МНОГОМЕРНОЙ ТРИ-ТКАНИ 

Й = ' --

Г Рассмотрим три-ткань W, образованную тремя слоениями 
Яа, а = 1, 2, 3, коразмерности г общего положения на гладком 
многообразии М размерности 2г. Слоения Ха зададим системами 
Пфаффа 

со'-=0, сй' = 0, co'-fcu—О, 
1 2 1 2 

где со' и со' —базисные' формы на М. Условия интегрируемости 
1 2 

этих систем, следуя [1, библ. 2], запишем в виде 

1 1 > ]"\ 1 , 2 2 ; 7 2 2 

^ = ш*Ло>| + ^.ысо*Л<вг. (1-2) 

Связность Г (Чжэня) опре-еляется на М формами 
О 

О ©'. 

и уравнения (1.1) и (1.2) суть ее структурные уравнения. Упомя­
нутая во введении ^-структура порождается группой Ли матриц 
вида Q. 

Тензоры al
jh и Ь1.ы напваются, соответственно, тензором 

кручения и кривизны ткани W. Они связаны конечными и диф­
ференциальными соотношениями, получающимися при дифферен­
цировании уравнений (1.1): 

Здесь V —оператор ковариантного дифференцирования в связ­
ности Чжэня, так что, например, Vfl^—da^ + a^co^—я^со~ — 

jm k 
ПОЛОЖИМ 

V*j«==CywA--',, + -!J*//--l-y1--''-. (1.6) 
1 2 

Внешнее дифференцирование уравнений (1.2) и (1.4) дает следую­
щие соотношения, также приведенные в [1, библ. 2]: 

CjlWUil — bjmtaUt, C]k[ir+jl]*=—bjkmO>Ul, (1.6) 

cl№jJ~clJUIiiU+Ji==£jbUi> (--7) 

где 
-5;ft/y'i — Qjkbpiji — aipbkiu — o.pkbjij,- (1.8) 
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Покажем, что других: конечных соотношений, кроме (1.3), 
•связывающих тензоры djj'H bl

jki, не будет. В самом деле, новые 
•соотношения могли бы появиться в результате дифференцирова-
вания равенств (1.3) или исключения из равенств (Г6) и (1.7) 
тензоров типа L ]. Однако нетрудно проверить, что дифферен­
цирование уравнений (1.3) приводит в- силу соотношений (1-6) 
и (1.7) к тождествам. Далее, чтобы исключить из (1.6) и (1.7) 
тензоры с)ыи и с jktr+js нужно проальтернировать эти соотноше­
ния по индексам / , к, I, /1. В результате получим: 

ClJbjJ]—c\Wtr+j1]=B[Jk,Jl]. 
'Отсюда следуют равенства 

bU\pUakJA + б Ш 1 Р | Я ? Л 1 — •#№./,.] > 

которые, как легко проверить, обращаются в тождества в силу 
•обозначений (1.8). Итак, д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и -
•ческий о б ъ е к т т р е т ь е г о порядка т р и - т к а н и W 
о п р е д е л я е т с я тензорами а)ь и b!pa, компоненты ко­
торых связаны конечными соотношениями (1.3). 

2. Дифференцируя уравнения (1.5), получим: 
V ^ W l A f - + V ^ W r + A A f ' — 

1 2 1 1 2 2 

где обозначено 
•б Jktjilt = bjklbmjj, — bmklbjjjt — b]mibk]jz — bjkmblnh- (- • Щ 

"Положим 
4ci}ki)l'=°ci

mhU(uh-\-ci
m]ir+!%<uls, 

i i Ja i i 
VCjklr+j^CjItlr+jJ,® -j-Cjttir+Js+jfu 

(Ml) 
1 2 

Тогда из (1.9) следуют соотношения 

— Cjkl]1r+hJrfCjklr+j1jl=-Bj,lU1U- (1.13) 

Из уравнений (1.13) вытекает, что из четырех имеющихся 
тензоров типа [.,] только З независимых. В качестве таковых 
возьмем тензоры c

l
mh)tt cl

JUJxT+h, cl
Jklr+Jir+jt> которые назовем 

основными тензорами пятой дифференциальной окрестности 
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ткани W. Основные тензоры удовлетворяют соотношениям (1.12)* 
а также соотношениям, получающимся при ковариантном диф­
ференцировании равенств (1.6) и (1.7). Из (1.6) имеем: 

(-) c]W\h\]i = cJmliidkh^b)mib'\k\]i\}l\'i 

(2) CjmiUi]r+h= Cjmtr+hdbjt + b'jmtbl/iftji' 
(1.14> 

(3) Cjklir+ji)r+Js= —.Cjkmr+jia!Pjl — b]kmb'\l]l])ly 

(4) C]k[i\]l\r+]l\ = — Cjkm]ldil]i—7bjkmb'll\)i\],\-~Bjk\t\)l\).,\i 
причем последняя серия соотношений получается с учетом (1.13). 
Дифференцируя (1.7) и пользуясь (1.13), придем к равенствам: 

0 ) c\ik\hih~-cu\mhr+ii=sBjktjl,i\+B\]\t\k\}tjl, 
(1.15> 

(2) c№\]ilr+], — C[j\l№r+jlr+/a = Bj/lljl,r+J,> 

где 
Bjkijl,jt — 4jtB]kijl, Bjk[j1,r+j3=s'Vr+j,Bjktjl-

Итак, основные тензоры дифференциальной окрестности пятого по­
рядка три-ткани удовлетворяют соотношениям (1.12), (1.14), (1.15). 

Эти соотношения не являются независимыми. Например, 
из (1.12(1)) следует, что 

СЛА|ЛЛУ?]-=СЛА|'«|-"ЛЛГ (1-16> 
С другой стороны, альтернируя соотношения (1.14(1)) по индексам 
k, j \ , /2, получим другое выражение для того же самого тензора: 

:cjmi\]ij>]^cjmtu,aZ\]-)-bjmtb'ibj,jl\- (-•-•')• 
Сравнивая с (1.16), приходим к соотношениям 

А „т. I _т . 11 itn 

которые можно переписать в виде 

Пользуясь далее соотношениями (1.16) и (1.13), убеждаемся, что> 
последние равенства удовлетворяются тождественно. Таким обра­
зом, два приведенных выше выражения (1.16) и (1.17) для тензора 
CJWU и) э к в и в а л - т н ы - т а к ч т о системы (1.12(1)) и (1.14(1)), 
из которых они получаются, не являются независимыми. Компо­
ненты тензоров типа [5-] можно, ИСКЛЮЧИТЬ И из других уравнений. 
системы (1.12), (1.14), (1.15). При этом всегда будут получаться. 
тождества, то есть никаких новых соотношений на тензоры cl

jklm 
и cj/iir+m н е последует. Таким образом, соотношения (1.6)' 
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и (1.7) суть единственные конечные с о о т н о ш е ­
ния, с в я з ы в а ю щ и е т е н з о р ы д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ной о к р е с т н о с т и ч е т в е р т о г о п о р я д к а , три-
ткани IV. 

Анализируя строение дифференциально-геометрического объ­
екта шестого порядка рассматриваемой три-ткани W, мы най­
дем, что соотношения (1.12) — (1.15) суть единст­
венные с о о т н о ш е н и я , с в я з ы в а ю щ и е к о м п о н е н т ы 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к о г о о б ъ е к т а 
пятого п о р я д к а этой ткани. 

§ 2. СТРОЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
ОБЪЕКТА ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА ТРИ-ТКАНИ 

1. Дифференциально-геометрический объект порядка s + 2 
три-ткани W содержит 2-""1 тензоров типа L_i_2J — ковариантных 
производных порядка s — 1 тензора кривизны Ь)ы- Как сейчас 
будет показано, из этих тензоров s независимых. Назовем их, 
как и в § 1, основными тензорами. 

В дальнейшем будет удобно пользоваться обозначением 
tfjki^c'jkr+i- В соответствии с этим обозначением, при записи 
ковариантных производных тензора кривизны на третьей пози­
ции снизу вместо индекса I будем писать r + i, например: 
с1 

Теорема 2.1. Тензоры 
Cjkr+jij,...js_ljs> Cjkr+JJ,...Jls_lr+js, • • • , Cjkr+]lr+j2...r+js (2A) 

ЯВЛЯЮТСЯ основными тензорами дифференциальной окрестности 
порядка s + 2 три-ткани W. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему дифференциальных 
уравнений, содержащую рассматриваемые тензоры: 

4C%r+ld1..Js_2Js_1^Cijkr+jJ2..Js_1Js(uJs + C%r+Jd*...Js_1r+js<*is, 

T7Cji!r+Jdi.--js.s.r+js_1'=Cjilr+Jd!1-.-r+js_1Js
a}s-\-Cjkr+Jd1-..r+Js_lr+js^ -> 

(2-2) 
VCijkr+jir+j2...r+Js_l==Clj,ir+j1r+j,...r+js_.1Js^ls-rCji!r+Jl...r+}s^ s-

Дифференцируя эти уравнения внешним образом, получим: 

--s;W/w2{cdot}..v.+1 ^ л ^ — - - ^ 
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+ *W+M....W+m</, t.®''Af-*'. '» . , . - Л л Л-.Л... 

(2.3) 

v4+/^+i,..r+;..1/sAffl i s + Vc;W/l.-+/I..{cdot}r+/,A^s== 

где 

D /Л f.t 
tijkr+]l...r+juJu+1...js]sJn=Cj/ir+j1...r+JaJa.H..Js_lVmjsr+js+1 

l ь.тп 
— Cmkr+js....r+ia]a+l...)s_l

ukjsr+ls+l 
• • • —cJbr+jl...r+JuJu+1...Js_2mt>?s_1lsr-\-Js+l- ( 2 - 4 > 

Полагая в уравнениях (2.3) 

1 * О Г 1 2 

• . * . . . . . . • _ . .. - = / - L . , , , , . , , , (O-'-s-H 
1 

4cJi,r+]i],...is_1r+jllT=Cjkr+;j,...js_s+jsjs+l<u -+1 + 

2 

v4-«4-A»4*...r+y,---,4»r+A...M-v+^^^ 
получим соотношения двух типов: 

(1) Cjkr+jlji--J^ilJsJs+l] — cjlir+jJ2...js_lm(ijsfSJr^ 

V-) Cjkr+iJi...js_l[r+i5r+]!.^\——Cjkr+]1}i...r+js_1r+mClis]slrl, 

(2-6) 
ri — QI Q"l 
L-jkr+jJ1...jur+Ju+1...lr+Jsr+js+1] Jkr+jlf,...Jur+ju+1...r+js_1m jsJs+i 

И 

ni • ni QTU. 
Jbr+jx...r+js_1lr+jsr+js+1) Jkr+ji...r+js_1m У ^ + 1 ' 

~CJl'r+Jir+I!..Jsr+js+l')rCJkr+j1r+ji-.-r+Js+lJs
!=:=-Bikr+^r+J*J''--JsJ 
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ci A-cl — 
l'jltr+jlr+j1...r+juju+1...jsr+js^l^l-jkr+jlr+i!...r+iuia+1...r+js+ils 

ы (2-7) 

— bjRr+jif+J,...r+jujtt+l...Js+i, 

~C%r+jl...r+Js^sr+Js+1 + Cjkr+Ji...r+js_1r+Js+iJs
==BJbr+J>---r+Js-iJs-is+i' 

Доказательство проведем индукцией по 5. Утверждения, 
сформулированные в п. 2 § 1, составляют базу индукции. Пред­
положим теперь, что тензоры (2-1) являются основными, и дока­
жем, что в следующей дифференциальной окрестности основными 
будут тензоры 

4-M-A/-..{cdot}vW cJbr+hi,~.jsr+js+1> • ••'-?W+A....--t-w (2,S) 
1 

Сначала заметим, что каждый тензор типа (5_L. з) является 
ковариантной производной некоторого тензора типа L L O ) - при-

чем тензор T типа (5 + 2J порождает д в а тензора: T.----V/T и 
Tr+;-= Vr+jT- П° предположению индукции тензор T выражается 
через основные тензоры, а так как производные по a>s от основ-

2 
иых тензоров также будут ОСНОВНЫМИ тензорами, то отсюда 
вытекает, что через основные тензоры выражается и тензор Tr,;-

Рассмотрим теперь тензоры вида T;.. Среди них' ТОЛЬКО один, 
а именно тензор с1..,. . . является основным; остальные 
содержат хотя бы один индекс r-\-ju, стоящий не на последнем 
месте, и, следовательно, основными не являются. Но так как 
тензор T выражается через основные тензоры, то тензор Т 
выражается через их производные вида с^,+У1;2.../цГ+Уц+1....г+;у1+^ 
Эти тензоры, в свою очередь, с помощью соотношений (2.7) вы­
ражаются через тензоры типа Тг+1, а поскольку последние, как 
уже было показано, выражаются через основные тензоры, то 
через них выражаются и тензоры Т.-. Теорема доказана. 

Итак, дифференциально-геометрический объект порядка s+3 
три-ткани W содержит s основных тензоров типа (-—sb кото­
рые удовлетворяют соотношениям (2.6) и соотношениям, полу­
чающимся при ковариантном дифференцировании равенств 
(1.14), (1.15) и им подобным. Другие (не основные) тензоры, 
входящие в дифференциально-геометрический объект порядка 
s + З, выражаются через основные с помощью соотношений 

: (2.7) и им аналогичным, которые получаются при дифференци­
ровании соотношений вида (1.13). 

2. Как видно из соотношений (1.3), (1.6), (1.7) и т. д., (2.6), 
некоторые альтернации тензоров ткани выражаются через тен-
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зоры меньшей валентности. Этот факт приводит нас к следую-' 
щему определению: будем говорить, что т е н з о р T, п р и н а д ­
л е ж а щ и й д и ф ф е р е н ц й а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к о м у 
о б ъ е к т у п о р я д к а s т р и - т к а н и W, я в л я е т с я з а м ­
к н у т ы м , е с л и он в ы р а ж а е т с я ч е р е з к о м п о н е н ­
т ы о б ъ е к т о в п о р я д к а м е н ь ш е s. 

Л е м м а 2.1 Пусть 
def 

T — O' . 

— основной тензор типа h i а т п ) . Тогда его альтернация по 
любой паре индексов из набора /1, /г, • •., /«, или по любой паре 
индексов из набора ku k2,..., к$ является замкнутой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , l) Для р=1 и любого а из соотноше­
ний (1.6(1)), (1.12(1)) и т. д., (2.6) следует, что альтернации 
тензоров типа L . 1 по каждой паре соседних индексов из 
набора /ь /2,. . ., /а являются замкнутыми. Отсюда вытекает 
замкнутость альтернаций тех же тензоров и по любой паре ука­
занных индексов. 

2) При |3==2 и а = 1 справедливость леммы вытекает из 
(1.6(2)). Предположим, что лемма справедлива при (5 = 2 и а = 
=s, и докажем, что она имеет место при |3-2 я a = s + l. Из 
формулы (2.7) имеем: 
cl]dr+h\)i...]sM\r+kA = ciJdr+bt\J2--Js\r+kAh+i^BUAkM'---3s+№' (2-9) 
По предположению индукции тензор 1-?/у1[гч-й,|у-2...у \г+и,] я в л я е т с я 

замкнутым. Так как 
- I = с\ "jJilr+kl\ji...Js\r+fii]Js+i — l'jJllr-t-kl\h...Js\r+liz],js+1> 

то замкнутым будет и тензор cjjllr+k1u1...js\r+k2]jsU\ к Р о м е 

того, из (2.4) видно, что тензор В}]^],...; $,] также является 
замкнутым. Следовательно, вся правая часть в (2.9) выражается 
через тензоры меньшей валентности, что и требовалось доказать, 

3) Рассмотрим теперь тензор T типа h , а , Д где Р>2. 
Так как 

CJJir+ti1jz...far+lti...r+liii^CjjirJc/!j2.../a,r-\-k2 ..r+ftp' 

то в силу п. 1) альтернации тензора T по любой паре индексов 
«а 

ji> /2> -••ija. замкнуты. Далее, так как 
сУУ.г+А1у!...У0г+*2...г+/.р l'./A-+*i;....../a--.-ft-.--+ft.i...-+*p' 
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то в силу п. 2) альтернация тензора T по индексам £1, ki 

является также замкнутой. Поскольку 
С1 — fi 

Jjir+ii1J2...jar+k1...r+k£ l'jjlr+lij2...Jar+k2r+k1,r+ki...r+k£> 

то в силу (2.6(2)) альтернация тензора T по индексам k2, кг 
аВ 

будет замкнутой. Точно так же с помощью (2.6(1)) доказывает­
ся, что замкнуты альтернации тензора T по любой паре со-

{alpha}B 

седних индексов из набора k2, kb, .. ., £-, а отсюда вытекает, 
что замкнуты его альтернации и по любой паре индексов из 
этого набора. Лемма доказана. • 
Аналогично доказывается 

Л е м м а 2.2. Тензоры вида 
— Cjlir+lti...tuPr+q(u+1...<s-JrCjl!r+U1...iar+qpluH...<s,. 

где индексы t\, /2,. • •, t„ могут принимать значения / ь . . . , /а, 
r+ku .. . , r+fe-, являются замкнутыми. 

Альтернированные части основных тензоров связаны еще 
соотношениями, которые получаются при дифференцировании 
соотношений (1.7). Дифференцируя, например, по первой серии 
переменных, получим: " ' ' ' ' . ' . , 

c\jk\ji[j.i...}s — C[j\i\k]r±jlj2...js=Bjkijl,J2.:.js- (2.Ю) 

В силу леммы. 2.2 индекс r-\~.ji в тензоре Cyin^r+jj^.j МОЖНО 
последовательно менять с соседними /2, j 3 , ..., j s , добавляя 
при каждой транспозиции соответствующие слагаемые в правую 
часть равенства (2.10). В результате оно примет вид: 

c\jk\j\iji...ii — C\j\t\k\h.:;]sr+]l==Bjki]tii::.'js- ' (2-11) 

При этом добавляем слагаемые как и тензор E/w; J--••.•'-• ЯВЛЯЮТ­
СЯ замкнутыми, так, что замкнутым будет и тензор /Зумд..''.]• 
Аналогичными рассуждениями из (1.7) получим равенства. : ..; 

J J 
C\Jb\]ilJi.-.Jar-\-ja^:.r+]s — C\j\l\k}jt...yur^-iir+]uJri.s.r+]s== 

= Bjkiji...r+j1., (2.12) 
где правые части являются замкнутыми тензорами. Можно до­
казать, что последние соотношения вместе с теми, которые при­
ведены в лемме 2.1, суть единственные соотношения, связываю­
щие основные тензоры три-тканй. 

3..Итак, как только что показано, некоторые из альтернаций 
основных тензоров три-ткани являются замкнутыми, то ^ёсть их 
можно- выразить через тензоры, принадлежащие-1 дифференци­

альной окрестности меньшего порядка.-..Оказывается, что фор-
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мулы, реализующие такое разложение, имеют определенный 
геометрический смысл. Продемонстрируем это на примере од­
ной из альтернаций. 

Л е м м а 2.3 ([41]). Имеет место формула 
cJd*[r+l\j?—Js-ilr+JSl=s~~CJ*J2r+mJ'-~h-iaeJs~ 

(Мы используем способ записи суммы, предложенный в [16,, 
библ. 68]. Здесь 

0{le}« + l < u < s — 1 , К+2< ...<К, Я-+1< . . . <?„•-! (2.14) 
и Л (w, v, s—1)—множество перестановок, удовлетворяющих 
неравенствам (2.14), которые можно составить из чисел 
w + 2 s—1). Выделенные индексы г+1 и r+js стоят на 
третьем месте независимо от и и по ним проведена альтернация. 
Доказательство проводится по числу нижних индексов. Оно до­
вольно громоздко и поэтому здесь не дано. 

Геометрический смысл формулы (2.13) проясняется в сле­
дующей теореме, доказательство которой основано именно на 
этой формуле. 

Т е о р е м а 2.2 ([41]). Пусть *Я.3(А.1) — главное расслоенное 
пространство неголономных p-кореперов [16] над базой Xi перво­
го слоения три-ткани W. Тогда формы 

С0;, = СОЛ, © Л у 2 , . . . . С О Ц . . . ; , 
I .Л 1 1 " 

где обозначено 

®hh:-]s = CjJ*r+mj!!...jto'n, S = 2 ,3 , . . . , p , (2.15} 
1 2 

задают в *Hp(Xi) некоторое подрасслоение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем уравнения структуры (1.1) 

и (1-2) три-ткани W в виде 

йГа>'«ш'Ле/, rffflJ.etoJ.Afflk^'Awu. (2Л6> 
1 1 1 1 1 1 

где 8,-=ш, + а'.&со* и 

<UhU=Cl
ithr+m<um- (2--7) 

1 2 

Мы хотим найти уравнения, которым удовлетворяют формы 
ЮЛЛ' ®)jt],i и т- Д.> Определенные равенствами (2.15). Продиф­
ференцируем эти равенства и воспользуемся уравнениями (2.5) 
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и определением оператораv(§ 1. п.1). В результате получим: 

— Cid*r+m]u...ls_&k+Ckiir+mi3.,.is_®]l + Cjlkr+m]3...Js_®j1
Jr 

+ - : Лу а -+А/ 2 . - ; -_ , й > т+ • • • +С1
ЫгГ+т],. ./J_2ftC0^_i)/\C0'i- + 

Подчеркнутые слагаемые уничтожаются. Раскрывая скобки 
и используя обозначения (2.15), имеем: 

d®hj....js_1=—®I'A&jj„.js-(ulA<i>*jtj>...a_l + 
1 ' i i - 1 - ' 

+ ю*,Л<о*у,..,у,_1 + . . . + o ) ^ _ i A c o ^ . . . W i + 

+ ( — СЛЫГ+ЛУ....-/,_,.»•+/, — Слу2г+т/з.../,_1^)согЛй)Ч (2-18) 

В силу формулы (2.13) последняя сумма преобразуется так: 

• { — cJdAr+[\j,.../s_1\r+/s\--Cjlj,r+m],...J1!_ia?js)<ulA®Js=1 

Напомним, что в этой сумме B + 1 < o < s —L Слагаемые такого же 
типа, но при ti = # + 1 , имеют вид: 

2со* Лео' . . . 

=-со* Л со' , + со*Лсо' , + . . . + С 0 * л со', . ,. 
n^W-V»" 

1 

При и = 5 — 1 аналогичные слагаемые выглядят так: 
со* , Лсо'== — со/Л со* , - . 

Поэтому формулу (2.18) можно записать следующим образом:: 
daii t • i = 2 со^Лсо', , . + 

1 J * Л(и,г-,.--1) - 1 " 

+
 №2,1)?5.«4„.-A.A?^-^w-V.' (2'19> 

где и, v и s удовлетворяют уже соотношениям 0 < M < w < s — - 1 . 
Уравнения (2.19) в точности совпадают с уравнениями главного 
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расслоенного пространства *H(%i) неголономных кореперов над 
многообразием Я1 [16], [16, библ. 71], базисными формами которого 
•будут формы &У. 

Аналогичным образом доказывается, что формы 

•определяют подрасслоение главного расслоения *//-г,(Я2) неголо­
номных p-кореперов над многообразием '%%—базой второго слоения 
три-ткани W. 
'•••'• 4: В заключении параграфа' выясним геометрический смысл 
•обращения в нуль тензоров -Зул/д, Bjmjj,, . . . , общий вид кото­
рых определяется формулой (2.4). Эти тензоры удобно рассматри­
вать как препятствия, а именно, имеет место следующее утверж­
дение: тензорное поле Т - ^ ^ ; . . . . - ^ ^ , . . . ^ , ) является 
.параллельным в связности Чжэня только тогда, когда 

Bmr+j,:.r+Juju+,.js/s+1==0. (2.20) 

Действительно, если указанное поле параллельно, то вполне 
интегрируемо уравнение УГ==0. Дифференцируя его внешним 
•образом, придем к условиям (2.20). 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЗАМКНУТОСТИ .^-СТРУКТУРЫ 
ШЕСТИУГОЛЬНОЙ ТРИ-ТКАНИ 

,.-,. Шестиугольные три-ткани образуют наиболее широкий класс 
тканей, характеризуемых известными условиями замыкания, и 
включают в себя все остальные типы тканей, перечисленные в 
таблице 1. Именно поэтому изучение тканей Я, в частности, 
обобщение для них известных' свойств тканей R, М или В, 
представляет особенный интерес. 

Аналитические шестиугольные три-ткани характеризуются 
условием , . . ; . . . • , . 

ь[т*=о, (3.1) 
а их геометрическая характеристика состоит в том, что они 

"несут максимальное количество двумерных трансверсально-геЬ-
дезических поверхностей, на которых слои ткани высекают 
параллелизуемые подткани [1, библ. 2]. По другому можно 
сказать, что каждая координатная лупа ткани-Я обладает мак­
симальным количеством одномерных подгрупп [1, библ. 1]. 
Тем не менее координатные лупы ткани Я группами Ли не яв­
ляются, и. более,того, для них не имеет места, вообще говоря, 

^формула Кэмпбелла—Хаусдорфа, которая . выполняется в аль­
тернативных лупах {Г библ. 61]. 
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С шестиугольными тканями связана одна проблема алгеб--
раического характера. Дело в том, что тождество моноассоциа-
ТИВНОСТИ х2-х = х-х2, характеризующее ткани Н, не будет 
(в отличие от тождеств Муфанг и Боля) универсальным [6], 
Это означает, что лупа, изотопная моноассоциативной лупе, та­
ковой, вообще говоря, не является. Но так как все координат­
ные лупы ткани между собой главноизотопны, то в классе коор­
динатных луп ткани Н тождество моноассоциативности имеет 
универсальный характер. Согласно [7, библ. И, 10], в коорди­
натных лупах ткани Н будет выполняться универсальное тож­
дество 

*Ъу \*\у X-Lz X) • Lz X = tfy X-Lz \r\y x----z X), 
называемое производным от тождества х2-х=х-х2, и содержа­
щее, как видно, три переменные. Проблема формулируется так; 
существует ли универсальное тождество (и если «да», то ка­
кое), характеризующее класс моноассоциативных луп, но содер­
жащее только две переменные и не содержащее неудобных опе­
раторов Д,~1 и Lj""1? Такая постановка вопроса оправдана тем,. 
что аналогичная задача для право- или левоальтернативных 
луп имеет положительное решение. Например, тождество пра­
вой альтернативности {ху)у — х-у2 имеет универсальный харак­
тер в классе правых луп Боля, то есть луп с универсальным 
тождеством'от трех переменных: z(xy-x) = (zx-y)x. В то же 
время производное тождество от тождества правой альтерна­
тивности содержит 4 переменные и имеет значительно более 
сложный вид. Заметим, что рассмотренный в [45] геометри­
ческий способ получения универсальных тождеств, давший воз­
можность единообразно описать многие известные из них, а 
рассматриваемом случае оказывается неэффективным. 

Главной же проблемой дифференциально-геометрического 
характера, связанной с шестиугольными три-тканями, является. 
проблема замкнутости определяемой этими тканями gv-струк-
туры. Плоские шестиугольные ткани, как доказано еще в-
[1, библ. 92], являются параллелизуемыми и, следовательно,. 
их gw- структур а будет замкнутой g-структурой класса 1. Че­
тырехмерные шестиугольные ткани исследовались в [1, библ. 33],. 
[9], где доказано, что эти ткани алгебраизуемы, то есть опре­
деляются некоторой кубикой проективного пространства Р3. 
Отсюда вытекает, во-первых, что соответствующая ^-структу­
ра является замкнутой, причем, как следует из [9], ее класс 
равен четырем. Во-вторых, ясно, что проблема классификации 
четырехмерных шестиугольных три-тканей оказывается решен­
ной в том смысле, что сводится к классификации кубических. 
поверхностей в Р3. 

Вопрос о замкнутости gv-структуры шестиугольной три-тка-
ни произвольной размерности оказывается значительно более-
сложным, и опирается на ряд утверждений алгебраического ха-
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рактера. Итогом наших рассуждений в этом параграфе будет 
Т е о р е м а 3.1 ([41]). ^-структура шестиугольной три-тка-

ни любой размерности является замкнутой ^-структурой клас­
са 4. 

Для доказательства понадобятся формулы из § 1. Чтобы за­
пись была более обозримой и компактной, заменим в этих фор­
мулах индексы /i и /г на т и п и обозначим 

Cjklm "-" Cftlm' С]Ыг+т ~ fyklm' 

Сjklinn'== -Л jklmm Cjklmr+n==I jklmm Cjklr+mr+n^^Z-jklnin- (->.o) 

Тогда дважды дифференцируя соотношения (3.1) с помощью 
..оператора V (см- § 1), получим: 
: X(yft/)mn-=0> Y(yft/)mn=—0> Z-(jkl)mn!=^- (3.4) 

Согласно определению замкнутой ^-структуры [1, библ. 7], 
нужно показать, что тензоры c)klmn, c'J/l!mr+!l, с)Ыг+тп, с)ш+тг+п 
являются замкнутыми, то есть выражаются через тензоры а1.к, 
bjki, Cjmm, c'jklr+m- H o ПО ( 1 . 1 3 ) c'jkir+mn ВЫражаетСЯ 4 e p e 3 
€jbinr+mi П0ЭТ0МУ> в силУ обозначений (3.3), достаточно доказать 
замкнутость тензоров X)klml, Yl

]klmn, Zl
mmn-

Лемма 3.1. Для произвольной три-ткани имеют место 
соотношения 

X[]kl\mnCpiii[]\n\(lkl\ —f l [y t . " / ] m p n + 2f l p ^i" f t | m | / j„ + 
1 1 1 

+ Ьрт\}Ьк\п\1\ + bpn\jbk\m\i\ — Ь\j\n\kb Цтр — b[j\rn\kbi\np, (3.5) 

Z[jkl\mn — Cl\]kC\p\i\n,i — uij/iCnpmn-\-2ap[jCi,t\mn-\-
2 2 2 

+ Ьp\l\m\b j/i]nJT Ьp\l\n\b]k\m — Ь Jii\n\bi\pm — Ь\щт\Ьt\pn, (3.6) 

Y\jkt\mn = Cpm[i\n\ajk] — a,\jkCl](npn + 2aP[iC]\m\k]n + 
2 2, 2 

+ bpm\lbjk}n + bp\t\n\b]\m\k\ — Ь [jk\n\bl\mp — Ь\]\т\1{Ьцрп. (3.7) 

Для доказательства нужно продифференцировать с помощью 
оператора V уравнения (1.3), воспользоваться уравнениями 
,(1.4) и (1.5) и учесть обозначения ,(3.3). 

Л е м м а 3-2. Имеют место тождества: 
•-pi rpi - 1 rpi , 1 rj,i - rj-ti , 4 -pi | -6 .J...t .-о .-,-. 

1 jM = ' (_/«•)+—./ I M ' + T y Vnk+1 [ik]j + -j J [JWI+ -J WUh \6-°) 

Tjki = T\jki)Ar-gT{jk\i + YTui\k-VT\kL-[j-\--^Til[ji\Jr-^TiW\. (3.9) 
Оба проверяются непосредственно. Первое из этих представле­
ний для тензора Tjkt было впервые получено в [1, библ. 5]. 
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Обозначим 

X (f\[\k)mn = S jklmn — ^kjlmni (3.10) 

P]klmn — Pk]ithn — -£ S/ft[/m]n + — SЩп1\т + SЩтп\1 + 

+ у Sjkmlln] + J Sy/«.[m/]> (3-11) 

Tjklmn= — \ P ]ЫтпЛ~Р l]kmn-\~ Pkljmn) • (З.12) 
Лемма 3.3. Пусть три-ткань W является шестиугольной. 

Тогда справедлива формула 

Sjk{lmn) = -^ {Tmnt(kj) —Тmn(k\l\j)-{mTjklmn'-\-T]„щт\1\ + 

-\-Tkn\j\m\l] -\-Тmj[k\n\l\-\-Tmt![j\n\t\)• (3.13) 
Доказательство. Пользуясь обозначениями (3.10), запишем 

соотношения (3.4,1) в виде: 

Sjklmn + Sljkmn + Skljmn = 0.. (3.14) 

Далее применим формулу (3.9) для тензора S)kimn- С учетом 
обозначений (3.11) имеем: 

Sjklmn=-P]klmn-\~ Sjk(lmn)- (3.15) 

Переставляя индексы, отсюда получаем еще два равенства: 

•J / jkmn = Р'/ jkmn-\- S/;(ftmn)i 

Skijmn ='PkljmnJrSkl(imn)-

Сложим их с (3.15) и воспользуемся соотношениями (З.14) и 
обозначениями (3.12). В результате получим: 

S Jk{tmn)-\- Sl](kmn)-\- Skl(jmn)—T jktmn- ' (3.16) 

Переставляя в (3.16) индексы, найдем еще три серии равенств: 

S jk(mln) + Sm^W") + Skm{]ln) = Т jkmlm 

Sjmilkn) +S/y(mft«) JrSml(jkn)==Tjmlkni 

Smkdin) + Sim^kjn) + Skt (mln)=Tmkljtf 

Сложим эти равенства и вычтем из суммы (3.16). В силу сим­
метрии величин S)kimn по индексам j и к получим соотношение: 

2 {S]m(kln) + Skm(iln) + Simykn)) = Туй/я/ и + Tjmlka + ТmMjn. Туй /mn • 
Его альтернация по I и п приводит к 

StmUkn) — Snm(jkl)=^TjkmUn\-\-Tjm[i\k\n\ -f Tmk[i\j\n\ T]k[l\m\n\-
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Делая замену индексов (/£#-."./)> о т с ю д а получаем соотношения 

Sjk(mnl) — Sik(mnj) —Tmnk\jI] Л~Т mh\j\n\l\ + Tkn[j\m\l] —Tmn\j\k\l]i 
llmjknX 

a замена \ъ/тп,11 в Т е х ж е Р а в е н с т в а х Дает 

Skj(mnt) — Slj(mnk) = Т'mnj[kt\ + Tmj\k\n\l] + Т'jn[k\m\l\ ~~ Tmn\k\j\l] • 

Прибавляя последние две серии соотношений к (3.16), получим 
(3.13). 

Лемма 3A. Пусть ткань W является шестиугольной. Тог­
да имеет место формула: 

г.1 4 ?t 4 с ; -
•-> jklmns==-^ ••>jkm. [In] g" •-> jk [ml\n T" 

+ ~" {Sjk [m«l; -\-S]l[mk\n + S / « [ n f t ] / + Syn[m&]/+ SA/[m;]." + 

+ SAmI«;i/ +--'A«[m/J/J + Y(Sj.r[nmJA+Syn-[/n]-S + Sy«I//nJft + 

+ S/.7i[;n]ft+S/nn[//]ft+ S«/[/m]ft + Sft/[K/n]/ + 

+ Sftro[//!]/ + SAn[/m]/+S/mtA/J]y+Sm«[AZ]y + Sn/[*m]/J + 

+ "3" \SUm[nk) + Sjmnim + S jnmllk] + ShlmlnJ] + 

+ SAm/![/,'/]+Sftn/"I//]J. (3.17) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставим в (3.15) вместо тензора 

Sljk\mn\ ero выражение (3.13) и, используя обозначение (3.12), 
после надлежащей группировки слагаемых получим: 

Sjklmn = ~gPjklmn g- [Pjk{mn)l-JrP(jll\k)mnJrP(jlnlk)ml-\-

+ -Р\j\m\k)nl) + — [Р]n{tm)k-\-PJl(mn)k-rP}m(ln)b) + 

/ + — \Pkn[lm)]-\-Pkl{.mn)] -\-Pkm(ln)j) + - J \P lnU\m\k) + 

+ -D/m(y|/i|ft)+-Dmn(y|/|ft)J — — [PmniUk) +-°"/m(/A) +-D/mn(/'A) J. 

Подставляя сюда вместо Р%шп его выражение (3.11), в ре­
зультате несложных преобразований придет к формуле (3.17). 
Из неё следует, ЧТО тензор SjKinn в силу обозначений (3.3), 
(3.10) и соотношений (1.12) и (1.14) является замкнутым: 

Обозначим 
Zi(jk)lmn r^VfMmnr^VkJlmif (3.18) 
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} Лемма 3.5. Пусть ткань W будет шестиугольной. Тогда 
I для тензора Vikimn имеет место формула (3.17) и он также яв­

ляется замкнутым. 
[ Доказательство полностью повторяет леммы 3.3 и 3.4. 
/ Лемма 3.6. Имеют место тождества: 
| X[jb]mln — X \jk\nlm — X цщт)1п—X(y|A|n)//.-+ 

' + У \X()nk)lm. — X{]mk)l ,, J -[- -^•{X[jnk]tm — X[jmk]in J + 

-\-Xjmk[ln] -\-Xji,n\it\n]i -\~X]nk[ml\ ', 

i Z-\}\m\k\ln — 2[]\пщ1т = Z (jm)kln — Z(]ti)klm-\~ 

> •\"2\Z(]kn)lm—Z^jkm)in)-\--^\Z\jkn\lm — Z\jkm\in)-\-
1 -T-Zjkm\ln\ -{-Zjfi[mnU -\-Zjkn\ml\-
i Для доказательства расписываем правые части, пользуясь опре­

делением симметрирования и альтернирования. 
Лемма 3.7. Пусть ткань W является шестиугольной. Тог-1 да имеют место формулы: 

1 У \l\l\k\[nm\ =—Bjkt\m, n\— •S[y|/|fti[i-m]+Sy[m|ft;|nI + 
1 

i -\"^X[]nk]lm -j-X[;mi]Zn + — {Х)тк\1п\-\-Х]\тЩп\1-\-

I +*U»n). <3-20) 
У \jk\l\mn\= В jk[m\l\, nl +V"_/[m|ft/|nl + "Г \Z\jkn\l т — — \jkm\ln) + 

2 4 

+ "2" \Zjkm\ln\ -\-Zjk[mn\t'-\-Zjlinlml\)- (3.21) 

Эти равенства получаются из (1.15) с учетом обозначений (3.3), 
альтернацией по индексам j2=m и /-ЕЗЕП и дальнейшим приме­
нением тождеств (3.19) и обозначений (3.10) и (3.18). Из (3.20) 
и (3.21) вытекает, что тензоры У'ит1пт\ кУ1

1т11тп] будут 
замкнутыми. 

Лемма 3.8. Имеют место тождества: 
У1Ытп = У(jki)mn + Г(уАт)л/ + Y\jlm)kn — 2К(АЛт)(ул) +2Y[/Am]/n + 

* )[i\m\k\n 

+ У V 1\т\Ц1\пЛ-Ущ\т\1\п^-Ук{т\1\]\п-\-Уl\m\k\j\n-\-Y{[т^Ща-^ 

-\-Yk\m\]\l\") ~\"Уml\k\n\J\-\-Ymj[l\n\k\-\-Ykm\l\n\j\ ~^Г~^У \ml\[k\n\j\ + 

+ "3"5/[*тПЛл|У] +2К[/,л,]Л;л]+2К[„2.-1А[ул]+2К[тг!]Л/л] + 

+ "^- /[ 'т]У[йя) + —K|;m ift[; Л ] + 2.^[тЛ/[*«]+•—rU|mlM[*_l + 

12! 
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+ "3" V Wk\l]ijn\ + y{m\l\li][jnl + y[j\k\m]lln)-\-Y'lkU\m] [ln\)\ (3.22) 

(3.23) 

Z-jklmn — 3 (Z(;-/./)mn-T-Z[/.A;jOT„)-|-2Z[/-|/|/i.]m/. — 2Z(/-/)^/„fi. (3.24) 
Доказательство СОСТОИТ В том, что расписываем правые части, 

пользуясь определением симметрирования и альтернирования. 
Переходим к доказательству теоремы ЗЛ. Пусть ткань W 

будет шестиугольной. Тогда в правой части тождества (3.22) 
пропадают в силу (3.4) симметричные компоненты, а кососиммет-
ричные вычисляются по формулам (3.20), (3.21), (3.17), (1.14(2)), 
(1.14(4)), (3.7). В результате тензор Y)kimn выразится ТОЛЬКО че­
рез комитанты тензоров al

jk, bl
jU, cl

mm. Теперь обратимся к пра­
вой части тождества (3.23). Первое слагаемое в силу (3.4) равно 
нулю; второе дается формулой (3.5); третье находим из (1.15(1)), 
так как с\ытг-уп н= У)Ытл только что вычислено; последнее сла­
гаемое есть S)klinn, его заменим по формуле (3.17). В результате 
правая часть тождества (3.23) окажется состоящей из комитантов 
тех же тензоров al

jlc, bl
jkl, cl.Um. Пользуясь далее тождеством 

(3.24), аналогичные рассуждения проводим и для тензора £1.ЫтПщ 
Теорема доказана. 

Проведенное доказательство носит конструктивный характер. 
Если проделать предложенные в нем вычисления, то получатся 
формулы, выражающие тензоры c)Umn, cl

Jlllmr+n и с*иг+тг+п через 
тензоры al

jk, bl.kl, с1
1Ыт. Однако мы эти формулы не приводим, 

так как они необычайно громоздки. 
Из теоремы 3.1 вытекает важное следствие: алгебраические 

ткани, составляющие важнейший подкласс шестиугольных тка­
ней (и определяемые кубической гиперповерхностью проектив­
ного пространства Pr+l, см. [1, библ. 3]), также обладают зам­
кнутой ^"--структурой класса по крайней мере 4. При этом, 
как следует из [9], для четырехмерных алгебраизуемых тка­
ней класс замкнутости в точности равен четырем. Возникает 
вопрос: будет ли число 4 минимальным для алгебраизуемых 
тканей любой размерности? Во всяком случае интересно выяс­
нить, для каких классов алгебраизуемых тканей он понижает­
ся до трех. 

§ 4. ЛЕММЫ О ЗАМКНУТЫХ ТЕНЗОРАХ 

Стремление обобщить теорему 3.1 естественно приводит к 
гипотезе о том, что обращение в нуль некоторых симметрич­
ных компонент дифференциально-геометрического объекта по-
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рядка р ткани W влечет замкнутость определяемой этой тканью 
.gV-структуры. Как будет показано в § 5, эта гипотеза имеет 
положительное решение, однако, чтобы его получить, необхо­
димо доказать несколько вспомогательных утверждений. 

Начнем с замечания, которое неоднократно будет использо­
ваться в дальнейшем. Обозначим через Тш) и Тш\ тензоры, по-

сф «Р лученные из тензора T симметрированием или альтернированием 
«I-

,ио i-тому и у'-тому индексам (напоминаем, что обозначение Т вве-
дено в § 2, лемма 2.1). Предположим, что а > 1 и р > 1 . Тогда 
из (2.12) вытекает, что если один из тензоров Т[12] или T[i3i 

ар «-1Р+1 
замкнут, то замкнут и другой. В частности, из замкнутости тен­
зора T вытекает замкнутость тензора Ti13]. a из замкнутости 

яР о—1.Р+1 
тензора T —замкнутость тензора Т[12]. 

а—1.Р+1 Ьср 
Наряду с тензорами "T, будем рассматривать и определяемые 

ар 
ими формы X: 

«Р 

^a'---ao.+9+l^CiJfir+kih...jar+k!...r+k^iXkXk' • ' ' " - - в а + P + l ' ( 4 ' 1 - ' 
где индексы а1, а2, « з , . . . , ав+в+1 могут принимать значения от 1 
до а + р + 1 . В силу леммы 2.1 альтернации величин X по любой 

ар 
паре индексов из набора а2, a4,..., аа+2 и любой паре индексов 
из набора ИЗ, aa+3>.. •> aa+p-н являются замкнутыми, то есть вы­
ражаются через формы, которые определяются тензорами, при­
надлежащими дифференциально-геометрическим объектам меньших 
порядков. 

Лемма 4.1 ([41]). Если тензор 
C(JJir+kih--.Ja-2)Ja-iJar+k,...r+^ ^ ' 

замкнут, то замкнут и.тензор Тоз). 
ар 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из замкнутости тензора (4.2) вытекает 
З а м к н у т о с т ь ВеЛИЧИН X(aia2...aa),~a+-...aa+p+-.. тО еСтЬ ИМеЮт МеСТО 

уравнения вида 
X(a1a2...aa)ca+1...aa+1-+1— . • •> (4 .3 ) 

где правые части представляют собой комитанты от форм мень­
шей степени (с меньшим числом индексов). Мы хотим доказать, 
что замкнуты величины T(i3), то есть выполняются соотношения 

ар 
X(ei|a{cdot}.M...ea+B-fi—•" • •» ( 4 . 4 ) 
ар 
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где правые части также являются комитантами от форм мень­
шей степени. 

Сейчас мы сделаем важное замечание, позволяющее су­
щественно упростить доказательство как этой леммы, так к 
последующих. Поскольку нас не интересует, что именно входит 
в правые части равенств (4.3) и (4.4), то для доказательства 
достаточно рассмотреть однородную систему 

X(«»as{cdot}..a.-)ea+1."aa-t-B+l — О , ( 4 ' ^ ) ' 
ар 

присоединенную к системе (4.3), и доказать, что из нее вытекают 
равенства 

X(a.|a2|aa)...aa+p+1==0. (4 .6 ) ' 

При этом величины Xa..a!...aa+|-+1, входящие в систему (4.5), 
ор 

в силу леммы 2.1 следует считать симметричными по индексам 
а2, «4>.. .,а-+2 и по индексам а3) аа+з,...,aa+p+i-

Указанная симметрия дает возможность, в .. частности, 
обозначить 

Xula2.. ..-a+p-f-i — -l.~ia-~a+3- • . a - . + p + 1 . ("*•')' 
схр ap 

Тогда соотношения (4.5) запишутся в виде: 
2d Yxaia)aa+a...aa+fi+l=0, (4.8) 

где Ла+1--={1, 2, .. . ,а, а+1} и знак Л означает, что ичцекс 
а + 1 пропускается. Для разных наборов индексов получим а + 1 
соотношений (переставляя знак А влево): 

. _ J /(<- f a-)1- a +3"- ' -a-H3-i- l= = O ' ^ 4 > ' 9 ) ' 
U.J)QA.aaQ 

где Ла = {1, 2, . . . . а, . . . . a + l } . Сложив все эти равенства, 
получим: 

(а— 1) 2i Y ( a . a , ) a a + 3 . . . a a + P - | - 1 = = ^ ' 

где Л—{1,2, . . . , a + 1}. Деля на a —1 и вычитая (4.8), находим: 

^ Y(aiaa+1)aa+3...aa+li+1 = 0. (4.10> 

Заменим в этих равенствах индекс а на a + 2. Получим: 

2л 'Salaa+l)<la.+3~-aa-[-fl+l==®> 
1Ъ\ 

а|3 
+1 
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где Л-.-1 i = {l, 2,. . . , а—1, сс+2, а+1}. Сравнивая с (4.10), 
находим: 

J V - ^ » V ' a + H - l = V V » t l ) V ' "а+р+Г 
Полученные соотношения означают, что величины 
К(а,а3)аа+з...йа+в+ , определенные равенством (4.7), равны, если 

и отличаются только первым индексом. Следоватеьно, 
Maiaa+1)aK+3{cdot}.-.-a+P+l~ag(a-'-a+1)aa+3{cdot}{cdot}{cdot}%+p+1== * " • 

у 
• ' . а (•3aaa-H)flo.+3{cdot}{cdot}.~a+p+l' 

то есть слагаемые в сумме (4.10) равны. Поэтому они все равны 
нулю: 

M a 1 a a + 1 ) a a + 3 . . . a a + [ 3 + 1 — 0-
Ctp 

Отсюда в силу обозначений (4.7) .Y(Cl |a. |a3)...a,R,=0, TO есть 
ap «-rp-t-i 

тензор T(i3> будет замкнутым. Лемма доказана. 
ар 

Следствие . Если вместе с тензором (4.2) замкнут и тен­
зор T[i3], то будет замкнутым и тензор T. 

ар аР 
Аналогично доказывается 
Лемма 4.2 ([41]). Если замкнут тензор 

с(;Лг+*11/-..-;а1"+'' ' ;--- '+ /- 'р-2). '+*р_г.-1-Лр' V*- 1 1 ) 

то будет замкнут и тензор T(i2). 
ар 

Следствие . Если вместе с тензором (4.11) замкнут и тен­
зор T[i2]> то будет замкнут и тензор Т. 

ар . . . ар 

Лемма 4.3 ([41]). Если замкнуты тензоры 

то замкнуты и тензоры T и T ц3]. 
- al a—1,1 

'Доказательство . Обозначим, как и раньше (см. (4.1)), 
формы, соответствующие тензорам T и T, через X и X. 

al n-1,2 a l a-1,2 
.Тогда присоединенные однородные уравнения в силу (4-12) 
имеют вир: 

X(a1...aa)aa+i:Oo+2!="'-1. X2(ai...tfa)aa+-aa+2 — О- ( 4 . 1 3 ) 
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Кроме того, из соотношений (2.12) получим еще серию равенст! 
на величины X и X: 

01 о-1,2 

Xaiat...aa+2 ^a2ala3...aa+2== X а1а<ага,...аа+ а,— 
1 ol а—1,2 '* 

X а-'3.а1а....ла+2а-> (4.14 
а—1,2 

а ковариантное дифференцирование равенств (1.3) приведет 
к соотношениям 

X[a1a2a3]fl...-aa.2 — 0 . ( 4 - 1 5 
ol 

По лемме 4.1 из замкнутости первого из тензоров (4 .12 
вытекает замкнутость тензора T(i3), так что величины X, входя 

al al 
щие в присоединенную однородную систему, кососимметричнь 
по первому и третьему индексам. Поэтому равенство (4.15] 
примет вид: 

Xа1а2а,...a0+2 + -^ а^а^а,...аа+2 + Xa3.-.a-a,.{cdot} • .aa-}-2-"" ^ . 

Используя последние соотношения, преобразуем левую часть 
равенства (4.14) 

•X-aiai...aa+2 -^ a -a ia . . . . a„^2 = -^<*•" - • •••-:а+2"т~ 

+ Ха1алага4...аа+2 + XааЛ,а1<-....аа , 2 === •*а,.ааа%аА...а„ , 2> 
al a l al т 

В результате соотношения (4.14) примут вид: 
Ха1ааага1...аа+2=:: X а 1 а^ г а , . . . а а + 2аа -^ a2a,alai...aaj_2s.i' (4.1C 
a l a—1,2 a—1,2 

Рассмотрим теперь величины X ai...aa+i- По лемме 2.1 ош 
симметричны по индексам а2, а4, . . . , aa+i и по индексам а 
и aa+2. Поэтому обозначим 

X a 1 a - . . . a a + 2 = = : * «.a-<~a+2== -.-Яв-1-2-~з. ( 4 - 1 / 
ОС — 1 ) -•.£ C t " ~ * l | Z СС — 1 !-..> 

Тогда соотношения (4.13, 2) дадут 

(..лела-н0-1'-
где Ao+i=—{-' 2, . . . , a, a-j-1}. Рассуждая далее таким же образом 
как и при доказательстве леммы 4.1, придем к равенствам 

2 К „(a/aa+l)floH-2-"°- ( 4 Л £ 

if 
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Переставив в (4.19) индексы aa+- и aa+2> получим 

Вычитая это равенство из предыдущего и пользуясь симметрией 
величин Y, находим, что 

а-1,2 

2 ->а+1«.и^«-°- (4-2°) 
С другой стороны, альтернируя соотношения (4.14) по индек­

сам а3 и aa+2 и учитывая симметрию величин Xaia-...aa+2
 п 0 

этим же индексам, имеем: 
•л aiaia2a„...aa+2a3 -^ ага,а1ав...аал.2а3

== 

а—1,2 а—1,2 

= - Л а,а..а2аб . . .а ; 1аа +2 -^ a!a ia1.-5...a3a0, , 2" а -1 ,2 ~ а -1 ,2 И Т 

В силу обозначений (4.17) эти равенства примут вид: 
•« [а 1 а а ]аа = = ' 1адЯ2]а~_1_-.. 

a -1 ,2 a-1,2 ~ 

Полуденные соотношения означают, что величины Y \a.a,\ah 
' a—1,2 ' ' к* 

отличающиеся только последним индексом, равны. Поэтому 
из (4.20) вытекает, что Y [а-а .]<-,. = 0, то есть величины Y сим-

а - 1 , 2 ' J " а -1 ,2 
метричны по первым двум индексам. Тогда (см. обозначения (4.17)) 
величины X симметричны по первому и третьему индексам., 

а-1,2 
то есть тензор T цз] замкнут. Но тогда из (4.16) вытекает, что 

а-1 ,2 
Х = 0, то есть замкнут и тензор T. Лемма доказана. 
a l . oi 

С л е д с т в и е 1. Если замкнут тензор ^ ==(<-' . ^ ^ ^ .,), 
то при a > a 1 + l замкнуты и тензоры T .и Т [i3]. В самом деле, 

a,l .a—1.2 
из замкнутости тензора Т, вытекает замкнутость его ковариантиых 

а. Л 
ПРОИЗВОДНЫХ C ( M r + f c l ; 2 . . . y a ] y a i + 1 . . . V

 c ( /y 1 r+* iy . . . . / a i ) / e i+ i -^o - i -+* . ' 
Так как а > а . + 1, то через эти производные выражаются 
тензоры (4.12), то есть выполнено условие леммы 4.3. 

С л е д с т в и е 2. Если о. = 3,. то из (4.12) вытекает замкну­
тость тензоров T и Т. 

3,1 2,2 
В самом деле, при доказательстве леммы 4.3 мы получили, 

что величины У,-,-а/г симметричны по всем индексам, поэтому 
соотношения (4.18) и (4.19) примут вид: 
(1) 2 ^ ¥ А + 2 = 0 . (2) 2 Г A.a+i-.+a-O- (4-21) 
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Покажем, что первые соотношения следуют из последних; Для 
этого запишем соотношения (4.21,2) для различных наборов 
индексов: 

2 Y W a + 2 ^ 0 - Ap = {1 , . . . ) ; p , . . . , a+1} . 

Сложив эти равенства, получим: 

где Л={1, ..., a-j- 1}. Вычитая из полученной суммы равенст­
ва (4.21 (2)) придем к (4.21 (1)), что и' требовалось. 

Равенств (4.21 (2)) всего C2
a+V а величин Y а,а.а.— Са+2-

- . - 1 , 2 ' ' * 
Поэтому, если а > 3 , то система (4.21 (2)) имеет ненулевые реше­
ния. Покажем, что при а = 3 система допускает только триви­
альное решение. Для этого вспомним, что 

2,2 2,2 

Так как величины Yaiha^ а следовательно, и величины Xau..ai 
2,2 2,2 

симметричны по индексам а-, а3, <-%• то можно обозначить 
Xa,...a, —Xo-a.{cdot}. ( 4 .22 ) 
2,2 2,2 • ; 

причем в силу леммы 2.1 Ха^а=Хафг- В результате соотноше-
' 2,2 2,2 

.ния (4.12(2)) перепишутся в виде 
*«,*+-*«.*+Xa.»,-О. (4.23) 
2,2 2,2 2,2 

Соотношения (4.21(2)) при а — 3 примут вид: 
У a:atas + У а2а,ай + У a3a.,,u., = ! О . 

2,2 2,2 2,2 

Отсюда в силу обозначений (4.22) имеем 
Ха2аа + -Л а^а, + -Л а,а2 — 0 . 
2,2 2,2 2,2 

'Запишем эти равенства для другого набора индексов: 
Ха,а + Л-,-, + Xa,a2 = 0. 
2,2 2,2 2,2 

Сравнивая с (4.23), находим, что Ха,а, = Ха1а,- Таким же обра-
2,2 2,2 

зом получаем Xasat = Xaias, откуда Хауаь = Ха,аг, то есть все 
2,2 2,2 2,2 2,2 

величины Xaia>, отличающиеся только одним индексом, равны, 
2,2 

Поэтому из (4.23) следует, что Xa,.--, = 0, и следствие 2 доказано. 
2,2 ' • 

•• Подобно лемме 4.3 доказывается и 
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Лемма 4.4 ([41]). Если замкнуты тензоры 
. л 

с(/Л'-+*1'"-1-»2.-.'Ч-А|-_2)-+'-|3-1'Ч-/гз, cU]S+kt\h l<-+*2.{cdot}.''-!-*B_2)''+*p~l' 
то замкнуты'тензоры T и Тцгь 

1,Р 2,0-1 

§ 5. АНАЛИТИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ ЗАМКНУТОСТИ 
£-г-СТРУКТУРЫ 

Теорема 5.1 ([41]). Пусть на ткани W замкнуты следую­
щие основные тензоры типа f̂ os —4— ): 

(-) cUJir+lid2---J2a-3)tea—2-/2-X-1' 

(2) с(Л:Г^Ь1]г-^]2а-\)12а.-г12а-Чг+к''' 

(3) c[]hr+*dt. 
••ha.—ъ)1йа.— ilia—8--+.-»-+*»' 

(М-1) CUjlr+kJ2...ja__l)jaja+1r+ki...r+ka_1, (5.1) 

(°0 <-?(/AH-W...{cdot}.V+<*--.-"+'!!a)' 

( а + 1) C( /7i'-+ftii;- . . .yc [_1 |r+ft . ! . . .r+fta_i)r+ftar+Aa--l' 

( 2 а — - 3 ) с(//..г+А,|АУ3|г+йг...г+А2(1_5)г-1-А2о-4--.-*2а-3' 

(2а — 2 ) C(y./1r+ft1|/,|r+ft....r-(-ft2o-4)--+*-a--3'1+*2a--"-

(2с.— 1) C(yy lr+ft1r+ft,...r+A2a-3)"+.-2a-2"+*2a—Г 

Тогда ^-структура будет замкнутой класса не выше 2а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как тензор 

cWi<"+fti^- . . /2a-3). /2a-2-+ f t-

выражается через тензор (5.1(2)), то он замкнут, а это вместе 
с замкнутостью тензора (5.1(1)) составляет условие леммы 4.3. 
Следовательно, по этой лемме тензоры T и Тцз] являются 

2а—1,1 2а—2,2 
замкнутыми. 

Далее, из замкнутости тензоров Тцз] и (5-1(2)) по следствию 
2а-2 ,2 

к лемме 4.1 получаем, что замкнут и тензор T. Из его замк-
2«-2,2 

нутости вытекает .замкнутость .тензора Тцз] (см. замечание 
2а-3.3 

в начале § 4), а, отсюда и из замкнутости тензора (5.1(3)), 
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пользуясь тем же следствием из леммы 4.1, выводим, что 
замкнут и тензор T. Рассуждая далее аналогично, докажем 

2а-3 ,3 
замкнутость тензоров T, Т, , , . , Т и Тцз]. 

2 а - 4 , 4 2 а - 5 , 5 а -Н .а -1 а,а 
Рассмотрим теперь тензоры (5.1 (2а — 1)) и (5.1 (2а — 2))-

Пользуясь сначала леммой (4.3), а затем следствием к лемме 
4.2, находим, что тензоры T и T замкнуты. Тогда, вслед-

1,2<--1 2,2а-2 
ствие того же замечания из § 4, получаем, что замкнут и тен­
зор T[i2i. Это условие вместе с замкнутостью (5.Д (2а—-3)) 

3,2а-3 
приводит в силу следствия из леммы 4.2 к замкнутости тензора 

T и т. д. Таким образом, мы получаем, что замкнуты тензоры 
3 ,2а -3 

T, Т. . . . . Т и TI.2]. 
4,2а—4 5,2а—5 а—1,а+1 а ,а 

Рассмотрим, наконец, тензор T и докажем, что он тоже 
а,а 

является замкнутым. Действительно, соответствующие ему 
величины XaL...a2a+li входящие в однородную присоединенную 

а,а ' .. .' 
систему, будут, вследствие замкнутости тензороз T(i2i и Тц3], 

а, а а, а 
симметричными по индексам аи а2, и а,, #,. НО так как эти 
величины уже симметричны по индексам а2, я4, %, • • •. #«+2 и 

аз, aa+з, . . . ,a2o+i (см- лемму 4.1), то получаем, что они 
симметричны по всем индексам. Но с другой стороны, из замк­
нутости тензора (5.1(a)) вытекает, что выполняются соотношения 

.. 4 (в | - . .1 .а8в+ | ) .Т - | 
a,a ° •* 

которые вследствие указанной симметрии дают Xai...a2a+, = Q* 
a,a 

Итак, тензор T также .оказывается замкнутым и теорема 
a ,a 

доказана. 
Т е о р е м а 5.2([41]). Если симметричные части основных 

тензоров Т и Т типа L . i i три-ткани W являются замкну-
о—1,1 l . a - l \u~r Ч 

тыми, то ^«---структура будет замкнутой класса не выше 2а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть тензоры 

т . ? = (cUhr+klj,...ja_i))> T - = (cuhr+ni-- ••-+fta-i)) (^-2) 
a—1,1 l,a—1 

замкнуты. Тогда замкнуты и их ковариантные производные 
c(JJir+hJ!...ja_-l)ja.,.j2a_l> 

^'(^7l'•+*lУг..•^'a-l)-/a•'•-''2a•-2'"+/•-^ 

(5.3) 
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C U jir+ki. •. r+lia_i)J2... ] а_гг+/!агН1а+\ ' 

c<,Jjir+ki.. . /-+fta_i)/2.. • y ' a -2 ' ' + / . a - l "+*a"+*a+ l , 

(5.4) 

C (jjir+H. . . Г+Иа_х )r+ka... r+k2a_ 1. 

Тензоры (5.1(1) — (5.1(a)) выражаются через соответствую­
щие тензоры (5.3), поэтому из замкнутости вторых вытекает 
замкнутость первых. Точно так же, пользуясь леммой 2.2, на-

' ходим, что из замкнутости тензоров (5.4) следует замкнутость 
i тензоров (5.1 ( a+1 ) ) —-(5.1(2a—l)). Таким образом выполнены 
! условия теоремы 5.1 и gv-структура рассматриваемой ткани 

является замкнутой структурой класса не выше 2а. 
} С л е д с т в и е 1. Пусть а = 2, тогда оба тензора (5.2) совпа-
\ дают с, симметрированным тензором кривизны ЬцМ)- Отсюда, в. 

частности, вытекает результат третьего параграфа: §1Г-струк-
1 тура, определяемая шестиугольной три-тканью, является зам-
, кнутой структурой класса 4.., 
i С л е д с т в и е 2. Если а = 3 , то тензоры (5.2) представляют 
' собой симметричные части ковариантных производных тензора 
i кривизны Ьт\ которыми исчерпываются все основные тензоры, 

принадлежащие дифференциально-геометрическому объекту 
четвертого порядка ЭТОЙ ткани. 

' Теорема 5.2 при этом звучит так: если замкнуты симметриро-
• ванные ковариантиые производные с|/А/ш) -и сиыг+т) т е н 3 0 Р а кР--~ 
; визны три-ткани W, то g^-структура будет замкнутой структу.-

рой класса 6. 
Возникает естественный вопрос: является ли ЧИСЛО 2а, ука-

> зывающее порядок замкнутой ^^-структуры в формулировке 
; теоремы 5.2, точным? В [41] доказывается, что при а = 3 ответ 

на этот вопрос будет положительным. Соответствующее доказа-
| тельство можно распространить и на любое а. 
i Заметим также, что результат, сформулированный в след­

ствии 2 из теоремы 5.1 можно усилить, а именно имеет место 
Т е о р е м а 5.3 ([41])• Если на три-ткани W замкнуты тен-

I ЗОрЫ ' 

' г1 л1 ,-' 
c(JJir-\-iii)JiJ,' c(m.-+*i)/V+A..' c(/7ir+ftir-|-ft.:)r-fft3i 

I 
, то замкнуты и тензоры Т, Т, Т, то есть ^-структура является 

3,1 2,2 1,3 
, замкнутой структурой класса 4. 

Подобно теореме 5.1 доказываются и две следующие. 
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TeopeMa 5.4 ([41]). Пусть на три-ткани W замкнуты тензоры 
c^jJir+ltlj^.^^j2a_2)j2a-\ha., 

А 
c(Jhr+Hij1...J2a-z)J2a-2ha-lr+!!^ 

c(jjir+kij2...j2a_/i)J2a-3J2a^2r+k!r+k,> 

А 
cUjlr+klj2•••Ja--l)jaJa+lr+!t*•••r+'!a, 

А 
c(,jhr+kU2...ja)r+ka...r+lia+ly 

i c(jjir+kiJ2- • •){!,—\r+ktr+k,) r-\-ki... •"+fta _._2' 

A 
c{jjir+tnr+k!>...r+lt2a_1)r+lt2a-

Тогда ^-структура будет замкнутой структурой класса 2а + 1 . 
Теорема 5.5 ([41]). Пусть 'замкнуты следующие тензоры 

типа Uct+o)' пРинаДлежаЩие дифференциально-геометрическому 
•объекту порядка 2а+ 2 три-ткани W: 

А 
с(УЛг+А1,..-+А2а-2)"+»2<х-1"+*2а' 

А 
c(jhr+ki.\iz\r+k2...r+li2a— з )"+*2а-2."+*2а-1 ' 

c(Jjir+la\J2J3\r+li2- .. -+*2a-4)'+*2<x-S'+{cdot}-2a-2' 

А 
cUiirJckl\hli"-la,\r+bt...rJrka_1)r+ka,r+kajrl, 

А c(Jjir+li1UAa...ja+l\r+k!...r+lia)> 

А 
c(JJir+lti\J2j3---ja,\ja+iJa+2r+^*---r+'ta-~l)' 

CUir+ki\jt..Aa_1\Ja+Aa+2Ja+3r+l''---r+ka-2)> 

I 
cWir+biU,U,..,ja)-

Torfla ^-структура является замкнутой структурой класса 
2ct+L 
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§ 6. О СУЩЕСТВОВАНИИ КАНОНИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 
В ЛОКАЛЬНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЛУПЕ 

Перейдем к описанию свойств локальных координатных луп'. 
три-тканей с замкнутой gv-структурой. эти лупы, как мы сей­
час покажем, представляют собой естественное и далеко иду- ' 
щее обобщение групп Ли. 

Известно, что группы обобщаются в двух направлениях.. 
Одно из них приводит к полугруппам,, другое — к ква­
зигруппам, то есть группоидам, в которых уравнение 
z=x-y однозначно разрешимо относительно х и у. Гладкие-
квазигруппы являются удобным объектом для дифференциаль­
но-геометрических исследований по той простой причине, что 
необходимое (а в локальном случае — и достаточное) условие-
однозначной разрешимости уравнения z=x-y, где (•)—функ­
ция по крайней мере класса Си формулируется весьма просто-

Основные результаты по алгебраической теории квази­
групп и луп (то есть квазигрупп с единицей) изложены в [6] 
и [47]; см. также обзор [7]. В [6], в частности, рассмотрены 
квазигруппы и лупы с тождествами, обобщающими ассоциатив­
ность: альтернативные лупы, лупы Муфанг и Боля. 

Аналитические лупы, близкие по свойствам к группам Ли,-
впервые начал изучать А. И. Мальцев. В [1, библ. 61] он рас­
смотрел альтернативные лупы, то есть лупы, в которых произ­
ведения вида xpiyix'>>yi' ... xp'ly"n не зависят от расстановки 
скобок. Эти лупы восстанавливаются по -их касательной ал­
гебре так же, как и группы Ли по их алгебре Ли, и для них 
сохраняет свой вид формула Кэмпбелла—-Хаусдорфа. 

Глубокое исследование специального класса альтернатив­
ных луп — локальных аналитических луп Муфанг, определя­
емых тождеством (uv) (wu) =u,((vw)u), провел Е. Н. Кузьмин 
[1, библ. 60]. Локальные свойства луп Муфанг полностью оп­
ределяются их касательными алгебрами, которые называются 
алгебрами Мальцева и обладают замечательными свойствами 
(о них см. в обзоре [5]). 

Более широкий класс луп, включающий в себя лупы Му­
фанг, образуют левые и правые лупы Боля, в которых выпол­
няется тождество (u(vu))w=u(v(uw)) или w((uv)u) = 
=>{wu)v)u соответственно. Касательная алгебра лупы Боля бу­
дет уже «двухэтажной», так как содержит две операции: би­
нарную и тернарную. Алгебры такого типа возникли в теории 
тканей и названы в [1, библ. 8] W — алгебрами, (см. также 
[3]). ИХ можно считать обобщением локальных тройных си­
стем Ли, рассматриваемых в теории римановых пространств 
[1, библ. 107]. (Авторы обзора [49] называют W-алгебры 
«алгебрами Акивиса»). Как показано в [1, библ. 67] и [29], по. 
алгебре Боля можно восстановить локальную лупу Боля с точ­
ностью до изоморфизма. 
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Возникает естественный вопрос: существуют ли лупы, кро­
ме перечисленных выше, близкие по своим свойствам к груп­
пам ЛИ? ВОЗМОЖНОСТЬ ДЛЯ дальнейшего обобщения появляется, 
если обратиться к координатным лупам три-тканей с замкну­
той £-,у-структурой- Известно, что три-ткань можно рассматри­
вать как геометрическую интерпретацию квазигруппы. Каждой 
квазигруппе q : QXQ-^Q, заданной уравнением г=х-у, соот­
ветствует на множестве Q/KQ три-ткань, образованная подмно­
жествами вида x=const, у=const, z—const. При этом отноше­
ние эквивалентности на множестве квазигрупп, называемое 
изотопией [6], индуцирует естественное отношение эквивалент­
ности для три-тканей, так что всякую три-ткань можно рас­
сматривать как класс главноизотопных между собой (и изо­
топных квазигруппе Q) луп, называемых координатными 
лупами этой ткани [1, библ. 4]. Умножение (°) в координат­
ной лупе l(a,b), (a, b)&Qy^Q, определяется по схеме, изобра­
женной на рис. 7. Как уже было отмечено во введении, груп­
пам Ли соответствуют ткани R, лупам Муфанг — ткани М, 

\ | 

N 
в) 

\ 

S 
Ч 

ч 
а 

Рис. 7 

лупам БОЛЯ — ткани Боля. В случае, когда t(a,b)—локальная 
гладкая лупа, умножение (-) определяется в некоторой 
окрестности точки (а,, Ь). 

Свойство координатных луп три-ткани с замкнутой gw-
структурой класса р, обобщающее соответствующее свойство 
групп Ли, состоит в том, что в подходящих — канонических — 
координатах разложение в ряд функций w=u°v полностью 

определяется струей порядка р этого разложения (то есть чле­
нами до порядка включительно). Этот результат выглядит 
лонятным, если вспомнить, что, согласно определению, класс 
замкнутости ^—-структуры— число р — показывает порядок 
основного дифференциального объекта ткани W, через кото­
рый выражаются объекты всех последующих порядков. Идея 
доказательства, как мы увидим в § 7, проста — необходимо 
показать, что канонические координаты координатной лупы 
три-ткани W могут быть выражены через компоненты диффе­
ренциально-геометрического объекта соответствующего поряд­
ка этой ткани. 
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Обсудим теперь понятие канонических координат, которые 
будут играть в дальнейших рассуждениях существенную роль. 

Канонические координаты в локальной альтернативной лу­
пе определяются тем же способом, как и в группе Ли | 1 , 
библ. 61]. В более общем случае, для моноассоциативных луп, 
они были определены в 1971 году [1, библ. 60], затем этот 
вопрос развивался в (50], [51]. 

Канонические координаты в произвольной локальной ана­
литической лупе были определены еще в 1969 году в [1, 
библ. 1], однако их существование доказано только в 1986 [4]. 
Ниже мы воспроизводим это доказательство. 

.Пусть Q—-локальная аналитическая лупа размерности г 
с операцией w--=-iio», U,V,W^Q и единицей е. Выберем локаль­
ные координаты в некоторой окрестности единицы так, чтобы ее 
координаты были равны нулю. Пусть умножение (о) в выбранных 
координатах записывается в виде Z1 — fl {x1, yk), где i, j , k = 
==1, г, или кратко, в векторной форме, z = f(x,y), где х=*=(х1), 
У —(У)> z = {zi). Разложение функции / в ряд в точке е запи­
шем в виде 

со 

.г-2л(*-0). (б-1) 
i = i -

где Л (х, #) —однородный многочлен степени s от векторных 
переменных х и у. B силу равенств а°е = е°и=и или / (x, 0) = 
= = / (0, x) = х многочлены А{х, у) удовлетворяют условиям 

s 
А{х,у) = х-\-у, Л(0, у)=-Л(х, 0) = 0 при s > 2 . (6.2) 
1 S S 

Рассмотрим еще одну систему аналитических координат в Q, 
в которой умножение (о) имеет вид, z = f{x, у), и пусть сущест­
вует локальный изоморфизм Ф, Ф6СШ. вида 

л = Ф(х), £ •----(£), г = Ф(5), (6.3) 
причем Ф(0) = 0. Такие изоморфизмы будем называть допустимыми 
преобразованиями локальных координат в Q. Условие Ф (0)—0 озна­
чает, что единица сохраняет нулевые координаты, в результате чего 
разложение в ряд функции / также обладает свойствами (6.2), 
а разложение для Ф с точностью до линейного преобразования 

. имеет вид: 
СО 

Ф(*)=-* + 2РД*) (6.4) 

(здесь Р (х) — однородные полиномы, как обычно). 
О п р е д е л е н и е . Локальные координаты x в лупе Q, опре­

деленные в некоторой окрестности U единицы е, назовем кано-
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ническими, если для всякого (л:) из U такого, что (2x)GU> вы­
полняется равенство: 

f(x, х)=2х. (6.5) 
Теорема 6.1 ([4]). В окрестности единицы всякой локаль­

ной аналитической лупы можно ввести канонические координаты, 
причем, с точностью до линейного преобразования, единственным 
образом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу изоморфизма функции / и / 
связаны соотношением 

Ф(/М)=-/(Ф(*),Ф(£))-
Отсюда, с учетом (6.5), получаем: 

Ч> (2x) = / (Ф (x). Ф (x)) = / \о (Ф (х)), (6.6) 
где / |о — ограничение / на яиагональ, f \o (x) — f (х, х). Из 
(6.1) имеем: 

оо 

/|D(x)--=2x + 2A(x) , (6.7) 
•~-=2 s 

где через А(х)^А(х, ...,х) обозначено ограничение на диаго-
наль функций Л (X, у) из разложения (6.1). Подставляя (6.4) 
и (6.7) в равенства (6.6) и опуская знак -— над х, получим: 

2x + P2(2x) + P3(2x)+ •.. =2{х + Р2(х) + Ра (x)+ . . . ] + 
+ Л [х + Р3(х) + Рй{х)+ .. .] + A(x+P2(x) + Ps (x) + . . . ] + . . . . 

2 3 

Приравнивая многочлены одинаковой степени и пользуясь их 
однородностью, находим: 

4P2(x) = 2P2(x) + A(x), 
2 

8P3(.*)-=2P3(x) + 2A(x, P2(x)) + A(x), 
2 3 

2*Pk (x) = 2Р-и(х) + ^ Л(ph (•*)> Р^ (х)) + 
ll+ti=°k 2 

+ 2 А (Лх (x)- Pi. (X), Л , (х)) + •.. + Л (Рг (х), .. •, Pi (X)). 

Таким образом для многочленов /^(х) при £ > 2 получается 
рекуррентное соотношение 

k 

••>. •. Pu(x)=Ak ' 

13,6 

2 2 Л(Рг1(х), Я,Лх), . . .Р гДх)) , (6.8) 



P4W--J-

где A,i = (2k — 2) х и i1, ..•-, . . . , i-. — натуральные числа. Пользуясь 
соотношениями (6.8), получаем, например: 

P2(x) = -i-A(x), P3(x) = 4- [A(x, A(x)) + A(x)l, 
2 [_ 2 2 3 J 

T^^A(x,A(x))) + -lA^,A(A:)) + 

+ --̂ A(A(x), Л(х)\ + 4л(*'*'Л(*)) + Л(Ж)"|, 
* 2 \ 2 2 J - 3 2 4 . 

и т. д. Единственность функции Ф (x), определяемой рядом 
(6.4), очевидна; остается доказать сходимость этого ряда. 

Так как ряд (6.7) сходится к функции /|.->, то по теореме 
Коши для многочленов A(x), kgN, существуют такие постоян-

k 
ные M и R, что при любом к выполняются неравенства: 

||A||<M#-*. (6.9) 
к 

Нам нужно показать существование постоянных N и р таких, что 
||Р4</Ур~*- (6-ю) 

Покажем, что условие (6.10) будет выполнено, если положить 
p<N<2#2M-1 . , (6.11) 

Доказательство проведем индукцией по к. При к — \ имеем 
рх(х) = х, поэтому | |P- | | = 1 и || Р1 || < Л/г"1 в силу (6.11). 
Предположим теперь, .что неравенства (6.10) выполняются для 
всех натуральных чисел, меньших k, и докажем его для к. 
Из (6.8) имеем: 

IIP*ll<-4*( 2 l|A|H|PJl|HI.P<.|| + 
;.+..«=•.* 2 

+ 2 ||A||.l|Pil||.||P(2||-l|PUI+---+l|A||||P1|rt(6.l2) 

Количество слагаемых в первой сумме справа равно числу спосо* 
бов записи числа k в виде суммы двух натуральных слагаемых 
(с учетом порядка), то есть к — 1. Количество слагаемых во вто­
рой сумме равно числу разбиений для числа к на 3 слагаемых. 
Оно равно С\-\ и т. д. Кроме того, так как каждый из индек­
сов iu i2, . . . , меньше к, то, по предположению индукции, 
| | P . \\<Np~ils. В результате неравенство (6.12) примет вид: 

<LAk [с\- М N2 

-1 # 2 pii+i, 

. . . +C/._i 

- + 
м 
Rk 

C/ j - i 

Nk\ 
" р * J 

M 
Ж 
— 

N3 , 
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JL)k'x 

Ak дг г / м \k-\ i i л/г w l • •"-" .о / ""** 
P A /? , ^ R ) i p* 2/? 2*. 

Из (6.11) следует MN<2R2, поэтому 

p.u<ft--l+ff:r-'- ^ 
Далее, из (6.7) видно, что | |А | |=2 , так что неравенство (6.9) 
при А----1 дает 2<,MR~1- Используя (6.11), получаем: 

в 

И 

силу 

• - = 

чего 

N \+(l + NR 
R ' 

Я <- М ^ 1 

(1+#/?-• )f t-'--l 

-•) + d + Jv/?--)•> + . 
1 + 2 + 2-+ . . . 4 

нр-н<^4-

. 

. -

.. +(i+iv/?-
2*--

INft-
< — 
4 R 

что и требуется доказать. 
В случае, когда лупа Q моноассоциативна (в частности, 

группа Ли), всякое направление, касательное к Q в точке е, 
определяет однопараметрическую подгруппу, уравнение кото­
рой во введенных канонических координатах имеет вид 
X -'C't [1, библ. 1]. 

В дальнейшем нам понадобятся соотношения, которым 
удовлетворяют коэффициенты ряда (6.1) в случае канониче­
ских координат. В силу того, что для последних выполняется 
условие (6.5) многочлены Л(х, у) входящие в разложение (6.1), 
удовлетворяют при s > l условию 

А{х, х)^0. (6.13) 
-

Разложение (6.1) в этом случае называется каноническим. 
Если, следуя [1, библ. 1], записать ряд (6.1) в координат­

ной форме: 

J - l 

P —i 

. . . -xJp-y'p+i- ... -y's, 

(6.14) 
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•то условия (6.13) примут вид [1, библ. 1]: 

2c?al
w,...v+.^.--+..->-0- (6Л5> 

P=-I 

§ 7. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА О КООРДИНАТНЫХ ЛУПАХ 
ТРИ-ТКАНЕЙ С ЗАМКНУТОЙ ^-.--СТРУКТУРОЙ 

Как мы уже отмечали в начале § 6, три-ткань W можно 
.задать уравнениями z=f(x,y) ее координатной квазигруппы q. 
При этом квазигруппа q определена с точностью до преобра­
зования изотопии, то есть вместо нее можно взять любой ее 
изотоп, например, произвольную координатную лупу l(a,b). 
Итак, будем полагать, что уравнение z=f(x,y) задает лупу 
l(a, b)~, причем, не теряя общности, молено считать, что оно 
записано в канонических координатах и (а, Ь) = (0,0). 

С другой стороны, координаты х я у являются локальными 
координатами в некоторой области многообразия М, на котором 
•определена три-ткань W. Поэтому значения тензоров а1.^ bl

jkl, 
с'-шт' ci-kir+m И т - Д- т к а н и W выражаются через частные произ­
водные от функций / £ , а значения этих тензоров в точке (0, 0) — 
через коэффициенты разложения (6.14), представляющих собой 
значения частных производных от функций / ' в точке (0,0). 
.Для тензоров al

jk и Ь* такие выражения найдены в [1, библ. 16]: 
nt _= ni 

%=-a)kr+t + <+№ + a?r+l<+m-a?r+&r+0 ( 7 Л ) 
.а для тензоров с)Ыт и с1

ш,+т-в [42]: 
м г=п'1 а1 4-ЬР а1 Л-ЬР а1 —аР Ы -4-
" /Ыи uMmr+Jr+t ukmjr\l\u№mp~!'nlbP mirjpll 

^akmr+japl~a%apmr+l~a'jmai!pr-\-t~abalimr+p:' (7,2) 
/i . -I rtl Л-hP rtl -X-hP ni nP hl 

•vJklr+m ukr+jr+lr+m ukjr+lr+m^r "jlilupmi uJkmupl ulmujkp 
-Vjr+lr+A + abaU+lr+m + a?]al+pr+m-\-abjalr+!r+p-

Используя методику, примененную в [1, библ. 16] и [42], 
можно найти аналогичные выражения и для тензоров следу­
ющих порядков. Однако мы это делать не будем, ТОЛЬКО заме­
тим, что, как и в формулах (7.2), все последующие выражения 
такого рода для тензоров типа (-] будут содержать разности 
коэффициентов порядка s разложения (6.14). Например, для 
основных тензоров (см. § 2) получаем (в точке (0,0) !): 

ClJ"r+lh-..Jar+JUH...r+js
::=~ajkh...Jur+lr+iu+1...r+Js + 

•Т a*h-..Iur+Jr+»+Jm.l...r+js + RiJ*lh---k+Jt' ( 7 - 3 ) 
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причем в Rijki;1...r+j входят только такие коэффициенты раз­
ложения (6.14), порядок которых меньше s+З- Соотношения I 
(7-3) получаются следующим образом: последовательно диф­
ференцируем формулы (14) из [1, библ. 16] и записываем их j 
в виде (2.5); затем подставляем туда значения производных от f 
функций /• в точке (0,0), найденные с помощью разложения ) 
(6.14). 

Докажем теперь обратное, а именно, что коэффициенты I 
разложения (6.14) выражаются через основные тензоры тка- [ 
ни W. 

А) Чтобы выразить симметричные части указанных коэф- [ 
фициентов, просимметрируем соотношения (7.3) по всем ниж- \ 
ним индексам. В результате получим: f 

a(Wi...Jar+lr+fu+1...r+js)—a(kj1...jur+jr+lr+ja+1...r+js)== j1 

==~Cljkr+!Jl...Jur+Ju+l...r+Js)^-%klh...r+Jsy (7Л> f 

Кроме того, соотношения (6.15), записанные для членов порядка. f 
s + З, дают , f 

I 
С1 /7- Л-Г2 /7' - 1 - ' ' 
^s+lu{jr+kr+lr+j1...r+js)^^s+3uljkr+l...r+js)^r- •• • 

• • • + c ^ « . . . W + y , > - ° - ^ \ 
Полагая в (7.4) и=0, 1,...,s, мы получим, с учетом (7.5), s + 2- [ 
уравнений на симметрированные коэффициенты многочлена Л' из-

.1+3 i 
разложения (6.14). Очевидно, что они независимы, и поэтому из 
них можно выразить величины а1,. , ' . , , . через основные 

\.J"'Jar+Ju+i".,r+Js) 
тензоры типа L , д) ткани W и величины вида R[jklh. r+J ) со­
держащие, как уже было отмечено, коэффициенты многочленов-
Л', где и < 5 + 3. 
а 

Б) Рассмотрим коэффициент a.jWl...y r+l- Гак как он симмет­
ричен по индексам j , k, j u . . . , j s , то справедливо тождество 

ajkh---Jsr+i^a(ikh..Jsr+t)+T+a(a[i\b]i---Js\r+i}~Ar 

+ a\k\lh...ls\r+l]+-'-+a[]s\]kh...]s_l\r+iy (7-6)' 

которое легко проверяется непосредственно. Согласно А, вели­
чины d(jkJl...j г+п выражаются через тензоры типа L + з) и ко" 
эффициенты меньшего порядка из разложения (6.14). Покажем,. 
что тем же свойством обладают и остальные слагаемые в правой. 
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части равенств (7.6). Действительно, запишем соотношения (7.3) 
для u=s: 

C}kr+l]1..Js
==~~a]kh-..isr+lJ^akii...isr+jr+lJ^^jkth..-js- ( 7 - 7 ) 

Так как а\)ишш} 1 г +- г + / ) = 0 , т с альтернируя (7.7) по индексам ] 
и /, получаем: 

--[-/|АУ1...7,|'Ч-;]==! ~c\j\k\r+i\h...]s
Jr'R\j\k\i\h...js-

Подставляя в (7.6), приходим к выводу, что коэффициенты 
,a'jbh..-j r+i выражаются через тензоры ткани W и коэффициенты 
более низкого порядка. 

В) Как следует из (7.7), то же самое утверждение будет 
справедливо и для коэффициентов ^ / 1 . . . / -+.//•+/* содержащих уже 
два индекса второй серии (то есть r-\-j и г~\-1). Рассматривая 
далее последовательно соотношения (7.3) при и=s—1, 
s — 2 , . . . , 1 , придем к заключению, что сформулированное в 
конце Б утверждение справедливо для всех коэффициентов 
многочлена Л- из разложения (6.14). Отсюда в свою очередь 

.5+3 
вытекает 

Т е о р е м а 7.1, Пусть 1{а, Ь) —координатная лупа три-
ткаии W, заданной на аналитическом многообразии М. Тогда 
значения основных тензоров типа (ЯГ этой ткани в точке 
(а, Ь) выражаются через коэффициенты порядка не выше s 
канонического разложения уравнений лупы l(a,b), и обратно: 
коэффициенты порядка s канонического разложения лупы 
l(a, b) являются комитантами основных тензоров типа ', (.J 
ткани W, вычисленных в точке (а, Ь), причем .?{le}s. 

Например, для коэффициентов многочлена Л \ проделав 
з 

несложные вычисления, получим: 

Пусть теперь ^^-структура ткани W является замкнутой 
^-структурой класса р. Тогда, согласно определению, компо­
ненты дифференциально-геометрического объекта порядка 
р + 1 этой ткани, в частности, ее основные тензоры типа 
(р' + 1), являются комитантами основных тензоров типа (^ ) 

где c7{le}P- Поэтому из теоремы 7.1 вытекает основная 
Т е о р е м а 7. 2. Пусть ^-..—структура три-ткани W, задан­

ной на аналитическом многообразии, является замкнутой 
^-структурой класса р. Тогда каноническое разложение любой 
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ее координатной лупы полностью определяется струей поряд­
ка р, то есть коэффициенты порядка выше р этого разложения 
являются комитантами от коэффициентов до порядка р вклю­
чительно. В частности, для групп Ли, луп Муфанг, Боля и 
координатных луп шестиугольных тканей число р равно 
2, 2, 3 и 4 соответственно. 

В заключении параграфа укажем на одно применение фор­
мул (7-8). В [51] рассматривалась, в частности, следующая 
задача: найти локальные аналитические лупы, для которых 
разложение в ряд в некоторых канонических координатах 
функции z—x-y до членов третьего порядка включительно 
совпадает по форме с рядом Кэмпбелла—Хаусдорфа. В резуль­
тате авторы приходят к лупам, касательные алгебры которых 
являются обобщением альтернативной алгебры (по их терми­
нологии квазиэквивалентны ей). В случае, если каноническое 
разложение лупы целиком совпадает по форме с рядом 
Кэмпбелла—Хаусдорфа, то (при некоторых допущениях) авто­
ры приходят к лупам Муфанг. 

Сформулируем теперь аналогичную задачу для тканей. Пусть 
JR — произвольная групповая три-ткань. Так как она характери­
зуется условием bjk[=0, то для нее из формулы (7.8) получаем: 

а^+'вт№м + ̂  <7*9> 
Рассмотрим теперь .. ••,три-ткань W> координатных луп 

которой разложение имеет такой, же вид, как и для коорди­
натных луп ткани' R, по крайней мере до членов третьего по­
рядка включительно. Будем говорить в этом случае, что 
ткань W имеет с групповой тканью R формальное касание 
третьего порядка. Сравнивая выражения (7.8) и (7.9), мы 
видим, что тензор кривизны bjki1 рассматриваемой ткани W 
удовлетворяет соотношениям 

- T * ( y « ) + T ( * w u + * W - ? ^ (7--0) 
Симметрируя, например, первые равенства по индексам j , k\ I, 
получим <-»сул/) — 0, так что соотношения (7.10) превратятся 
в следующие: * 

b[№\j\-\-b\i\j\k\ = 0. b(ki\i-\-b\i^ts=-Q. 

Вычитая теперь первые из вторых, получаем 2£/'У7— &///, +.->/*;> или 

Отсюда и из соотношений bl.,kl. = 0 вытекает, что тензор bl.kl 
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вполне кососимметричен, то есть b\kl = b\-!hly Эти условия харак­
теризуют ткани Муфанг (см. таблицу 1). Таким образом доказана 

Т е о р е м а 7.3. Если три-ткань W, заданная на аналитиче­
ском многообразии, имеет формальное касание третьего по­
рядка с групповой тканью, то она является тканью Муфанг.. 

Но координатные лупы ткани Муфанг. являются лупами 
Муфанг и для них, согласно [1, библ. 61], имеет место форму-
ла Кэмпбелла—Хаусдорфа. Поэтому из теоремы 7.3 вытекает, 
что, кроме групповых тканей только ткани Муфанг обладают 
тем свойством,. ,что канонические разложения их координатных 
луп совпадают по форме с рядом Кэмпбелла—Хаусдорфа. 

З а м е ч а н и е . Формула Кэмпбелла—Хаусдорфа имеет ме­
сто и в более общем случае, для аналитических альтернатив­
ных луп, частным случаем которых являются лупы Муфанг 
[Г библ. 61]. Однако этот факт ничего не добавляет к сформу­
лированному выше результату, так как если все координатные 
лупы ткани будут альтернативными, то они будут и муфанго-
выми [6]. 

§ 8. ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ 
ТРИ-.ТКАНИ С ЗАМКНУТОЙ ^-СТРУКТУРОЙ 

Каждый из классов тканей — Т, R, В, М, Я, ^.----структура 
которых замкнута, может быть охарактеризован алгебраически, 
с помощью тождеств, выполняемых во всех координатных лу­
пах ткани- При этом ткани Н характеризуются наиболее сла­
бым тождеством — x-..*---x.x-, содержащим только одну пере­
менную. В . настоящем . параграфе этот факт, обобщается, а 
именно, доказывается, что к замкнутым ^-структурам произ­
вольного класса, аналитическая характеристика которых полу­
чена в § 5, можно' прийти также и алгебраическим путем, тре­
буя выполнения,в координатных лупах ткани некоторого числа 
тождеств от одной переменной. 
...Обозначим, как и раньше, через Q(-) локальную аналити­

ческую лупу размерности г с единицей е (0, 0 , . . . , 0), и пусть 
ее каноническое разложение имеет'вид (6.14). Запишем это 
разложение подробно и в векторной форме: 

(, ,:\z = x + y-{-A{x,.y)-{-~A(x, t/) + - A ( x , y) + TA(x, r/) + 
2 л 3.1 ' " 3,2 ° 4,1 

1 +jk^wwt{x'y)+-'-+wi=wl!^x,y)+--' (8Л) 
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Здесь, согласно (6.14), Л (x, у) —билинейная кососимметричная 
2 

k-l t 

форма, Л (x, у) = Л {х,..., х, у,..., у)—многочлен степени k — I 
k,t k,i 

относительно Л: И степени I относительно у, однородный как 
по л:, так и по у. Его можно рассматривать как ограничение не­
которой полилинейной формы степени k. 

Мы будем рассматривать в лупе Q слова от одной перемен­
ной x. Следуя [40], скобочную структуру произвольного слова 
S(x) длины п зададим деревом D(5) (см. рис. 8): 

5 
/ \ 
1 •+ 

/ \ 3 1 [ 
п.. пг / \ | 

/ \ / \ 2 1 / 
71„ П,.- П г 1 71 г г / \ > 

f 
Рис 8- Рис. 9 

.Аи.= й*--/Ц+л*-% + л*--'я^+ . . . +1*-'-1', (8.3) 

? 

Например, слову х{(х2-х) -х) соответствует дерево, изображен- ! 
ное на рис. 9. ^ 

Теорема 8.1. Пусть S(x)—слово длины п в локальной 
аналитической лупе Q, каноническое разложение которой имеет 
вид (8.1). Тогда для S(x) имеет место разложение: -

S(x) = nx + l(A3iA(x)+A32A(x)) + 4-A41A(x)+ Г 
Z 3,1 3,2 ° 4,1 

•т 

+ —A42A(x) + |A43A(x) + i?(x)+ , 
* 4,2 D 4,3 4 

(8.2) f 

Здесь через А{х) обозначено А(х, х) и величины Ам вычисляют-
k,i *, / f 

ся по формуле: 

где суммирование идет по всевозможным парам (а, Ь) дерева 
D (5); через R(x) обозначены некоторые комитанты от тех 

к 
коэффициентов разложения (8.1), порядок которых меньше k. 

Доказательство провезем индукцией по п. Представим слово ? 
S (х) в виде произведения S(x)=^S1(x)-S2(x), и пусть в COOT- f 
ветствии с рис. 8 | 51 (x)| = /z-, | 52(x)|----n2> так чго n1 + n2-=n. 

f 
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Пользуясь разложением (8.1), имеем 
S (x) ---- 51 (x) -f 52 (х) + Л (51 (x), 52 (x)) + 1 Л (.51 (x), S2 (x)) + 

2 •- 3 ,1 

+ 1 Л (51 (x), 52 (x)) + . . . + ---I------ Л (51 (.x), 52 (x)) + 
3,2 lK Ч1 k,\ 

+ -—^A№ (x) ,5 2 (x) )+ . . . 

• • • +(*=!)!.tM--*i(*). -ЗД) + . . . (8.4) 
Обозначим через 1(5) члены порядка k, входящие в разложение 

к 
слова S (х). Так как длина слов 51 (x) и 52(x) меньше /г, то 
по предположению индукции L(5i) = n1x, L(5-)=/z2x. Поэтому 
из равенства (8.4) для членов первой и второй степени имеем: 

L (s) = L (51) + L (52) = щх + щх = пх; 
1 1 1 

L (5)-=1(51)+L(52)-f Л (£(50.1(52)) = 0 + 0 + 
2 2 2 2 1 1 

+ A(nix, /г2л:) = «1Л2Л(.лс, x). 
2 . 2 

Но в силу (6.13) A(x,x) = 0, так что L (5)=0. Для членов по-
2 2 

рядка £ > 2 из того же разложения (8.4) находим; 
L(5)-=L(5-) + L(S2) + 2 A(L(51),L(52)) + 
и k и -i+pj-fc 2 .°i •"» 

+ 1 2 A(L(51),L(51),L(52)) + 
--H-pH-P.---*3 '1 P l P ! p -

+ 1 2 A(L(51),L(52), L(S2)) + 
Pl+Pi+Pa=ft 3 ' 2 P l - {cdot}02 P l 

(8.5) 
+ —1—- Л (L (51),.... L (51), L (52)) + . . . 

•Vя - J ' / г . 1 1 1 1 

-Ц, A(L(51),L(52),...,L(52)). 
Vя Ul J , M i 1 1 

Нас интересуют в этой, сумме только те слагаемые, которые 
содержат коэффициенты порядка к из разложения (8.1) (коэф­
фициенты меньшего порядка войдут • в R (x)). Эти слагаемые, 

к 
как видно из (8.5), входят в сумму 

2 —L(Si)+L(52) + fT-—A(L(51), . . . , L(51), L(52))+ • • • 
-7" к ' f t (n~ 1-и ft.l 1 1 1 

10-6022 145 



I (*-
yr n r A(L(5 1 ) , . . . , ^ (51) , L ( 5 2 ) , . . . , Z ( S 2 ) ) + . . 

/ 

;W, A(L (Si), L(S2), . . . . L(S2)). 
*••- ' / ' f t , * — 1 1 1 1 

Согласно предположению' индукции, члены порядка k для 
слов Si и S2 могут быть записаны в виде (8.2): 

1 (50=гТ-Ггй Л « Л W + • • • + а=Ш -^м-i л W + & W' 
А ••'* ' . " 1 -4,1 "•* 1-11 1 ft,ft—1 к 

(8.6) 
^( 52 ) - , - -^Л«Л(.х)+. . .+-——:ЛА_ 1 A(x) + #2(*). 
к \ R U1 2 ft,l ( / г ~ - 1 и 2 A.ft-1 ft 

а так как A(S1)==-,vc, Л(52)=«2x» то 
1 ~ 1 , -

2 —^- (Aft i + AM+<-^2)A(x)+ 

+ 7JT---W Ми + ^и+я?-2-^ А (*) + 
' • • +71-11! И**-- + •А**-1 +--1Я2"1) Л С*) + #1 (x) +j?2 (•*). ( ,Л-1 .11 - 2 ft.ft-1 ft A 

Сравнивая с разложением1 (8.2), имеем: 
Afti — AM + Ак1 + л*-1^, • . . . Aftft_i = Aft/e-i + Aftft_! + n^-K (8.7) 

1 2 " •, ; ^ . 1 2 

По предположению индукции числа Аы и Aw вычисляются по 
1 2 

формуле (8.3) для поддеревьев 'Di и D2 дерева D с вершинами 
ni и n2 соответственно. Поэтому из (8.7) вытекает, что по той 
же формуле (8.3), но уже для дерева D, вычисляются и величи­
ны Аы, что и требовалось доказать,, 

Назовем числа Аы характеристиками. порядка, /г словак (л). 
Характеристики порядка 3 были введены нами в работе [40], 
где доказано, в частности, что их сумма постоянна. Это свой­
ство обобщается для характеристик любого порядка. 

Л е м м а 8.1. Характеристики порядка k слова S(x) связа­
ны соотношением • • • " • 

y - -W=(I- rT)! + ( /4_2)!2! + - - - + ' ( л _ 1 ) | " - л Г " ( б , 8 > 

Доказательство проведем индукцией по п. Представим, как 
и в теореме 8.1, слово S (х) в виде произведения двух слоа 
длины tii и П-2- Тогда в силу соотношений (8.7) 

. ^ n n ) - r A ( n 1 ) + r f t ( « 2 ) + ( ^ + ( ~ ^ + . . . + T Z % r -
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По предположению индукции k\Tk («!) — «.* — пь k\Tk(n2) = 
= п\ — п2. Подставляя в предыдущее равенство, предварительно-
умноженное на £!, получаем: 

A! r*(n) — / i * - n 1 + ^ - ^ + ---—r-T ^~1 д2 + (й-2) | 21 "\~Ч+~~ 

• • • + 7 - ~ Т ) Г ^ , Г 1 = ' г 1 + с Х Г 1 » 2 + . • • 
. . . + C * - 1 n i ^ - 1 + n | - ( n x + n 2 ) = (n1-f-n2)k~{nl + n2) = tik —п, ... 

ЧТО и требовалось доказать. 
Заметим для дальнейшего, что сумма Th(n) не зависит от 

расстановки скобок в слове S(x), a зависит ТОЛЬКО от его 
| длины. Поэтому для слов равной длины она одинакова. 
} Непосредственно доказывается 
J Л е м м а 8.2. Пусть <р=Храр и -ф•-= \iva^ (p=l,s)—две ли-
I нейные формы, коэффициенты которых связаны соотношением 
f E l , - 2 ц . . Тогда форма ср—ij) может быть записана в виде: 
| cp-~-•o|.=vi(a1—-a2) + (-vi+v2) (a2—a3)-|- . . . + 
t (8.9> 
/ + (vi+v 2+ . . . +vs_i) (a8-1— as), 
i где обозначено %v—nP-=v-,. 
\ Т е о р е м а 8.2. Пусть SiHS2—слова длины п в координат-
' ной лупе l(a,b) три-ткани W, Аы и Аы — их характеристики 

порядка /е. Тогда имеет место равенство: 
t [ ' ( 5 i ) -^(52)—-K 1 C( y f t _ i y i r + / V 2 . . . i f t _ 2 ) + 

+ (v*i + Va + Ve)C(yJs.,/irw,.]1j«-W+/*-i-+.'*) + • •' • 

, . . • + ( v * i + • . . + VMJ2) с{/,У1Г+;1...г+#'А) + Рл.../й] Xh-...-x\ (8.10) 

f где 
' vftf = ( J . , J ) | f | (Akl-Au), (8.11) 

i а в комитант |3/-...у, входят оснозные тензоры дифференциально-
. . к " 

i геометрических объектов ткани W, порядок которых ниже k, 
и все тензоры вычислены в точке (а, Ь). -

Д о к а з а т е л ь ство . Выражения для L(Si) и L(S2) даются 
i ft ft 

, формулами (8.6). Входящие в них коэффициенты Я Ц = -k_ /-)l /i^W, 

ю* и г 



;ир,А/-=-------------- Aki удовлетворяют услозию леммы 8.2, так как 
аз силу леммы 8.1 

k-\ k-i 

2 , V nk—n 
1=1 1=1 

Поэтому, применяя лемму 8.2 и обозначения (8.11), получаем: 
L (SO - L (S2) = v„ (Л (x) - Л (x)) + (vftl +-vM) (Л (.л:) - Л (x)) + . . . . 
ft k ft, 1 ft. 2 ft, 2, ft, 3 

•. • +(v*i+.'..'+vft*_.-)( Л (*)~ Л (x))+7?ft(x)-#*(*)• 
ft, A—2 ft,;ft—l , l 2, 

Далее записываем многочлены A(x) в координатной форме и 
Л ,1 

применяем соотношения (7.4), связывающие коэффициенты 
канонического разложения лупы l(a, b) с основными тензорами 
три-ткани. В результате придем к формуле (8.10). Теорема 
.доказана. 

Определение- Будем говорить, что тождество Si(A:) = 
— S-i(x) в аналитической лупе Q имеет порядок к, если для 
любого i при t{le}k выполняется L(5i) =L(S2). 

i i 
Из вида разложения (8.2) следует, во-первых, что слова 

.Si(x) и S2(x), входящие в тождество, должны иметь одинако­
вую длину, и, во-вторых, так как члены второго порядка • в 
разложении (8.2) отсутствуют, любое тождество вида Si(x)-= 
=52(x) имеет порядок по крайней мере 2. 

Вопрос о существовании тождеств порядка k, где k>2, мы 
рассмотрим в § 9, а сейчас выведем из последней теоремы 
следствие, касающееся замкнутых ^----структур. 

Следствие . Пусть в каждой координатной лупе аналити­
ческой три-ткани IF выполняется к — 2 тождеств порядка к — 1: 
:-5S1(x)-==p.S,2(Jc), p = \, k — 2. Обозначим через M w и РАМ ха-

1 2 

рактеристики слов -"S^x) и pS2(x), и положим PVU — РАЫ — 
1 . . . 

— Akl. Тогда если имеет место неравенство 
2 

det("vft,)-£0, p, l=\,k—2, (8.12) 
то определяемая рассматриваемой тканью ^-структура будет 
замкнутой ^-структурой класса 2k—2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию теоремы L(S0—i(S2) 
s s 

при s < k , поэтому имеем: 
O^PS!(x)-Si(x)=L'(PS1)-V(pS2)^oll (x), 

k и 
где через ok(x) обозначены члены порядка выше k. Так как 
последние соотношения должны выполняться тождественно отно-
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сительно. х, то, приравнивая в них нулю члены порядка к-
и пользуясь формулой (8.10), получаем: 
PVk\Cukllhr+jkU—]k-J — • • • ~(Pvftl + . . . + pykk-li Culhr+u...r+]k) + 

" +pPbi.:.;*)-=-0. (8.13).. 
• - . 

Итак, получается k — 2 уравнений на основные тензоры. 
•*•</*_>•-W •••ic{hhr+i,...r+ik). В силу условия (8.12) эти урав­
нения линейно независимы и из них можно выразить указанные 
основные тензоры через тензоры меньшей валентности, входящие' 
в ^h...jky Гаким образом, тензоры c\lk_ih...jk_^ . . -
• • ••> c[j2Jir+j=---r+jk) оказываются замкнутыми. Применяя теперь-
теорему 5.2, получаем, что g^-структура рассматриваемой. 
ткани W будет замкнутой g-структурой класса 2к — 2. 

§ 9. О СУЩЕСТВОВАНИИ И КЛАССИФИКАЦИИ ТОЖДЕСТВ 
С ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ В ЛОКАЛЬНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЛУПЕ 

Как следует из предыдущего параграфа, задача классифи­
кации замкнутых gv-структур тесно связана с классификацией 
тождеств от одной переменной в локальной аналитической лу-. 
пе. Возможно, что первая классификация просто сводится ко 
второй, но это уже отдельная проблема. Во всяком случае уже 
ясно, что тождества с одной переменной поставляют значитель­
ный класс замкнутых ^----структур. 

Прежде всего решим -вопрос о существовании тождеств^ 
с одной переменной порядка k > 2 . Рассмотрим вначале случай 
k — З. Из формулы (8.2) видно, что разложение слов Sx (х) 
и 52 (-x) совпадает до третьего порядка включительно тогда 
и только тогда, когда A3i —Aai> -A32—---32. Прямым перебором 

1 2 1 2 
нетрудно проверить, что среди, слов длины 4 таких пар слов 
нет. Среди слов длины 5 уже 4 пары таких слов, которые дают; 
следующие тождества [40]: 

л.2(*2л)=;е((х;2л:)л;), х2(хх2)=х((хх2)х), (9.1) 
(x2x)x-=(x(x2x))x, (хх*ух2={х(хх2))х. (9.2) 

Пользуясь формулой (8.3) и следствием из теоремы 8.2, полу­
чаем следующий результат... 

Т е о р е м а 9.1 ([42]). Пусть в координатных лупах три-тка-
ни W выполняется одно из тождеств (9.1) и одно из тождеств 
(9.2). Тогда определяемая этой тканью gw-структура будет" 
замкнутой ^-структурой класса 6. 

Перейдем к тождествам порядка 4. Оказалось [8], что ми­
нимальная длина слов, образующих тождество порядка 4,.. 
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равна десяти. Эта задача также решалась перебором всевоз­
можных слов, но уже с использованием ЭВМ, поскольку число 
слов длины п равно —-TC2„_2

 и ПРИ ft==-0 составляет 4862. 
Соответствующая программа осуществила перебор всех слов и 
вычислила коэффициенты их разложения до четвертого поряд­
ка включительно. В результате доказано '[8], что существует 
6 тождеств порядка 4 длины 10 и 56 тождеств порядка 4 дли­
ны 11. 

Чтобы понять, какие из этих тождеств приведут к замкну­
тости gv-CTpyKTypi-i, необходимо их классифицировать. До . 
настоящего времени не было работ по классификации тождеств 
в гладких лупах (в частности, тождеств с одной перемен­
ной), хотя их алгебраическая классификация разрабатывалась 
{48], [11]. Принципы геометрической классификации тождеств 
с одной переменной изложены в [8]. В основу классификации 
положено сформулированное в § 8 понятие тождества поряд­
ка k. Кроме того, тождества делятся на основные и неоснов­
ные. Тождество Si(x)=Si.(x) называется тождеством основно­
го типа, если деревья D (Si) и D(52) (см. § 8) не совпадают на 
множестве неупорядоченных деревьев (дерево называется 
неупорядоченным, если порядком следования поддеревьев, 
имеющих общий корень, можно пренебречь). Тождества 
Si(x)—S2(x) и Si'(x) =S 2 ' (x) называются эквивалентными, 
если с точностью до порядка Si(x)—S/(x) и S2(x)— S2'{x). 
В классе эквивалентных тождеств одно из них называется 
корневым* '[8]. 

Если оставить вне рассмотрения сократимые тождества, то 
•есть тождества вида Si(x)S(x) =S2(x)S(x) , то основной ре­
зультат, полученный в [8], с точностью до введенной эквива­
лентности, формулируется так: среди тождеств порядка 4 дли­
ны 10 имеется только одно корневое тождество основного ти­
па; среди тождеств порядка 4 длины 11 таких будет 8- Эти 9i 
тождеств приведены в i[8]. 

Данная классификация не совсем подходит для описания 
^у-структур и вот почему, В следствии к теореме 8.2 фигури­
руют тождества, для которых выполняется неравенство (8.12). 
Это означает, в частности, что среди них не должно быть та­
ких, у которых все числа vu равны нулю, или равны характе­
ристики Аы и Ам правого и левого слов. Но характеристики 

1 2 
слова вычисляются по формулам (8.3) и зависят от пар, вхо­
дящих в соответствующее дерево. Следовательно, мы должны 
исключить тождества, правое и левое дерево у которых со­
стоят из одних и тех же пар. Сюда, во-первых, относятся тож-

* Тождество, эквивалентное данному, названо в [8] производным от него. 
Однако авторы не приняли во внимание, что термин «производное тождест­
во» уже занят, см. § 3. 
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дества неосновного типа, y которых правое и левое деревья 
содержат одинаковые пары на одинаковых уровнях. Во-вторых, 
нужно исключить, например, тождества вида , Si-(S25) — 
-=S2(Si5), где слова Si и S2 имеют одинаковую длину. У таких 
тождеств, как легко увидеть, правое и левое деревья состоят 
также из одинаковых пар, но у них одинаковые пары нахо­
дятся на разных уровнях. К тождествам, последнего типа отно­
сятся, в частности, два последних из тех восьми тождеств 
длины 11, которые приведены в [8]. 

Далее, отношение эквивалентности тождеств, введенное в 
[8], является для нас слишком сильным: два эквивалентных 
тождества имеют, вообще говоря, различные числа via- Введем 
более слабое отношение эквивалентности так: два тождества 
Si(x) —52(x) и S\'{x) ^S^' {х) будем считать эквивалентными, 
если дерево S.'(x) получается из дерева Si(x) той же самой 
перестановкой поддеревьев, что и дерево 'Sz'[x) из дерева 
S2 (x). Из формулы (8.3) видно, что тождествам, эквивалент­
ным в этом смысле, отвечают одни и те же числа vw. 

Итак, если отбросить 1) сократимые тождества, 2) тожде­
ства, для которых все Уы равны нулю, и взять в каждом клас­
се эквивалентности (в последнем смысле) по представителю, 
то получим следующие тождества порядка 4: одно длины 10 — 

х(х2(х2 {х(х(ххг)) )))^хЦх{х{х{хЦх2х))))), (9.3) 
и семь длины 11 — 

X (X2 (да (д, (х (X (Х2Х)))))) = Х2 (x (X (X (x2 (x2X2))))), 

X (x 2 (X2 (x2 (X (XX2))))) = X2 (X (x (X2 (X2 (X2X))))), 

X (X2 (x ((XX2) (X (XX2))))) -= x 2 (X (X (X2 {{X (XX2)) x )))), 
x (x ((х2х) ((X (хх2)) x2))) — X2 {x (x2 (((x (xx2)) x) x))), (9.4) 

X (X ((X2X) ((X2X2) X2))) = X2 (X (X2 (((X2X2) X ) X ) ) ) , ' 

X (((XX2) X ) ((X ((X2X) X)) X)) =.. (X2X) (X (((X (X 2 X ) ) X 2 ) X ) ) , 

X (X ((X2 (X (XX2))) (XX2))) = X- ((X2 (X ((X (XX2)) X)) ) X ) . 

Тождество (9-3) и первые 6 тождеств (9.4) имеются в [8] ; 
последнее тождество (9.4) там отсутствует, так как оно появи­
лось в результате изменения отношения эквивалентности (в 
смысле более сильной эквивалентности из [8] оно совпадает с 
тождеством (9. 4, 4)). 

Классификацию можно продолжить. Выпишем числа vsi, 
V52. V53, V54 с точностью до общего множителя для каждого из 
тождеств (9.3) и (9.4), и расположим их в виде матрицы: 

0 0 0 1 8 8 3 52 
0 0 0 - 3 - 1 9 - 1 9 —7 —60 .. 
1 1 1 13 44 44 12 85" ^ - 0 J 

_ 2 - 2 - 2 - 2 1 - 5 8 - 5 8 - 1 3 —102 
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Различных столбцов в этой матрице, как видно всего пять, а ее 
ранг равен трем. Числами «3» и «5» мы заканчиваем класси­
фикацию тождеств порядка 4, длина которых не превышает 
одиннадцати. Применяя следствие из теоремы (8-2), получаем 
следующий результат. 

Т е о р е м а 9-2. Пусть в каждой координатной лупе анали­
тической три-ткани выполняются три тождества из списка 
(9.3) — (9.4), которым в матрице (9.5) отвечают независимые 
столбцы. Тогда ^---структура этой ткани будет замкнутой 
^•структурой класса 8. 
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