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§  1 .  В в е д е н и е

Дифференциальный оператор Р{х, D) с коэффициентами, принад­
лежащими С00, называется гипоэллиптическим, если любое решение и 
уравнения

Р(х, D )u =  f  (1.1)
принадлежит С°°, когда / £  С“ . (Относительно обозначений см. § 2.) 
В случае постоянных коэффициентов исчерпывающее алгебраическое 
описание гипоэллиптических операторов содержится в работе [1]. Для 
переменных коэффициентов достаточное. условие гипоэллиптичности 
было дано несколькими авторами (см. [2], [3J, [4], [6J). Условие это 
состоит в том, чтобы операторы Р (х , D) с постоянными коэффициен­
тами, получающиеся при фиксировании х, были гипоэллиптическими 
и одинаково сильными в смысле определения, данного в [ I ]* 2). Второе 
из этих условий в действительности позволяет перенести большую 
часть результатов, известных в случае постоянных коэффициентов, 
на случай переменных коэффициентов, по крайней мере локально, 
средствами теории возмущений (см. [4]). Трев [6] указал также более 
слабое достаточное условие, которое, однако, носит крайне отвле­
ченный характер и трудно проверяемо для заданного оператора. Его 
доказательства опираются на построение параметрикса для сопряжен­
ного оператора методом последовательных приближений в а б с т р а к т н о й  
и весьма запутанной форме. Мы будем пользоваться здесь той же 
самой идеей, но в сочетании с иной техникой и на пути, ведущем 
к цели непосредственно. Полученные при этом достаточные условия 
гипоэллиптичности оказываются слабее, чем установленные в [2J — [4], 
и выполняются для единственного (отличного от известных по работам
[2 ]— [4J) гипоэллиптического оператора, приведенного в [6].

§  2 .  П л а н  п о с т р о е н и я  п а р а м е т р и к с а

В настоящем параграфе мы дадим только формальный набросок 
построения параметрикса, которое будет доведено до конца в § 4. 
В соответствии с этим мы отложим исследование сходимости встречаю­
щихся здесь интегралов.

’) H 6 r m a n d e r  L., Hypoelliptic differential operators, Annales de V Inst it ut 
Fourier, 11 (1961), 477—492.

2) Говорят, что дифференциальный оператор Р (D) сильнее оператора Q (D), 
если неравенство || Р  (D) и II >  const || Q (D) и || (норма /.2) выполняется для всех 
функций и (х) £  CjJ0 (2), где 2 — произвольная ограниченная область ненулевой меры
в пространстве Яп переменных х  =  (х ,....... х„). Операторы Р (D) и Q (О) одинаково
сильны, если одновременно выполняются неравенства || Р  (D) и || >  const || Q (D) и || 
и || Q (D) и || >  const || Р  (D) и у . — Прим, перев.
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Сначала введем некоторые обозначения. Мы будем записывать 
дифференциальные операторы в виде

Р(х, D) = ^ a a(x)I>,
где а =  (а1, . . . ,  аА) — мультииндекс, т. е. последовательность целых 
чисел между 1 и размерностью пространства п, а

D* =  (— %д/дл:«,) . . .  (— i д!дхлк).

Мультииндекс ( 0 , . . .  , 0) будет обозначаться через 0; мы полагаем 
D° =  1. Длина k мультииндекса обозначается через |а | .  Если

? =  ( У - - , У
— действительный вектор, то мы пишем

/> (ЛГ, 6) = S  Л, (JC)

где £ « = £ « , . . . £ .  Производные Р (х ,  S) по ? будут иногда обозна­
чаться ч ер езУ (а) (л, ?):

Р {я)(х, E) =  <?i « i p (jc, ?)/<??«,.. У Ц  .

Производные по ■?. или х  обозначаются через D\ или D* соответ­
ственно. Наконец, мы будем пользоваться обозначением

Р (х ,  ? ) = ( £ | /><“>(.*, У 2) 1'2.

Фундаментальное решение Е(х, у) дифференциального оператора 
Р (х, D ) есть такое ядро (на самом деле обобщенная функция), что для 
любой функции ср с компактным носителем

?(* ) =  />(*, D) J Е(х, y)?(y)dy.  (2.1)

В случае постоянных коэффициентов фундаментальное решение удобно 
построить с помощью преобразования Фурье, т. е. положить

j  Е(х, y)?(y)dy = (2iz)~" Я (?)->? (?)</?,
где

v ( t ) = f e - ‘ <'>V9 (x)dx  (2.2)

есть преобразование Фурье функции ср. В случае переменных коэффи­
циентов мы поступим так же, т. е. будем искать такое ядро К, что 
для всех функций ср с компактным носителем

ср (л) =  Р (х , D) (2*)-" J е1 <*■ «> К (х, ?) ? (?) d\. (2.3)

Если внести теперь Р(х, D) под знак интеграла и проделать необхо­
димые операции, то окажется, что (2.3) эквивалентно соотношению

ср (л) =  (2«)-« J е1 <х>«> Р (х, Dx -\-\)K (х, ?) ? (?) d%. (2.4)

Таким образом, нам нужно найти ядро К  такое, чтобы
Р (х , Dx + %)K{x, ? )=  1

5!
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или, что эквивалентно, в силу формулы Тейлора,

Р (х, I) К (х, 5) +  2  />(«) (л:, I) Л" (X, Е)/| а |! =  1. (2.5)

Уравнение (2.5) можно решить приближенно следующим образом: сна­
чала мы отбрасываем сумму (в левой части (2 .5)), так как она отсут­
ствует в случае постоянных коэффициентов. Таким образом, ядро К 0 
мы определим как решение уравнения

Р(х, 1)К0(х, $ )=  1. (2.6)

Чтобы исправить ошибку, возникающую при таком способе решения 
уравнения (2,5), мы затем определяем последовательно ядра Kj с по­
мощью рекуррентного соотношения

Р  (X, S) К } + 1 ( х ,  е) +  Е  я « )  ( х ,  S) D J  Kj  (X, 5 )/| а |! =  о, j  >  0. (2 .7 )

Складывая уравнения (2.6) и (2.7), получаем, что

Р (х, D х +  I) (К0 +  . . .  +  К  j) +  Р (х, £) К j + j =  1. (2-8)
Таким образом, вместо (2.3) мы находим формально, что 

«Р (X) =  Р (X, D) (2те)_л  ̂е‘ <*•«> (К0 (X, 5) +  . . .  +  /С,- (х, £)) 9 (6) d\ +

+  (2*)-» $ el <'.«> P  (x, $)-/C/+  j (x, £) * (£) dl. (2.9)

Если полином P (x, £) имеет вещественные нули, то ядра К  у (х, £) 
имеют особенности. Однако если все нули содержатся в фиксированном 
компактном множестве, что имеет место в данном случае, то особенно­
стей в Kj(x, гс) можно избегать следующим образом. Возьмем функцию 
ф0(£) £ равную 1 в окрестности нулей полинома Р (х, £) (рассматривае­
мого как функция от £). Пусть ф, =  1 — ф0, так что фх =  1 вне компакт­
ного множества. Поскольку

1 +  Фо =  Р (х > Dx +  S) (К 0 +  . ■ • +  Kj) фх +  Р(х, £) К j + х фх +  ф0,
мы можем заменить теперь (2.9) на соотношение

* (* )= /> (* ,  D) (2к)~п ^ е‘( ^ ) ( К 0(х, £ )+  . . .  + /С ; (х,£))фг( 0 т ( £ ) ^  +  

+  (2*Г» 5^<^>(Р(х ,6 )А Гу+х(х, 6)Фх($) + ф 0(е))^(5)Л. (2.10)

В следующем параграфе мы введем некоторые условия, которые 
обеспечат весьма быстрое убывание ядра К } х (х, I) при ij —> оо, если j  
достаточно велико. Тогда последний член в (2.10) (если его выразить
через ср(х), а не через 9 (:)) окажется интегральным оператором с очень 
гладким ядром. С другой стороны, первый член в правой части (2.10) 
можно легко изучить теми же методами, которые используются в случае 
постоянных коэффициентов.

§  3 .  У с л о в и е  Н Е

Рекуррентная формула (2.7) показывает, что функция K j + l {x,%) 
заведомо будет убывать на бесконечности (по I) быстрее, чем К j-(x, $), 
если заранее известно, что дифференцирование Р (л, S) по I уменьшает
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рост Р (х , £) на бесконечности больше, чем соответствующее дифферен­
цирование по х  увеличивает этот рост. Это приводит к следующему 
определению.

О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, кто оператор Р{х, D) удов­
летворяет условию НЕ в 2, если Р(х, D) не есть тождествен­
ный нуль ни в одной компоненте области 2 и

а) коэффициенты Р (х, D) принадлежат С°°(2);
б) существуют функции Mj (л;, £), определенные в 2 X Р п и та­

кие, кто для всех а й р

| / ^ Я ( * Д ) | < С м (1 + | ф - * М Ж ?- “ ( . М ) Р М ,  5€Я ", (3-1)
1 (х, 6) <  С , (1 +  | & I f - d . (3.2)

Здесь d —\некоторая положительная постоянная, величины С^х 
и Сх ограничены, когда х  изменяется на компактных подмноже­
ствах 2 , а

Так как это условие, будучи чрезвычайно удобным при проведении 
доказательств, может показаться сложным и трудным для проверки, 
мы приведем также более простое, хотя и более сильное условие.

Т е о р е м а  3.1. Пусть коэффициенты оператора P (x ,D ) при­
надлежат С00 (2 ) и пусть

•М(£)= sup Р(у, %)1Р{хЛ).
Х,у 6  2

Предположим, что коэффициенты P (x ,D )  зависят только от 
x v .. . ,xh, и пусть | а |4 обозначает количество индексов в а, не пре­
вышающих k. Если существуют такие положительные постоят 
ные C u d ,  что
I Р(а)(У,.«) | /Р(у, I) <  С (1 +  I $ I )-<>1 -I М(1)~ 1 а ч  (у, 5) € 2  X Р п, (3.3)

С ( 1 + | ф - « ,  (3.4)

то оператор Р{х, D) удовлетворяет условию НЕ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Mj (£) =  М  (£) при j  <  k 
и

при / > £ .
Если р =  0, то неравенство (3.1) следует из (3.3). Если же |P|* =  Q, 
а | р| 4= 0, то неравенство (3.1) выполняется тривиальным образом, так 
как в этом случае левая часть (3.1) тождественно равйа нулю. Поэтому 
в дальнейшем можно считать, что | р |Л Ф 0 .

Из неравенства (3.4) следует, что степень многочлена Р(х, %) по £ 
ограничена, когда х  £ 2. Поэтому существует максимальное множество 
таких точек Xj, что полиномы Р} (х) =  Р (Xj, с) оказываются линейно 
независимыми. Мы можем записать, таким образом, что

р { х Л )  =  ^ с М ) р Л ^

причем коэффициенты Cj (х) принадлежат С“ (2 ) и определяются одно­
значно. Из формулы

Dl Я(а) (хЛ)  =  £  D*x cj (х) Р(р  (?)
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находим, используя неравенство (3.3) и определение функции М(Щ, 
в котором у заменяется на x jt что

I D \ [Р{а) (хЛ) | <  Ср>л (1 +  111 y d 1 ® 1 M (tf  ~ 1 ® '*Р (х, у.

Так как |P| ft=^0, отсюда немедленно вытекает неравенство (3.1). Дока­
зательство закончено.

З а м е ч а н и е .  Достаточное условие гипоэллиптичности, приведенное 
в работах [2]—[4J, состоит в том, что функция М  должна быть ограни­
чена, а неравенство (3.3) должно выполняться без множителя Ж -1®1* 
в правой части. Следовательно, в формулируемой ниже теореме 5 .1 
содержатся результаты упомянутых работ. В § 6 мы приведем также 
несколько других примеров, один из которых, в частности, изучен в ра­
боте [6].

Для дальнейшего изложения мы перепишем неравенство (3.1) в бо­
лее удобной для использования форме. Заметим сначала, что если в (3.1) 
положить [3 =  0 , то, возводя обе части неравенства в квадрат и сумми­
руя по всем а Ф 0 , мы найдем, что

'Ркх , У2<  | Р(х,  У |2 + Сх Р ( х Л П  1 +  | ?\)~ы ,

поскольку Mj (л:, у  1. Здесь величина Сх ограничена на компактных 
подмножествах области 2. (В дальнейшем этот факт будет подразуме­
ваться всякий раз, когда указано, что константа зависит от х. Одно 
и то же обозначение Сх будет использоваться для различных констант.) 
Вследствие этого существует такая постоянная Ах, что

Р ( * , У < 2 | / > ( * , У |  \ Ц > А Х. (3.5)

Поэтому неравенство (3.1) мы можем заменить неравенством

I A® .D% /> (*, у  I <  С„,,  (1 +  161)--1«] Mf-> (х, у  IР (х, у  j, ИI > л х. (3 .1)/
Из этого неравенства вытекает, что Р (х, V) Ф 0, когда | «I >  

Действительно, если / 3(х0Д0) =  0 и \%\^фАх<1> то, согласно (3.1)', 
D lP ( x оД0) =  0 Для всех а> так чт0 Р (х о> S) =  0 Для всех Поскольку 
неравенство (3.1)' при а =  0 и | {3| =1 означает, что

ygrad^ Р (х, У | <  Сх> е | Р (х, у  |, когда 111 > А Х,
отсюда должно следовать, что Р (л, у  =  0 для всех £ и всех точек х  
из той компоненты области 2 , в которой находится х 0, а это противо­
речит определению1). Таким образом, из условий (2.6) и (2.7) мы можем 
определить ядра (х, у  при ) k | >  Ах.

Т е о р е м а  3.2. Если оператор P (x ,D )  удовлетворяет усло­
вию НЕ и ядра K j{x , у  определены посредством (2.6) и (2.7), то 
имеют место оценки

\ D \  D \ К j (x , у | < - 'а» Р, j (1 +  16 |)_<г(| ® 1 + ^ М^~а (х, 5)

| Р ( * . У 1
\Ц > А Х.\3.6)

З а м е ч а н и е .  Заметим, что при j  =  0 это неравенство отличается 
от (3.1) только тем, что в нем роль Р(х,  I) играет функция \\Р{х, |) =

*) В условие Н Е входит требование, чтобы Р ( х , £) ф  0 ни в одной из компонент 
области Q. — Прим, перев.
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=  Кц(х,%). Легко видеть, что из (3.6) при /  =  0 следует неравен­
ство (3.1)', так что, по существу, неравенство (3.6) оказывается экви­
валентным предположениям теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3.2. Если у '=  | а | =  | р | =  О, то 
оценка (3.6) тривиальна. В общем случае мы будем доказывать (3.6) по 
индукции. Положим для удобства K -i = 0. Тогда, применяя к соотно­
шениям (2.6) и (2.7) дифференциальный оператор D\ D \ , мы найдем, 
что

Р (х, 5) D\ D\ К j (х, 5) =  -  £  W  &  P(x, *)) (Di D% К , (x, &)) -  

-  2  2  iU] ( ^ ' +T D * P  ( * ■ £)) + T K i -1  (■*• 1  ̂ I !, (3 -7 )
h l^ o

если | a | +  | p | +  j  i=0. Суммирование здесь производится по всем мульти­
индексам a', a", fl', Р", таким, что а' +  а" =  а и р' +  Р" =  р, за исклю­
чением суммы, обозначенной через 2 ', где член с а ' =  р' =  0 должен 
быть опущен.

Допустим, что неравенство (3.6) уже доказано для всех чисел, 
меньших у, или для всех мультииндексов с длиной, меньшей, чем | а| ,  
| р| .  Тогда, используя неравенство (3.1)', мы можем оценить правую 
часть (3.7) с помощью некоторой постоянной, умноженной на

(1 +  m ) - d^ ^  + j)MV-«(x,<)+ 2  0+IU)_rf(|a| + lTl + r_1)^ ~ a(-M).
I 1 I ¥=0

Поскольку в последней сумме 17 1 — 1 ^-0 , неравенство (3.6) доказано.
В следующем параграфе окажутся полезными два следствия тео­

ремы 3.2.

С л е д с т в и е  3.1. Если оператор Р(х, D) удовлетворяет 
условию НЕ, то при | | |  ^>АХ имеет место неравенство

| D\ (Р (х, 5) Kj (X, I)) 1 <  С9, Д 1 +  | е 1)1 РI -  “К ж ~ )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Требуемое неравенство немедленно вытекает 
из формулы Лейбница, а также неравенств (3.1)' и (3.6), если оценить 
М$(х, £) сверху посредством Сх (1 +  | i I )|?|, что возможно в силу (3.2).

С л е д с т в и е  3.2. Если оператор P (x ,D ) удовлетворяет 
условию НЕ и через тх обозначен порядок полинома Р(х, I), то 
при | \ | Ах справедливо неравенство .

|D 5a ^ / C / ( x , l ) | < C p>a, ^ ; (l +  |e|)m̂  + lp|- da  + N + lp| )- (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В неравенстве (3.6) мы оценим Мв-'а'(х,%) 
сверху при помощи (Сх( 1 -f |£ |)1-<< )1Р1 , что возможно в силу (3.2). Тогда 
остается доказать лишь, что

| - р ^ 1 Л < С Л 1 + Н | ) т Л \ Ц > А Х . (3.10)

Разлагая Р(х,  I) по формуле Тейлора (по переменной %), мы найдем, что 

Я ( л ,0) < С тж(1 + Н | Г - Я ( д : Д )
и, следовательно,

1 Стх( l  +  l S l ) m -r

Р(х, 6) Р (х ,  0)
(3.11)
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Как следует из замечания, сделанного после вывода неравенства 
(3.1)', полином Р{х,%) не равен тождественно нулю ни при каком зна­
чении л:. Поэтому функция Р (х, 0) непрерывна и всюду отлична от нуля. 
Неравенство (3.10) теперь немедленно вытекает из (3.11) и (3 . 5).

Мы закончим этот параграф доказательством теоремы, которая пона­
добится нам в § 5.

Т е о р е м а  3.3. Если оператор P (x ,D ) удовлетворяет усло­
вию НЕ, то сопряженный оператор P*(x,D) также удовлетво­
ряет условию НЕ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним сначала, что сопряженный опера­
тор Р* (х, D) определяется посредством тождества

 ̂(Р (л:, D) и) vd x  =   ̂ иР* (х, D) vdx,

справедливого для всех функций и и V, принадлежащих СТ(2). Это зна­
чит, что если оператор Р(х, D) записать в виде

P{x,D) = Yi aj (.x)PJ{D),

где Pj (D ) — дифференциальные операторы с постоянными коэффициен­
тами (например, операторы Da , занумерованные как последователь­
ность), то

Я* (х, D )v = % Pj (-D )(a j  v )=  2  ( (~ DX  aj ) И 0 ( ~ D )*0/1« l!- 

Таким образом,

P*(x, - « )  =  £ ( -  l)l«lD!P(«)(jf, %)! i a | !, (ЗЛ2>

откуда, в силу (3.1)', вытекает неравенство

I/>*(■*, - « ) - / > ( j e , « ) K ^ ( l  + | ? | ) “ л | / >( ^ , - 6)|, \ Ц > А х. (3.13)
Следовательно, существует такое число Вх, что при Вх будет
выполняться неравенство

|/> (* , $ ) |< 2 1/>*(*, - $ ) | .  (3.14)

Из (3.12) и (3.1)' мы теперь немедленно получаем, используя неравен­
ство (3.14), что

\D\D*xP*(x, - 6 )  | <
<  CPtX(l НД I« М -« (* , 5) | Я* (■*.-*)!, \Ц > В Х. (3.15)

Тем рамым теорема доказана.

§  4 .  С в о й с т в а  р е г у л я р н о с т и  п а р а м е т р и к с а

На протяжении всего настоящего параграфа мы будем считать, что 
оператор Р(х, D) удовлетворяет условию НЕ. Обозначим через 2 ' 
относительно компактное открытое подмножество 2, а через А' — верх­
нюю грань чисел Ах при -х£2 '. Мы будем изучать интегральные опера­
торы в левой части (2. 10) для лг£2 ', выбирая функцию ф0($) так, что 
фо( £ ) = 1, когда |£ | <  А'. Заметим, что если x£Q', то, согласно (3.9), 
все интегралы в (2.10) сходятся и, следовательно, соотношение (2.10) 
оказывается выполненным.
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Т е о р е м а  4.1. Интеграл 
Fj(x, у) =

=  (2*) -» J & <* -  * «'(ф, (6) Р (х, S) K j+1 (х, $) +  (*)) * & ',  (4-1)

абсолютно сходится, причем функция Fj€Ck (Q'X R n), если 
d ( j  +  1 ) > я  +  k. Если <?£Со (Рп), то мы имеем тогда

J'Fj(x, y)?(y)dy =

=  (2u) -» J  et <*•«>(/> (x,t) K J+1 (x, S)<M5) +  to (6) ) f ( « ) ^ -  (4-2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из следствия 3.1 вытекает, что если 
и лг£2 ', а | £ | > Л /, то

(1 +  | Е | )* - 1 м | Dl(PСМ)К j+i (х, 5))|< С \ у(1.+ | !■ | )* - * W + х>. (4.3)
Поскольку показатель k — d (j -f 1), по предположению, меньше, чем 
— я, неравенство (4.3) означает, что интеграл (4.1) и интегралы, полу­
ченные из него дифференцированием подинтегрального выражения 
не более чем k раз, сходятся абсолютно и равномерно. Тем самым

теорема доказана, ибо j  f g d x  =  j  fg d l  для любых интегрируемых функ­
ций /  и g.

Остальные члены в правой части соотношения (2.10), вообще 
говоря, не могут быть записаны как результат применения к функции 
f ( x)  интегральных операторов, ядра которых являются функциями. 
Однако мы можем ввести ядра — обобщенные функции (distribution 
kernels) следующим образом. Если F£Cq (Q' X R"), то положим

F (x , l )  =  J е~ ‘ «> F(x, у) dy
и запишем, что

Ej (F) =  (2ic)“ * J <* «> К j (х, 5) <h (I) F(x, k) dkdx. (4.4)

Поскольку на бесконечности функции K j(x ,  S) растут не быстрее неко­
торой степени \i\ (следствие 3.2), ясно, что тем самым определяется 
некоторая обобщенная функция в Q' X R".

Т е о р е м а  4.2. Обобщенная функция Ej в Q 'x R " ,  определяе­
мая соотношением (4.4), является бесконечно дифференцируемой 
функцией вне диагонали. Если <р£С(Г (/?"), а точка х  принадле­
жит 2 ', но не принадлежит носителю <р(х), то справедливо 
равенство

^ Е ;{ х ,у )у { у )а у  = {2т.)-п^е1(*Л)К .{х Л )^ {̂ $ ) М .  (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Чтобы доказать, что Ej есть гладкая функ­
ция вне диагонали, мы изучим произведение (x —y)aEj. В силу того что

л ^
е1 <*• е> J  е-  I (у, о (х  _  у ^ р  (Xt у) dy =  / ) “ (ei (*>ь) F(x ,  I)),

имеем .
((•* -  y)*Ej) (F) =  Ej ((х -  y)aF (х, у)) =

=  (2«)~» jV<*« UF(x, Z ) ( -D 0 a(Kj(x,  S)<h Q.))d%dx.
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Если выбрать а настолько большим, что
d (у +  | а | ) >  п +  т, т =  sup

*62'
то, как следует из (3.9), функция (— £>е)«(ЛТу(л:, 6) <!>,(£)) оказывается 
интегрируемой (по £) и притом равномерно относительно х. Таким обра- 
зом, мы получаем, что
( ( х - у Щ ) ( Е )  =

=  F(x,y)dxdy( 2 * ) -«  J Од* (К j(x, S) (S)) <«.

Это означает, что (x  — y)aEj совпадает с некоторой непрерывной функ­
цией, а именно:

{ x - y ) aEJ = { 2 T : r ^ en x -y > V { -D i)'l {KJ{x ,t)№ ))d 'i .  (4.6)

Если выполняется неравенство

<*(/+1«|)>л +  да +  1Р| +  1т|, (4-7)
то равномерная сходимость интеграла (4.6) сохранится даже после при­
менения к нему дифференциального оператора D^Dj, ибо, согласно 
(3.9), подинтегральное выражение, полученное в результате такого диф­
ференцирования, будет ограничено сверху выражением

С (1 + 1 £ |)m + m  + u i -<*(; + i « d,

которое, в силу (4.7), интегрируемо. Следовательно, обобщенная функ­
ция Е] бесконечно дифференцируема вне диагонали.

' Для доказательства последнего утверждения теоремы заметим, что 
если носитель функции g£C™ (2 ') не пересекается с носителем <р, то 
определение (4.4) обобщенной функции Ej в применении к функции
F (■*» У) =  g  (•*) ? (у) означает, что 

J J f y G * .  y)g(x)<P(y)dxdy=*

=  (2^)-"  ] я ( * )  dx  j el <*• e>K }(x, 6) <h(6) f {%)d%,
поскольку функция g(.v)*(y) обращается в нуль в некоторой окрест­
ности диагонали. Тем самым равенство (4.5), а вместе с ним и утверж­
дение теоремы доказано.

Если g(zCo (2 ') и tp€Co° {Rn), то, следуя Шварцу [5], мы будем 
обозначать функцию (х, у) —*► g (х) ср (у), определенную в 2 ' х  через 
g  X <р. Напомним также, что обобщенная функция Е в 2 ' х  R n назы­
вается регулярной  по х, если для каждой фиксированной функции 
ср(у)£Со°(7?л) существует такая функция £,срСС°°(2 /), что

Е (g X ®) =  J gEydx, g£Co (2 0 - (4-8)

Аналогично обобщенную функцию Е называют регулярной по у, если 
для каждой фиксированной функции g(Jc)€Co°(2 /) найдется такая 
функция E*g^C°° (Rn), что

E { g X y )  = ^(E*g)<?dy, f£C o(R n). (4.9)

(Очевидно, что функции Е<? и E*g определяются из тождеств (4.8) 
и (4.9) однозначно.)
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Т е о р е м а  4.3. Обобщенная функция Е} в области 2 ' X R n, 
определенная соотношением (4.4), является регулярной по обеим 
переменным х  и у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Чтобы доказать регулярность Ej по х  (факт, 
непосредственно не используемый в следующем параграфе), нам только 
следует заметить, что функция

( £ »  (х) =  (2*)-*  ̂ е* <* «> Kj (х, X) ^  (X) ^ (X) dX (4.10)

удовлетворяет соотношению (4.8) и принадлежит пространству С“ (2 ')
если ср€Со° (/?"). В самом деле, поскольку <р на бесконечности убывает 
быстрее любой обратной степени (1 +  |? |), из (3.9) вытекает, что 
интеграл (4.10) сходится абсолютно и равномерно вместе со всеми сво­
ими производными по х .

Регулярность Ej по у менее тривиальна. Полагая

<?(?) =  (2*)-»  ̂ «'<*• «> * ,(* , ?)<|>,(X)g(x)dx, (4.11)

имеем

Ej (g X <?) =  j  О (?) i  (?) dX =  J Q (x) cp {x) dx,

если только функция О интегрируема. Мы докажем этот факт *) 
и, более того, мы покажем, что величина G(?)(l  + 1 $1) ^  остается огра­

ниченной при любом N.  Это будет означать, что С?€С°°(/?Л), а так как

E*jg =  О, доказательство теоремы тем самым будет закончено.
Чтобы оценить функцию G, умножим обе части равенства (4.11) 

на | X р* и в полученном соотношении проинтегрируем выражение справа 
по частям. Если обозначить через Д оператор Лапласа, то найдем тем 
самым, что

I? |2*G (?) =  (2* Г « ( -  1У J <*■ ч Д* (Кj (х, X) g (х)) <h (X) dx.

Поскольку g£Go° (2'), получаем (используя оценку (3.9)), что 
1?!2*1<3(?) | <С(1 +  |? |)« + » ( » - «0

Так как G =  0 в некоторой окрестности начала координат, последнее 
неравенство означает, что (с другой константой)

| 0 ( ? ) | < . С( 1  +  | £ | ) » - * и  + 2*).

Это завершает доказательство теоремы, ибо k — произвольное целое 
положительное число.

З а м е ч а н и е .  Доказательство этой теоремы, по существу, совпа­
дает с доказательством предложения 1.18 в [6].

§ 5. Гипоэллиптичность операторов, 
удовлетворяющих условию НЕ

Очень хорошо известно, как можно получать теоремы о гладкости, 
если существует параметрикс, обладающий свойствами, установленными 
в предыдущем параграфе. Тем не менее для удобства читателя мы

') То есть интегрируемость функции G (х).— Прим, перев.
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приведем здесь доказательство применительно к нашему случаю (см. 
также Шварц [5]).

Т е о р е м а  5.1. Если дифференциальный оператор P *(x ,D )  
удовлетворяет условию НЕ в области 2, то он гипоэллипти- 
яен в 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Р(х, D) сопряженный опе­
ратор. В силу теоремы 3.3, оператор Р(х, D) также удовлетворяет * 
условию НЕ. Нам надо доказать, что если и£2}' (2 ) и Р* (х, D )u =  / ,  
то й£С°°(ю), если (о — открытое подмножество области 2  и 
Предположение об относительной компактности ш не является ограни­
чительным; умножая и на функцию из Cq (2 ), равную 1 в со, мы можем 
свести доказательство к случаю, когда и£ё'(Щ. Возьмем какую-либо 
относительно компактную подобласть 2 ' области 2 , так чтобы носи­
тель и содержался в 2 '. Заменяя со на меньшую подобласть, мы можем 
окончательно записать, что f  = g-\-h, где g'GC'“ (2 '), a h обращается 
в нуль в (0.

Из сказанного следует, что мы должны доказать, что если 

Р*{х, D)u = g + h,
где g -£ C “  ( 2 ') ,  a h равняется нулю в со, то и£Ст(<.о) для любого целого 
числа т.

Применим теперь к функции <f£C^ (ш) соотношение (2.10) в соче­
тании с (4.2) и (4.10). Это дает нам

J
?(■*) =  р (•*> ° )  £  ( З Д  (■*) +  J Е) (х, У) ? (У) dy.

о
Обозначим через р порядок обобщенной функции а и выберем индекс у 
столь большим, чтобы Fj£Cm+v-(Qf X F n)- Поскольку и имеет компактт 
ный носитель, мы получаем тогда, что

« (?)= (/> * « ) [ £  Екч + <\ u { F j {>,y))v(y)dy. 
Ц = о J

(5.1)

Здесь мы использовали свойства прямого произведения обобщенных 
функций (Шварц [5]); обозначение и ( /7/-(*, у)) указывает, что обобщен­
ная функция и действует по переменной, которая заменена точкой]). 
Поскольку Fj£Cm+»-, функция u(Fj ( . , y) )  принадлежит пространству 
0 (ш ) .  Оставшиеся члены в (5.1) мы перепишем следующим образом:

(Р*и)( £ »  =  (g +  h)( £ »  =  Ek(g X ?) +  h 0Ek<p) =

= j(E*g)<pdy +  jb(Fk(-, y))?(y)dy. ■

Последнее равенство следует из того факта, что, согласно теореме 4.2, 

(Е*?)(х) =  $ЕА(х, y)v(y)dy, x$w .

г) Это означает, что и есть функционал, действующий на функциях аргумента 
х  зависящих от у (y£Rn) как от параметра. — Прим, перев.
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При этом вновь используются свойства прямого произведения и то, что 
носитель h принадлежит дополнению области ш. Следовательно, в со 
функция и равняется функции

j i
У - ^Yi (Ekg) (y)  + H h (E k(% y)) + u (F j ( -, у)).

О 0.
Поскольку все члены справа, за исключением последнего, принадлежат 
пространству С“ («), а последний член принадлежит Ст (ш), теорема тем 
самым доказана.

§ 6. Примеры
Мы приведем сначала один пример, показывающий, что оператор, 

являющийся эллиптическим всюду, кроме одной точки, в которой глав­
ная часть оператора вырождается, может тем не менее быть гипоэл- 
липтическим, если эта главная часть обращается в нуль столь быстро, 
что сила оператора не успевает слишком измениться.

П р и м е р  1. Оператор, соответствующий функции
/>(лг, 5) =  1 +  | jc|2’  16 (6.1)

удовлетворяет условию НЕ и, следовательно, является гипоэл- 
липттеским, если v > p .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим при у =  1, . . . ,  п
/  I  _|_ 02М- \ l/'2v

ЖДл, Е) = Ж(л, E) = |7l ^ ?irJ ,

где р =  | k\, а r  =  |jc| . Можно считать, конечно, что г < Д ;  тогда спра­
ведливо неравенство (3.2), так как v > p  и

l < M ( j t ,  £ )< (1  - f  р2̂ .
Мы докажем, что если 0 -< y -< 2v и 0 < ^ < 2(i, то выражение

г ъ - ) {̂ - ь М к - ;  ( j +  p)rf*/ ( 1 +  r2vp2|i) (6.2)

остается ограниченным при условии, что 0 < ; d 1 — p/v. Тот факт, 
что (6.2) ограничено при 0 <^р<[ 1, является тривиальным. Если число с, 
определенное соотношением

Р‘С =  2 р — k -J— (k — у) р /v —(— elk,
отрицательно, то ограниченность функции (6.2) также тривиальна при 
Р^>1, поскольку общий порядок по р тех множителей в (6 .2), которые 
не содержат г, равен pc. С другой стороны, если 0, то можно оце­
нить (6.2) при рД>1 посредством постоянной, умноженной на

/. 2 v - ; - v c ( /-v ^< у (1  _|_ r 2 vp 2 ^ 1  +  (* - ;) /2 v _

Поскольку
о  • k i  ( \  —  d — и / у )  ~ „2v — у — чс =  ---- i--------- &-л- >  О

р
и

2 + ( k - j ) b - c = ± £ = £ > 0 ,

ограниченность функции (6.2) тем самым доказана.
Мы приведем также два примера операторов в двумерном случае, 

связанных с примером Трева [6J.
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П р и м е р  2. Оператор, соответствующий функции
Р(х, H) = ?im + ?2n + ic(x)ZU2 +  1, (6.3)

удовлетворяет условию НЕ и является, следовательно, гипоэл- 
липтическим, если с (х) — вещественная, бесконечно дифференци­
руемая функция и

^ Г + - Т п < ' >  2̂ г +  т < 1- (б-4)
Условия (6.4) означают, что первые производные полинома Я 2(?) =

=  Si 'й должны быть строго слабее полинома ЯДЕ) =  Eim +  Егл +  1. Опе­
ратор (6.3) имеет постоянную силу, тогда (а для произвольной с(х) 
и только тогда), когда а/2т - f  bj2n ’<[ 1. Однако в этом случае пример 
ничего нового не дает.

В примере, изученном Тревом [6], оператор имеет вид (6.3) с т =  1, 
п =  2, а =  1, Ь =  3 и функцией с, зависящей только от Xj. Неравен­
ства (6.4) в этом примере не выполняются, однако мы приведем другие 
неравенства, охватывающие пример из [6], причем будет существенно 
использован тот факт, что с зависит только от x v

П р и м е р  3. Оператор, заданный соотношением (6.3), удов­
летворяет условию НЕ и, следовательно, гипоэллиптичен, если 
с — бесконечно дифференцируемая вещественная функция, зави­
сящая только от х и причем

~2т ^ " 2 (6.5)

Мы оставляем читателю проверку того, что все предположения 
теоремы 3.1 в примерах 2 и 3 выполнены.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Х ё р м а н д е р  Л., К теории общих дифференциальных операторов в частных
производных, ИЛ, М., 1959.

2. H o r m a n d e r  L., On interior regularity of the solutions of partial differential equa­
tions, Communs Pure and Appl. Math., 11 (1958), 197—218.

3. M a l g r a n g e  B., Sur une classe d’operateurs differentiels hypoelliptiques, BulL
Soc. Math. France, 85 (1957), 283—306.

4. P e e t r e  J., Theoremes de regularite pour quelques classes d’operateurs differenti­
els, Thesis, Lund, 1959.

5. S c h w a r t z  L., Theorie des distributions, I—II, Paris, 1950—1951.
6 . T r e v e s  F., Operateurs differentiels hypoelliptiques, Ann. Inst. Fourier, 9 (1959),

1—73.


