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Л.А.Сурай 

МЕТОД МЕХАНИЧЕСКИХ- КУБАТУР ДЛЯ ШОГСЖРШХ СЛАБО СШТ7ШШЖ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРШШШЙ ПЕРВОГО РОДА 

Рассмотрим, двумерное слабо сингулярное интегральное уравне -
ние (с.си.у.) вида1 

Ах = J^JJ j ™z\s*™ — j -6i j Sm — j x(d,V) 
' о о _ ' (I) 

£ 

4% 
о о где x(s,t}^ - неизвестная функция, которая ищется в пространстве 

Л =/,г[0,Я%] ~1г[092?пО,Що обычной вори*& ^ 

4 о о 
$(s$A%\f(s9t) - известные непрерывные ^"-периодические 
функции по каждой из переменных, а слабо сингулярный интеграл по­
нимается как несобственный. 

Приближенные методы решения одномерных интегральных уравне -
ний такого типа достаточно хорошо разработаны (см., нащжмер, 

Двумерный случай рассматривается для простоты выкладок ; 
распространение всех полученных ниже результатов на уравнение с 
/cf/c>3) - переменными н:е представляет труда. 



[I, 2, 3, 9 ] ) . Ниже рассматривается метод механических кубатур 
(м.м.к.) для указанного двумерного уравнения и предлагается его 
теоретическое обоснование в смысле [4, гл. I] с помощью ряда ре­
зультатов общей теории приближенных методов и теории функций. 

§ I. Вспомогательные результаты 

Введем пространство У ~WZ 

с нормой 

Тогда с.с.и.у. (I) эквивалентно следующему операторному 
уравнению: 

Ax~Sf2x + %4x -=f(xeX ,уеУ)<> (3) 
где 

/ f ( . 6-S.. <?-t 
S/£X~ / jA\$m— \4t\3zu— I z&9t?)d6dT , (4) 

г &x = J J4(s^4d^)jc(6^d6dt . (5) 
о о 

Аналогично одномерному случаю (см. гл. I [ 3}) мшено пока -
зать, что оператор X непрерывно обратим и справедливо 
соотношение 

*3*1** ' С : (6) 
Воспользуемся нюке следующими обозначениями:^- ^^^0,21]"-

пространство дважды непрерывно дифференцируемых 2ft -периодичес­
ких функций с нормой 

^ игя cz& zw J 

^ п п С ^ с ю ^ т ш л ^ е е равномерное -приближение функции 
тригонометрическими полиномами порядка п 9 т ; ̂ СФ)<х>: ~~ 
частное наилучшее равномерное приближение функции Cp(st t) е 
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тригонометрическими полиномами порядка я, по переменной S рав­
номерно относительно переменной t [5], т.е. 

Ёп(ф*~зир \-tnf sup \cpCsJ)-Z' a;rf)e*/s\] , ' (?) 

где нижняя грань берется по всевозможным .функциям , при 
надлежащим пространству [ О, 2М\ ; Е^. Сд?)^ определяется 
аналогично. 

Обозначим через ьСпт оператор, который любой il^P-перио -
дической функции (fCs.i^e0,2%^ ставит в соответствие ее 
тригонометрический полином. Лагранжа 

If п 7П 

по узлам 

где 
/ n Cp £ г 

@J(p)~Stn(t*r _ )q>/2S*n j = - 2-t Cos ps \ (io) 
- ядро Дирихле t -го порядка. 

Для оператора Лагранжа (8) справедливо соотношение [6]: 

\sC„m\-i^nm.C\0,Щ- 4 L Л Л? ] *, п,теЖ . (&') 
Существенную роль в дальнейшем играет следующая 

Л е. мм. а» Для любой функции СрС5,t)епри Yrttmelf 
справедлива оценка • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для выражения в квадратных 
скобках в (7) при фиксированном t можем использовать неравенст­
во С7] ; ' / г 

где EJC^QO - наилучшее равномерное приближение функции (fiCs)e 
вСЛо92Щ тригонометрическими полиномами порядка и . Тогда 
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v£wo*ikz • (12) 

Аналогично поручаем ^ 

* i £ ^ E ™ • ( 1 3 ) 

Для оператора Лагранжа (8) справедливо соотношение [ 6 ] : 

Введем кратный оператор Фурье ^ n m порядка п , т : 

< с„,-Гср)€ 
^ r - ^ ^ . ^ ^ v ^ ^ - ( 1 5 ) 

где C/c.«f)-jpj j<prt,V)€ a6dt 
О о 

1f Z 
Для f $ ? ^ 5 9 ^ ) e WP

 9 'справедливы тождества 

(16) 

2 

(17) 

С помощью ( 14 ) , ( 17 ) , следуя методу, предложенному в [3, 6 ] , 
для У<£?ГS,t)e последовательно находим . 

z. 

г 



Заметим,.что здесь использовалось также обобщенное неравен­
ство Бернштейяа для функций двух переменных [ 8 ] . Используя ( 1 3 ) , 
(14), продолжим (18) с учетом того, что I ф||«/ у <g • IS0,2%] 
42{0,2!TiX и 

где Enmity)г - наилучи зо среднеквадратическое приближение функ-
'vqs3LCp(S\t) тригон'жтетшческими полиномами порядка п , т. .Тог­
да окончательно получм 

Z 
Левша доказана. 4' 

§ 2. Метод механических кубатур 

Рассмотрим, следующую вычислительную схему м.м.к., которая 
часто используется в ряде приложений. Приближенное решение урав­
нения (I) будем искать в виде полинома: ' 

If 2п 2т 

п т С2tt +•£ )(2tn -*-/) €-0 t -о ° п * ш % 

При этом коэффициенты ( о ^ ^ в щ определяются из 
системы линейных алгебраических уравнении (СЛАУ): 

у • 2п £ш ( . и cotpCs^-SA 
Z X cC,\^t S ———— 

(Zn4)(2m4) £~о г=о €гX р~£ Р ^ 

т :-сог fyCfe-L' п т col pCsx-Sf) co?<£ffr 
^&z2 27 ^ — л л 

Пояснкм, что для получения СЛАУ (20) обе части уравнения (I) 
приравнивается в узлах {sK,t^ к ~оГ2ъ '/=ojfm 9 шесто х^£ 
подстава ется &nnf&^ -из .("19)/Затем интегралы 4 ^ W ^ * P 
Б Ы Ч И С Ь . /?ся точно с учетом. (IP4 свойств оператора ̂  : 



£кв2 9 fi-m ; 

J j ~ ^ <2??/*5 , Wtf ,m=0 ; (21) 

V '4\n\\m\' 
А интегралы ъ4хпп£$К, tp вычисляются приближенно по кубатурнои 
формуле наивысшей тригонометрической степени точности. 

Сходимость м.м.к. в IJiO^S^Y и оценку погрешности устанав­
ливает следующая 

Т е о р е м а . Пусть с . с . и . у . ( I ) однозначно разрешимо в 
1^,0,2Щ при любой правой части из й£ . : Пусть фунвдии^^,£) 
жй(з^,6^) имеют вторые смешанные непрерывные производные 

» * Тогда при всех тг ъп0 9 т ^т0 (числа по% то оп­
ределяются свойствами функции dcs,i,6,@) ) СЛАУ' (20) имеет един -
ственное решение {о^^д^- г^дТгк * и приближенные решения 

сходятся к точному решению X (s9o) в среднем, со скоростью 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Через X и У <z {/ бу -
дем обозначать множество всех тригонометрических полиномов степе­
ни п 9 т 9 наделенное нормами пространств соответственно X и У. 
Используя оператор dCnm с учетом, свойств оператора 5 ^ и триго­
нометрической точности применяемой нами кубатурнои формулы, не -
сложно показать (см. , например, [ 10])9 что СЛАУ (20) эквивалентна 
следующему операторному уравнению: 

St 

где £ П 7 7 Ъ означает, что оператор < £ п ш применен по переменным 
6 и г . ' 

Для е Хп?п из уравнений ( 3 ) , (23) с учетом ( I I ) полу-
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чш 
i ***mTAnm хпт \^,г 6 1 ***** ' ^ п т

 t i x n m + 

+ \£ям*(&-<п*А)*пт:\ц^,г • (24) 
С помощью неравенства Гельдера, неравенства Бернштейна,оце­

нок (14), (8Л) имеем по аналогии с [10] 

Тогда, продолжая (24) с помощью (II) , (13) к легко доказываемых 
неравенств • 

получаем * 

Аналогично неравенствам (12) получаем следующие оценки: 

/- S t С4 ') * — ^ — FSt М' Y • 



Следовательно,-для- Чп9тёЖ имеем 

(25) 

С другой стороны, в силу (II) для правых частей уравнений (3), 
(23) справедливо соотношение 

. Таким образом, для уравнений (3) и (23) выполнены все усло­
вия теоремы 7 гл. I [4], из которой и следуют утверждения дока­
зываемой теоремы, в том. числе оценка (22). 
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О.Е.Тихонов 

СПЕЕСГРАНЬНАЯ ТЕОРИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ 
С БАЗОВОЙ НОРМОЙ 

В работе продолжены исследования, начатые в [3] . В рамках 
некоммутативной спектральной теории Альфсена и Шульца [7] ,[8] 
для элементов пространства с базовой нормой ( Z)ЬК ), обладаю -
щего точным сдедом, доказана единственность "спектрального раз -
лакения" относительно следа (теорема 4.5). Предварительно иссле­
дованы свойства "проективных следов" из tf и интегралов по V*-
значной мере. В теореме 5.2 доказано свойство экстремальности 
спектральных мер в связи с шлуклыми функциями и на этой основе 
введен некоторый аналог пространств 1р(/ £р < оо . 

Насколько возможно используются терминология и обозначения 
работ [7], [8] и [3]. 

§ I . Обозначения и предварительные сведения 

Пусть ( Zf, К ) - пространство о базовой нормой, т.е. if. -
вещественное упорядоченное нормированное пространство с порождаю­
щим конусом ?J* и ввделенной в нем базой К , причем мншество 
conv(KU~K} радиально компактно, а норма задается функциона -
лом Минковского этого множества [6; гл. 2, § I ] . Сопряженным к 
{tf %К ) является пространство с порядковой единицей {£$е ) -
упорвдоченное банахово пространство, причем конус XI положитель­
ных элементов двойственен к Zf , порядковая единица € определя­
ется условием <е>р>~£ для любого ре/С , а норма на 4 удов -


