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К ТЕОРИИ РЕГУЛИРУЕМЫХ И ФАЗОВЫХ СИСТЕМ 

АЙСАГАЛИЕВ С. А. 

(Алма-Ата) 

Рассматриваются вопросы приведения возмущенных траекторий фа­
зовых координат регулируемых систем к их программным траекториям 
за конечное время с помощью стабилизирующих управлений. Получены 
алгоритмы определения стабилизирующих управлений. 

1. Введение 

В теории автоматического регулирования и теории фазовых систем 
рассматривается асимптотическая устойчивость в целом системы [1, 2] 

(1) х=Ах+Ьц(о), о=с*х, t>0, х(0)=Хо, 

(2) ф(а)е=М={ф|ф(0)==0, ki02<(f(6)o<k2o2}, ки & 2=const, 

где х — вектор состояния тгХ1, А — постоянная матрица порядка тгХтг, 
Ь, с —векторы тгХ1, ф(о) — нелинейная функция. В частности, она может 
быть периодической по а. Методы теории абсолютной устойчивости регу­
лируемых и фазовых систем развиты в [3—5]. 

Уравнениями (1), (2) описываются возмущенные движения в систе­
мах регулирования, предназначенная для поддержания постоянного зна­
чения фазовых координат объекта. 

В настоящей статье сформулирован ряд задач для управляемых систем 
и приведены алгоритмы стабилизации движения за конечное время. Пред­
ложенные алгоритмы стабилизации могут быть реализованы современны­
ми средствами микропроцессорной техники. 

2. Постановка задачи 

Пусть известны уравнения движения объекта и управляющей системы, 
а также их программная траектория. Пусть уравнения возмущенного 
движения замкнутой системы имеют вид 

(3) x=A(t)x+C(t)<p(a, t)+B(t)u(t), x(to)=x0, U<t<tu 

(4) o{t)=S(t)x(t), ф ( о , *) = fai(Oi, t),..., <pm(am, *)},. 

(5) ф г ( 0 , t)=0, а г О ; 2 < ф г ( С г , [ W , * ==1, 1 = 1 , Щ ^ U o , 

где A(t), C(t), B(t), S(t) — матрицы с непрерывными no t элементами по­
рядков пХп, пХт, пХг, тХп соответственно, u(t) ={u,i(t),..., ur(t)}, 
te[t0, ti] — стабилизирующее управление. Представим ф ( a , t) в виде сум­
м ы ф ( о , t)=Ko+q>(o,t), где Z = d i a g . { ( ^ + ^ / 2 , . . . , ( a m +f t m ) / 2} , ф ( а , t) = 
= { < P I ( C T I , t), . . . , qpm (o m , £ ) } , |фг (а г - , t)о{|<[ (fJ<—а<)/2]оД i==l, 77г. В част-
ности, ф ( а , t) может быть периодической функцией по а. Тогда уравнения 
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(3) — (5) запишутся в виде 

(6) x=[A(t)+C(t)KS(t)]x+C(t)i$(a, t)+B(t)u(t), x{t0)=xQ, 

(7) o{t)=S(t)x(t), ф , ( 0 , *)=0, |тр,(а„ г)Ог\<Ъс{\ Т*=(^а*) /2 . 

Задача 1. Найти управления u(t)e=C[t0, f j , которые переводят траек­
торию систем (6), (7) из начального состояния х(и)=х0 в заданное #i== 
=x(ti), за конечное время tt—t0 при всех разбросах характеристики нели­
нейных элементов, удовлетворяющих условиям (7). 

Пусть функции ф г ( 0 г , £ ) , * = 1? та равны 

Wi(OiJ)=yL dki(t)Gjh

4 г=1,/гг, 

где Oi=Si*x, j = l , т, s*=Si*(t) — ^-строка матрицы S(t). Тогда вектор-функ­
цию ф (a, t) можно представить в виде 

Ф (a, t) =Di (t) S (t) x+P {x, t), 

где матрица J9i(£)=diag {^ц(£), • • •» ^ i m ( £ ) } , вектор t) = (Pi(x, t),.. . 
s 

. . . , P m ( # , £)), Pi(x,t) — ^jdhi(t) (Si\(t)x)\ i=l,m. В этом случае урав-

нения (3) —(5) приводятся: к виду 

(8) . ^ [ Л ^ + С ^ А С О ^ С О ] ^ ^ ^ ) ^ ^ , t)+B(t)u, 
x(t0)=Xo, t€=[t0r ti]. 

Задача 2. Найти управления u(t)^C[t0, ti], которые переводят траек­
торию системы (8) из начального состояния x0=x(t0) в заданное Xi=x(ti) 
за конечное время U—U. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

(9) х=А{£)х+С(£)ц)(щ t), х(и)=х0, te[t0, U], 

(10) | ф * ( и г , t)Ui\<4iUi2, г=1 , т, ^ = c o n s t > 0 . 
Задача 3. Найти управления u(t)^C[t0, которые переводят траекто­

рию системы (9), (10) из начального состояния x0=x(t0) в заданное 
Xi=x{ti) за конечное время h—U. 

3. Интегральные уравнения 

Рассмотрим уравнения (6), (7). Пусть Q(t) — фундаментальная матри­
ца решений линейной однородной системы: x=A(t)x, A(t) =A(t) + 
+C(t)KS(t), а Ф(*, т )=в(*)в- 1 (т ) . 

Лемма 1. Если линейная система y=A(t)y+B(t)и(£), te[t0, tt] вполне 
управляема, то управление u(t).<=C[t0, U], являющееся решением инте­
гральных уравнений 

(.11) и(£Н!>°(0+ад1 Ф(*о,т)С(т)ф(а,т)йт, о=5(0 ж. 
*0 
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(12) x(t)=y°(t)+S2(t) 1ф(^т)С(т)ф(о,т)йт+ 

t 
+S3(t) | ф ( ^ т ) С ( т ) ф ( а , т ) й т , 

to 
переводит траекторию систем (6), (7) из начального состояния x0=x(t0) 
в состояние Xi=x(ti). Здесь 
(13) u°(t)=B*(t)^*(t0l tW-'iU, tt) [Ф(* 0 , * i ) * i - * o ] + H > ( * ) , ' * е [ * о , 

* 

( 1 4 ) г/ЧО = Ф(^^о)х 0 +1ф(^т)5(т)г;0(т)йт, *e[* 0,*i], 
«О 

( 1 5 ) TF.(*of *i) = J Ф (*в , т )Я (т)Я* (т) Ф* (*о , т) йт, 

(16) &(*)—Я*(*)Ф*('о, t)W~l{U, U), S2(t)=-$)(t,to)W(to,t)X 

X T F - Ч Ь , * ! ) , - & ( * ) -Ф (*,*•), 
а и;(£)<=С[£0, £ j — произвольная r-вектор-функция, удовлетворяющая ус­
ловию 

(17) J Ф ( ^ о , т ) а д ^ ( т ) й т = 0 . 

Аналогичным путем дифференциальное уравнение (8) может быть 
сведено к интегральным уравнениям: 

h 
(18) u{t)=v0(t)+Si{t) J Ф ( ^ , т ) С ( т ) Р ( х ( т ) , т ) й т , 

(19) *(0 в»°(*)+&(0 1 Ф ( ^ Т ) С ( Т ) Р ( ^ ( Т ) , Т ) Й Т + 

+ & ( * ) ] ' Ф ( ^ т ) С ( т ) Р ( ж ( т ) , т ) й т . 

_ Векторы г?°(*), jy°(0, w{t), t<=[t0, и матрицы &(*),• i=l, 2, 3, 
W(t0, ti) определяются выражениями (13) —(17) путем замены Ф(£, т) на 
Ф(*, т ) . 

Рассмотрим уравнения (9), (10) для следующих случаев: 
1°. Пусть ф(и г t)=Ku+Tp(u, t), t)ui\<4iUi2, г=1 , т. 
2°. Пусть ф( и, t)=DY{t)u+P{u(t), t). 
Для первого случая уравнения (9), (10) запишутся в виде 

(20) x=A(t)x+C(t)Ku+C(t)y(u, t), x{t0)=x0, t<=[t0, * J , 

(21) \%(uu t)Ui\<4iui2, te[tQ, t^, ^ = c o n s t > 0 , i = l , m. 
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Для второго случая (9), (10) имеют вид 
(22) x=A(t)x+C(t)Di(t)u+C(t)P(u,t), х(и)=х0, t€=[t0,tt]. 

Для системы (20), (21) соответствующие интегральные уравнения 
будут: 

ч 

(23) u(t) = i 7 i ° ( t ) + Si(t) I Ф1 (t0l x)С(T)ф(и(т), т )dx, m[t0, U], 

(24) x(t)=yi°(t)+S2(t) 1ф 1(^т)С(т)ф(^т)йт+ 

+&(*) 1 Ф 1 ( * 0 | Т ) С Г ( Т ) Ф ( В , Т ) Й Т . 

Аналогично для системы (22) получим: 
ч 

(25) u(t)=v2°(t)+Si(t)l ®i(tQ,x)C(x)P{u{x),x)dx1 

to 

ч 

(26) * < * ) - y , ° ( * ) + & ( * ) J © ! ( * • , T ) C ( T ) P ( B ( T ) f T ) d T + 

•+&(*) l Ф1(*в,т.)С(т)Р(а(т) ,т)Л. 

4. Решение интегральных уравнений 
Рассмотрим интегральные уравнения (11), (12). Обозначим евклидо­

ву норму вектора z=(zu ..., zm) и норму матрицы А (£) — {#«(0}, ^=1? и, 
/ = 1 , m: | z | = y ( z , z ) E m и | | .4(0 | |=sup |.A(£)z| при ] я | < 1 . Вводя вектор-
функцию f(o,t)=<b{t0, t)C(t)(f(o, t), G=S(t)x, запишем интегральные 
уравнения (11), (12): 

(27) u(t)=v0(t)+St(t) I / (a , t)dt, *e[* 0 ,* i ] , 

ч t 

•(28) * (* ) -» • (* )+Л(*) 1/(а,«)Л+Л(«) J /(о(т) ,т)Лг, 
to <0 

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Если имеет место нера­
венство 

(29) с с Т ( | | 5 2 | | с + | | 5 з | | е ) ( ^ о ) < 1 , 
то существуют постоянные си c 2 =const>0, такие, что решения интеграль­
ных уравнений (27), (28) удовлетворяют условиям 

(30) IM | e <c l f |И | . < с „ 
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где a = max | | Ф ( t o , I I Ц£(*)Hi- f = max(4i, . • •, Ъ»), 

! | 5 S | | 5 = max ЦЗД11, | |5 , | | e =. max ||&(*)U, : • 
с,=||» в||^[1-ат(*1-*.)(| |5 а | | в+||5,| | в)], c2=\v%+ 

+ !lS 1 | | c cqc i (* 1 -£ 0 ) , 
" / 1 1 . = max \y°(t)\, | И | . - max | | i ^ ( t ) |. 

f t t 

Пусть g(t)=y°(t)+S2(t) [f(o,t)dt+S3(t)lf(G(x),x)dx. Тогда И н т е ­

ле *o 

тральное уравнение (28) можно записать в виде 
(31) g(t)=Wx(t). 

Нетрудно показать, что если вектор-функция ф(о, i) непрерывна, то 
оператор W отображает С[t0, ti] в себя [6] . 

Теорема 1. Пусть выполнены все условия лемм 1, 2 и, кроме того, функ­
ция /(a, t) удовлетворяет условию Липшица в области G={(o , £ ) / | а | < 
^IJSUcCi, to^t^ti} по переменной а при любых ф(а, t), удовлетворяющих 
условиям (7), т. е. 
(32) | /(oS t)-f(°\ г)\<Ь\а1-о2\, L=cons t>0 . 

Тогда для того, чтобы W был оператором сжатия, достаточно, чтобы 

(33) L | |5||.(| |5 2 | | e+||5,|| e) (*.-*«) < 1 . ' 
Итак, если 

(34) ^ < m i n ( a 7 ( | | 5 2 | | c + | | 5 3 | | c ) , L | |5H.( | |5 1 | | .+ ||5.U.) ) ' 
то интегральное уравнение (28) имеет единственное решение. Это решение 

h 

x(t) = l imx n ( t ) , где xn+i(t) =y°(t) +S2(t) J Ф (t0, t)С(t)<p(S(t)xn(t), t)dt+. 
to 

Tl-> oo 
t 

+S3(t) § (b(t0lx)C(x)cp(S(x)xn(x),x)dx. По известной x(t) = lim xn(t) 
. 71—+O0 
t 0 

легко определить u(t) по выражению (27). 
Рассмотрим интегральные уравнения (18), (19). Пусть x(t)=sx (t)r 

u(t)=su(t), v°(t)=ev0(t), y°(t)=--ey°(t), где e > 0 — малый параметр. Тогда 
интегральные уравнения (18), (19) запишутся в виде 

*i 

(35) u(t)=v°(t)+e5i(t)$ $(t0,x)C(x)P(x,x(x),z)dx, 
to 
h 

(36) x(t)=f(t)+ES2(t) j $(t0,x)C(x)P(x,x(x),s)dx+ 
to 

t 
с 

+eS3 (t) Ф (t09 r)C(x)P ( T , X(X) , e) dx, 
to 
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где Р[гх (т), т ) = 8 2 Р ( т , х (т), е ) . Пусть 

(37) g(t) =Wix{t) =y°(t)+eS2(t) f Ф (*0, %)C(x)P(x,x(x), г)dx+ 

t 

+eS3(t) ] $(to,x)C(x)P(x,x(x),e)dx. 
to 

Теорема 2. Пусть существует число 8 0 > 0 , такое, что неравенства 
8 

\\х\\М\у%+аЛи~^)^^Р\\с\ 0<е<б„ 

выполняется при |М| с<Сз, c 3 =const>0, где а1=ЦФ(<0> f)C(t)llc(l|Salle+ 
+0Л11.), p f t=!|Aliy||Si||c2f t+ • • • + Ы 1 Л P J h s n p m a x |<Ш I, ft-2, sT 

f I, 7 = 1 , ™. 
Тогда оператор T7i из (37) отображает C[t0, ti] в себя. Если, кроме 

того, имеет место неравенство 
S 

ТС = 2 

то Wi из (37) является оператором сжатия. 
Рассмотрим интегральное уравнение ( 23 ) . Пусть 

g(t)=W2u=Vi0(t)+S i(0 f Ф* 

Теорема 3. Пусть выполнено неравенство 

оь а т(*1—*о)<1 , 

где cfcHlSiUIOi (t0, t)C(t)\\c, ^=тах(х 

||»Hc<C4, |Н|е<Сб, 

где Ci^H^lle/tl-aaifCfi-fo)], c 5 =|l^i ( 

Тогда оператор TF2 отображает C[fa, 
Если, кроме того, выполняются условия 

\(р(и\ t)—<p(u2, t) I^Lila 1—и ! 

то РРа является оператором сжатия. 
Наконец, рассмотрим интегральное уравнение ( 3 5 ) . Пусть 

'g(t)—W9tt=Vt*(ty+fiSt(t) J < D t ( * o , Т ) С ( Т ) Р ( Й ( Т ) , Т , 8 ) Й Т , 

где и(х)=гй(х), v2

0(x)=ev2

0(^), 8 > 0 —малый параметр. 
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(t0, т) С (х) q>(u (х), т) dx, te [to, U]. 

ifm). Тогда 

[| с+||Ф(*о, «с(0||.(М.+№1гс*х 
£ i ] в себя. 

|, L 1 a 2 ( ^ i - ^ ) < 1 , 



Теорема 4. Пусть существует число 8 4 > 0 , такое, что неравенство 

\\й\\с<\№\и+аЛи-и) Х^ - 'Мй^ИД 0< . e<e 4 выполняется.при \\й\\.<ъ, 

c e =cons t>0 , где a,=.||'©1(*.,0C(t)ll«l|5i||., й т = (щ\ . . . , ur

h), $к = sup X 

X max \dk(t) |, dh(t) = (dhi(*),..., dkm(t)). Тогда оператор W 3 отобража­
в ш и 

ет C[t0, U] в себя. 
Если, кроме того, имеет место неравенство 

fe=2 

то PF3 является оператором сжатия. 
Доказательства теорем 2, 3, 4 аналогичны доказательству теоремы 1. 
Пример i . Рассмотрим скалярное уравнение 

(38) х=ах+с(р(о, t)+bu(i), o=sx, x(t0)=x0, x(ti)=xu 

где а, с, Ь, 5 — некоторые числа, функция ф(с,£) — непрерывная по a, t 
и удовлетворяет условиям а а 2 < ф ( о , £)а<[5а2, a, p=const. 

Уравнение (38) можно привести к виду 

(39) х=(а+к0)х+сц)(о, t)+bu{t), |ф(а, f )° I^T° 2 » 0 = = s x > 

где kQ=cks, &=(а+р) /2 , ^ = ( ^ — а ) / 2 > 0 . В данном случае 

W(to, U) = J Ь У « ^ > dx = -гт̂ гу [ 1 _ В - « ( « + » . ) < « . - « ] , 

4 _ - , - 2 ( o + f t o ) ( « - < 0 ) 

у ' ( * ) - * ( * + * , ) { * - ц * > + : 7 , > J - t w t „ , e w w H ) [ e ( ^ ) № - % | - I l ] | 

; 2 (а+Ар 0 )в -<^х ' -Ц 

^ ' 5[l_E-2(a+ft0)(<i-<o)] ' 

g(a+ft0)(<—<b) Г /I g-2(a+ft 0)(*-<o) 1 

Функция w(t), te=[t0l ti] определяется из условия J Ъе^+шь-т) x 
Хи>(т)йт=0. В частности, 

wW^Cie^w sin Я*, Л=(*!-* 0 )/2Ля, & = ± 1 , ± 2 , . . . , 
где Ci=const — произвольное число. 

Легко убедиться, что при а+& 0 >0 нормы определяются формулами 
Ш с = 2 ( a + f c o )

 | | 5 II = | ] С I! = e ( a + f t o ) ( ^ 0 ) 

| Ь | [1 — e - 2 < a +*o)<*i-*o)] ' 1 1 2 " ° " 3 1 , 0 ' 
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Тогда неравенство ( 2 9 ) запишется в виде 

( 4 0 ) 2\с\ \ 8 \ ^ а + ^ ^ ( ^ 0 ) < 1 . 

Пусть ф (a, t) =4 sin at cos а, где со=со (t) — непрерывная функция-
Тогда |ф(ai, 0 ~ ф ( А 2 , 0 ^ т 1 А 1 " ~ ~ А 2 | - Функция /(а, £)=ехр [(а+к0) (t0~t)]X 
Хсф(а, £) удовлетворяет условию Липшица | / (а 4 , t)— / (а 2 , t)|<|cMai~"а2|г 

т. е. L = | C | Y . Нетрудно показать, что неравенство ( 3 3 ) приводится к нера­
венству ( 4 0 ) . Итак, если 

ti—£0<ехр [— (а+А^о) — ^ 0 ) ] / 2 | с | 

то оператор W из ( 3 1 ) будет оператором сжатия. 
Выше были рассмотрены решения интегральных уравнений методом 

сжатых отображений. В ряде случаев удается определить решение инте­
гральных уравнений в виде суммы двух управлений: управления, решаю­
щего поставленную задачу для линейной системы, и корректирующего 
управления с неопределенными коэффициентами, причем эти коэффици­
енты определяются из решения конечного числа алгебраических урав­
нений. 

Рассмотрим уравнения ( 1 4 ) , ( 1 5 ) при предположении u=o=S(t)xr 

где S(t) — неизвестная матрица порядка тХп. Справедлива следующая 
лемма. 

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1 и пусть га-вектор q* явля­
ется решением системы алгебраических уравнений 

( 4 1 ) q= $<b(t<hx)C(x)(p(v0(x)+S1(x)q1x)dx. 

Тогда искомое управление 

( 4 2 ) u(*)=i; 0(O+Si(£)g*, t^[t0, t±], 

а матрица S(t) определяется из условия 

(43) Vе(t)-bS4(t)q.=S(t)[ у«(t) +S2(t)q.+ 

t 
+Ss(t) | ф ( * 0 , т ) С ( т ) ф ( 1 ; 0 ( т ) + ^ ( т ) ? . , т ) й т ] . 

Доказательство леммы приведено в приложении. Аналогичным путем 
могут быть доказаны следующие леммы. 

Лемма 4. Пусть га-вектор q** является решением системы нелинейных 
алгебраических уравнений 

с 
ff= <bi(t<hx)C(x)<p(vi

0(x)+Si(x)q,x)dx. 
to 

Тогда искомое управление для системы ( 2 0 ) , ( 2 1 ) определяется выра­
жением 

( 4 4 ) И ( 0 = У Д 0 + £ ( 0 ? * * , t&[t0,ti]. 
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Лемма 5. Пусть га-вектор д*** является решением системы нелинейных 
алгебраических уравнений 

Q = J ф, (*0, т ) С(т)Р (v2° (т) +Si (т) д, т) Л . 

Тогда искомое управление для системы (22) определяется выражением 

(45) •• u(t)=v2°(t)+St(t)q.», 

Из формул (42), (44), (45) следует, что искомое управление является 
суммой двух управлений, однако решение систем нелинейных алгебраиче­
ских уравнений в общем случае довольно сложная задача. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение (38) для значений: а==—1, с=—2, 
6 = 1 , £ о = 0 , £ i = l , £ i = 0 , # о = 1 ; s=s(t) — неизвестная функция, u=e=s(t)x, 
ф(о, t) =s in а. При указанных значениях параметров систем имеем: 
W ( 0 , l ) = 0 , 5 ( e 2 - 1 ) , ^ ° ( 0 = 2 e V ( l - e 2 ) , у ° ( 0 = в - ' [ 1 - ( 1 - в " ) / ( 1 - О ] . 
5 4 (0=2в*/(1-^) , 5 я (0=в-'(в"-1)/(1-е 2 ) , - Л ( 0 = е ^ , а уравнение (41) 
запишется в виде 

1 

g = - 2 f e-*sin[2(g+l)e7(l-e*)]dt. 
0 

Данное алгебраическое уравнение имеет решение д*=2,1. Тогда 
t 

в(0=6,2еУ(1-е 2 ) , S(t) =4e2t/(1-е2) [ 1-2 J е~хX 
0 

X s i n ( 6 , 2 e 7 ( l - e 2 ) ) d T 

5. Заключение 

В статье рассмотрены вопросы приведения возмущенных траекторий 
фазовых координат регулируемых систем к их программным траекториям 
за конечное время с помощью стабилизирующих управлений. Получены 
алгоритмы определения стабилизирующих управлений методом сжатых 
отображений и алгебраических уравнений. Предложенные алгоритмы мо­
гут быть реализованы современными средствами микропроцессорной тех­
ники. 

Эти результаты могут быть полезными для определения множества до­
пустимых пар (х, и) в задачах оптимального управления [7] . Полученные 
результаты были применены для стабилизации движения роботов и элек­
троэнергетических систем. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Доказательство леммы 1. Из вполне управляемости линейной систмы y=A(t)y+ 

+B(t)v(t) следует, что матрица, определяемая по формуле (15) W(t0, ti) - положи­
тельно определенная [8] , т. е. существует И^ _ 1(^ 0, Решение дифференциального 
уравнения (6), соответствующее моменту времени t=ti (x(ti)=xi), имеет вид 

и *, 

(П.1) Ф(*0> к)хА-х0 —- |ф(*о,т)Я(т)в(т)<*с + J Ф(*0,т)С(т)ф(а,т)йт. 
* 0 * 0 

37 



Искомое управление u(t)^C[t0,ti] будем искать в виде [9] 

(П.2) u(t)=B*(t)<b'(t0,t)xm + w(t), * e [ * 0 , * i ] , 

где w(t) e C [ i 0 , ti] удовлетворяет условию (17), х, — неизвестный га-вектор. Подстав­
ляя значение u(t) из (П.2) в (П.1) и решая относительно х „ получим 

(П.З) x*=W-l{h, h) £ Ф(г0, h ) x i - x Q - j Ф (г 0 ,т)С(т)ф(а,т)#с] . 

to 

Из выражения (П.2) с учетом равенства (П.З) и обозначений (13), (16) полу­
чим интегральное уравнение (11). 

Решение дифференциального уравнения (6) имеет вид 
t t 

(П.4) x(t) = Ф•(*<>, t)xQ+ ^®{t^)B(x)u(x)d% + |ф(£ ,т)С(т)ф(а ,т)<*г . 
t 0 to 

Подставляя вместо u(t), t^[U, ti] выражения в правой части интегрального урав­
нения (11) из равенства (П.4) с учетом обозначений (14), (16), получим интеграль­
ное уравнение (12). 

Из (13), (14), (17) находим y°(t) = <D(t, t0)x0+ Ф(£, t0)W(t0, t)W-^to, U) [Ф(*0, * i ) * i -
— x o ] , t^[t0,ti]. Отсюда имеем у°(к)=х0, y°(ti)=Xi. Тогда из интегрального уравне­
ния (12) при t=ti следует х(ti)=y°(ti)=xil так как S2(ti) = — S3(ti). Лемма до­
казана. 

Доказательство леммы 2. Так как | / ( о , t) | < | | Ф (t0, t)C(t) || | ф ( о , £ ) | , то с учетом 
(15) имеем | / ( а , t) \ <а^\х\. Тогда из интегральных уравнений (27), (28) 

* i 

(П.5) i|B|le<ll»°llc + l l5 1 |Ua 1 J | * ( T ) | d ^ 
to 

(П.6) 1 к 1 1 с < 1 1 г / 0 1 1 с + а у ( 1 1 ^ 1 1 с + 1 1 5 з 1 1 с ) 1 к 1 1 с ( ^ ~ ^ о ) . 

Из неравенств (П.5), (П.6) при выполнении условия (29) получим оценки (30). 
Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 1. Из выполнения условия лемм 1, 5 следует, что опера­
тор W действует из C[tQi tt] в C[to,ti], Пусть з 4 ( * ) , x2(t)&C[t0, и], a 1 =.S(0^ 1 (0> 
a2—S(t)x2(t). Тогда g(t)=Wxi(t), g{t)=Wx2(t) и при выполнении неравенства (32) 
справедливы следующие оценки: 

ti 

\g(t)~l(t)\<\\Sz(t)\\ [\f(o*,t)-no\t)\dt + 
to 

tt 

'Л -I +\\Ss(t)\\§\f(o\t)-f(o\t)\dt< 

u-, ' • ; t 0 

ti 
<L(\\S2{t)\\HS3(t)\\]\o4t,xl)-o4t,x2)\dt, 

to 

(П.7) llg(0-iW!lc<b(||6'2||c+||^3llc)ll^llc^i-io)ll^1~a:2||C. 

Из неравенства (П.7) заключаем, что оператор W будет оператором сжатия при 
выполнении условия (33). Теорема доказана. 

Доказательство леммы 3. При выполнении условия леммы 1 исходная задача 
сводится к решению интегральных уравнений (11), (12). Далее, если и=а, то 
уравнение (И) решается независимо от уравнения (12). Введем вектор q== 
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• ** « I Ф(г0,т)С(т)ф(и(т),т)ат. Тогда уравнение (11) имеет вид u(t) = v°(t) +Si(t)qy 

tQ 

t^[to,'ti]. Подставляя u(t) в правую часть, получим систему нелинейных алгебраи­
ческих уравнений (41). Если q = q * — решение системы (41), то искомое управление 
u(t), t ^ [ t Q , ti] определяется по формуле (42). Подставляя найденное значение u(t), 
t ^ [ t 0 l t i ] в интегральное уравнение (12), определим x(t), t ^ [ t 0 , t i ] . Далее из усло­
вия u(t) = a(t)=S(t)x(t), t^[tQ,ti] получим (43) для определения S(t), t^[t0,ti]. 
Лемма доказана. 
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ON THE THEORY OF CONTROLLABLE AND PHASE SYSTEMS 

AISAGALIEV S. A, 

Perturbed paths of phase coordinates of control systems are reduced to their pro­
grammed paths within finite time by using stabilizing controls. Algorithms are ob­
tained for determining the stabilizing controls. 
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