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3.2, "IVojH-Mn Лиид-t-fiopra 
:i,3, Теорема Донскер:,— Прохорова 

I и*тсфим1-Г»иГ»лии рафнчсекнй комментарий 
Литература 

Г л а в а 1 

ВВЕДЕНИЕ 

Появившись иерноначальио как теория азартных игр и дол­
гое нрсми неполным своим приложением имея «моральные 
науки -\( где она исследовала достоверность свидетельских по­
казаний- leopmi вероятностен все-таки превратилась в доволь­
но мощный магматический инструмент поанания тех сторон 
мира, котрые не описываются детерминистическими законами. 
Теории верой, поп и удалось найти строгие детерминированные 
закономерное! н. там где казалось царит случай, поэтому ее 
шпане оправдано можно было бы назвать «Законы случая», 
соединим в иашаини гакне противоположные понятии. Эта 
вводная Jлава посвящена обсуждению таких понятии, как де-
1ермниир<жниииеib, хаос и случайность» предсказуемость и не-
иредекалилпп'п».- первым подходам к формализации понятия 
случайно* пи а также оГпору некоторых :шдач, которые реша-
iuic>i в н'ирин вероятен'на! Возможно, '-/го даст представление 
о »нм, шь-ьи.л.ко iiocipuciiiie теории отвечает на вопросы, воз­
никающие при р а т и н рении конкретных случайных явлений н 
характере ньи-нт icopaii на ати вопросы. 

I L Природа случайности 

< .лоно -.дучннио* н обыденном яаьше имеет неоднозначный 
смысл. Например, aiii может ошачать непреднамеренно, не™ 
оЛя'Шччп.ио, неожиданно и i, дФ Протииоиоложиое значение 
fkuiee одтыкиио: «неслучайно.) значит обязательно» так. как 
должно, В «философии случайности противостоит необходи­
мость. Н**1и»чо;!нмоси» означап анкономорноеть, она может 
йыть иыра/i.etia ючным законом. Основные законы механики» 
фишки, н*ч|м>нммни. формулируются как точные количествен-
little еощиишеннм, которые должны выполняться с «железной» 
1им*6ходимиеп,н). Правда, так дело обстояло в классическом 
периоде» пока наука не заыянула и микромир. По ш до этого 
случайно*'>ь лаже и обыденной жн.шн встречалась практически 
на* каждом нпну. Рождение и смерти да и вся жизнь челове­
ка» пень сдучайжичей» рассчитать, предвидеть их не помогут 
;имерминнринаины4* законы. Что же можно изучать, как нау­
чать и какие ттпи шмможио получить и мире случая? Наука 
может имен» дело лишь с существенным в явлениях, поэтому 

7 

139 
140 
144 
145 



важно выделить те существенные признаки случайного, кото­
рые мы будем в дальнейшем принимать во внимание. 

1.1. Детерминизм и хаос* В детерминированном мире слу­
чайность должна отсутствовать, он абсолютно подчинен законо­
мерностям, которые однозначно определяют его состояние в 
каждый момент времени. Представление о таком мире (мы ос­
тавляем в стороне соображения философов и теологов) быто­
вало среди математиков и физиков 18—19 веков (Ньютон, 
Лаплас). Однако такой мир был бы все равно непредсказуем 
из-за своего сложного устройства: для того, чтобы определить 
будущее состояние надо абсолютно точно знать настоящее, а 
это невозможно. Более перспективно использовать понятие де­
терминированности для отдельных явлений или их совокупно­
стей. Между явлениями имеется детерминированная связь, если 
одно влечет необходимо другое. Скажем, нагревание воды до 
100° С при обычном давлении влечет ее кипение. Таким обра­
зом, в детерминированном случае имеется полный порядок в 
системе явлений или объектов» к которым эти явления относят­
ся. Такой порядок люди видели в движении планет (включая 
Луну и Солнце), этот порядок давал возможность предсказы­
вать такие небесные явления, как лунные и солнечные затме­
ния. Такой порядок наблюдается в расположении молекул в 
кристалле (легко привести и другие примеры полного порядка). 
Наиболее точно идею полного порядка выражает совокупность 
абсолютно неразличимых объектов. 

Противоположностью детерминированному миру был бы 
мир хаоса, в котором отсутствовали бы любые закономерности. 
Некоторое представление о таком хаотическом мире было у 
древних греков, по мысли которых из первичного хаоса ВОЗНИК 
существующий мир. Опять, ограничиваясь лишь некоторой 
группой объектов, можем считать, что в такой системе имеется 
полный хаос, если объекты полностью различны. Последнее 
исключает возможности какого-либо сравнения этих объектов, 
установления связей между ними (в том числе и причинных 
связей). Оба эти случая сходны между собой: выбирая один 
(несколько объектов) из совокупности, мы не получаем инфор­
мации. В. первом случае нам и так известно, что все объекты 
одинаковы, во втором разнородность объектов не позволяет 
делать никаких выводов по выбранному об оставшихся. Заме­
тим, что сходство этих противоположностей не только в. этом* 
Как и следовало ожидать в соответствии с гегелевскими зако­
нами логики, полные противоположности и на самом деле 
описывают одну и ту же ситуацию. Если объекты хаотической 
системы невозможно сравнивать, то их нельзя и различить, 
так что мы.вместо полного беспорядка получаем полный по* 
рядок. 

1.2* Непредсказуемость и случайность. Имеется большое 
число реальных явлений, в которых и нет полной дстсрминиро-
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ванности, в то же время и нет полной хаотичности. Для их 
описания можно использовать систему объектов, которые не 
тождественны, но могут быть сравнимы между собой и таким 
образом рассортированы на несколько классов. Нас может ин­
тересовать, к какому классу принадлежит данный объект. По­
ясним, как наличие различий связано с отсутствием полного 
детерминизма. Пусть мы интересуемся полом новорожденных 
детей. Известно, что примерно в половине случаев рождаются 
девочки, в половине —мальчики. Т. е. рассматриваемые «объ­
екты» делятся на два класса. Если бы существовала строгая 
закономерность для рождения мальчика или девочки, то невоз­
можно себе представить механизм, который бы непрерывно 
уравновешивал пол рождающихся детей в нужной пропорции 
(не предполагая влияния результатов предыдущих родов на 
последующие, такое же предположение бессмыслено). Можно 
приводить многочисленные примеры справедливых утвержде­
ний типа «в такой-то доле случаев происходит такое явление», 
например, «1% мужчин— дальтоники». Как и в случае пола 
ребенка, в такой ситуации невозможно объяснение явления на 
основании детерминированных законов. Удобно рассматривать 
схему объектов, как цепочку событий, протекающих во време­
ни. Отсутствие детерминированности означает, что будущие 
события непредсказуемы. Поскольку события каким-то образом 
классифицированы, можно поставить вопрос, к какому классу 
будет относиться будущее событие? Но опять же (в силу не­
детерминированности) ответа заранее мы получить не можем. 
Вопрос для данной ситуации поставлен плохо. Приведенные 
примеры подсказывают правильную постановку вопроса: как 
часто в цепочке будет происходить явление из данного класса? 
Именно в таких ситуациях мы будем говорить о случайности и 
такие вопросы здесь естественно ставить и искать на них от­
веты. 

1.3. Истоки случайности. Мы укажем здесь наиболее суще­
ственные физические истоки наличия случайности в реальном 
мире. При этом мы рассматриваем мир как достаточно упоря­
доченный (нехаотический), и случайность будем понимать в 
смысле, указанном в п. 1.2. 

а) К в а н т о в о м е х а н и ч е с к и е з а к о н ы . Законы кван­
товой механики формулируются для волновых функций микро­
объектов. В соответствии с этими законами, мы можем опреде­
лить, например, только волновую функцию электрона, находя­
щегося в некотором силовом поле. По этой волновой функции 
можно определить лишь вероятность обнаружить электрон в 
той или иной области пространства, предсказать его положе­
ние невозможно. Точно так же нельзя определить энергию 
электрона в указанной ситуации, можно лишь определить ди­
скретный ряд возможных уровней энергии и вероятность того, 
что энергия электрона имеет заданное значение. Как видим, 
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для формулировки фундаментальных физических законов мик­
ромира используется язык теории вероятностей, значит, явле­
ния микромира —случайны. Важный пример случайного явле­
ния в микромире—излучение возбужденным атомом кванта 
света. Другой важный пример — ядерные реакции. 

б) Тепловое движение м о л е к у л . Молекулы лю­
бого вещества находятся в непрерывном тепловом движении. 
Если вещество твердое, они колеблются около положений рав­
новесия в кристаллической решетке, в жидкостях и газах мо­
лекулы совершают довольно сложные движения, меняя часто 
направления движения под влиянием взаимодействий друг с 
другом. Определить наличие этого движения можно, наблюдая 
за движением микроскопических частиц, взвешенных в жидко­
сти или газе (это так называемое «броуновское движение»). 
Характер этого движения случайный, случайны и энергии от­
дельных молекул, т. е. энергии молекул принимают различные 
значения, причем можнс? говорить о доле молекул, которые 
имеют энергию в заданных узких пределах. Это — известное в 
физике распределение Максвелла. Простой опыт убеждает нас 
в том, что энергии молекул различны. Это — явление кипения 
воды: если бы все молекулы имели одинаковую энергию, то 
вода превращалась бы в пар вся сразу, т. е. взрывом, а этого 
не происходит. 

в) Дискретность м а т е р и и . Дискретность материи 
по разному приводит к появлению случайности. В пунктах а) 
и б) также рассматривались частицы материи. Здесь следует 
отметить следующий факт; законы классической физики для 
макротел сформулированы так, как если бы материя непрерыв­
но заполняла среду. Ее дискретность приводит к появлению 
отклонений реальных значений физических величин от пред­
сказанных законами. Эти отклонения, «флуктуации», носят 
случайный характер и в некоторых случаях заметно влияют 
на протекание процесса. Так, дискретность носителей электри­
чества в металлических проводниках — электронов, является 
источником «флуктуационных» токов, которые являются при­
чиной внутренних шумов радиоприборов. Дискретность мате­
рии приводит к проникновению веществ друг в друга, отсутст­
вие чистых веществ, т. е. наличие примесей также приводит к 
случайным отклонениям от расчетного течения явлений. 

г) Космическое и з л у ч е н и е . Оно, как показывает 
эксперимент, нерегулярно (непериодично, непредсказуемо), но 
подчиняется закономерностям, которые наблюдаются в явле­
ниях, изучаемых вероятностными методами. 

1.4. Роль случайности. Трудно переоценить роль для нашей 
жизни тех явлений, которые имеют случайную природу. Ядер­
ные реакции, происходящие в недрах Солнца, — источник энер­
гии, питающий все живое на земле, нас окружает световая 
среда и электромагнитное поле, слагающиеся из квантов излу-
10 



чений отдельных атомов солнечной короны. Флуктуации излу­
чения—солнечные вспышки —существенным образом влияют 
на метереологические процессы. Случайные механизмы приво­
дят и к вспышкам сверхновых звезд, источникам космического 
излучения. Броуновское движение приводит к диффузии, про­
никновению веществ друг в друга, благодаря ему возможны 
реакции, а значит и жизнь. Случайные механизмы отвечают за 
передачу наследственных признаков от родителей к детям, а 
одним из источников генных мутаций, благодаря которым воз­
можна биологическая эволюция, является космическое излуче­
ние, которое также имеет случайную природу. Только благода­
ря случайности, во многих явлениях наблюдается строгая за­
кономерность, так оказывается всегда, когда явление связано 
с большим числом независимых случайных микроявлений (на­
пример, для газов, где имеем большое число случайно двигаю­
щихся молекул, получаем точный закон Клапейрона). 

§ 2. Формализация случайности 

Для того, чтобы сделать случайность предметом математи­
ческого исследования, нужно построить формальную систему, 
которая могла бы интерпретироваться реальными явлениями, 
в которых мы наблюдаем случайность. Начальному обсужде­
нию vroii системы житницей этот параграф. 

2.1. Выбор из нескольких возможностей. Случайный экспе­
римент. Собш-ия. Наиболее просто схема, в которой появляют­
ся непредсказуемые явления, может быть описана как выбор 
одного элемента и;* конечной совокупности. В теории вероят­
ностей лт\ описании тгой ситуации используются «урновые 
схемы». Пупь имеется урна с шарами, которые различаются 
между собой. Из урны «наудачу» извлекается шар. Слово «па-
удачу» означает, что может быть вынут каждый из содержа­
щихся п пен шаров. В дальнейшем мы еще уточним термин 
«наудачу:-, Такой однократный выбор описывается, собственно 
говоря, перечислением возможностей и дает мало чего для об­
суждения. Дело существенно меняется при изучении большого 
числа таких выборов. После извлечения шара из урны мы, от­
метив, какой п о был шар, возвращаем его назад и опять вы­
нимаем одни шар из урны («наудачу»). Отметив, какой был 
второй шар, возвращаем его в урну и опять повторяем опера­
цию и 1. д. Пусть шары занумерованы числами 1, 2 , . . . , s и мы 
повторяем выбор п раз. Результат наших действий (будем в 
дальнейшем называть их «экспериментом») описывается по-
следовательпоетыо номеров извлеченных шаров: он, а% . .. , ап, 
«/Л'ГТГ. Вопросы, которые интересуют нас в теории вероятно­
стей» заключаются в том, как часто в указанной поеледова-
телыюпи встречается тот или иной помер? На первый взгляд 
вопрос Гнчтмыелеиный: может быть все, что угодно. Хотя все-
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таки есть некоторые ограничения, они основаны на следующем: 
если щ — число извлечений шара с номером £, то п-+ • • • +>%.= 
= /г. Это, конечно, тривиальное замечание, но как выяснится в 
дальнейшем, оно послужит исходным пунктом для построения 
достаточно развитой математической теории. Однако есть и 
другое уже нетривиальное обстоятельство, которое продемон­
стрируем на простейшем случае 5=2. Выпишем все возможные 
результаты п извлечений. Их будет 2П, это всевозможные по­
следовательности из цифр 1 и 2 длины п: п{+П2=^п, где гц— 
число единиц в последовательности, а п2 — число двоек. Обо­
значим через Л/е число тех последовательностей, для которых 
\пх/п—1/2|>б. Тогда для всех е > 0 Hm2"wJVe = 0. Это уже ие-

П-УОО 

которое содержательное утверждение, указывающее, что для 
больших п подавляющее большинство последовательностей 
имеет долю единиц, близкую к 1/2. Если то же самое подсчи­
тать для случая $ шаров, то можно убедиться, что доля еди­
ниц в последовательности в подавляющем большинстве после­
довательностей равна 1/5. Это справедливо для любого номе­
ра i^s. To свойство, что «встречаемость» различных номеров 
в последовательностях должна быть одинакова, можно усмот­
реть непосредственно, без счета, используя свойства симмет­
рии: если поменять два номера местами, опять полу­
чим те же 2П последовательностей. Это свойство в теории 
вероятностей трактуется как «равновозможность» появления 
каждого из номеров в последовательности. Утверждения об от­
носительном числе последовательностей, у которых щ/п откло­
няется от l/s меньше, чем на е, — примеры «закона больших 
чисел», класса наиболее употребительных в приложениях тео­
рем теории вероятностей. 

Рассмотрим понятие «случайного эксперимента», являю­
щегося обобщением рассмотренной выше схемы выбора. Пусть 
в результате осуществления некоторого комплекса условий 
происходит одно из нескольких событий, причем, вообще гово­
ря, при повторении условий события происходят разные. Тог­
да мы будем говорить, что у нас имеется случайный экспери­
мент. Он определяется совокупностью условий и набором 
возможных исходов (наблюденных событий). Условия экспери­
мента могут как зависеть от воли экспериментатора (созда­
ваться искусственно), так и не зависеть, причем наличие или 
отсутствие экспериментатора также роли не играет. Для нас 
также не существенно, возможно ли в принципе наблюдение 
исхода эксперимента. Вообще под понятие случайного экспе­
римента можно подвести любое достаточно сложное событие., 
если в качестве условий выбрать такие, которые не полностью 
определяют его течение; характер этого течения и есть резуль­
тат эксперимента. Главным для нас в случайном эксперимен­
те является неограниченная возможность его повторения. Толь» 
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ко для больших серий повторяющихся экспериментов и можно 
получать содержательные утверждения. Выше уже приводи­
лись примеры физических явлений, в которых проявляется слу­
чайность. juviff рассмотреть, например, радиоактивный распад, 
то каждый отдельный атом радиоактивного элемента претерпе­
вает радиоактивное превращение случайным образом. Хотя 
мы не можем следить :щ каждым атомом, можно представить 
мысленный эксперимент, в результате которого мы устанавли­
ваем» какие из атомов уже претерпели ядерную реакцию, а 
какие еще нет. Точно так, рассматривая некоторый объем га­
за, мы можем мыслить эксперимент, в результате которого оп­
ределяются энергии всех молекул, составляющих газ. Зная 
возможные» исходы эксперимента, мы можем представлять 
эксперимент как выбор из нескольких возможностей. Опять 
взяв урну с шарами» мы можем считать, что па каждом шаре 
записан одни и • возможных исходов рассматриваемого экспе­
римента» причем любая возможность записана на одном из 
шаров. Ишлекни один из шаров, мы определяем, какая именно 
H,I жмможностей осуществилась. Такое описание эксперимента 
удобно сноси единообрамиостью. Укажем на две возникающие 
трудности при сопоставлении эксперименту определенной урио-
ж>й схемы. Во первых» легко представить эксперимент, допус­
кающий и принципе бесконечное число разных исходов. Так 
будет нсегда, когда в эксперименте измеряется непрерывно ме­
няющаяся величина (положение, энергия и т. д.). Но всегда в 
практических етуациях непрерывно меняющиеся величины из­
меряются с некоторой точностью. Во-вторых» в урповой схеме 
имеется определенная симметрии возможностей, о которой го­
ворилось выше. Неестественно было бы ожидать, чтобы таким 
снопе гном обладал каждый эксперимент. Однако можно нару­
шить cry симметрию, увеличивая число шаров, причем некото­
рые шару рассматривается как идентичные. Неразличимые 
шары eooiitcfctiiytor одному и тому же исходу эксперимента, 
но число таких inapcm меняется err исхода к исходу. Скажем 
если эксперимент имеет 2 исхода и исходу 1 отвечает один 
шар» а нехо \у 2 • • 2 шара» то » длинной последовательности 
испытаний исход 2 должен встречаться вдвое чаще» чем ис­
ход 1-

До сих пор ня1о|щ об исходах эксперимента» мм подразуме­
вали !ПШ1М<Жг|и*И«НМЦИС №Ч*ЖК*МОЖНЫ0 ИСХОДЫ. ОНИ ОбЫНИО 
шпьшлюгги »х1смснтрньти событиями* или элементарными 
m*xmhiMi}*'\ Используя их» можно построить «алгебру еобы-
TIIJK ннГикмасммх "и шеиерименте. События, наблюдаемые и 
жет'рнмигпч будем обозначить Л* Н% С,. . . Определим опера­
ции над vuCnmimnt Суммой событий А и И называется такое 
собьпис. минрпс происходит тогда и только тогда, когда про* 
нехпли или» m собьинй А шмш В, она обозначается Л-\*Н или 
А\}Н. Прим шедшие** (иадкчч-чением) двух событий А и В па-
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зывается такое событие, когда происходят оба события А я В 
(одновременно), оно обозначается АВ или А[)В-. Событие А на­
зывается невозможным, если оно никогда не происходит в эк­
сперименте (обозначим его У), и достоверным, если оно проис­
ходит всегда (обозначим его U). Событие А называется проти­
воположным событию А, если оно состоит в том, что А не 
произошло. Событие АВ называется разностью событий А я В 
и обозначается Л \ В . 

Совокупность s& событий, наблюдаемых в некотором экспе­
рименте, называется алгеброй событий, если вместе с каждым 
событием А она содержит Л, а со всякой парой событий А и В 
их сумму Л + В (совокупность S& не пуста). Так как А+-А==£/-
то Uest, V***£/£&. Если Л, B£Sf\ то АВ = (А+Ъ)е<5Ф, АВ£&. 
Таким образом введенные выше операции над событиями не 
выводят из алгебры. Пусть Л ь Л2>..., Ат — некоторое мно­
жество событий. Существует наименьшая алгебра событий, 
содержащая эти события. Мы введем естественное предположе­
ние, что события, наблюдаемые в эксперименте, образуют ал­
гебру. Если упомянутые выше события Ль . . . , Ат — все эле­
ментарные события для данного эксперимента, то алгебра со­
бытий, наблюдаемых в эксперименте, состоит из событий вида 

А = = = 2 Л * ' ЛсТГ^, (1) 

Л—любое подмножества отрезка целых чисел 1, т; если Л = 0 , 
то считаем, что А — невозможное событие. Обозначим через й 
множество, элементами которого являются элементарные со­
бытия. Каждое событие можно рассматривать как подмно­
жество £2. Точнее, каждому событию Л можно поставить в 
соответствие множество тех элементарных событий Ль, кото­
рые входят в сумму справа. 

Введем еще одно понятие. Событие А влечет В, если В 
происходит всегда, когда происходит Л; этот факт обозначает­
ся так: AczB, BZDA. Тогда каждому событию Л отвечает мно­
жество элементарных событий {Ак: Ль-Л}. Между события­
ми, рассматриваемыми в эксперименте, и подмножествами Q 
установлено тем самым взаимно однозначное соответствие, при 
этом сумме событий соответствует объединение множеств, про­
изведению событий — пересечение множеств, противоположно­
му событию — дополнение множества до Q. Интерпретация со­
бытий как подмножеств некоторого множества позволяет нам 
поставить теорию вероятностей на фундамент теории множеств 
и в дальнейшем избегать таких неопределенных терминов, как 
«событие», «происходить в эксперименте» и т. п. 

2.2. Частоты. Вероятность как идеальная частота. Рассмот­
рим некоторый эксперимент, пусть Q — множество элементар-
14 



ных событий, которые происходят в эксперименте, s4> — алгеб­
ра событий, наблюдаемых в эксперименте. s& — это совокуп­
ность подмножеств Q, которая вместе с А содержит Q\A и с 
каждой парой множеств Л, В содержит А\)В. Будем элементы 
множества Q обозначать со, соь ©' и т. д. Пусть эксперимент 
повторяется п раз. Обозначим через <oft исход в 6-ом экспери­
менте, л.-краткое повторение эксперимента означает, что опре­
делена последовательность {соь . . . , <оп}, т. е. точка пространст­
ва Q71 (n-ой декартовой степени множества Q). Событие А 
произошло в k-ou эксперименте, если co&GA. Обозначим через 
п (А) число появлений события А среди результатов этих п 
экспериментов. Величина 

vn(A) = ±n(A) (2) 
называется частотой события А (в указанной серии экспери­
ментов). Частота события А характеризует связь между собы­
тием А и условиями эксперимента. Так, если условия экспери­
мента всегда влекут появление события Л, т. е. связь между 
условиями эксперимента и событием Л детерминирована, то 
vn(A) = l. Если Л невозможно в условиях эксперимента, 
vn(A)=0. Чем ближе vn{A) к 1 или к 0, тем «жестче» связа­
но появление (непоявление) события Л с условиями экспери­
мента. 

Укажем основные свойства частоты. 
1) 0 < v n ( A ) < l , при 9TOMvn(V)=0, vn{U) = L Два собы­

тия А и В называются несовместными, если AB = V, т. е. эти 
события не происходят одновременно. 

2) Если Л и В несовместные события, то vn(A-\-B) = sBvn(A)+yn(B). Таким образом, частота — аддитивная неотри­
цательная функция множества, заданная на алгебре sf>9 она 
нормирована: vn (й) =vn (U) =--1. 

Частота зависит от последовательности исходов экспери­
ментов: 

п 

vn{A)-rr^IA(<ok). (3) 
кшт\ 

Если рассмотреть другую последовательность исходов, частота 
может измениться. При рассмотрении примера урновой схемы 
говорилось, что для большого числа наблюдений п доля депо-
чек {<оь-">Юп}, для которых частота мало отклоняется от оп­
ределенного числа, приближается к 1. Поэтому изменчивость 
частоты не исключает некоторого ее «идеального» значения, 
около которого она колеблется и к которому в определенном 
смысле приближается. Это идеальное значение частоты собы­
тия и есть его вероятность. Сказанное имеет весьма смутный 
смысл, его можно рассматривать лишь как некое эвристическое 
соображение. Как реальные кошки по Платону были несовер-
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шенными «копиями» идеальной кошки (идеи кошки), так и 
реальные частоты есть реализации абсолютной (идеальной» 
частоты — вероятности. Единственное содержательное заклю­
чение, которое можно сделать, используя приведенные эврис­
тические рассуждения, что вероятность должна сохранять су­
щественные свойства частоты, т. е. она должна быть неотри­
цательной аддитивной функцией события, вероятность досто­
верного события должна равняться 1. 

2.3. Определение вероятности. Предыдущие рассуждения 
можно по-разному реализовать для определения вероятности. 
Первоначальный наивный взгляд на вещи заключался в том, 
что вероятности событий существуют объективно и поэтому 
вероятность в определении не нуждается. Вопрос заключался 
в том, как сосчитать эту вероятность. 

а) Классическое определение в е р о я т н о с т и. 
Основным полем приложения теории вероятностен первона­
чально были азартные игры и анализ свидетельских показа­
ний. Азартные игры, связанные с картами, игральными костя­
ми, бросанием монет, естественно позволяли так строить соот­
ветствующие случайные эксперименты (этот термин появился 
уже в нашем столетии), чтобы их исходы обладали симметрич­
ностью по отношению к условиям эксперимента. Такие исходы 
трактовались как «равновозможные» и им приписывались оди­
наковые вероятности. Таким образом, если в эксперименте бы­
ло •$ исходов, то каждому элементарному событию ставилась в 
соответствие вероятность 1[$ (из аддитивности вероятности и 
равенства 1 вероятности достоверного события это значение 
для вероятности элементарного события легко определяется). 
Если событие А представляется в виде суммы г элементарных 
событий (г-^5), то вероятность А в силу аддитивности будет 
rjs. Так мы получаем то определение вероятности, которым 
пользовались около 2-х веков: 

Вероятность события А есть отношение числа исходов, бла­
гоприятствующих А, к числу всех равновозможных исходов. 
Под благоприятствующими А исходами понимаются те, кото­
рые влекут А. 

Это — классическое определение вероятности. Исходя и:з 
этого определения, можно установить, что вероятность облада­
ет свойствами, указанными в п. 2.2. Определение удобно, не­
противоречиво, допускает простую интерпретацию полученных 
в теории результатов. Недостаток — невозможность распро­
странения на эксперименты с бесконечным числом исходов, 
или на всякий случай асимметрии исходов по отношению к 
условиям эксперимента. В частности в классической схеме нет 
событий с иррациональными вероятностями. 

б) Аксиоматика Мизеса. Немецкий математик 
Р. Мизес предложил для определения вероятности второе т 
отмеченных свойств урновых схем — приближение частоты в 
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указанном там смысле к определенному предельному значе­
нию. Мизес предложил такую систему аксиом вероятности, где 
в качестве первой постулировалось существование предела 
частоты и этот предел назывался вероятностью события. Такая 
аксиоматика, с одной стороны, приводила к существенным ма­
тематическим трудностям, связанным с возможностью варьи­
ровать последовательность экспериментов, которая не должна 
влиять на значение вероятности, с другой стороны, определе­
ние носило чересчур эмпирический характер, поэтому было ма­
ло приспособлено для математического исследования. Идеи 
Мизеса можно использовать при некоторых интерпретациях 
результатов теории вероятностей, но для построения математи­
ческой теории они несостоятельны. 

в) А к с и о м а т и к а К о л м о г о р о в а . Всеобщее призна­
ние для построения теории вероятностей получила аксиоматика 
А. Н. Колмогорова, предложенная им в «Основных поднятиях 
теории вероятностей». Эта аксиоматика использует лишь самые 
общие свойства, которые должны быть присущи вероятности, 
о чем говорилось выше. Колмогоров, во-первых, предложил уже 
обсужденную выше теоретико-множественную трактовку поня­
тия случайного события, он рассмотрел и понятие вероятност­
ного эксперимента. Он постулировал существование для каж­
дого события, происходящего в случайном эксперименте, 
вероятности этого события. При этом вероятность предпола­
галась неотрицательной аддитивной функцией на алгебре слу­
чайных событий, для которых вероятность достоверного собы­
тия равна 1. Таким образом, вероятностный эксперимент фор­
мально задается следующей тройкой объектов: 1) множеством 
А, называемым множеством элементарных событий, 2) алгеб­
рой его подмножеств s&> элементы множества зФ называются 
случайными событиями, 3) неотрицательной аддитивной функ­
цией Р(Л)', определенной на алгебре эФ, для которой P(Q)=1 , 
Р(Л) называется вероятностью события Л. При рассмотрении 
случайных экспериментов с бесконечным множеством исходов 
естественным является требование, чтобы si> было а-алгеброй, 
т. е. чтобы вместе с каждой последовательностью событий 
Ап $& содержало и счетное объединение [}Ап, при этом Р(А) 

п 
должна быть счетно-аддитивной функцией на st>\ если An\jAm=^ 
= 0 при пфт, то P(U-4«)==SP(Ап). Это означает, что Р — 

п п 
мера на s$9 а поскольку P(Q) = 1, то эта мера нормирована. 

§ 3. Задачи теории вероятностей 

Первоначально теория вероятностей была наукой о том, 
как, зная вероятности одних событий, вычислять вероятности 
других. Разработка методов вычисления вероятностей для не-
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которых классов событий и теперь является составной частью 
теории вероятностей, но только частью и далеко не главной. 
Однако по-прежнему в теории вероятностей мы имеем дело 
только с вероятностями событий, независимо от того, какой 
содержательный смысл вкладывается в слова «вероятность со­
бытия А равна р». Это означает, что сама теория вероятнос­
тей не истолковывает содержательно свои результаты, не ис­
толковывает их так, чтобы можно было исключить термин «ве­
роятность». Нет утверждений типа «А дроисходит всегда», на 
есть утверждения «А происходит с вероятностью 1». 

3.1. Теория вероятностей и теория меры. Аксиоматика Кол­
могорова превращает теорию вероятностей в специальный раз­
дел теории меры, именно теорию конечной меры (очевидно* 
нормированность и конечность по сути эквивалентны, так как 
любую конечную меру можно умножением на постоянную 
превратить в нормированную). Если это так, то может теория 
вероятностей не нужна? Ответ на этот вопрос уже дан разви­
тием теории вероятностей после введения Колмогоровым его 
аксиоматики. Теория меры существенным образом использует­
ся в теории вероятностей, но классическая теория меры собст­
венно содержит построение меры с помощью продолжения, по­
строение интеграла и изучение его свойств, включая теорему 
Радона—Никодима. Новые задачи теории меры инспирирова­
ны теорией вероятностей: изучение сходимости мер, построе­
ние расслоения меры («условной» меры), они традиционно 
уже относятся к теории вероятностей. Совершенно новое на­
правление в теории меры — исследование абсолютной непре­
рывности и сингулярности мер. Известная в теории меры тео­
рема Радона—Никодима служит только отправной точкой для 
развития очень важной (в том числе для приложений) теории 
абсолютной непрерывности и сингулярности вероятностных 
мер, содержательность этой теории обусловливается широким 
классом специальных вероятностных мер, рассматриваемых в 
этой теории. Наконец, конкретность классов мер, появляющих­
ся в теории вероятностей, скажем произведений или «косых» 
произведений мер, определяет особенность ее положения по 
отношению к общей теории меры. Эта особенность проявляется 
в используемых понятиях таких, как «независимость», «слабая 
зависимость», «условная независимость», которые еще ассо­
циируются с определенными физическими представлениями, 
последние же лежат в основе «вероятностной» интуиции. Эти 
же понятия приводят к задачам, переформулировка которых 
на язык теории меры оказывается громоздкой, маловразуми­
тельной, вызывающей недоумение, откуда такая задача может 
возникнуть? (Для людей, знакомых с теорией вероятностей, 
предлагается для примера сформулировать в терминах теории 
меры задачу о вырождении для простейшего ветвящегося про­
цесса.) Тем не менее имеется ряд разделов теории вероятнос-
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тси, которые можно непосредственно отнести к теории меры, 
например теория меры в бесконечномерных линейных прост­
ранствах. Возникнув из вероятностных задач, они традиционно 
остаются в рамках теории вероятностей. 

3.2. Независимость. Понятие независимости — одно из ос­
новных в теории вероятностей, именно оно, по мысли Колмого­
рова, отличает теорию вероятностей от теории меры. Более 
точно о независимости будет говориться дальше, сейчас мы 
только отметим, что вероятностная независимость и физичес­
кая независимость событий (отсутствие влияния одного собы­
тия на другое) по содержанию одинаковы. Вероятностная неза­
висимость как математическое понятие допускает точное оп­
ределение, оно будет обсуждаться ниже. Сейчас же отметим, 
что при определении вероятностного эксперимента в скрытом 
виде независимость уже использовалась. Одно из требований, 
предъявляемых к эксперименту, — возможность его неограни­
ченного повторения. Повторение его предполагает восстановле­
ние условии эксперимента, после чего результат только что 
проведенного, да и всех предыдущих экспериментов не дол­
жен влиять на исход следующего. Это означает, что события, 
происходящие в различных экспериментах, должны быть неза­
висимы. Именно законы большого числа независимых экспери­
ментом и исследуются в теории вероятностей. Один из законов 
такого рода уже формулировался на наглядном уровне. При­
ведем для примера формулировку закона больших чисел в 
форме Бернулди; е\ 1уеть в последовательности независимых 
--женорименгои событие Л происходит с вероятностью р9 
\\,[Л) частота события Л в первых п экспериментах. Тогда 
дли всякого г.. -О вероятность того, что \vn(A) — -p\>&, стре* 
Minoi к пулю при п *ои». Отметим, что значение vn{A) слу­
чайно, полому выполнение неравенства, приведенного в фор­
мулировке* теоремы, случайное событие. Приведенная теорема 
лае г нищую формулировку того факта, что частота собы­
тия приближается к се вероятности. Как мы увидим в дальней­
шем, доказательство --лого утверждения носит строго матема-
in чески й характер, Может показаться парадоксальным, что 
можно г помощью математики получить точное знание о слу­
чайно происходящих сооытнях (то, что это можно сделать в 
детерминированном мире, скажем, рассчитать сроки лунных за­
тмений, понятно), ведь кажется выбор вероятности р допускает 
ирон шол, треоуен'и лишь выполнение аксиом Колмогорова* 
Oiiiiiho извлечь что-то содержательное из теоремы Бернулли 
можно лишь в том случае, если события с малой вероятностью 
денспнггельно па практике происходят редко. Именно такого ро­
ла собыпш (или события, вероятность которых близка к 1) и*ь 
адресуют иле в первую очередь в теории вероятностей. Если 
гкпь'иа п точку трения, что события вероятности 0 практичес­
ки не происходя!, а события вероятности 1 происходят всегда, 
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то нас интересует, какие достоверные выводы можно сделан» 
из случайных посылок. 
• 3.3. Асимптотическое поведение вероятностных систем. Мно­

гие физические, технические, биологические объекты можно 
рассматривать как случайно эволюционирующие системы, Та­
кая система находится в одном из возможных состоянии (мно­
жество всех возможных состояний часто можно считать конеч­
ным) и с течением времени система меняет свои состояния слу­
чайно. Одна из важных задач теории вероятностей -- научение 
.асимптотического поведения таких систем на неограниченных 
промежутках времени. Приведем один из возможных резуль­
татов, чтобы продемонстрировать возникающие здесь задачи. 
Обозначим через Tt(E) суммарное время, которое провела сие-
тема в состоянии Е на промежутке времени [О,/]. Тогда су­
ществует с вероятностью 1 неслучайный предел 
'. l lmj Г , (£ ) -* (£ ) , 

ири этом п{Е) есть вероятность того, что по истечении доста­
точно большого времени система находится в состоянии if, точ­
нее, вероятность того, что система находится в состоянии Е в 
моменты времени t, стремится к к(Е) ири /-*-оо. Это утвержде­
ние выполняется, естественно, при некоторых предположениях 
о рассматриваемой системе; сейчас мы не можем их сформули­
ровать, так как еще не введены необходимые понятия. Такого 
рода утверждения объединяются общим названием эргодичес-
кие теоремы. Как и законы больших чисел, они дают досто­
верные выводы из случайных предпосылок. Можно интересо­
ваться более точным поведением времени пребывания в дан­
ном состоянии, например исследовать поведение разности 
1-~- Tt(E)—n(E)], умноженной на подходящую возрастающую 
функцию t (сама разность стремится к нулю). При весьма 
•широких предположениях указанная разность, умноженная па 
"У*, ведет себя примерно одинаково для всех систем. Здесь про­
является второй важнейший (после закона больших чисел) 
закон теории вероятностей, который можно назвать :шкошт 
нормальности флуктуации. Он справедлив и для частот и 
утверждает, что отклонение частоты от вероятности после 
умножения на подходящую постоянную ведет себя одинаково 
во всех случаях (точно это выражается словами: «имеет нор­
мальное распределение»; что это означает будет сказано даль 
ше). К практически важным задачам изучения вероятностных 
систем относится «предсказание» их поведения по наблюдени­
ям за их поведением в прошлом. 

3.4. Вероятностный анализ. Отталкиваясь от понятия слу­
чайного события, можно «ослучапиить» любой математичес­
кий объект. Такое ослучайпиваиие широко используется и 
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изучается в теории вероятностей. При этом новые объекты не 
плоды праздных умствований, они возникают по существу, с 
ними связаны нетривиальные содержательные теории, находя­
щие широкое применение в естествознании и технике. Первый 
объект такого рода — «случайное число» (или по принятой 
терминологии «случайная величина»). Такие величины появля­
ются в экспериментах, в которых измеряются одна или не­
сколько характеристик результатов эксперимента. Естественно 
после этого рассматривать «арифметику» таких величии, а за­
тем распространить па них понятия математического анализа: 
предельный переход, функциональную зависимость и т. д. Так 
мы приходим к понятию случайной функции, случайного опе­
ратора, случайного отображения, стохастического интеграла-. 
стохастического дифференциального уравнения и т. д. Это 
сравнительно новая, довольно интенсивно развивающаяся часть 
теории вероятностей, задачи, возникающие здесь, несмотря на 
вероятностную окраску, имеют часто аналогии с задачами 
обычного анализа. 

Г л а в а 2 

ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Вероятностное пространство—-основной объект изучения в 
теории .вероятностей, что формализация понятия случайного эк­
сперимента. Вероятностное пространство задается тремя объ­
ектами: пространством элементарных событий Q, о-алгеброй $£> 
подмножеств У, называемых событиями, счетно-аддитивной не­
отрицательной нормированной функцией множества Р (A)f 
определенной па .<#, которая называется вероятностью. Веро­
ятностное пространство, определяемое указанной тройкой, 
обозначается (У, Л'/, Р). 

§ L Конечное вероятностное пространство 
Это вероятностное пространство, у которого пространство 

элементарных событий- конечное множество, a «# состоит из 
всех подмножеств Ц. Вероятность определяется своими значе­
ниями па элементарных событиях. 

1.1. Комбинаторика. Предположим, что, как при определении 
вероятностен- все элементарные события имеют одинаковую 
вероятность (они равновероятны). Для определения вероят­
ности некоторого события А нужно знать общее число элемен­
тарных событий и число тех элементарных событий, которые 
влекут событие Л. Для подсчета числа элементов конечных 
множеств используются либо прямые методы, основанные на 
полном переборе вариантов, либо комбинаторные, Математи-
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ческий интерес представляют только последние. Рассмотрим 
некоторые примеры их применения. 

а) Р а с п о л о ж е н и е ч а с т и ц по я ч е й к а м . За­
дачи такого рода возникают в статистической физике. Имеется 
п ячеек, в которых расположены «наудачу» N частиц. Каково 
распределение частиц по ячейкам? Ответ зависит от того, ка­
кие события считаются элементарными. 

Статистика Максвелла—Больцмана. Считаем, что все час­
тицы различимы и все расположения частиц равновозможны. 
Элементарное событие определяется набором (k\9 k% . . . , fejv) > 
где ki — номер ячейки, куда попала частица с номером L По­
скольку каждое из чисел ki принимает п различных значений, 
число таких последовательностей nN. Вероятность элементар­
ного события равна rrN. 

Статистика Бозе—Эйнштейна. Частицы неразличимы. Опять 
все расположения равновозможны. Элементарное событие оп­
ределяется набором чисел (А, . . . , / п ) - где / i + . . . +/п=Л^ U* 
i^n, есть число частиц в i-ой ячейке. Число таких последова­
тельностей можно подсчитать так: поставим в соответствие 
последовательности (1и . . . , 1п) последовательность из нулей и 
единиц (i ' i , . . . , ifc+.n-i), где нули стоят на местах с номерами 
/l-f-1, / i - f /2+2, . . . ,/i + feH- • •• +ln-\ + n— 1 (их число равно 
п—1), на остальных местах стоят единицы. Число последова­
тельностей такого вида равно числу сочетаний из N-\-n—\ по 
я—1, вероятность элементарного события (Слг+л-i) 1. 

CmamucmuKa Ферми —Дирака. В этом случае N<nn каж­
дая ячейка содержит не более одной частицы. Тогда число эле­
ментарных событий Сп, вероятность элементарного события 

Рассмотрим для каждой из трех статистик вероятность то­
го, что заданная ячейка (скажем, с номером 1) не имеет час­
тиц. Каждый раз число благоприятствующих элементарных 
событий совпадает с числом размещений тех же частиц по 
п—1 ячейке. Поэтому, обозначая через ри р2, Рг вероятности 
указанного события для каждой статистики (в порядке опре­
деления), будем иметь 

pl=(n—\) jn ==^1—-—j , /72-=-Л^+/г+2/Сд/+и-1 — д г + л - Д -

Если N/n—a и я-> oo, то 

При малых а эти вероятности совпадают с точностью до 
О (а2) , а характеризует «среднюю плотность» частиц. Если она 
мала, то вероятности, вычисленные с использованием разных 
статистик, примерно равны. 
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б) Выборки. Общее определение выборки можно дать 
так: имеются т конечных множеств Аи А2,...,Ат9 из каждого 
множества выбираем по одному элементу а^Аг, набор 
(й\у,..,ат) и есть выборка. Выборки различаются правилами 
отождествления (скажем, мы можем не интересоваться по­
рядком элементов в выборке). Каждая выборка считается 
элементарным событием, эти элементарные события считаются 
равновероятными. 

1) Выборка с возвращением. В этом случае мно­
жества Ai совпадают: Аг=Л, число выборок равно пт, где п — 
число элементов множества А. 

2) Выборка без в о з в р а щ е н и й . Она строится так: 
А\=А, A2=A\{ai}1...JAk=A\{ah,..,ak~-i}- Другими слова­
ми, рассматриваются только такие выборки (а ь . . . , а ш ) , а^А9 
в которых все элементы различны. Если число элементов А 
равно п, то число выборок без повторений равно п(п—1) . . . 
. . . (п—т+1), -ели же отождествлять выборки, отличающиеся 
порядком элементов, то их число равно п(п—1) . . . 
. . . (/г—m+l)/m! = Cn

m. 
3) Выборка без возвращений из пересекающих­

ся множеств. В этом случае множества А- имеют общие 
точки, ио рассматриваются выборки, у которых все элементы 
различны. Подсчет числа таких выборок можно осуществить так. 

т 
Рассмотрим множество Л = у Ak и алгебру его подмножеств .$£, 
порожденную множествами Д , . . . , А т . Это конечная алгебра. 
Пусть Въ В2, . . - , B/v — атомы этой алгебры. Обозначим через 
n(Bit1 ..,,.- Btm) число выборок без возвращения из множеств 
Bit,...,BiJ, где каждое из множеств Bik может совпадать 
с любым атомом. n(BitJ . . . , BtJ зависит от тех различных мно­
жеств, которые встречаются в последовательности и от крат­
ности повторения этих множеств. Пусть п{1\, /г, —»^w)—чис" 
ло выборок из такой последовательности, где множество В\ 
встречается U раз, B%~h раз и т. д., k^zO, / i + . . . +У=т-
Тогда если В* содержит щ элементов, то 

N 

п(1ъ . . м Ы ^ П ^ ^ г 
Число же интересующих нас выборок равно сумме 

2 n(Bhy ...,50-
1.2. Условная вероятность. Условной вероятностью события 

А относительно события В, имеющего положительную вероят­
ность, называется величина 

Р(Л/В)=Р(ЛПВ)/Р(В). Ш 
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Как функция Л величина ¥(А\В) обладает всеми свойствами 
вероятности. Содержательный смысл определения условной 
вероятности можно пояснить следующим образом. Вместе с 
исходным вероятностным экспериментом рассмотрим условный 
вероятностный эксперимент, который происходит, если в исход­
ном эксперименте произошло событие В. Таким образом, если 
исходный эксперимент произведен п раз и событие В про­
изошло пв раз, то эта последовательность содержит п% услов­
ных, экспериментов. Событие А происходит в условном экспе­
рименте, если происходят А я В одновременно, т. е. происходит 
событие А[]В. Если /гЛпв обозначает число экспериментов (из 
п произведенных), в которых наблюдалось событие А(}В, то 
частота появления события А в пв условных экспериментах 
равна nAf]B/nB^=yn(Af\B)lvn(B). Заменяя частоты на вероят­
ности, получаем правую часть (1). 

а) Формула полной в е р о я т н о с т и . Ф о р м у л а 
Байеса . Говорят, что конечный набор событий #i, Яг,. . . , # г 
образует полную группу событий, если они несовместны и их 
сумма достоверное событие: 1) #*n#j=0 при 1ф\\ 2) 1№ = 
-=-Q. Можно рассмотреть дополнительный эксперимент, в кото­
ром Hi являются элементарными событиями, а исходный эк­
сперимент рассматривать как составной: сначала мы выясняем; 
какое из Hi произошло, затем уже при известном Hi произво­
дим «условный» эксперимент в предположении, что Hi 
произошло. Каждое событие А в условном эксперименте про­
исходит с вероятностью Р (A/Hi) — условной вероятностью со­
бытия А при условии, что произошло Hi. Во многих практи­
ческих задачах Hi называются «гипотезами» и условные веро­
ятности относительно гипотез считаются заданными* 
Следующая формула, выражающая вероятность события че­
рез условные вероятности относительно гипотез и вероятности 
гипотез, называется формулой полной вероятности: 

г 

Р (А) = 2 Р (А | .#.)?(#«). (2) 

Действительно, правая часть преобразуется на основании (1) 
г 

в сумму ^Р(-АПЯ/) и поскольку множества Af)Hi несовмест-
i « i .. . 

ны, а иЯг = Й, то 

2 Р ( Л П Я , ) - = Р (и ( Л П Я , ) ) = Р ( Л П U Я- ) -Р(Л) . 

Формула (2) удобна, когда рассматривается действительно со­
ставной эксперимент. 
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Пример. Имеется г урн с черными и белыми шарами, веро­
ятность извлечь белый шар из урны с номером i = pt. Выбирается 
(наудачу) одна из урн, затем из нее извлекается шар. Определим 
по формуле (2) вероятность извлечь белый шар. В нашем случае 

г 

P(tf , ) -=l | r , p^A/Hd^Pi и, значит, Р ( А ) « - 2 ^ . 

Из формулы полной вероятности выводится одна важная 
формула, носящая название «формулы Байеса». Она позволяет 
определить условные вероятности гипотез при условии, что 
произошло событие Л: 

Р (Hk | Л )« Р (А | Hk) P (Hk) / 2 Р (А | Ht) P (Я,). (3) 
/ i « i 

Эта формула обычно интерпретируется следующим образом. 
Считается, что заданы условные вероятности событий при 
каждой из гипотез Я ь . . . , # г и вероятности гипотез. Если в 
результате эксперимента произошло событие Л, то вероятности 
гипотез изменились: раз мы знаем уже, что произошло собы­
тие А, то в качестве вероятностей гипотез естественно рас­
сматривать их условные вероятности относительно события А. 
Р(Н{) называются априорными вероятностями гипотез, а 
Р(Н{/А) — апостериорными. Формула Байеса выражает апо­
стериорные вероятности гипотез через их априорные вероят­
ности и условные вероятности событий при различных гипо­
тезах, 

Пример . Из двух урн, из которых первая содержит 2 бе­
лых и 8 черных шаров, вторая 8 белых и 2 черных, выбирает­
ся наудачу одна и из нее извлекается шар. Он оказывается бе­
лым. Какова вероятность, что была выбрана первая урна? 
У нас Р(Я1)-Р(Дг

2) = 1/2, P(4/tfi)=I/5, P (Л/Я2) «4/5. По 
формуле (3) 

Р(Я,/Л) -1/2-1/5/(1/2-1/5+1/2.4/5).= 1/5. 
б) Н е з а в и с и м о с т ь . Событие А не зависит от события 

В, если условная вероятность Р(Л/В) совпадает с безусловной 
Р(Л). В этом случае справедлива формула 

Р(ЛПВ)=Р(Л)Р(В), (4) 
которая показывает, что отношение независимости симметрич­
но. Формула (4) служит определением независимости двух со­
бытий А и В. Первое определение более содержательно: тот 
факт, что произошло событие В, не влияет на вероятность по­
явления события Л, естественно считать, что Л от В не зави­
сит. Из формулы (4) вытекает, что независимость А и В_ вле­
чет независимость таких пар событий: А и В, Л и В, Л и В 
(Л —событие; противоположное Л). Для нескольких событий 
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понятие независимости определяется так. События 
Ль Лг,...,Лт называются независимыми, если, каковы бы ни 
были Л < т и 11</2<--.<*А< т» выполнено равенство 

Р (Л, ПЛ. П . •. П AlA) Р ( Д . ) . . . Р(А,4). (5) 
Так, для трех событий Л, В, С их независимость означает в̂ы­
полнение четырех равенств: Р(А[\В) = Р(Л)Р(В), 9(А(]С)^ 
= Р(Л)Р(С), Р(ВПС)=Р(Д)Р(С), Р(ЛПВПС)-Р(Л)Р(В)Р(С). 

Пример Б е р н ш т е и и а. Пространство элементарных со­
бытий состоит из 4 элементов Ей -Ег, £з» £«ь Р(/-л) — 1/-U & = 
= 1, 2, 3, 4. Пусть At=Ei\)E4, /=1, 2, 3. Тогда Л ^ - ^ П Л з - * 
«ЛаПАа^ГИаПАа*^. Следовательно, P(Aifyia) =Р(ЛОР(/12), 
Р(Л1ПЛз)=Р(Л1)Р(Лз), Р(Л2П^з)-Р(Л2)Р(Ла). Но Р(Л,ГМ2П 
ПЛз) = 1/4-7~Р(Л1)Р(Л2)Р(Лз). События Л ь Л2, Л3 независимы 
попарно, но не являются независимыми, 

1.3. Схема Бернулли. Предельные теоремы. Пусть 
Ль Л2,. ..,ЛГ —полная группа событий. Событие В не зависит 
от этой полной группы, если оно не зависит от каждого из 
событий Ah, А —1,,..,г. Пусть j ^ — алгебра, порожденная со­
бытиями Л ь . . .»ЛГ, она состоит из пустого множества и объ­
единений [}Aib, fc^r. Тогда В не зависит от алгебры s$f т. е. 
не зависит от любого события AGst. Две алгебры событий зФи 
Жч называются независимыми, если в каждой паре А\^&Фи 
Л2б-5̂ 2 события Ль Л2 независимы. Алгебры событий 
st>u &2, •. • ,st>m независимы, если события Ль Л а,...»Лт> где 
Л^,^г«, i^m, независимы между собой. Для этого достаточно, 
чтобы 

т 

Р ( П Л ] « П Р ( Л ) (6) 

для любого выбора Ai^s/ч (Упрощение определения по срав­
нению с определением независимости событий при помощи 
(5) объясняется тем, что в качестве некоторых А{ можно взять 
а.)-

Пусть имеется несколько экспериментов, задаваемых веро­
ятностными пространствами (QA, Мь Рл), Л*»1» 2 , . . . , п. По­
строим новое вероятностное пространство (Q, ,#, Р)„ В ка­
честве Й возьмем декартово произведение ihXlhX -«» ХЯп» 
Алгебра зФ есть произведение алгебр s&®stu® - »• ®«#п» ^то 
алгебра подмножеств Й, порожденная множествами вида 
Л1ХЛ2Х ... ХЛП, где АкШь &=-!,,. *»п (говорят, что алгеб­
ра порождена некоторым набором множеств» если это наи­
меньшая алгебра, содержащая этот набор). Наконец, мера Р 

п 
есть произведение мер Рл: Р = П Pft, т. е. Р(Л»ХЛаХ... 

k Л 
. . . ХЛП)-=Pi(Ai)P2(A2)... Рп(Лп). Вероятностное пространст­
во (Q, s/., Р) отвечает составному эксперименту, и котором 
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каждый из п экспериментов, указанных выше, производится 
независимо. 

а) Схема Б е р н у л л и. В схеме Бернулли рассматривается 
последовательность независимых одинаковых экспериментов. Точно 
это означает, что для всякого п определено вероятностное 

пространство £>t у\ . . . X Lln, Mx<3... <&si>tt, J I P,. , где каждое 

из вероятностных пространств (42/t, sl>k, P/t) совпадает с одним 
и тем же вероятностным пространством (£2, sf>7 Р). (Как мы 
увидим далее, можно сразу рассмотреть бесконечное произве­
дение таких вероятностных пространств, оно уже не будет ко­
нечным, если исходное пространство нетривиально, т. е. Q со­
держит более одного элемента.) Пусть А (<#/>. Событие QX . . . 
. . . х Л х . . . Х£2, где Л стоит на й-ом месте, остальные сомно­
жители L\ трактуется как событие «Л произошло в fe-ом эк­
сперименте». Обозначим через р(п,т) вероятность того, что в 
п независимых экспериментах событие А произойдет ровно 
т раз. Тогда 

/; (//, т.) - С"!рг" (1 - Р)п да, Р - Р (А). (!) 
Действительно, интересующее, нас событие является объедине­
нием событии вида Л у Л X - • • X Л -' . . . X Л X - . . X А где 
в произведении встречается Л т раз, Л -п~т раз. Различных 
таких произведений будет С«\ а вероятность одного равна 
рт(\ р)и "'. 

Пусть Л ь Ло, . . . ,ЛГ — некоторая полная группа событий из 
алгебры /•/. Обозначим через рп(ки... ,кг) вероятность того, что 
в п независимых экспериментах событие At произойдет /в* раз, 
/ 1 , . . . , г, k\ •(•..- |-Av д. Аналогично предыдущему устанав­
ливаем равенство 

£ ; • • • • 1 , . . . , г . 

Вероятности (7) называются биномиальными, (8) —полино­
миальными (мультиномиальными). 

б) 3 а к о п б о л ь ш и х ч и с с л. Этот закон многократно 
упоминался во вводной главе. Теперь мы в состоянии его дока­
зать. 

Т е о р е м а В е р и у л л и. Пусть v« — число появлений со­
бытия /1, имеющего вероятность р, 0 < р < 1 » в ft независимых 
экспериментах. Тогда для всякого е>() 

Hmpfl~vrt-/;|>4"-0. (9) 
Д о к а з а т е л ь с т в о , При фиксированном п событие {vn

w 

»ft} имеет вероятность р«(Л). Для разных к эти события не­
совместны. Поэтому 
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