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РЕГУЛЯРНЫЕ ОТСЕЧЕНИЯ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
А * А.Колоколов 

Пусть Ж - выпуклое многогранное множество в R11, вмеющее ле­
ксикографически максимальный элемент X , прячем Хё 2 ̂ (Z* - мно­
жество всех Я--мерных целочисленных векторов). Линейное неравен­
ство (у, х ) * Ко назнваетея правильным отсечением, если $ у, %)>Ив\ 
$ (У, Z) £ У« для всех г « М Л 2" . Так как по первому мз этих усло-
ввй множество М изменяется слабо, то двойственные алгоритмы от­
сечения, относящиеся к целочисленному программированию (типа 1-го 
алгоритма Гомори [ 8 ] ) и основанвне на правильных отсечениях, не 
всегда являются конечными [2-4, 6, 93* 

В данной работе путем введения определенной меры отсечения 
в классе правильных отсечений внделяются линейные неравенства 
(регулярные отсечения), которые приводят к конечным алгоритмам. 
Изучаются процессы, связанные с регулярными отсеченвями, условвя 
их конечности, строится верхняя оценка числа итераций. Описание 
меры отсечения и основных результатов дается в терминах L -отрез­
ков - классов эквивалентности, порождаемых в R* лексикографиче­
ским порядком. 

§ I. L-отрезки 

Определим отноненне лексикографического порядка в R*. Век­
тор X лексикографически больне вектора у , X >-у , есла ХФ у в 
Хр > ур Д Л Я р » mln{i • Хкфу1, 1=1, •••,rv) » Запись X fc> у озна­
чает, что либо X >- у , либо X « у . 

Будем говорать, что векторн X я у отделимы, если Хф% и 
найдется такой % e Z п , для которого выполняется одно из соотно-
нений: либо X у , либо у *Z ^Х . Точку £ назовем отделяю­
щей. Если одва аз точек'X , у является целочвслеввой, то ова, 
очевидно, отделаны. 

Для исследования алгоритмов отсечевая введем отноненне эк­
вивалентности L , порождаемое лексикографическим порядком. Будем 
говорать, что векторы х и у эквивалентны, если они не являются 
отделимыми. Отноненне L разбивает любое иножество Я ва непере­
секающиеся классы, которые будеы наэнвать L -отрезками множества 
Я . Из определения следует, что любая целочисленная точка % об­
разует отдельный L-отрезок, а остальные L-отрезки состоят только 
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из нецелочисленных точек. Назовем L -отрезки второго типа дробнн-
ии. Соответствующее фактор-множество будем обозначать £/L. 

Установим некоторме свойства L -отрезков. Пусть [ot] - наи­
большее целое, не превняаюцее об ; Jot[ - ваяменьвее целое, не мень­
шее оС , d € R . 

У т в е р ж д е н и е I. Любой дробный L -отрезок Rn пред­
ставляет собой множество вида 

V» {ас: Xi =Q.i, 1*1,. , 1 - 1 , аг<<. xt* аъ + i}, 

где а г , 1 - некоторые целые числа, причем те {*,...,я} . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если х , ye V , то они, очевид­

но, эквивалентны. Пусть x'eV. Покажем, что X1 не эквивалентен 
любому X € V. Если х'€ Z* , то это так. Пусть Х'ё Z* £ • min{i-Xf 
дробное, £ - 1,--,п} и, для определенности, х'>-Х для всех Хе V. 
Рассмотрим два случая: 

1) Q z Ъ ; тогда х' я любая точка вз V отделяются вектором 
ts'j- (Cx;j,[x;j>. 

2) q < z ; тогда x' и X 6 V отделяются точкой 
J*[»(JX,£, ДХ Л[). 

Аналогично анализируется ситуация X >-х', X е V • Утвержде­
ние доказано. 

Таким образом, дробный L -отрезок ft* - это выпуклое множе­
ство специального строения размерности п-Z + 1 , а дробннй L -от­
резок множества Л представляет собой пересечение 53 с некоторнм 
L -отрезком типа V . Отметим, что если V) Я/L и X' >-у' для 
некоторых х'б V't у'б У*, то X >-U для всех Х« Vf, у 6 У*. В та­
ком случае будем писать V" >- • 

С L -отрезками тесно связаны лексикографически регулярные 
множества, введенные в [2]. Напомним, что множество J(c явля­
ется лексикографически регулярным, если любые два его элемента 
отделимы. Если взять по одному представителю на каждого L -отрез­
ка jQ , то мм, очевидно, получим множество указанного тала. В [2] 
было показано, что такие множества являются дискретными. Отсюда, 
в частности, вытекает еледуюнее 
| У т в е р ж д е в и е 2. Если множество £2 ограничено, то 

состоит из конечного числа элементов. 
Это предложение можно доказать и непооредствевно, погрузив 

Я в параллелепипед Р т {X •' А * X < cL'}l d,d'€Za» Очевидно, что 
|3/Ы* IP/LJ , а число дробных L -отрезков в P/L легко подсчи-
тывается и равно | Р П Z *"! ~ 1 . 

§ 2. Регулярные отсечения 

Пусть Я. - выпуклое многогранное множество, имеющее лекси­
кографически максимальный элемент X , причем xeZ*. Через Vx(2) 
обозначим L -отрезок множества Q , содержаний данную точку X . 



Правильное отсечение (у, х) & X, наанвается регулярный, если 
(Х,х) > У0 для всех X 6 Vi(£). 

Таким образом, регулярное отсечение исключает не только X , но и 
весь содержащий ее L -отрезок множества Я . 

Заметим, что регулярные отсечения инеются в группе отсечений 
первого алгоритма Гомори [5»7]. В [2] бнло установлено, что при 
определенных правилах построения отсечений соседние точки оптими­
зирующей последовательности, порождаемой этим алгоритмом, являют­
ся отделимыми. Это оэвачает, что они принадлежат раэличнни L -от­
резкам и, следовательво, один из них после отсечения исключается. 
Если X1 - последняя точка рассматриваемой последовательности, то 
после некоторого числа итераций лексикографического двойственного 
симплексного алгоритма мы либо получим оптимальное реневве, лвбо 
установим отсутствие целочисленных точек в областв. В обоих слу­
чаях, очевидно, Ь -отрезок, содержащий х', отсекается. 

Нетрудно построить примеры множества 52 , у которых нв одва 
вэ (П.-1) -мерных граней выпуклой оболочки допустимых целочис­
ленных точек не порождает регулярное отсечение. 

Рассмотрим следующую задачу целочисленной оптимизации: най­
ти лексикографически максимальный элемент 2* множества .Л Л Z* т.е. 

£*- СехтпахШП!*-), /I/ 

где М={х- А% * А- (т*п) -матрица; ё - то-вектор. Предпо­
ложим, что Л имеет лексикографически макоимальинй элемент X , 
X « . К такому виду легко приводятся обычная задача целочве- -
ленного линейного программирования. 

Омнем двойетвеннмй процесс отсечения для реиення задачи /I/. 
П р о ц е с с 2) • 
0) Полагаем М М = М , t - 1 • 
1 ) Находим Х*= lextnaxM*. Если либо x'fe 1п , либо M(t}=0* 

процесс заканчивается. В первой случае получено оптимальное ре­
невве задача /I/, во втором - ременая нет. 

2) Заменяем j t t^aa Л®путем исключения из текущей системн 
ограничений некоторнх отсечений. При этом должно выполняться 

x w » Сех max Mlt). /2/ 

3) Строим правильное отсечение: 
X ) * Гв

Ш. 

4-) Присоединяем полученное отсечение к ограничениям задачи, 
полагаем 

и переходим к вагу I. 
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Отметин некоторые свойства процесса S) . Поскольку в нем ис­

пользуются правильные отсечения, то для всех t имеет место 
Мп1лсМ^' Условие /2/ гарантирует сохранение лексикографиче­
ской монотонности процесса. Из-за отбрасывания отсечений монотон­
ность по включению J$*^с j№ иохет не соблюдаться, но это на 
конечности процесса не отражается (она обеспечивается другими 
средствамв), хотя и влвяет на число итераций, выполняемых при ре-
нении задачи /I/. В дальнеймем мы рассмотрим соответствующий при­
мер. 

При исследовании процесса Й) наибольмнй интерес представляют 
те точки из М , которне непременно должны бнть отсечены,а именно: 

Л* - { х - X € Л , х^г для всех 2 € j K n Z w } . 

Из определения Млследует, что в случае MrtZ^ ф оно совпадает 
с М. Множество М* может бнть неограниченным, a M»/L - содержать 
бесконечное число элементов. В § 3 будут приведены примеры, пока­
зывающие, что задачи с подобными свойствами являются "плохими" 
для процесса 2) с точки зрения его конечности. Однако во многих 
практически важных ситуациях Мл оказывается ограниченным и. сле­
довательно , М* j L конечным (ввиду утверждения 2 ) . Например, мож­
но показать, что если выпуклое замкнутое множество вз неотрица­
тельного ертанта имеет лексикографически максимальный элемент, 
то оно ограничено. 

Для исследования вопросов конечности и построения опенок 
числа итераций нам потребуется ледуюшее 
j У т в е р ж д е н и е 3. Лли x(t+^* Z* , а отсечение 
J(yft'; X ) * ~ Yf** является регулярным, то точки X(i) и Xft*'^прияадле-
|тат различным L -отрезкам множества М*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть I (^6V, VeM^/L . В соот­
ветствия с процессом Ю имеем • 

x ( t >= еех max ЛШ, 

х«+<> = lex тах(Лшп {х: (уш, х) а УвЩ). 

Отсечение регулярно, поэтому 

( У Ш

; X ) > Г0
Ш для всех Х б Vx<t) (ЛШ), 

откуда 

xlt+1) s V > (мш). /з/ 
Представки V^m (Л1Ь)) в виде пересечения У'пЛ1*\ где V' -

L -отрезок к"1, содержащий ХШ. Так как Х^^^Л^ш имеет место 
/3/, то Х&+Ч V'. Но V* V , следовательно, ***** V , T . e . X f t + , ) 

принадлежит некоторому L -отрезку V^M*/ L , причем V >~V . 
Утверждение доказано. 
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Ьудем говорить, что процесс Я) является регулярным, если в 
нем используются только регулярные отсечения, и слабо регулярным, 
если для любого X(t,e Z*найдется такой номер t'& t , что ( у ^ , 
X) * у / 4 ' ' - регулярное отсечение. 

Т е о р е м а I. Процесс 2) решает задачу /I/ с ограничен-
ним М% за конечное число итерышй в той и только той случае, ее ля 
он слабо регулярен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим одну нз возможных 
последовательностей приближений , X1 ' € Z ( Т - ЛИ-
бО отрезок натурального ряда от I до Т , либо весь натуральный 
ряд), порождаемую слабо регулярным процессом 2). Так как Мщ огра­
ничено, то Л,/L конечно я может бнть записано в виде 

jk,/l-{v;...,v5}. 
где V' Ь V̂ 'i*/,;..̂ -!. Поскольку все х* принадлежат М»% то для 
обоснования конечности $ достаточно показать, что любой V1 со­
держит линь конечное число членов последовательности В . Предпо­
ложим, что это не так. Тогда ввиду лексикографической монотонно­
сти £) найдется номер t' , начиная е которого все члены поеледо-
вательвостн $ будут принадлежать некоторому L -отрезку V'0. Из 
слабой регулярности 2) вытекает, что через конечное число итера­
ций после t' найдется номер Ь* такой, что l"'1* V \ а отсечете 

(К^\ х)* у/* ̂  регулярно. Применяя утверждение 3, получаем, что 
xb'+i)s yi» ^ т # 0 # jfi'*1)* у4', if>l0. Противоречие указывает на 
то, что последовательность $ конечна. 

Вторая часть теореим следует аз замечания о тон, что в любой 
конечном процессе 2) последнее отсечевяе всегда являетея регуляр-
ааш. Теорема доказана. 

Дует» 0(М) - максимальное число отсечений, используемых ре-
гулярннм процессом 2) при ревении задачи /I/ о ограниченным Мщ. 

Т е о р е м а 2 . Для регулярного процесса Ю я задачи /I/ с 
ограниченным миожествбм.Л*вмеет место оценка 

УШ)*1М*/Ь\. А/ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим одну нз возможных 

последовательностей приближений , порож­
даемую регулярным процессом. д7 при ревении задачи /I/. Так как 
Мл ограничено, то M./L=lV;y.,V% где Vl*-V'*; *-*,..•,*-«. Для 
получения оценки А/, очевидно, достаточно установить, что любой 
L-отрезок V* содержит не боле* одного члена последовательности3. 

Действительно, пусть X^VV 4*я в $ имеется Я ( * * Ч Так как 
процесс «D является регулярннм, то к Х**\ Х(к*^п отсечеияю 
( У ( К ; х) * YfK>

 МОЖНО применить утверждение 3. Следовательно, 
л ( * * 0 е У 4 * , L1>it. Теорема докавава. 
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Таким образом, каждое регулярное отсечение исключает иэД^/L 

по крайней мере один L -отрезок V*. Поэтому можно заключить, что 
iM* /L \ * s-t + i для итерации t , где Л?»М^ПЛсЧ Заметим, од­
нако, что число элементов вМ^}/Ь может мзмемяться немонотонно от 
итерации к итерации из-за отбрасывания некоторых отсечений. 

В связн с оценкой А/ представляет интерес исследование фак­
тор-множества М/ L для различных классов задач целочисленного про­
граммирования СI ]. 

§ 3. Прниеры 

Рассмотрим процесс отсечения L -отрезков ва ряде примеров. 
П р в м е р I. ОбластьМ задается системой ограничений: 

- Х,+ $ХЛ * 1, lXi~ Zx^l 1, X f * 0 ; XtZ0 . Очеввдво, что 
г*= (0,0), М« = Л\ {%*}, M,/L -{V1, V\ Vf V*}, 

где 
V f = {х- 1 < xf <- z}nM, 

V * = { X . X , = i, 0<Xi< i}fl M, 

V}= {x 0<xt< i}n M, 

У" = {Х: X,-0, 0*Xj,< 1} П M . 
Сначала найдем 2* процессом 2) без исключения накапливаемых 

отсечений. Положим М(1> - М, V(
L
1} = V1, С = 1,--,Н • 

1-я итерация. Находим Х(1) - Сех max М(1} Х(1> = (5А, 3А). Так 
как Х^*<£ Z t то вводим отсечение Г(1) •* - %i + Ъх^ * 0 . 

2-я итерация. Определяем Х а , = Сех тахМа/ Х^=0,11& Мно­
жество jrf^/L состоит из двух элементов:V(x), Vict), причем \^у<= V^,, 
V?t)c ^ -отрезки V^ , V(i] оказались отсеченными. Вводим отсе­
чение Г м •• Зх4*Хъ * i . 

3-я итерация. Находим Х(3) - СехтахМШ, Х&)-(*/з, 0). Оче­
видно, что Mf/L ={V?i}}, V(f}c V(^. Вводам отсечение Г<>}: X, * О . 

1-я итерация. Так как X*» 2*, то процесс завершается. Лег­
ко проверить, что все введеннне отсечения регулярны. На этом при¬ 
мере видно, что исключение L -отрезков может происходить немоно­
тонно, т.е. вместе с VKвозможно отсечение V е (t>K*1\ а проме­
жуточные L -отрезки остаются (см. итерацию i). Теперь ревам эту 
задачу вариантом процесса «D , в котором после построения Г**'от­
сечение Г "'исключается из рассмотрения. В этом случае, начиная с 
третьей итерации, процесс пойдет следующим образом. 

3-я итерация. Находим Х°>-еехтахА? где А^М^Мх-Зх^Х^ 
* i}, £ < 3 ) совпадает с ХаК Из-за исключения Г^восстанавлввается 
L -отрезок V$, поэтому Л*1/ L, в отличие от состоит из 
двух элементов: <• V3

W , Vj} * V(» . Строим отсечение P w . 
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4-я итерация. Находии а>»СехтахЛ" где jT= jUWn{*: X, * о} . 

Очевидно, что jft'*/L содержат только один L -отрезок = V(<>. При­
соединяем регулярное отсечение Г w '• Xt*0 . 

5-я итерация. Так как X(f>= X*, то процесс заканчивается. 
Таким образом, исключение отсечения привело к увеличению 

числа итерациИ. Но поскольку \Мщ/ L | = 4, то верхняя оценка до -
стигнута я дальнейшее увеличение числа итераций для данного примера 
невозможно: любой регулярвнй процесс 2) использует для его реиения 
не более четирех отсечений. Из примера видно, что процесс отсече­
ния L -отрезков может происходить медленно, т.е. по одному на каж­
дое отсечение. 

Ниже им рассмотрим примерн задач /I/ с неограниченннм M*t 

для которнх регулярвнй процесс Я) может оказаться бесконечинм. 
П р и м е р 2. Пусть J K » { X : Х,± i, Zx^t}. Очеввдно, что 

М« = Мш процесс 2), определяемый отсечениями X,*i-£, t a i,Z,..., 
порождает бесконечную последовательность Xlt* Ж(2~Ь, 1/t) . 

П р и и е р 3. Рассмотрим задачу /I/ в R* , у которой име­
ется 2 * . Пусть МШ{Х: Xt-Zx3-0, 0 * Х , 4 1, Х х * о } . Легко прове­
рить, что х*>т(1,0, i/z), Z*=(0,0,0). Исследуем последовательность 
отсечевай K-Xt + Xj, * 0 , К= 1,1,-.. . Любая целочисленная точка 
нз Синеет вид X f « 0 , Х^= - at, Х} = 0, где & - 0,1,2,.... Подставляя 
(0 , - о Ц О) в неравеаство KXf+Xx±0 » получаем -cL«0 , т.е. оио не 
отсекает целочисленных точек из М . Построим теперь точки Xм: 
x(t>» Сехтах{х: х, + xt&о,lx, + xt*0,..,(t-i)x,+ xt±о, 
xgM), t - 1,3,... • 

Они имеют вид 

xtt> = (1,-1, i/t), za)-(i,-t, i/t),..;,z<*>-(i,i-i, i/t) 
и, очеввдно, принадлежат различным L -отрезкам. Следовательно, 
давние отсечения определяют регулярный процесс Я). Однако после­
довательность {x(i,i, t-1,Z,...t бесконечна. 

Это свойство процесса ф объясняет, в частности, почему для 
конечности первого алгоритма Говори на задачу целочисленного про­
граммирования накладывается ограничение: либо сунествует опти­
мальная целочисленная точка, либо целевая функция ограничена сни­
зу на многогранном множестве задача. В [2J било показано, что в 
таком случав последовательность приближений содержится в ограни­
ченной области. 

В заключение рассмотрим вопрос об упорядочении переменвнх 
задачи /I/. Сначала проанализируем пример I. 

Изменим порядок переменных X,, Х ^ и положим у, = X Z , yt»Xt» 
Тогда 

Я e h •'3 i< - % * i , -4i+4t * i, у и %*o}, M,/l={v; V1}, 

где у'= {ц 0< y f < i}f)M, v M y - y,"0, 0<.yA*i}n£ . 
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Таким образом, для ранения задачи /I/ на М потребуется не бо­
лее 2(вместо 4) регулярных отсечений. В задаче из примера 3 пе­
реупорядочим переменнне следующим образом: у, = Xlt ух = xi% yt - X,. 
Тогда ~ 

М = {у.-1уь+ч3=о, о*,у$ы, у^о], 

У(1) = (0, >/z, 1 ) , MjL ={V'}, V'« {уг у, = 0; 0+уь*1}ПМ. 

Таким образом, 1.11* / L | s i , и задача реиается одним регуляр-
ннм отсечением. Аналогичный результат получается для примера 2. 

Зависимость \Мт/ L | от порядка нумерации перемените задачи 
объясняет чувствительность- двойственных алгоритмов отсечения к по­
добным изменениям исходных данных, обнаруженную в вмчислнтельннх 
экспериментах [3, 7], в намечает путь для дальнейнего исследова­
ния этого вопроса. 


