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1. Введение

Эта статья посвящена изучению вопросов следующего типа. Пусть 
Р  — дифференциальный оператор на многообразии 2 , и пусть F v F2 — 
два замкнутых подмножества 2. Каково наименьшее множество F с. 2  
такое, что для всех и£3)' (2 ) (или а £ 3)'р (2 )) имеем

Ри — / ,  sing supp и с  F v sing supp /  с: F 2=>singsupp а с  F (1.1)
(мы пользуемся обозначениями из [5])?

Аналогичный вопрос для а £ 8' (2) можно свести к предыдущему., 
заметив, что (1.1) должно сохраниться, если F x заменить на F X[\K, где 
К  — произвольное компактное подмножество 2 . Поэтому, в частности,, 
наш вопрос содержит проблему выяснения, какие P -выпуклые множе­
ства являются также строго P -выпуклыми (см. Хермандер [5], п. 3.6).

Если Р  — дифференциальный оператор в R" с постоянными коэф­
фициентами, вещественными в главной части Pm(D), являющийся опе­
ратором главного типа2), то полный ответ может быть получен при 
помощи следующих теорем.

Т е о р е м а  1.1. Пусть Р (D) — оператор главного типа, причем 
P m(D) имеет вещественные коэффициенты,. Если удовле­
творяет уравнению P m($) =  0 a L — прямая, параллельная век­
тору (дРт (£)/<?$!, . . . ,  дРт(%)!д%п), то можно найти такую функ­
цию u £ C m(Rn), удовлетворяющую уравнению Р  (£))« =  О, что 
sing supp а с  L и иф:Ст+1 в любой окрестности каждой точки L.

Напомним, что L называется бихарактеристической линией. Теоре­
ма 1.1 содержится в теореме 8.8.2 из [5]. Первоначально она была 
доказана в специальном случае Цернером, а позднее была распростра­
нена Цернером [14] на операторы с аналитическими коэффициентами. 
Ниже будет приведено доказательство для гладких коэффициентов.

Теорема 1.1 дает необходимые условия для справедливости (1.1). 
Для доказательства достаточности этих условий можно воспользоваться 
следующим слабым обобщением теоремы Грушина [2].

Т е о р е м а  1.2. Пусть P(D) — дифференциальный оператор 
с постоянными коэффициентами главного типа с вещественными 
коэффициентами в главной части. Пусть F — замкнутое мно­
жество в R", содержащее один из лучей каждой бихаракте­
ристики, проходящей через 0. Тогда оператор*Р(D) имеет фун­
даментальное решение Е с sing supp Е с. F.

Отсюда непосредственно следует утверждение, также содержа­
щееся у Грушина [2]. * 2 3

') Н б г m a n d е г L., On the singularities of solutions of partial differential 
equations, Comm, pure and applied  Math., 23 (1970), 329—358.

2) Это означает, что поверхность {$ £  С", £=^=0, Р т(£)ф  0} не имеет вещест­
венных особых точек.
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Т е о р е м а  1.3. Пусть P{D) удовлетворяет условиям тео­
ремы 1.2. Пусть и € $ '( 2 )  и Р ф ) и  =  / € С ~ ( 2). Если x£Q  и для  
каждой бихарактеристики, проходящей через х ,  можно найти 
такую точку у <£ sing supp, что отрезок I =  \х, у ] с . 2 , то* 
х  ^  sing supp и.

Эта теорема усиливает результаты п. 8.8 из [5] для случая по­
стоянных коэффициентов. Из теорем 1.1. и 1.3 легко получается

Т е о р е м а  1.4. Пусть P(D) — дифференциальный оператор 
с постоянными коэффициентами главного типа с вещественными 
коэффициентами в главной части. Тогда (1.1) имеет место тогда 
и только тогда, когда F zd F x[)F2 и для всякой бихарактери­
стики L множество F содержит каждую компоненту I  мно­
жества L[\ (2 \  F xf\F 2), содержащуюся в F v

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно считать,, 
что F2c .F v Вначале предположим, что (1.1) имеет место. Беря в ка­
честве и меру Дирака, сосредоточенную в точке множества F2, мы 
получаем, что F 2 с: F. Пусть /  — интервал, фигурирующий в утверж­
дении теоремы. Используя теорему 1.1, мы можем выбрать решение и 
уравнения P(D)u =  0, для которого sing supp и — L и и £ С т. Умноже­
ние на соответствующую срезающую функцию дает тогда функцию v  
с sing supp v  =  /  и sing supp Р (£)) v =  dl. Около каждого конца /  сре­
зающую функцию можно, например, выбрать однородной функцией, 
гладкой вне рассматриваемой точки. Поскольку ^ П д / с : / ^ ,  из (1.1) 
следует, что I  a  F. Обратно, предположим, что множество F  удовлет­
воряет условию теоремы. Обозначим через Ох множество таких y £ Q \ F 2, 
для которых отрезок, соединяющий х  и у, также принадлежит 2 \ F 2.. 
Тогда мы имеем: Р (D) и € С00 (Ох), если и удовлетворяет предположе­
ниям (1.1). Если x<£F, то нам известно, что на каждой бихарактери­
стике L, проходящей через х ,- имеется точка из Ox\ F v По тео­
реме 1.3 отсюда следует, что х  не принадлежит sing supp и.

Доказательство теоремы 1.4 показывает, что для получения ответа 
на вопрос, когда (1.1) имеет место, следовало бы обобщить теоремы 1.1 
и 1.2. В этой статье мы сделаем это для дифференциальных операторов, 
с постоянными коэффициентами. Мы дадим также обобщение тео­
ремы 1.1 на операторы главного типа с переменными коэффициентами. 
Соответствующее обобщение теоремы 1.2 будет содержаться в другой, 
статье об интегральных операторах Фурье.

Чтобы пояснить наши соображения, рассмотрим распределение и 
на 2, для которого Р(£>)и =  / € С со(2). Из того, что /€ С ° ° (2 ) , сле­
дует, что
в-К4Г,Ч>/(х)|  7 1 в 25'(2 ) для всякого N  при т)—»оо. Далее, имеем:: 

р  (£) +  7j) (e-i < п > и (х)) =  е~1 < Ч > /  (х).

В дифференциальном операторе

P(£> +  71) : = 2 Я<')er!)Z)“/«,.

сумма абсолютных величин коэффициентов эквивалентна

Я(4) =  ( 2 ^ (в>(4)|2) 2/1;

значит, оператор Р (D - f  т\)fp (tj) имеет равномерно ограниченные коэф­
фициенты, которые не могут исе одновременно быть малыми. Предпо-
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ложим, что можно выбрать такую последовательность t\j —* оо и такие- 
константы Cj =  0  (| t\j |^) д л я  некоторого N, что сje 1('х’ (х): имеет
предел v=£0 в топологии распределений при у —*то. Если Q — предел

Р (D +  T\j)IP то мы можем утверждать, что

Q (D) v =  0, supp v  с  sing supp и.

Это заставляет нас ожидать связи между множествами, которые явля-- 
ются сингулярными носителями решений P(D) u =  / £  С°° и множествами, 
которые являются носителями решений Q (D) v =  0 , где Q — предел

отношения Р (D ц)/Р (ц) при т] —> оо. Это подтверждается теоремой 1.1, 
если мы заметим, что для операторов главного типа множество преде­
лов Q состоит из полиномов

Q(i;) =  a +  а З Я Й Ч ч ) * ' ,
1*1 =  1 

где

| а |2 + 1 * I2 S  1 I2 == 1, * > 0, Рm (и) =  0, 0 ^ . ij€R*.
1*1 = 1

Операторы Q(D) являются операторами первого порядка, действующими 
вдоль бихарактеристик, а потому последние являются минимальными 
носителями решений уравнений Q (D)v =  0.

О п р е д е л е н и е  1.5. Если Р — дифференциальный оператор с по­
стоянными коэффициентами, то через L(P) обозначим множество пре­

делов П О Л И Н О М О В  $ —* Р (| +  7])/Р (т)) П р И  Tj —> оо.
Для всякого дифференциального оператора Q{D) на R" положим

A(Q) =  {iq€R"; Q ( £ + ^ i )  =  Q(£) для всех \ и t}\ 
это линейное пространство, и мы рассмотрим его аннулятор 

Л ' (Q) =  {х£  R"; (х, 5> =  0, 6 6 A (Q)}.
Это наименьшее подпространство, вдоль которого действуют Q(D).

После предварительных обсуждений свойств множества L(P) в п. 2 
мы докажем некоторые обобщения теоремы 1.1 в п, 3. Они показывает, 
что, в частности, что для всякого непостоянного Q(;L(P) можно найти 
решение уравнения P(D)и — 0 с sing suppuczA'(Q). Если оператор Q 
не является эллиптическим, то это утверждение в дальнейшем усили­
вается. В п. 4 показывается, что всегда существует фундаментальное 
решение Е, у которого sing supp Е содержится в замыкании объедине­
ния пространств A '(Q ), где Q£L(P). В п. 5 мы приводим улучшенный 
результат, показывая, что Е можно сделать гладким, грубо говоря, на 
половине этого множества. Еще более сильное утверждение справедли­
во, если все Q €L (P) являются гиперболическими операторами, как 
в условиях теоремы 1.2. Однако в общем случае ситуация представ­
ляется более сложной, и наши результаты не столь полны, как тео­
рема 1.2.

Некоторые применения содержатся в пп. 6 и 7. Наконец, в п. 8 
обсуждается обобщение теоремы 1.1 на операторы с переменными коэф­
фициентами. Резюме этой статьи было представлено [9] на конферен­
ции по функциональному анализу в Токио в апреле 1969 г.
3*
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2. Предварительные сведения

В этом пункте мы приведем некоторые полезные факты о множестве 
L(P), введенном в определении 1.5. Если Я — полином степени т, то 
L (Я) — подмножество векторного пространства полиномов степени, не

превосходящей т, причем Q (0) =  1 при Q G L (Я). Заметим, что

Q —■- Q (0) — норма на этом векторном пространстве.

П р е д л о ж е н и е  2.1. L(P) — компактное полуалгебратеское
множество. Если Q£L(P), то Q(- + T\)/Q(n)£L(P). Каждый по­
лином Q £ Z. (Я) является константой, лишь если оператор Я 
является гипоэллиптииеским.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  L (Я) — множество всех таких полиномоз Q 
степени, не превосходящей т, что для всякого е > 0  существуют 
4 € R “ к а > 0 , для которых

h  I2*2>  !, 1 =  а 2 2 1 p w (ч) I2- S  I а Р М (1) -  (°) I2 <  е2.

Из теоремы Зайденберга — Тарского (Зайденберг [12]) следует, что оно 
является полуалгебраическим множеством, т. е. конечным объединением 
Щржеств, задаваемых конечным числом полиномиальных уравнений 
и неравенств. Очевидно, что L(P) компактно. Если каждый полином

Q £Я (Я ) — константа, то это означает, что Ж*) (т))/Я (•»))—► 0 при т]—>оо; 
значит, Я(я) (т))/Я (tj) —»0 при —»оо, а отсюда следует гипоэллиптич­
ность Я.- /

Теперь мы выясним, насколько хорошо можно аппроксимировать 

QgL(P)  при помощи Я (£ +  п)/Р(т)), не предполагая у очень большим. 

Пр е д л о ж е н и е  2.2. Если Q^L(P), то можно найти полином
k

ч (0  =  2 6/ .  ®/€RB, |в*| =  1,
• о

для которого Р(% +  fi(i))/p  —■ Q(£) при t -ю о. П ри этом 
Я (0А) =  0, если Q не является константой.

т Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы Зайденберга- - Тарского (см. так­
же приложение в [5]) следует, что

inf 2 |  Q(a) (0) -  а Р (л) (П) |2, a  >  0, а 2 2 1р{а)  ft) I'2 =  1, h  I2 (2 -1)

является алгебраической функцией от t для больших t, а так как 
Q£L(P), эта функция должна стремиться к нулю при t —> +  оо. По­
вторно' применяя ту же теорему, можно показать, что нижняя грань 
достигается для некоторого ц, являющегося алгебраической функцией 
от t. В самом деле, Infttj! по таким if), что h | = ^  и inf в (2.1) дости­
гается, является алгебраической функцией or t; далее, рассматривается 
inf по тем -г], для которых достигается inf в (2.1) и inf tqx, и так 
далее. Для больших t имеем разложение в ряды Пюизе:

k

■*1 ( о = 2
— оо
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где | 0j | =  1; так как | т) (t) | =  t. Сумма от — оо до —1 стремится к 0 при
к

^_»-|_оо; таким образом, если положить т)0(7) =  S0./7/A, то имеем
~ о •

Я ( | +  00(0)/^*(0о( 0 ) —1-Q(S)- Несколько изменяя обозначения, мы за­
канчиваем доказательство теоремы, так как последнее ее утверждение 
очевидно,

Замечая, что P(~n(t))2 — полином от t, получаем, что для некото­
рых вещественного а > 0  и целого о > 0  имеем:

Q(S) =  Iim/>(S +  i)(0)/a*e.
t—>oo

Поскольку Я (£ +  ^ (0) ~  полином от /, мы получаем, что для больших t

2  I Q(a) (°) ~  (0 I2 <  Ct~2’ (2,2)

что дает желаемую информацию о скорости сходимости к Q. Заметим 
также, что, поскольку

т] (t +  st'-*/k) =  Ti (t) +  sBk +  О (1 It),
для всех вещественных 5 имеем

Q (5) =  lira Р (5 +  7j (t))/ate =  Q (S +  *вй),
t~> оо

Значит, 0ft£A(Q),  и мы доказали

П р е д л о ж е н и е  2.3. Л (Q) Ф {0} для каждого Q^L(P); более 
того, A(Q) содержит некоторое -цф0, для которого Pm(i] ) =  0, 
если только Р не является эллиптическим.

Если А(Р) ф  {0}, то мы получаем два типа элементов L (Я), а именно

пределы Р (£ +  т;)/Я (т;) при т; —»оо по модулю Л (Я) и пределы, когда 
т) —* оо, оставаясь ограниченным по модулю Л (Я). Последние предста­

вимы в виде Я (£ -)- т[)/Я (tj), а потому неинтересны. Р силу предложе­
ния 2.3 первые пределы постоянны вдоль пространства строго большего,
чем Л (Я). Поскольку Р (■/])—> со при т) —* оо в R" по модулю А (Я) 
(см. Хермандер [4], теорема 2.17), они имеют также степень меньшую, 
чем Я. Поэтому мы можем ввести частичное упорядочивание среди 
всех полиномов, считая, что Q меньше Я, если Q(zL (P) и Л (С})ф Л (Я); 
последнее эквивалентно тому, что степень Q строго меньше степени Я; 
Тогда в силу предложения 2.1 минимальные элементы Q, не являю­
щиеся константами, будут гипоэллиптичны по модулю A(Q).

Итак, предложение 2.2 решает проблему аппроксимации данного

Q £L(P)  полиномами вида Я (- +  т])/Я(т)); теперь мы выясним, насколько

хорошо все Я(- +  т))/Я(т() могут быть аппроксимированы элементами 
L (Я) для больших j т; |.

П р е д л о ж е н и е  2.4. Существуют такие положительные 
константы C u b ,  что для достаточно больших | tj |

inf 2 1 Р{Л)(-п)1Р (0) -  Q(a)(0) I2 <  С217| 1- 2». (2.3)
Q6HP) a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку L (Я) — пэлуалгебраическое мно­
жество, из теоремы Зайденберга — Тарского непосредственно следует,
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что при | т] j =  t точная верхняя грань для inf в (2.3) является алгеб­
раической функцией от t для больших t. Она стремится к 0 при '£—* оо, 
поскольку в противном случае мы могли бы найти последовательность 
tlj—*00, для которой inf в (2.3) не стремится к нулю. Мы можем пред­

положить, что Р<*> {T\j)lP (fij) сходится для каждого а. Беря в качестве

Q. предел P(- +  -ri})lP('4j), который принадлежит L(P), мы приходим 
к противоречию, доказав тем самым предложение 2.4. При этом надо 
учесть, что если /  — алгебраическая функция и 0 при t -* оо, то
f { t )  =  0 ( t~ b) для некоторого Ь^>0 .

3. Построение решений с маленьким сингулярным носителем

Во введении мы привели некоторые эвристические соображения, 
позволяющие ожидать связей между сингулярными носителями распре­
делений, Для которых P (D )u € C °°, и носителями решений уравнения 
Q (D) а  — 0 npa Q £L  (Р): Теперь мы уточним эту связь;

Т е о р е м а  3.1. Пусть Q£L(P); пусть далее £2 — открытое 
множество в R", .F — относительно замкнуто и К  — компактное 
подмножество, K c z F .  Предположим, что для всякого положи­
тельного числа N  имеется такое распределение uN£2)'(Q), что 
suppuN czF,Q (D )N+luN =  0 и К  f}suppQ(D)NuN i=<t>. Тогда для вся­
кого целого положительного (i можно найти такую функцию 
£ / £ 0 ( 2 ) ,  что Р (D) U £ С°° (2 ), sing supp U cz F и £ / < £ 0 +1(V) 
для любой окрестности V множества К. Таким образом, 
К  П sing supp U Ф ф.

Предположение, что для всякого N  должно существовать решение, 
довольно неудобно, а потому позднее мы дадим более слабый, но зато 
более прозрачный результат. Для доказательства нам потребуется сле­
дующая лемма:

Л е м м а  3.2. В обозначениях теоремы 3.1 пусть V — фикси­
рованная окрестность К. Обозначим через пространство 
Фреше, состоящее из всех £ / £ £ > ( 2 ), для которых £ /£ C ° ° (2 \F )  
и P(D)U €С°°( 2 ). Если множество всех U£.JF, для которых 
U £ 0 +1(1/)  является множеством второй категории, то можно 
найти такие компактные множества K xa Q  и K 2c z Q \F ,  кон­
станты, С и v, что для всех U £ 0 (2 ),

2  s u p | Z > £ / [ < C ( 2 s u p l Z W |  +
Н=|1-И к ■ Kl

+  2 s u p | Z W | +  2 s u p | D “P( F>)£ / | ) .  (3.1)
|a |< v  |a |< v  ^ 1

Доказательство непосредственно следует из теоремы о замкнутом 
графике. Если мы докажем, что (3.1) не может иметь места в предпо­
ложениях теоремы 3.1, то отсюда будет следовать, что множество всех 
U для которых U £ О +1(10 в некоторой окрестности V множества 
К, является множеством первой категории, а значит, К  имеет счетную 
фундаментальную систему открытых окрестностей. Этим будет доказана 
теорема 3.1.

Сворачивая uN с подходящей функцией класса С°°, имеющей малень­
кий носитель, и умножая на функцию из Со (2 ), равную 1 на большом
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компактном подмножестве в 2 , мы получаем функцию 
такую, что

<vN =  0 в окрестности множества /С2,
Q(D)n+1vn =  0 в окрестности множества

sup|Q D)nvn [=£Q. 
к

v N € Со (2 ) ,

(3.2)

Выберем полином т](<) =  2 0 ^ 'в .  соответствии с предложением 2.2.

В силу (2.2) мы видим, что, полагая R t (D) =  Q(D) — P(D  
имеем

-  (3.3)

т. е. для коэффициентов R t получаем оценку О (1/<). 
Теперь положим

UN,t (■*) =  е11 х т )  V N,t (x )la f ,
где V Nit пока не определено. Тогда имеем:

Р Ф ) U ш  = e " ’« ‘nP (D  + n (0) V NJ a t°  =  
=  e«-4< ‘» (Q (Z ))-/? ,(£ > )) V Ntt.

'Теперь положим
N

V Ntt =  % Q (D )"-lR t (DyvN
}=о

:в силу (3.5) получаем

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Р (D) UN>t =  ê  <-W) > (Q (D)^+> -  Rt (D)"+i) vN =
=  - e l <-’W>Rt (D)N+lvN (3.7)

в окрестности множества K v Для фиксированного N  мы получаем, 
■что при t —>оо

2  sup I D*P(P) и N41 <  Ct"  <Л'+1). (3.8)
W<v *•

Вторая сумма с правой стороны в (3.1) равйа 0 при U — UNtt, и мы 
имеем

2 suPl / >£ / w | < C ^ .  1 (3.9)
М < ^ ‘

Наконец,

2  sup | />7/^,1 =  2  1Ч® ( 0 1 sup | Q(D)nvn Hat* -f
|a |= |i+ l ^ |«| = |H-1 K

+  0 ( ^ + 1>-’- 1). (3.10)

Применяя (3.2), (3.8), (3.9), (3.10) и тот факт, что | r} (t) | t~k -*1, по­
лучаем, что при t —*оо (3.1) не может иметь места при выполнении 
условия k ((а +  1) — Ь  — (N  +  1), которое справедливо для доста­
точно больших N.  Это полностью завершает доказательство теоремы 3.1.

Заметим, что по предположению 2.3 имеем: A(Q)=^={0} при 
-Q€A(P) ,  т. е. Q действует лишь вдоль подпространства A'(Q) ^  R". 
Вели A' (Q)=^{0}, т. е. если Q не является константой, то, применяя
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теорему 3.1, мы можем выбрать uN в виде произведения меры Дирака 
в плоскости, ортогональной к A '(Q), и решения уравнения Q(D)N+lu — О 
в A'(Q), которое не удовлетворяет уравнению Q{D)Nu ~  0. Значит, 
мы пблучаем

С л е д с т в и е  3.3. Если. Q£L(P) и Q не является констан­
той, .то можно найти решение U уравнения P(D)U =  О 
с sing supp U — A' (Q).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим теорему 3.1, считая 2 =  Rn, F =  
=  A/ (Q) и К  некоторой точкой в F. Поскольку уравнения P(D) u — / ,  
имеется решение «€C°°(R") для всякого /€ С ° ° ( R"), мы получаем, 
что существует решение U уравнения Р (D) U =  0, для которого 
sing supp U aAf{Q )  и любая заранее заданная точка A'(Q) содержится 
в sing supp U. При помощи стандартного принципа „сгущения особен­
ностей" можно затем найти U, для которого sing supp £/ =  A' (Q) 
(см., например, начало доказательства теоремы 8.8.2 в [5]).

Однако нас интересует построение решений с еще меньшим носи­
телем, чем в следствии 3.3. Вначале дадим нозый вариант теоремы 3.1, 
в котором предположения допускают более простую проверку.

Т е о р е м а  3.4. Пусть Q£L(P), 2 — открытое множество 
в R", F — относительно замкнуто и К  — компактное подмно­
жество, содержащееся в F. Предположим, кто существует р е­
шение уравнения Q (D )u=  0 на 2, для которого su p p ttc z .F  
и К  П supp Р (D) и Ф о, если P(D) u Ф0. Тогда для каждого целого 
положительного существует такое U € 0 ( 2 ) ,  что P (D )U £  
£ С°° (2 ), sing supp U с  F и К  П sing supp U Ф о.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы построим распределения uN, удовлетво­
ряющие предположениям теоремы 3.1. Чтобы сделать это, положим 
uN =  f u ,  где полином /  степени k мы выберем позднее. Тогда имеем

Q (D)nun =  2  & f  (Q (D)")Mu/a\
|«к*

Пусть k — минимум | a | по таким а, что (Q {D)N)^u Ф 0. Поскольку 
Q(D)u — 0, имеем а поскольку и ф  0, имеем: k ^ m N ,  где
т — степень Q. Выбирая k, таким образом, получаем

Q(D)nun =  % f „  (Q (D)Nyahi,
ja|<*

где константы f a могут быть выбраны произвольно. Для набора / а 
общего положения получаем К  П supp Q (D)NuN Ф о, а поскольку 
Q(D)n +1un =  0, э т о  завершает доказательство.

С л е д с т в и е  3.5. Пусть Q£L(P) и главная часть Q0 поли­
нома Q имеет нуль ./V6 R "\A (Q ). Существует решение U урав­
нения P(D)U =  0 в R", имеющее в качестве sing supp U полупро­
странство {x£A '(Q ), (х, N)<CO} пространства A '(Q).

Чтобы вывести следствие 3.5 из теоремы 3.4, достаточно заметить, 
что построение решения дифференциального уравнения с нулевой правой 
частью, отвечающего полупространству с характеристической границей, 
данное в [5] (теорема 5.2.2), дает решение для нулевой правой части, 
удовлетворяющее предположениям теоремы 3.4 относительно любой 
заданной точки границы. Можно, конечно, выбрать t/C C ^ R " )  таким 
образом, что £ / € С “  вне полупространства {x£A '(Q ), (х , N ) ^ .0 \  
пространства A '(Q), но U не принадлежит 0 +1 в окрестности любой 
точки этого множества.
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Далее, следствие 3.5 можно улучшить при помощи следующей 
теоремы о непрерывности.

Т е о р е м а  3.6. Пусть 2 с  R" — открытое множество, F — от­
носительно замкнутое подмножество, К  — компактное множе­
ство, содержащееся в F. Предположим, что имеется некоторое 
целое положительное число jx, для которого всякий элемент 
и £ 0 ( 2) с sing suppи с .  F и Ри^С°°(2) принадлежит О + Ч ^ )  для 
некоторой окрестности V множества К. Тогда существуют 
такие компактное множество K 0c : Q \F  и окрестность V мно­
жества К, что если « £ 0 ( 2 ) ,  Ри £С°°(Q), /С0П sing supp о, то’ 
и € 0 +1 (V).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве леммы 3.2 и тео­
ремы 3.1, это следует из предположения, что для некоторой окре­
стности V  множества К  можно найти Такие компактные множества. 
К 1с  2 , K 0c z Q \F  и константы С, v, что для всех и £С°°( 2 )

У\ sup'f DHi К  С (  2  sup[Z)a« | +  У. sup | D*u\ +  У  SUP| DaP{D)u\). 
MZ .+ iv |«|<,*° !.,<.*• J

Если мы применим эту оценку к регуляризациям v, то мы получим, 
что если ,n£C o(2), Pv£C°° в окрестности' множества К г и v£C°° 
в окрестности множества К то на самом деле ■у € 0 +1 внутрц V. 
Беря в качестве v  произведение функции и, фигурирующей в теореме,, 
на функцию из Со (2 ), равную 1 в окрестности множества A^UAToUA",, 
мы закончим доказательство теоремы.

С л е д с т в и е  3.7. Пусть Q^^L(P), iVv£R"  и Qv(./Vv) — 0. Пусть 
далее A(Q„)—>А и N„—>N при v-»oo. Тогда существует такое 
решение уравнения P(D)u =  0, что sing supp и =  {ос £ А '. (-*. N ) '^  
>  0}; на самом деле, можно выбрать и£С* таким образом, 
что и < ^ 0 +1(К), где V — любая окрестность точки ос^Л',, 
(х,  А /)>  0.

4. Сингулярный носитель регулярного фундаментального решения

Будем говорить, что фундаментальное решение Е  дифференциаль­
ного оператора P{D) регулярно, если в обозначениях [5] имеем: 

т, е. для всякой функции

Я (?)!(?£)(«) | <  с , .

Такое фундаментальное решение всегда существует. Следующая кон­
струкция была дана в [5], п. 3.1. Пусть т — верхняя грань для сте­
пени Р\ выберем такое конечное множество А с  С", что всякий полином 
степени, не превосходящей т, равный нулю на А, равен нулю тожде­
ственно. Построим по А другое конечное множество

A' =  {kbim; 0 < £ < о т ,

Тогда для каждого полинома Р степени, не превосходящей т, и каж­
дого С" имеем:
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Пусть теперь сра, 8 £ Л ' — такие измеримые функции на R", что

?»>0, 2  =  1 

И

? * ® > 0 = * £ ( « ) < C l n f | / > ( $  +  28)|. (4.2)
l*l=i

(Можно было бы выбрать (р$ класса С°°, но нам это не нужно.) Тогда 
регулярное фундаментальное решение Е  можно определить следующим 
образом:

Е (и) =  Е*и (0) =  (2тс)-« 2  С <р9 ($) X
&6 4' '

и (6 + *&) дг
X

1*1=1
Р(1 + гЩ г , й € С о

Запишем это более коротко в виде

где {1р — мера с носителем в множестве

{С; |1 ш С |< С 0, Р ( С ) < С 1|Я(С)|}.
Здесь C0 =  su p |8 |. Далее, для некоторого М

»ед'
$ | ^ Р ( С ) | <Ж ,  ^ R " ,

|:-$!<c0+i

я  для всякой функции U £ Со,

и (0) =  ( 2 * ) - »  J  и (?) d\ =  J  и (С) d p P (С).

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6 )

Из (4.6) следует, что Е  — фундаментальное решение, а (4.4), (4.5) вле­
кут регулярность Е (см. [5J, стр. 97). В дальнейшем нам понадобится 
также, что при U € Со (С"):

■j£/(C )rf|»p(C )-(2ic)-«Ji/(E )d? =

=  (2 * ) - " 2  5<р*(5)Л (2« /) -1 J $ W .  v)cG f\% - =  (dU, dvP), (4.6')
ъеА' **

тде vp — мера со значениями в С" и с носителем в {С; | 1ш С К С 0}, для 
которой

$ \dvp (C)|<iW , £6 Rn. (4.50
ic-ei<c„+i

Заметим, что все константы не зависят от Р, если степень Р не пре­
восходит т.

Наша цель — изучить особенности регулярных фундаментальных 
решений. Оценка снизу для них дается следующим элементарным 
результатом.

Т е о р е м а  4.1. Пусть F с  R" — замкнутое множество и опе­
ратор P(D) имеет регулярное фундаментальное решение Е
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с sing supp Е с. F. Тогда для каждого Q£L(P) имеется регуляр­
ное фундаментальное решение EQ с supp EQc.F .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнения P(D)E — b следует, что 
Р (D +  ■»)) {Ее~1 < 'ч >) =  е~1 < ч > Р (D) Е =  8.

Значит

(ЕР (ц) е~1< *> ч >) =  8. (4.7)
РЬд

Мы устремим т) к сю так, чтобы Я (D +  т))/Я (■»]) сходилось к Q(D),

и покажем, что тогда можно сделать, чтобы сходилось Е Р (ti)e~i{x’'i>.

Если € С5°, то по предположению <?£ =  / £  р, т. е. | /  (£) {Р (Е) <  С9; 
значит,

|^ (срЕ Р(т))е -1 <*’’ >)I =  I Р ( ч) / ( 5  +  ч) I<

<  С, sup —  <  Cv (1 +  С |61)"»,
?(6 + ч)

где последняя оценка следует из формулы Тейлора (см. также (2.1.10)

в [5]). Отсюда следует, что <fEP(ti)e~(’>1i ) принадлежит ограниченному, 
а значит, слабо * компактному множеству в двойственном пространстве 
воо, k_m к Bi, ьт, где ks (&) =  (1 -j- |£|)'г. Таким образом, мы можем вы­
брать для каждого Q£L(P)  такую последовательность t\j —»оо, что

P (l +  ilj)IP(Jl j) - 'Q $ )  и EP(rij)e~t i '’nJ> сходится к пределу EQ£ 
Поскольку

Q ^ ) P ( n j ) 1 при j оо,

Р(5 +  Ч;)
мы можем даже сделать вывод, что E q^ B ^ q. Переходя к пределу 
в (4.7), мы получаем, что Q(D)Eq =  8. Наконец,-если <р£ Со°(СД), 
то /  =  <рЕ £С<Г, так что /  (£) =  О ((1 +  | £|)_ЛГ) для всякого N, откуда
следует, что (рЕТ3^ ) ^ - * <•>’)> —>0 в 33' при i)—*oo. Таким образом, 
supp E q c  F, и теорема доказана.

Наиболее простое ограничение, которое мы можем налагать на но­
ситель фундаментального решения Q, состоит в том, что он принадле­
жит A'(Q); это можно сделать, так как Q действует только вдоль 
этого пространства. Для общего оператора Q носитель нельзя умень­
шить; например, это невозможно, если оператор Q эллиптичен в Rn/A(Q). 
Мы частично обратим теорему 4.1, доказав теорему

Т е о р е м а  4.2. Пусть F — замыкание (J  A'(Q). Тогда опера-
Q6UP)

тор Р имеет регулярное фундаментальное решение Е с 
sing supp Е с  F *).

*) В [15] доказано, что F можно включить в некоторый конус размерности 
меньшей п, являющийся полуалгебраическим множеством.

В [16] доказано, что у любого дифференциального оператора с постоянными 
коэффициентами существует фундаментальное решение, являющееся вещественно 
аналитической функцией вне множества меньшей размерности. Построенное в [16] 
фундаментальное решение обладает еще целым рядом замечательных свойств.— 
Прим . перев.
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П р и м е р  1. Если Я — оператор главного типа с вещественными 
коэффициентами в главной части, то F — конус бихарактеристик. В этом 
случае теорема хорошо известна и содержится в теореме 1.2,

П р и м е р  ,2. Если Р — гипоэллиптический оператор, то L(P) со­
стоит из констант и F  =  {0}. Теорема сводится поэтому к хорошо 
известному утверждению о том, что существует фундаментальное ре­
шение класса С°° вне 0.

Доказательство теоремы 4.2 начинается с предложения 2.4, утвер­
ждающего, что для всякого njgR", если |т)| достаточно велико, можно 
найти такой £ L (Я), что для всех а

1)

Я(ч)
Q?’ (°) < С Ы (4.8)

Отсюда следует, что при ] С | < /  с некоторой другой константой С

и

Р(С+Т])
Я(ч)

Q4(C)

Я(ч)

Теперь мы покажем, что множество (4.4), содержащее носитель меры 
d̂ Q , будет обладать также аналогичным свойством для Я(£-Ет1)> по
крайней мере для не слишком больших С. Итак, предположим, что

Тогда получаем
Q ^ X ^ I Q ^ ) !  И

р  (с +  ч)- +  Q, (С) <  2 Q, (С) d- с  \ц |-» ( 1 + 0 ” <
Я(ч).

< 2 C 1 | Q , ( C ) |  +  C h | - » ( l + 0 m < 2 C 1 l- ^ ± ^ i  +  C h | - » ( l  +  ^)m.
Я(ч)

Здесь С обозначает различные константы. Теперь

Qn (9 <  О +  Ct) - mQ4 (0) =  (1 +  cty™.
Если С | 1}|- *(1 +  0 т < С 0 -f- Ct) ~m, т. е. если 1 -f-1 С  | к) \*>12т, мы по­

лучаем, что Я (С +  у) 2СХ | Я (С +  •»)) |. Этим доказана следующая лемма.

Л е м м а  4.3. Существует такое е ]> 0, кто для каждого i )€R" 
с достаточно большим |т)| можно выбрать такой полином 
Qn£L(P), что

Q ^ K ^ I Q ^ ) ! ,  | С | < Ь ! * = » Я ( С - И ) < 2 С 1|Я(С +  1!)1. (4.9)
Лемма показывает, что в большой окрестности т) можно было бы 

воспользоваться для построения фундаментального решения оператора Я 
мерой d , используемой для построения фундаментального решенияVi)
оператора Qn, которое намечено в начале этого пункта. Чтобы собрать 
вместе эти локально определенные решения, нам необходимо разбиение 
единицы типа использованного ранее в [7]. Однако, поскольку мы должны
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вести рассмотрения в комплексной области, нам нужно пересмотреть 
определения.

Вначале выберем функцию <р>0, равную нулю, если | л :у |> 3 /4  для 
какого-нибудь у, и такую, что 2 <?(х —  g) =  1 , где g пробегает всю 
целочисленную решетку. Чтобы построить такую функцию, можно, 
например, взять 0> О  из Со, которая имеет нужный нам носитель и 
6 ( х ) > 0  при l - K / K - r r  Для всех У> а затем положить

Далее, продолжим ср на Сл так, чтобы уравнения Коши — Римана удов­
летворялись до бесконечного порядка в R". Чтобы сделать это, возьмем 
функцию X £ C r ( R ”). равную 1 в окрестности 0, — например построен­
ную выше функцию ср — и заметим, что если последовательность 
У>0 =  1, bv . . .  достаточно быстро растет, то функции

<Pta)(£)(b))aX(6|api)
образуют для каждого у ограниченное множество в С} (Сп). Таким 
образом, мы можем определить

<Р (5 +  h) =  2  <Р(Я) 0) ( ^ ) а* (Ь\* рг])/а!

и получим функцию класса С°° с носителем в {$ +  Й, ^Gsuppcp,
где К — выпуклое множество, содержащее носитель X. Имеем:
<?<Р -f i-ц) =? О до бесконечного порядка при т) =  0; значит,

| ^ - И Х > | < С „ | т ] Г  (4.Ю)
для каждого N^>0. Поскольку 2  <р(а)(5 — g) =  0 при а= ^0 ,

2<р(£ +  i"4 — g )  =  5С (к)) =  1 для к] из окрестности 0. (4-11)

Пусть 8 — число, 0 < |8 < Ч .  При g ^ O  определим
Фг (С) =  «р(С(С, С) - W - g ) .

Здесь (С, С) =  (£, S) — (т), т])-|-2/($, •»)) имеет положительную веществен­
ную часть при C =  £ -)-/tj и | '»j|<CH|; следовательно, (С, £)_8<2 вполне 
определяется требованием вещественности для вещественных С. Беря 
носитель введенной выше функции X достаточно маленьким, мы можем 
быть уверены, что функция определена для каждого g=£0 и имеет 
компактный носитель в {С: | Im С | <[| Re С J}. Распространим функцию на 
все Сл, не увеличивая носителя.

Теперь соберем в лемме существенные свойства функций i|> .

Л е м м а  4.4. Д л я  функций tyg, где g принадлежит решет­
ке точек, не равных 0 , имеется равномерная оценка и

(i) не существует точки, принадлежащей носителям 
для более чем 2п значений g;

(ii) Zg — g | g  [s/a—s) принадлежит носителю tyg и

| С - ^ | < С | ? , | « < С ' | С | »  для всех C ^ su p p ^ ;
(Vn) существуют такие константы Сх и С2, что | ImC|<! 

< C 2|ReC| 8 при CeUsupptJjg и 21^  =  1 при I l m C K C J R e C I 8 
и |С |>1;_

(iv) | ^ ? ( C ) | < C iV|iq|iV| ^ | _8fAr+1) для всех N > 0 .
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Проверка этих свойств очевидна ввиду (4.10) и (4.11), и мы предо­
ставляем ее читателю.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4.2. Выберем параметр Ь в только 
что построенном разбиении единицы так, чтобы он был меньше числа е 
в лемме 4.3. Для больших | g | ,  скажем для |^ |] > т ,  мы можем выбрать, 
согласно лемме 4.3 и пункту (iv) в лемме 4.4, такой полином Qg£L (Р ), что

Qg (С -  у  <  Cj | Qg (С — у  ], С € supp ф, Р (C )<2Cj | Р (С) |. (4.9)'

Пусть d\>.g (С) =  dpQg (С — у ,  где — мера в конструкции регулярного

фундаментального решения, обсуждавшейся в начале пункта. Мы можем 
взять в виде произведения меры Лебега вдоль Л (Q) и меры на
комплексификации ортогонального дополнения Л ' (Q). Теперь положим

£ * « ( * ) =  $ ^ e '< * .c> rf |» (C ), и£Со,
где

^ ( С ) = 2 Ф,(С)йГ1»,(С).
|£ |> т

На носителе tygdy.g имеем по (4.4)

Q ^ C - y C C i l Q ^ t - y i ;
значит, по (4.9)'

Я ( С ) < 2 С 1|/>(С)|.
Таким образом, (4.4) сохранится для (л, если заменить Сх на 2Cj. По­
скольку каждая ^  удовлетворяет (4.5) в силу (1) в лемме 4.4, р также 
удовлетворяет (4.5) для некоторого другого М. Значит, Е аВ^~р в силу 
соображений из [5], стр. 97, уже упоминавшихся.

В существенном Е является фундаментальным решением, ибо па
(4,6) имеем:

E*P(D) u (0) =
1г1>т

=  2  (2*)-" $ и (5) ф, (S) d\ +  2  $ * К) < Л г  (С), d*g (С)),
1йч>т |г1>т

где векторнозначная мера dvg удовлетворяет (4.5)' и имеет носитель 
в полосе | Itn С | <  С0. Далее, 2  tyg (?) — 1 — функция с компактным но-

1г1>т
сителем; отсюда в силу (iv) из леммы 4.4 следует, что 

Е*Р (D) и (0) =  и (0) +  jj и (С) d-i (С),

где dv — такая мера с носителем в полосе | I m C K C 0, что
5(1 +  1Ч Л ^ ( С ) |< о э

для всякого N. Таким образом Р (D) Е — Ъ v, где

®(х) =  e‘<Jf-c>rfv(C)€C"e..

Уравнение P(D)w =  v  имеет некоторое решение ® £ 0 ° ;  тогда Е — ш  
является фундаментальным решением с теми же особенностями, что и £ -

U (C )rft* (o = 2
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Осталось доказать, что £  является гладким вне F. Если. x 0 ^  F, 
то расстояние от л 0 до F  — положительное число 2с, и мы имеем:

sup Ц # > 2с, Q e i(P ) .

Если обозначить через U множество точек, находящихся от х 0 на рас­
стоянии меньшем с, то для каждого Q£L(P)  можно найти такую точку 
0Q£A(Q)  с | 0q | =  1, что (х, 0Q) > c ,  если x£.U. Чтобы упростить 
обозначения, будем писать 6g вместо QQg.

Относительно сходимости в 3)' имеем: Е =  2  £=■> где

Eg (х) =  J <}>* (С) < *• < > Я (С).

Вспоминая, что — произведение меры Лебега вдоль Л (Q) и меры на 
комплексификации ортогонального дополнения A'(Q), мы проведем 
интегрирование по направлению 0g. Вначале заметим, что для функции 
т>€С*(С) имеем

оо

 ̂ v{t)d t =  2 i
— ОО t 2>0

Для каждого 0 с  Л (Q^) поэтому имеем

Eg (х) =  21 J J <5ф, (С +  М), в) е‘ < *  '+ m > Р{  С +  (С) dt.
t>  О

Напомним, что 2Сх | Р  (С) | ^  Р (С) С на носителе подынтегрального 
выражения. В частности, мы можем взять 0 =  0g. Если x £ U ,  то имеем: 
Re / (х, С +  НЬ)<  — ct +  С на носителе подынтегрального выражения; 
таким образом, используя (И) и (iv) из леммы 4.4, мы получаем, что 
для каждого N^>0

оо

| Eg (х) | <  С 15, p M - D  $ (1 +  f f e - c td t .
о

Фигурирующий справа интеграл сходится. Аналогично получаем, что 
|Д - £ , ( * ) |< С . (Аг|ег |«<»-">+1«1, X £U.

Поскольку Ь(п — N)  +  | а | < — п (1 — 8) для больших N, то сумма 
2\D*Eg равномерно сходится в U для всякого а, а это означает, что 
Е £С°°(U). Тем самым доказательство теоремы 4.2 закончено.

Теперь дадим уточнение теоремы 4.2 для случая, когда L(P) со­
держит гиперболические полиномы. В частности, мы получим теорему 1.2.

Т е о р е м а  4.5. Пусть r '(Q ) для каждого Q£L(P) — выпуклый 
конус (с вершиной в 0), содержащийся в А ' (Q) и такой, что для  
некоторой константы К
inf{ho!; Q (« +  * ' +  Чо+  <>))■¥= 0, H6 R", | 0 | < 1 ,  -rj € Г (Q)} С  АГ (4.12) 
для всех Q ^L(P) при Г ' (Q) Ф A' (Q). Здесь

T{Q) =  { l - , ( x , t )< 0 ,x £ T '(Q )}
— выпуклый конус, содержащий A (Q). Тогда существует регу­
лярное фундаментальное решение Е one ратора Р (D) c s i n g s u p p £ c  
с  F, где F  — замыкание (J  Г ' (Q).

яшр)

$ \  l i d t 'd t2'
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы только коротко отметим простые изме­
нения, которые нужно внести в доказательство теоремы 4.2, Начиная 
с конца доказательства, заметим, что если расстояние от х 0 до F  равно 
2с> 0, то для каждого Q можно найти такой вектор 6£R",  | 0 | =  1, 
что (х0, 6 > > 2 с и (х, 0 ) < О  при x ^ r'C Q ), т. е. 0^T(Q). Если 
1/ =  {х; \х  — х 01 < с } , то имеем: ( х ,0 ) > с  для всех x £ U .  Таким 
образом, ясно, что нам нужно так изменить доказательство теоремы 4.2 , 
чтобы контур интегрирования можно было направить по любому направ­
лению, принадлежащему T(Q).

Заметим, что в точке С£СЛ, находящейся на расстоянии большем 1

от нулей полинома Q степени, не превосходящей т, имеем: Q(C)<! 
< C | Q ( Q | ,  где С зависит только от п я т .  Если T'(Q) =^A '(Q ), то 
получаем, что для некоторого k]q, H q | < ^ T + 1, имеем:

Q ( S - M( l  +  4Q) ) < C | Q ( S - M ( 1j +  iIQ))[ при 1 6 R" и Tier(Q) .

Для такого Q мы можем определить (xQ при помощи стандартной 
конструкции фундаментального решения для гиперболического оператора:

.$ U (t)dpQ(Z) =  (2it)-» ^U(k + h Q) d l

Теперь ничего не меняется в доказательстве теоремы 4.2, исключая 
лишь то, что при Г ' (Qg) ф К! (Qg) можно интегрировать в любом на­
правлении 0 £ l ’(Q^). В силу замечаний, сделанных вначале, этим дока­
зательство завершаемся.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.2. Пусть Р =  Рт +  Рт-\  -f- . . , ,  
где полином Рп веществен и grad Рт ($) Ф 0 для вещественных % Ф 0 . 
Тогда имеем при фиксированном %

P{ % +  -4) =  P m (4) +  Р т- г  (4) +  2  С7!) *  +  О  ( h  |*-2)
И = 1

и

Р (4)2 =  I Р (4) I2 +  2  I Р$  (4) I2 +  О ( h  |2»-3).
1а| —1

Поскольку 2  | Рт{ч\) |2 — однородная функция степени 2 (/гг— 1), не
М = 1

равная нулю вне 0, то отсюда следует, что всякий предел Р (6 +  7l)/^> С7]) 
при т] —* оо имеет вид

п п

Q (6) =  * + 2 *&> | а |2 +  2 ^ / = 1-
;=1 j =1

Здесь вектор b веществен и | Im а | <  С | b |, так как 1ш а должно по­
лучаться из Pm- V Отсюда следует, что Q (5 +  ii) Ф 0 при | (b, ij> | >  
> С | й | .  Поэтому предположения теоремы 4.5 будут выполнены, если 
мы возьмем в качестве r '(Q ) один из двух лучей прямой с направле­
нием b; как мы отмечали во введении, это бихарактеристика при b Ф 0 .

5. Ф унд ам ентальн ы е р е ш е н и я , гл а д к и е  в н е  половины  
б и х а р а к т е р и с т и к

Хорошо известно, что если P (D )~  произвольный дифференциальный 
оператор и 0 Ф R”, то можно построить фундаментальное решение Е, 
которое, грубо говоря, (х, N ) раз дифференцируемо по л; для всех х
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(Джон [10], Мальгранж [11], Грушин [3]; см. также [5], п. 3.6). В этом 
пункте мы включим- идею этого построения в доказательство теоремы 
4.2 и докажем теорему.

Т е о р е м а  5.1. Пусть F — замкнутый конус, лежащий в R", 
который для каждого Q£L(P)  содержит полупространство простран­
ства A '(Q ). Пусть далее 8 ( х )— расстояние от х £R™ до F. Тогда для 
всякого v > 0  можно построить такое фундамент альное реше­
ние Е „ операт ора P(D),  что s ingsuppf ,  содерж ится в замы ка­
нии множ ества (J А ' (Q):

Q е i  (Р)
E ^ C k {x ;  v 8 ( j c ) > £  +  « } ,  £  =  0 , 1, 2 , . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для каждого Q ^L (P )  мы можем выбрать 
N £ A '  (Q), |7V| — 1 так, чтобы Е  г> {х £A'(Q), (х , ^ ) < 0 j .  Для
х 0£ С F рассмотрим окрестность U =  |х ;  [ л: — л:01 ^  -5-  ̂(-^о)^ могут
встретиться два случая:

(a) d ( x 0, A '( Q ) ) > ^ - 8(*0).

Как и при доказательстве теоремы 4.1, мы можем выбрать тогда 
6 6 A(Q), | 6 | =  1, так, чтобы

(х, в > > ^ 8(jc0), x £ U .

(б) d ( x 0, A '( Q ) ) < l 5 ( x 0).

Ортогональная проекция точки х0 на A ' (Q)  будет находиться тогда на 
расстоянии не меньшем -^ -8 (д:0) от {.дс^А' (Q), (х,  ./V) ■<()}. Это

означает, что (л;0, A ^ )> -^ -8(jc0), откуда следует, что (х,  N )  >  8 (д:0),
x £ U .

Чтобы доказать теорему 5.1, мы так модифицируем доказательство 
теоремы 4.2, чтобы при определении вклада от Q £ L (Р) в Еч контур 
интегрирования проходил далеко от направления N. Более точно, в от­
личие от доказательства теоремы 4.2 мы хотим интегрировать не по мно­
жеству, близкому к R", а по множеству, близкому к R" +  на носи­
теле Здесь i\g =  4 N gv lo g |? J ,  где N g £ A' (Qg) — вектор, обладаю­
щий свойствами, указанными в начале доказательства. Пусть Qg (£) =  
=  Q?( |  +  ir\g) ; положим

где р / — мера в конструкции регулярного фундаментального решения
Qg

для Q'g, описанной в п. 4. Положим

« № = 2  М С М М С )

Е т  {х) =  $ т % el ‘ с ^  и 6  Со“  (Rn)-

4 Заказ № 356
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Этот интеграл абсолютно сходится и определяет распределение на R". 
Действительно, •

| £ * и ( 0 ) | <  J | - ^ | | r f p ( C ) | < c J | « ( C ) | < / { i ( C ) | <

С 2   ̂ SUP 1  ̂(? +  ii\g +  О) | d\.
\е\>1 B -e /< c iV  , | , |< c + 1

Если и обращается в нуль при \х \^> А  и u £ C k, то

| и (С )|< М ел I,m < l (1 + .| С|)-*,

где М — полунорма и в С*. Поскольку | Im С | <  /С log (1 +  | С |) на supp ^  
при некотором К  (зависящем от v), мы получаем, что j E m  (0) | <  CM  
при k >  AK  +  n. Доказательство показывает также, что E — ^Eg. 
относительно сходимости в 2)', где Eg — вклад от меры tyg(^)d\xg (С). 

Далее имеем
P(D)E*u{0)=  J и(С)йГр(С),

Записывая

$ *(С) Ф,(С) d?g (С) =  $ и (С)ф,(С)d?g (С) — J «(?.+  it\g) %(? +  i \ ) d \  +  

+  \  и (6 +  h g) Ф* (Н - * \ )  < * ? - $ «  (I) ^  (?) Л  +  $ я (?) ф,  (?) Л ,

мы, применяя (iv) из леммы 4.4, как и при доказательстве теоремы 4.2,. 
получаем, что Р (D)E =  8 +  v, где v€C°°.

Доказательство того, что Е £ С°° вне замыкания множества
(J  Л '(Q ), проходит без изменений. Если £/ — окрестность точки л;0,

QGL(P)
введенная в начале доказательства, то единственное, что остается, — 
это оценка производных Eg при х <cU и Ъ(хй)^>2й (хй, A'(Qg)). Тогда, 
согласно указанному выше пункту (б),

4(х;, Л ^ ) > 8 (л;0);
таким образом,

е ~  <**V <  |?г |_,8(ж“) .

Отсюда следует, что

|D » f g ( j c ) |= . | ^ g (C)C“ ^  <*-<> Я (С ) -^ Д С ) С I ? |«* + 1«| ~ *5 Ш ,

Если («8 + 1а| — v8(x0) X  — п (1 — 8), т. е. если п +  | а | < v8(хг0), сум­
ма Dа Eg по всем таким g  равномерно сходится в U. Значит, E £ C h (U} 
при k -f- п «< v8 (х0), и доказательство окончено.

Используя теорему 5.1, мы усилим теорему 1.3.
Т е о р е м а  5.2. Пусть F — замкнутый конус в R", содержа­

щий полупространство пространства Л '(Q) для каждого Q£L (Р ). 
Если  « £ ^ '( 2 ) ,  P(D)u£C°°(Q) и х £  sing supp и, то х  не принад­
лежит компактной компоненте sing supp и П ({•*:} +  F).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если х  принадлежит компактной компоненте 
множества sing supp и П ({•*} +  F), то существует такое открытое мно­
жество to, что л ; £ ш с 2 и

ш П sing supp и (1 ({*} +  F) =  К
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является компактным подмножеством ш. Пусть uij — открытая окрест­
ность множества К, относительно компактная в и>. Тогда ясно, что у х  
имеется такая окрестность U, что п sing supp uf\(U  -f- Е) =  K x — 
компактное подмножество в toj. Пусть функция cpgQ3 (u^) равна 1 в ок­
рестности множества К х, положим v - - сг«, f  =  P{D)v. Тогда имеем.

sing supp /  С  Sing SUpp « П supp rfcp;
таким образом,

sing supp /  П (U +  F) =  0 .
Пусть E, — фундаментальные решения оператора P(D), выбранные 

согласно теореме 5.1 при F, замененном на — Е. Пусть далее V  — на­
столько малая окрестность множества —F, что

U' =  {у; ({У) — V) П sing supp /  =  0}

является окрестностью точки х. Тогда мы можем представить £„ в виде 
£’, =  £ ’» +  Е " , где supp Еу C.V, а Е" дифференцируема на любом за­
ранее заданном компактном множестве, если v велико. Тогда /  * Д ' £
€C°°(U') и /*Е "  имеет на U' столько производных, сколько мы поже­
лаем, если только v достаточно велико. Поскольку

® =  / * £ , = ■ / * £  +  /* £ ," ,
отсюда следует, что и €С°° (£/'), а в результате доказано, что х  не при­
надлежит sing supp и.

6. Применение к эволюционным операторам

Пусть Н  =  {х; (х, N)^>0} — полупространство в R". В [8] мы оха­
рактеризовали операторы P(D), имеющие фундаментальное решение Е 
с носителем в полупространстве Н . Они были названы эволюционными 
операторами относительно Н. Было доказано, что эволюционный опера­
тор всегда обладает некоторым регулярным фундаментальным решением Е 
с носителем в Н. Все фундаментальные решения с носителем в Н , 
разумеется, регулярны, если оператор Р  гиперболичен в направлении N  
или если Р гипоэллиптичен. Сейчас мы обсудим проблему описания 
эволюционных операторов, у которых все фундаментальные решения 
с su p p .C c ://  регулярны. Это означает, что всякое решение , уравнения 
P{D )u =  0 -с supp и а Н  должно принадлежать Bioc~, так как мы

Оо , Р

всегда можем добавить такое решение к фундаментальному реше­
нию. Поскольку производные от « должны обладать теми же свой­
ствами, мы получаем, что и должно принадлежать С°°. Поэтому наша 
задача — охарактеризовать все эволюционные операторы Р (D) относи­
тельно Н, для которых

Р  (£>)« =  0 в R", supp и с  Н  и С С°° (R"). 
Эти условия на Р влекут следующее свойство:

Р (D) и&С°° (R"), sing supp й с Я = ^ й ^ С “ (R«). 

Действительно, пусть X £ С°° (R) равняется 0 на R_ и 1 на 

пусть далее iV — такой вектор R", что (t, 7V )=1; положим

(6.1)

(6.2)

«1 (х) — и(х — t ) l {{х, N)).
4*
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Тогда suppиха Н  и Р (D) их£ С°°. Поскольку Р — эволюционный one- 
ратор, существует функция ^ € C “ (Rn), для которой s u p p l e  Я  
и P{D)v =  P'(D)ul. Значит, P(D)(u1 — v) =  0 и supp(й, -  с  Я ; 
тогда в силу (6.1) их — v^C™. Следовательно, и и£С°°. Теперь
мы изучим, условие (6.2) для произвольных операторов Р (D).

Т е о р е м а  (6. 1). Пусть P(D) — произвольный дифференциаль­
ный оператор и Н  — полупространство {x€R«,  ( х , N ) > 0}• 
Предположим, что (6.2) имеет место. Тогда существует откры­
тый выпуклый конус Г, содержащий N , для которого

Q0 (6)^-0 при 5€Г,  (6.3)
где Q0 — главная часть полинома Q £ Z (Р).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это утверждение непосредственно следует 
из следствия 3.7.

Нам неизвестно, всегда ли (6.3) влечет (6.2), но мы увидим, что это 
верно для эволюционного оператора P(D). Вначале заметим, что в этом 
случае из теоремы 4.1 следует, что для каждого Q € Е(Р) имеется фун­
даментальное решение EQ с supply  с  Я; для фиксированной функции 
<p€CjJ°(R") имеем:

!?£«« ~ < С .  (6.4)
оо , Q

Поскольку Q° (N) =£0, из основных фактов о гиперболических полино­
мах следует, что (теорема 5.5.5 из [5]) полином Q гиперболичен относи­
тельно каждого направления, входящего в Г. Мы можем доказать также 
равномерность, требуемую в теореме 4.5. Действительно, пусть функ­
ция ср в (6.4) равна 1 в окрестности 0. Тогда получаем

Q (D )(?£ q) =  8 - / q,

где / Q =  (<рQ (D) — Q (D) ср) EQ имеет носитель в фиксированном ком­
пактном множестве в'полупространстве (х, N ) ^  8 > 0  и || / q ||oo, 1 <  С'. 
Значит,

| / в (6 +  ЛЛ0 | < С ' е ^ ,  т < 0, S6 R"-

Поскольку f<?(C) =  1 при Q(£) =  0, отсюда следует, что если 
Q (l +  MV) = 0 ,  то С е Ъх f> 1; таким образом, т > —С". В силу тео­
ремы 5.5.4 из [5] отсюда следует, что можно найти такую константу К, 
что для каждого Q€ Е(Р).

Q ( | — iKN— tri)^=0 при |  и (6.5)

Это условие эквивалентно следующему:
РЦ) = 0 ,  Im£( :— KN — Г, ?-+ооф= Im£-»-oo. (6.6)

Т е о р е м а  6.2. Пусть P(D) — эволюционный оператор относи­
тельно

Н =  {х ; (х , N ) >  0}.

Тогда каждое фундаментальное решение с носителем в Н регулярно 
тогда и только тогда, когда существует открытый конус Г, содержащий 
N, и константа К, для которых

P(Q = 0, Im£ £ — KN — Г, £->-оо =Д т£->- оо. (6.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы уже доказали необходимость условия (6.7). 
Поскольку (6.7) влечет (6.5), из теоремы 4.5 следует, что Я имеет 
фундаментальное решение Е с supp Е с. Г ' =  {х; (х, £ ) > 0 ,  ?£Г}. Возь­
мем функцию <[>€Со°, равную 1 в окрестности 0, и положим F =  yE. 
Тогда мы получаем Р (D) F = 8—ш—о/, где ш € Со и supp «>'с {х; (jc, N)  
> е }  для некоторого е > 0 .  Свернем распределение и с P(D)u =  0; мы 
получаем, что

0 — F*P (D) и =  и — со*# — <о'*и;

значит, и — и/*й£С00. При й(ЕС°°{л:; (х, N)<^t)  отсюда следует, 
что а/  * и, а потому и и принадлежат С°° {х; (л:, N)  ( t +  е)}. 
Таким образом, при sing supp и а Н  мы можем сделать вывод, что 
и £ С“ (R"), если повторим эти рассуждения. Значит, все фундаменталь­
ные решения с носителем в Н  регулярны.

Заметим, что мы доказали (6.2) для всех Р, удовлетворяющих
(6.7), вне зависимости от того, эволюционны они или нет. Более того, 
мы доказали существование фундаментального решения с сингулярным 
носителем, содержащимся в собственном конусе полупространства Л, 
Легко показать, что, обратно, существование фундаментального реше­
ния с этим свойством влечет (6.7) (Сирота [13], Гординг и Мальгранж 
(не опубликовано)). Однако имеются операторы, для которых (6.2) 
имеет место, а (6.7) — нет. Например, эллиптический оператор вдоль 
плоскости, трансверсальной плоскости {х; ( х, N ) =0}. Мы надеемся 
позднее вернуться к вопросу об описании всех Р, удовлетворяющих
(6.2). Однако теорема 6.2 дает полный ответ на вопрос, поставленный 
в этом пункте.

7. Строгая Я-выпуклость

В [5, п. 3.6] было доказано, что уравнение P (—D)u — /  имеет 
решение и £ 3 ) '(2 ) для каждого / С 3)'(2 ) тогда и только тогда, когда 
множество 2 строго Я-выпукло. Это означает, что для всякого ком­
пактного множества К  с  2 имеется другое компактное множество K'czQ, 
такое, что

(2), supp Я (D) и с  К  =$ supp и с  К', (7.1)

и С ё' (2 ), sing supp Я (D) и cz К  =$> sing supp и cz К'. (7.2)

В (7.2) мы можем взять любое и£3)' (2) с компактным сингулярным 
носителем, а в (7.1) достаточно брать н£Со°(2 ). Если выполняется 
только (7.1), то множество 2 называется Я-вьдауклым. Используя резуль­
таты пп. 3 и 5, мы докажем некоторые теоремы, которые показывают 
тесную связь между условием (7.2) и Q-выпуклостью для всех Q£ L(P). 
Положим: A*(Q) =  Л ' (Q )- |- {jt}.

Т е о р е м а  7.1. Если 2 f|A*(Q) выпукло для каждого Q £L(P)  
и x €R " ,  mo для каждого компактного множества К  с  2  имеется 
компактное множество К' с  2 , для которого (7.2) имеет место

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть К  — компактное выпуклое множество 
в R”, и пусть К ь — множество точек в К, находящихся от С 2  на рас­
стоянии не меньшем 8 > 0 .  Покажем, что

и € S' (2 ), sing supp Р(3))и сК&=> sing supp и с  АГ5. (7.3)
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Поскольку каждое компактное множество в 2 содержится в для 
подходящих К  и 8, этим теорема будет доказана.
• Заметим вначале, что множество AT»nA*(Q) выпукло для всех х  
и Q£L(P}. Действительно, если х, y £ K s п х  — у £ А '  (Q), то ;е  +  /!(Е2, 
у  +  А ^ 2  при | Л J < ; 8. Поскольку л -f Л — ( у + / г ) £ Л ' (Q), отсюда сле­
дует, что X (л: -f- h) - f  (1 — А) (у +  h) £ 2  при 0 < Х < Ч .  Значит, 
Хд: -j- (1 — X) у £ /С6-

Пусть х ^ К ь .  Пусть далее А — внутренность множества К'ь, где 
К '  — компактная выпуклая окрестность множества К  и 0 < 8' <<8; тогда 
ясно, что А — открытая окрестность множества Къ и множество 
^ f l^ y (Q )  выпукло для всех у и всех Q ^L(P).  Мы также можем вы­
брать А так, чтобы х  ф А .  Пусть F  — дополнение к открытому конусу, 
порожденному А — {л:}. Ясно, что F — замкнуто, и по теореме Хана — 
Банаха множество F  П A' (Q) содержит полупространство пространст­
ва Л ' ( 0  для каждого Q£L(P).  Далее,

({•*} +  F) П ^8  =  0 .
Таким образом P(D)u£C°° (С К ь) и sing supp и П ({.*) +  F) — компакт­
ное подмножество в С е с л и  и удовлетворяет предположениям в (7.3). 
Поэтому в силу теоремы 5.2 х  sing supp и. В результате теорема 
доказана.
. Необходимые условия для справедливости (7.2) можно легко полу­
чить из следствий 3.3, 3.5 и 3.7 в комбинации с методом, использован­
ным для доказательства теорем 3.7.1 и 3.7 .5 ,в [5J. Мы предоставляем 
это обсуждение читателю, а здесь приведем класс операторов, для ко­
торых условие (7.2) может быть полностью проанализировано.

Т е о р е м а  7.2. Пусть P(D) — такой дифференциальный опе­
ратор, что А ' (Q) одномерно для каждого непостоянного Q£ L(P), 
Прямые, параллельные A'(Q) для каких-либо Q £L(P), будем 
называть бихарактеристиками. Следующие условия на откры­
тое множество 2  с  R" эквивалентны:

(i) Д л я  каждого компактного множества К  а  2 существует 
такое компактное множество К '  с  2 , что имеет место (7.2).

(Щ 'Для каждого компактного множества К а  2 сущест­
вует такое компактное множество К ' а  2 , что если /  — замк­
нутый отрезок бихарактеристики и 1 а  2 , d i e .  К, то I е К ' .

(Ш) Е с л и б =£0£A' (Q)  для некоторого Q £L(P) и
2» =  {(i, 0 6 2 X R , x + J £ 2 },

■ 2 » =  {(х, 0 € 2 X R , +  0 < s < l } ,

то 2® \ 2 ® и 2 ® — открытые множества.
(iv) Множество 2 является Q(Иувыпуклым для каждого

Q£L(P).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство эквивалентности (i) и (ii) 

является повторением доказательства теоремы 1.4, в котором теоре­
му 1.1 нужно заменить на следствие 3.3, а теорему 1.3 на теорему 5 .2 ; 
мы предоставляем это читателю. Из условия (ii) следует, что вложение 
2® —* 2* Является собственным; это означает, что 2® относительно замк­
нуто в, 2 ®' и (Ш) доказано. Если К  — компактное множество в 2 , то 
K i  =  {(х,, t) X Ri № € К} — компактное подмножество в 2 ®; та­
ким образом, Ki =  К 2[) К', где К 2 — компактное подмножество в 2 ®( 
а К ' — компактное подмножество в 2 ® \2®. Пусть теперь и ^ С ^  (2) и
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suppQ (D) и с  К. Если и{х)Ф 0 и х ф К ,  то отсюда следует, что 
множество A^.(Q)nAT должно содержать точки по обе стороны от х  
в компоненте множества A^. (Q)n2 , содержащей х, поскольку и 
удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению Q{D)u =  О 
на Л 'x(Q) вне К  и обращается в нуль на границе 2. Значит, мы полу­
чаем, что

supp и с  ATU{(x +  s^ );^ (х, t ) £ K 2, Р < 5 <  1},

и это — компактное подмножество в 2 . Значит, (iv) доказано, и остает­
ся только доказать импликацию (iv =ф (ii). Пусть Кь — компактное под­
множество в 2, определяемое, как в доказательстве теоремы 7.1. 
Из теоремы 3.5.2 в [5] следует, что если (iv) выполняется, то

supp Q(D) и с  supp и с  К ъ.
Теперь мы построим для каждого интервала /  бихарактеристики A'.(Q) 
распределение и с supp« =  /  и suppQ(£))tt =  d / ;  в качестве и мы 
возьмем просто произведение меры Дирака в плоскости, ортогональной 
A'(Q) и решения уравнения Q(D)u =  0 на / ,  продолженного нулем 
вне / .  Если /  — такой интервал бихарактеристики, что /  с 2 и d l  а  К  а, 
то I с  К  г- Это доказывает (И), а значит, и теорему.

Предположения теоремы 7.2, разумеется, выполнены, если P{D) — 
оператор главного типа с вещественными коэффициентами в главной 
части. Они также выполняются для всех операторов от двух перемен­
ных; действительно, в силу предложения 2.3 для каждого Q£L(P), 
не являющегося константой, имеем % £ A (Q) для некоторого решения 
уравнения Рт(£) =  0, 0=^i ;£Rn. Значит, A '(Q) должно быть при п =  2 
или (0} или одной из характеристических прямых. В силу теоремы 3.7.2 
из [5] и теоремы 7.2 получаем

С л е д с т в и е  7.3. Если множество 2  с  R2 является Р-выпук- 
лым, то 2 является строго Р-выпуклым.

Заметим, что это утверждение неверно в R" при п > -2 , при­
чем в качестве контрпримера можно взять волновое уравнение (см. тео­
рему 3.7.5 в [5]). Используя следствие 3.5, легко показать, что если 
Р-выпуклость влечет строгую Р-выпуклость, то вещественные характе­
ристики для каждого Q С L (Р) являются также характеристиками для 
Р. Мы не знаем, верно ли обратное.

8 . Решения с сингулярным носителем на бихарактеристиках; 
переменные коэффициенты

Пусть Р (х, D) — дифференциальный оператор с коэффициентами 
класса С°° в окрестности точки х 0 в R". Предположим, что коэффи­
циенты в главной части Рт вещественны. Если у нас имеется неособое 
решение 0 =f= £0 £ R” характеристического уравнения Рт (х0, $0) =  0, то 
grad£P m (х0> £0) Ф 0, и мы напомним, что уравнения Гамильтона

dt = Р<'т(Х' )̂» ~dt )̂> х  (0) =  х 0, £(0) =  £0,

определяют кривую Г: x  =  x(t), которая называется бихарактеристиче- 
ской кривой. Здесь

Р%Чх, 5) = дРт ’ £)
dZj Рт (j) (X, I) гг*:- дРт (х, г) 

дх j
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Сейчас мы обобщим теорему 1.1 следующим образом:
Т е о р е м а  8.1. Существует окрестность 2  тонки х 0, такая, 

что для каждого целого положительного р существует U £ 0 (2 )> 
для которого Р (D) U € С00 (2) и sing supp U =  Г.

Эта теорема была доказана ранее в [5] для постоянных коэффи­
циентов и Цернером [14] для аналитических коэффициентов. Мы уви­
дим, что доказательство теоремы 3.1 можно модифицировать так, чтобы 
получить доказательство теоремы 8. 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  8.1. Мы можем выбрать веще­
ственнозначное решение уравнения Рт (х, grad у) =  0 в окрестности О 
таким образом, что grad у ф  О и векторное поле (аь . . . ,  ап), где 
aj =  PW (х, grad у), тангенциально к Г и нигде не обращается в нуль. 
Положим

Р (xr D) (ие“») =  Q (.х , D) и — R t (х, D) и,

Q  (х, D) — ^  ajD j -J- Uq, (л:, D) =  ^  t Jrj (x , D).
i i

Таким образом, уравнение Qu =  0 имеет решения с носителем в любой 
окрестности кривой Г. Как и при доказательстве теоремы 3.1, мы те­
перь можем построить аппроксимацию решений уравнения Ри =  О, 
полагая

UN,t =  t'~me»*VNtt, 
где V N)t выбирается так, чтобы

Р (х, D) Uш  (Q (х, D) -  R t (х, D)) V N>t 
было мало. Начиная с такой функции v, что Qv =  0 и v  € С°°, положим

V N,t — vo,t +  • * • +  'Г'лг.о
где г>м  =  v  и

Q  (х, D) vk>t =  R tvk- Ui, k >  0.

Если 2  — подходящая окрестность точки 0, то эта рекуррентная фор­
мула может быть разрешена до бесконечности, причем носители реше­
ний будут оставаться в любой окрестности Г и v ktt будут линейными 
комбинациями с коэффициентами класса С°° степеней t~j при £ < . / '- <  
<  k (т — 1). Поскольку (Q — R t) V Nii =  —R tvNtt == О ( t - * - 1) на С°°, 
в дальнейшем доказательство теоремы 3.1 проходит без дополнитель­
ных изменений применительно к теореме 8. 1.

Теперь изучим более общий случай, когда главная часть имеет 
комплексноэначные коэффициенты. Хорошо известно (см. [5] гл. VI), 
что свойства оператора Р (х, D) тогда связаны со свойствами полинома

С 2т- \ ( Х ,  %) —  i  ^ i (P^m {X ,  %)Pm(j)  {X,  5) Р тц ) ( х ,  % ) Р т \ х ,  I)).

1
Следующая теорема близка к результатам, доказанным в [5].

Т е о р е м а  8.2. Пусть Р — оператор порядка т, имеющий, 
коэффициенты из С00 (2). Если лт£ 2  и существует и £ (2), для
которого Р(у, D )u £ C co{ 2) и sing supp и =  {.*}, то
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Рт {у, £) =  0, 4 € R" =» С2ш_! (у, S) =  О (8.1)

для всех у из некоторой окрестности точки х.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве теоремы 3.1, ясно, 

что нам нужно только показать, что не существует окрестности V  
точки х, для которой имеются такие компактные множества К а  2  
и К 0с 2 \ { 4  что

У  sup I Dau | < С / У  sup | D'u j + У  sup | £)* и | +
“  V \ К - К о

|a )= |x + l |a| =  y. |« |< v

+ У  sup|Z)aP«| ,̂ u€.c°°.
l<*Kv

Конструкции, использованные в [5] при доказательстве теоремы 6 . 1.1,. 
показывают, что эта оценка не может иметь места, если (8. 1) не спра­

ведливо в какой-то точке V. (Смотри также Хёрмандер [6] о связях 
между разрешимостью уравнения *Ри =  f  и существованием распреде­
лений и с компактным носителем, для которых" Ри&С°°.)

Предположим, что имеется такое решение характеристического 
уравнения

Рт(х о Л ) =  0, O ^ e R " ,

что вещественная и мнимая части

Рт(*о,5о) =  т е  (Х0, «о), . . . .  PW (х0, So))

линейно независимы. Дополнительно предположим, что (8.1) имеет место 
в окрестности точки (х0, ?0). Тогда является классическим результат 
о том, что уравнение

Рт (•*, grad <р) =  0 (8.2>
имеет такое вещественнозначное решение около точки jc0, что- 
grad <р (х0) =  £0 (см. Каратеодори [1, гл. IV]. Напомним основные момен­
ты теории интегрирования уравнения (8.2).

Полагая Pm =  R l + iP 2, имеем С2т_! = 2  {Rb R 2}, где
П

{Pi, Р 2} =  У  (М л Рп» -  Р щ А л) (8.3>
1

— скобка Пуассона Р г и Р2. Уравнения Гамильтона, отвечающие гамиль­
тониану

- Ч г  =  w  (*■ s>- - S L  =  -  к .” <*. V
означают, что d (х, 4)jdt равняется векторному полю Л„ имеющему вид

{ * „ / }  =  А / .
Векторные поля Л, тангенциальны многообразию М, определяемому 
в окрестности точки (л:0, S„) уравнением Рт (х, 4) =  0, т. е. Р г (х, S) =  
=  Р 2{х, S) =  0; в самом деле, по предположению, Л^/?, =  {/?„,,/?„} =  О 
на М. Векторные поля Ах и Л2 удовлетворяют условию интегрируе­
мости Фробениуса на М, поскольку по тождеству Якоби

( Л х Л а -  Л2Д )  /  =  (/?,, {Р2, /}}  -  {Р2, {/?„ /}} =

=  {Ри {*2. /}} +  {Р2, { /. Pi)} =  ~  { / ,  {Pi, Р 2}} =  {{Pi, Р 2}, /} •
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{Ri, /?2} обращается в нуль на М, а потому d {Rv R2} =  a1d R l + a2dR 2 
на M  для некоторых функций ах, а2, отсюда следует, что АХА2 — А2А Х — 
=  o-\Ai +  а2А2 на М. Далее, векторные поля линейно независимы в точке 
(х0, So). Отсюда следует, что через каждую точку (л:, S) £ 7W, достаточно 
близкую к (х0, S0), проходит единственное двумерное многообразие, кото­
рого касаются векторные поля Ах и А2. Оно называется бихарактеристи- 
ческой полоской, а его проекция на ^-пространство называется бихарак­
теристикой. В частности, имеется бихарактеристика Г, проходящая 
через х 0, соответствующая начальным данным (х0, S0).

Интегрирование (8,2), т. е. пары уравнений R x (х, grad <р) =  0 и 
R 2 ( x , gradcp) =  0, теперь проводится при помощи стандартной теории 
Гамильтона —Якоби для одного уравнения. Мы получаем вещественно­
значное локальное решение уравнения (8.2) в точке x Q с grad ср (jc0) =  S0, 
совместимое с данными, заданными на многообразии коразмерности 2, 
трансверсальном плоскости, натянутой на векторы R'w(x0, S0), v =  l , 2 ,  
в точке х 0. Многообразие, задаваемое функцией (х, grad ср (х)), порож­
дается бихарактеристическими полосками, откуда следует, что вектор­
ные поля R1-  ̂(х, gradcp) интегрируемы и для них соответствующие биха­
рактеристики являются интегральными многообразиями. Если пользоваться 
подходящими локальными координатами, что мы будем предполагать 
в дальнейшем, эти векторные поля будут порождать ту же плоскость, 
что и вектора (1, 0 , . . , ,  0) и (0, 1, 0 , . . . ,  0).

Теперь мы можем повторить конструкции из доказательства тео­
ремы 8.1. Таким образом, запишем

f \ ~ m e - i t f  р  (л-) D ) ( u e u )̂ =  Q  (л, D )  — R t (л:, D ) ,

где
П

Q (х, D) =  V  PU) (х, grad ср) Dj +  а 0, 
1

R t = X t - Jrj{x, D).
1

Д ля каждого фиксированного л: оператор Q(x, D) имеет ту же силу, 
что и оператор Коши — Римана по переменным и  х 2. В силу след­
ствия 7.3.2 из [5] отсюда следует, что рекуррентные формулы

Q{x, D )vktt — R tvk—i t , 'vot =  vQ,
могут быть разрешены в окрестности точки д:0. Предположим, что 
х й =  0. Поскольку Q коммутирует с умножениями на функции от 
дг3, . . . ,  х п, мы можем сделать все v kit равными нулю при (л^, х 2), ле­
жащих вне заданной окрестности 0 , потому что v (х) =  1 при =  х 2 — 0 , 
т. е. на бихарактеристике Г. Доказательство теоремы 8.1 теперь прохо­
дит без дальнейших изменений и дает теорему:

Т е о р е м а  8.3. Пусть ;с0€ 2  и O ^ S 0€R" удовлетворяет урав­
нению Рт(ха,Ъ0)~О . Далее предположим, что вещественная 
и мнимая части Vm (*0, S0) линейно независимы и (8.1) имеет 
■место в окрестности точки (х0,Ъ0). Тогда существует такая 
окрестность 2 ' с  2  точки х й, что для всякого целого положи­
тельного (А можно найти U £ С* (2 ') так, чтобы Р(х, D) U £С°°(2 '), 
и sing supp и является двумерной бихарактеристикой с началь­
ными данными (л:0, S0).
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Для случая, когда коэффициенты постоянны, -это утверждение было 
доказано в [5, теорема 8.8.2].
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