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Введение 

Понятие динамической полугруппы обобщает понятие полу­
группы, порождаемой марковским процессом. Оно используется 
для описания эволюции наблюдаемых открытых квантовых си­
стем, а также процессов взаимодействия между микро- и мак­
роскопическими объектами. Математическое определение дина­
мической полугруппы содержится в работе Линдблада [21], а 
также в статье Горини и соавторов [15]. 

Пусть Ж— гильбертово пространство и 2Г{Ж) — банахова 
пространство ядерных операторов, действующих в 96. Динами­
ческой полугруппой на ?Г{9ё) называется сильно непрерывная 
однопараметрическая сжимающая полугруппа линейных вполне 
положительных отображений Tt: F(<5#){to}fF(«5#), сохраняющая 
след. Семейство сопряженных отображений Pt некоторой алгеб­
ры фон Неймана зФ в себя определяет ст-слабо непрерывную со­
пряженную динамическую полугруппу нормальных вполне по­
ложительных сжимающих отображений, сохраняющих единицу 
алгебры s4> [15, 21]. Полугруппа Tt описывает эволюцию состоя­
ний и соответствует шредингеровской картине квантовой меха­
ники, а полугруппа Pt описывает эволюцию наблюдаемых в 
гейзенберговском представлении. 

Свойством сохранения следа и единицы полугруппы Г. и Pt 
„ обладают или не обладают одновременно [15]. Для полугрупп 

с неограниченными инфинитезимальными операторами это свой­
ство является нетривиальным и некоторыми авторами не вклю­
чается в определение динамической полугруппы [2]. Полугруп­
пы Pt и Tt, обладающие свойством сохранения единицы и следа 
соответственно, называются консервативными, а их инфините-
зимальные операторы — регулярными. 

Дэвис [16] рассмотрел пример сильно непрерывной консерва­
тивной динамической полугруппы Ти связанной с моделью кван­
товой диффузии нейтронов, сопровождающейся рассеянием и 
поглощением нейтронов, а также рождением двух нейтронов 
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лри поглощении ОДНОГО. ЕГО результат является операторным ' 
обобщением теоремы о регулярности двухстороннего Пуассонов- ; 
ского процесса с интенсивностью скачков, имеющей линейную 
скорость роста- Физический смысл нарушения консервативно­
сти в системах с переменным числом частиц состоит в появле­
нии за конечное время с ненулевой вероятностью бесконечно 
большого числа потомков у отдельной частицы. Такое явление 
интерпретируется как взрыв-

Используя конструкцию минимальной динамической полу­
группы, Дэвис получил оценку Тг 7,(р)<Тг р для сжимающей 
полугруппы ~< и показал, что в задаче о диффузии нейтронов 
выполнено обратное неравенство, гарантирующее в совокупно­
сти с предыдущим неравенством консервативность динамичес­
кой полугруппы T.t. Полугруппа Pt сопряжена полугруппе Г, 
относительно билинейной формы <р, X>-=TrpX, <Т((р), Х} = 
= <р, Pt(X)), разделяющей элементы конуса s&+. Поэтому 
Тг Т ((р)=Тгр, если P, (/)==/ и обратно, Pt•(/)•—/, если 
ТгТ«(р)=Тгр. 

В настоящей работе показано, что необходимым и достаточ­
ным условием консервативности сильно непрерывной динами­
ческой. полугруппы Pt является отсутствие в s&+ решений 
уравнения Х—3?(Х), где j ? ( . ) — инфинитезимальный опера­
тор полугруппы в гейзенберговском представлении, a s£+ — 
конус положительных элементов алгебры s$. 

Указанный критерий консервативности сходен с условием 
регулярности Феллера для диффузионных процессов (см. [5]) 
и имеет наиболее простую форму, по сравнению с другими 
условиями, приводимыми в § 3, однако далеко не всегда он 
может быть проверен непосредственно. Конструктивные доста­
точные условия консервативности приводятся в § 4. 

ДЛЯ полугрупп, порождаемых случайными процессами, усло­
вия консервативности также представляют известный интерес, 
поскольку свойство консервативности исключает такие явления, 
как уход процесса на бесконечность, а также накопление беско­
нечного числа скачков за конечное время с ненулевой вероят­
ностью. 

Необходимые и достаточные условия консервативности по­
лугрупп, порождаемых одномерной диффузией и односторонним 
пуассоновским процессом, принадлежат Феллеру (см. [5]). Со­
ответствующее условие регулярности марковских скачкообраз­
ных процессов, имеющих конечную почти всюду, но неограни­
ченную сверху на фазовом пространстве процесса интенсив­
ность скачков, получено И. И. Гихманом и А. В. Скороходом [3]. 
Конструктивные достаточные условия регулярности невырож­
денных диффузионных процессов можно найти в работах 
Р. 3. Хасьминского [9] и Ишихары [17]. Регулярность вырожден­
ных диффузионных процессов, с гипоэллнптическим производя­
щим оператором изучалась П. Маливэном (Малявиным) [22], 
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Икеда и Ватанабё [18], Струком [21] и Висмутом [12]. Позже 
Ж. Висмут применил свой метод для вывода достаточных 
условий регулярности вырожденных скачкообразных процессов 
с независимыми приращениями и интенсивностью, неограничен­
ной на множествах скачков, примыкающих к нулю [13]. Обоб­
щениям его подхода на неоднородные марковские процессы по­
священа статья Р. Леандра [19], В работах А. В. Скорохода [8] 
и автора [10] получены достаточные условия регулярности 
скачкообразных неоднородных марковских процессов с интен­
сивностью скачков, неограниченной сверху на фазовом прост­
ранстве случайного процесса. 

Как было показано в [11], неравенства, использованные в 
а-белевом случае, обобщаются на операторные алгебры и могут 
быть использованы для вывода достаточных условий консерва­
тивности сильно непрерывных динамических полугрупп с нео­
граниченными инфинитезимальными операторами. В настоящей 
статье получены условия консервативности сильно непрерывных 
динамических полугрупп. 

Инфинитезимальный оператор &{•) непрерывной по норме 
динамической полугруппы P.({cdot}) является ограниченным нор­
мальным отображением алгебры s4 в себя. Как показал Линд-
блад [21], его структура имеет вид 

&(Х)=ф(Х)-Ф-Х+1[Н, X], 
где Ф(-) —ограниченное линейное вполне положительное отоб­
ражение s4 в s4, Ф ==Ф(/), /-—единичный оператор, [А, В]= 
—АВ—ВА— коммутатор, А• В=•--• (АВ—BA) —.йорданово про­
изведение операторов. Операторы Ф и Я, входящие в состав ин-
финитезимального оператора З'(-) непрерывной по норме полу­
группы Pt(•), принадлежат алгебре $Ф и порождают действу­
ющую в &6 сжимающую полугруппу W (=ехр {—Gt}, G = iH-{-
+7аФ. 
Эволюционное уравнение для полугруппы Р.(.) (уравнение 
Линдблада) 

§-tPt{X)^Z{Pt(X% 'Pt{X)\t-e-X 

может быть записано в эквивалентной интегральной форме: 

Pt(X)^W"tXWt+\ dsWUs<S>(Я.(X))Wt_s, (0.1) 
о 

где Wx* — сопряженная полугруппа с производящим оператором 
G —•—Ш+'/гФ. Интегральная форма уравнения Линдблада 
содержит явным образом только часть отображения .£.?(•), что 
упрощает интерпретацию правой части уравнения и области ее 
определения, если отображение Ф (*) и оператор Я не ограни­
чены. Трудности, возникающие в теории динамических полу-
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групп с неограниченным инфинитезимальным оператором, про­
являются прежде всего в том, что область определения отобра­
жений ..?(•) и Ф(-) может не быть алгеброй [1], [2], [14]. 
В [11] и в настоящей работе эта трудность обходится, во-пер­
вых, за счет использования в правой части уравнения (0.1) 
вместо операторов Ф (•), ассоциированных с ними билинейных 
форм, имеющих более широкую область определения, и, во-вто­
рых, за счет «внутреннего» пополнения множества отображений 
алгебры М- в множество ограниченных билинейных форм. Для 
пополнения используется такая топология, которая гарантирует 
включение алгебры зФ в область определения всех и, в том чис­
ле, неограниченных билинейных форм, принадлежащих попол­
нению. 

Поясним, каким образом правая часть уравнения (0.1) опре­
деляется с помощью билинейных форм. Каждому ограниченно­
му оператору ХШ(Зв) можно естественным образом сопоста­
вить билинейную форму X, на с/ёУ^а/6 : Х,[ср, •]•]= (ср, Xi|)) и об­
ратно, каждой ограниченной билинейной форме У. молено со­
поставить такой оператор [FJ6J?(.5^), что [Г,]=Г ([4. 
с. 321]). В дальнейшем изложении нижний индекс * ис­
пользуется для обозначения операции, сопоставляющей операто­
ру билинейную форму, а скобки [•] обозначают обратную опе­
рацию. Таким образом, в случае, если инфинитезимальный опе­
ратор ограничен, интегральный член в уравнении (0.1) может 
быть записан в одной из двух форм эквивалентных в том слу­
чае, если инфинитезимальный оператор ограничен 

dsWLsO(Ps(X))Wt_s = 
о 

\dSWU^.,{Ps{X))Wt_ 

Естественное соответствие между билинейными формами и 
линейными операторами в гильбертовом пространстве распро­
страняется на множество ограниченных снизу замыкаемых би­
линейных форм и множество ограниченных снизу самосопря­
женных операторов. Область определения ассоциированной би­
линейной формы шире: 3){Ф,)=3>([Ф,]и

2)^.3>{[Ф*\) (см. 
[4, с. 405]), поэтому в дальнейшем изложении для описания ди­
намической полугруппы мы используем уравнение (0.1) с пра­
вой частью в виде интеграла билинейных форм: 

Pt(X) = W*tXWt + (0.2) \dsWL^,:(Ps(X))Wt_ 
.6 

Условия, наложенные ниже на инфинитезимальный опера­
тор, обеспечивают существование минимального разрешающего 
оператора уравнения (0-2), обладающего свойствами сильной 
непрерывности и нормальности. Сформулируем основные пред­
положения и результаты. 
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§ 1. Формулировка основных результатов 

В настоящей работе используются те же обозначения, что 
и в [И]: 2/6— гильбертово пространство со скалярным произве-; 
дением (.,.), антилинейным по первому аргументу, s& — неко­
торая алгебра фон Неймана ограниченных линейных операто­
ров, действующих в Ж, s&+ — конус неотрицательных эрмито­
вых операторов, порождающий «ss* и £Ф\ — множество операто-
торов из £&+, мажорируемых единичным оператором №s&. 

Область определения билинейной формы X,, ассоциированной 
с неограниченным оператором X : 3) (X){to}3#, обозначим через' 
-25 (-ЛГ.), а значение соответствующей квадратичной формы на 
элементе \\]&2D{X*)—через Х,[\р]. С каждым положительным 
плотно определенным симметричным оператором X : <%){Х)-*~Ж 
можно ассоциировать положительную плотно определенную за­
мыкаемую форму X,, SD (X.) 3.3) (X) ([4], с. 399), а с каждой 
положительной замыкаемой плотно определенной билинейной 
формой Ф» : .2)(Ф.)Х.25(Ф»)-^С — положительный самосопря­
женный оператор,, обозначаемый через [<DJ : W (Ф.) = 
-=-25[Ф.]1/2э^5[Ф,] ([4, с. 405]). Элементу Q из алгебры 
F(.s£, Ж) ограниченных линейных отображений зФ в s& сопо­
ставим линейное отображение Q* алгебры s£ в множество огра­
ниченных билинейных форм: 

Q.(A)[<P, чй-= (Ф> Q(A)t ) , A&st. 
Множество всех таких отображений обозначим через F , ( j -# ,Ж). 
Отображения из F , достаточно определить на порождающем 
конусе неотрицательных эрмитовых операторов s&+, элементам 
которого соответствуют неотрицательные билинейные формы, 
образующие множество s^,+ {36). Индексы was используются 
в дальнейшем изложении для обозначения слабой и сильной 
сходимости, &~™(s&, Ж) обозначает линейное пространство 
(w, s) -непрерывных отображений si> в s&: 

Р(Хп)^0, если Л'„-».0, РеРт№,Щ, {Хп)£М, 
w S 

a ^"(sfi, Ж) — соответствующее линейное пространство отобра-. 
жений алгебры s4- в множество билинейных форм. 

Пусть || • || — норма в Ж, порождаемая скалярным произве­
дением, и 38 — плотное в Ж банахово подпространство с нор­
мой || • | |J?^| | • ||. Рассмотрим пополнение множества &ГШ{^Ф,Ж) 
в отделимой локально выпуклой топологии, которая задается 
с помощью системы полунорм РА,в{-), параметризованных аб­
солютно выпуклыми (то есть симметричными) компактными 
в сильной топологии на rf и в топологии равномерной сходи­
мости на & множествами AG«s$ и Вв$: 

Р л . Л Ф * ) - sup | Ф Л ^ ) [ Ф , ^ ] | . (1.1) 
ХСА;<р,-фЯВ 
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Пополнение линейного пространства <Fws(s4-, Ж) в этой топологии 
обозначим через &™s(s&, Щ: Аналогичная конструкция пополне­
ния пространства &ws(s£, Ж) была использована в [11]. 

Отображение Ф... из <Fws(s&, Щ называется вполне положи­
тельным, если 

2 М В Д №.*,*,]> о <1-2) 
и,] 

для любых конечных наборов {Г.,}б.я£, {^}в^. 
Используя представление Стайнспринга [23] для ограничен­

ных вполне положительных отображений и описанную выше 
конструкцию пополнения, можно показать, что множество 
«-."-непрерывных вполне положительных отображений 
CP,WC(}&,$) замкнуто относительно композиции справа с огра­
ниченными отображениями из CP,ws(sfi,$). Схема доказа­
тельства, принадлежащая А. С. Холево, приводится в [И]. 

В дальнейшем изложении предполагается, что Ф#(.)б 
GCP,sm(M,.<%!), Ф„ = Ф, (/)—замыкаемая неотрицательная били­
нейная, форма и Ф~Ф(1) ассоциированный с ней неотрицатель­
ный самосопряженный оператор с плотной в Ж областью опре­
деления .<D (Ф) s£D (Ф,). Мы исключаем из рассмотрения слу­
чай 2)(Ф)=0, который, впрочем, не является математической 
экзотикой. Например, марковские, полугруппы, изучавшиеся в 
работах [13, 19], имеют инфинитезимальные операторы вида 

N оо 

^ ( X ) = - 2 \ dzgk{z){eif,kzXe-iffkz~X-iz[Hk, X]) + i[HQ, X], 

где {Hk}$ — Самосопряженные операторы первого порядка, 
со 

jj gk(z)-min(1, г2)dz< оо. 
—оо 

N оо оо 

Здесь Ф (Х)=2 $ gk(z)еШкгйг и если \gk{z)dz= оо, то 
k=-\ —СО —00 

Ф(/) = ^\gk{z)dz= оо, 3>(ф(1))= 0 . Теория, излагаемая 
.... 

ниже, на такие уравнения распространяется в § 5. 
Уравнение Линдблада инвариантно относительно замены 

ф->ф+/.Я поэтому, не уменьшая общности, будем считать, 
что Ф (/).>-/ и потребуем, чтобы область определения самосо­
пряженного оператора Н, входящего в •»?'(•)> имела плотное в 
2k пересечение с :25(Ф): 

э.250с.2>(#)Л.2>(Ф), Щ*=36,. - (1.3а) 
где ..-50~— амыкание в Ж множества" .22-. 
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Предположим далее, что в 3№ существует ('сильное кепое* 
рывная сжимающая полугруппа операторов W, с г е д а п я т З 
причем * г е н е Р а т ° р о м и ' 

0 = гЯ + - 1 ф , 2){0)92>(Н)П2>{Ф), .2>(ф)ся . (1.36) 

где .$ —банахово пространство, используемое в ППППРПУПР ПО 
пойнения множества &»'(&,Э№). процедуре по 

Для того, чтобы при каждом I оператор Wt являлся эле­
ментом алгебры М-, потребуем, чтобы при всех Я > 0 алгебра 
М- содержала резольвенту оператора G: 

( G + l / ) - ' 6 ^ . ( L 3 B ) . 

Условие, обеспечивающее согласованность выбора банахова 
пространства $ со свойством сильной непрерывности решений 
уравнения Линдблада, состоит в требовании ограниченности и 
сильной непрерывности полугруппы Wt в 33; 

WM®<eCt\\M\%, lirnll^^-^lb—^OV-v^.f. (1.4) 
Если, например, @= {\р: ||Gi|>||<oo}, то условия (1.36) и (1.4) 
выполнены для нормы ||i|)||^ •= || (G+/)i|)||. 

В § 3 показано, что сформулированные выше условия (1.3), 
(1.4) достаточны для существования сильно непрерывной полу­
группы нормальных отображений Pt(-) : s&-*-s&, удовлетво­
ряющей интегральному уравнению (0.2) и минимальной в том 
смысле, что Pt (X){le}P4 (X), X&S&+ для любого другого ограни­
ченного сильно непрерывного решения Pt(-) этого уравнения. 
В классе консервативных решений минимальное решение един­
ственно. Этот результат является операторным обобщением из­
вестной теоремы о минимальном решении уравнения Колмого­
рова—Феллера. 

В заключение § 3 получено необходимое и достаточное ус­
ловие консервативности: s--lim Q" (/)==-О, где Qn(X) = 

Л-+-СО 

--= Q (... Q (X). •.)> a Q (•) — вполне положительное отображение 

из # ~ (.J#, Щ. 

Q(X): \dte~Wf
iO!i!{X)Wt xe^-. 

В § 4 выводится достаточное условие консервативности: 
,п 

Inf sup sup У, , nk(R———=-00, (1.5) 
Eg(0, l ] n {{lambda} A } g A j S W'' Qk(-BeXk)^ 

где B=(Q(/)-1—I)~X>I, BK = B(I+XB)-\ a Л — множество не­
отрицательных последовательностей {kk} : 2A,ft.-= 1. Необходимое 
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условие консервативности имеет более простой вид 
оо 

2(^<эм-з--)-|>)---.«>.' (1.6) 
6=1 

где Q (X)=- Q (/Г1 Q (X) Q (/)--, Q (I) = Q (/)---» / + .5--. 
•. Для марковской полугруппы, порождаемой скачкообразным 
процессом с интенсивностью скачков V(-) оператор В равен 
оператору умножения на V(-), а для полугруппы, порождае­
мой диффузионным процессом с симметричным производящим 
оператором, оператор В равен VA(-)V, где A — матрица ко­
эффициентов диффузии. Нетривиальная алгебраическая струк­
тура условий консервативности сходна со структурой необхо­
димого и достаточного условия регулярности однородных мар­
ковских скачкообразных процессов ([3], с. 406, [10]). 

В рассматриваемых ниже примерах расходимость ряда (1.5) 
вытекает из совокупности трех неравенств для коммутаторов 

ф- , -Ф(Ф-.) -ф- 1 - /<Сф- 1 , УЯ>0; 
(Г7) 

1[Н,ф-1],^-С1; №,Щ.^-СФ„ 
где Ф = Ф (/):>/, С — некоторая положительная постоянная, а 
[Н, Ф-1], и [Ф, Н], — билинейные формы на .2>(G)> действующие 
по правилу: 

[Н, Ф-Ч. («р. ц,) = (ЯФ, ф - ^ ) - (ф-.ф, Щ) : [Ф, Я]. (Фг|>) -
= (Фф, Щ)~(Нц, Ф1|з). 

Условия (1.7) выполнены, если Ф(.) —ограниченное отобра­
жение, а Я — ограниченный оператор. Если Ф - 1 : 3!) (G)^<2) (H), 
то второе условие является следствием третьего. Первое нера­
венство (1.7) может быть также сформулировано как неравен­
ство для билинейных форм: 

ФЛФя)-(Ф2)*«СФ*. Ф* = Ф (/)(/+ЯФ (/Г1. 
где (Ф2). — билинейная форма с областью определения .25(Ф), 
действующая по правилу: (Ф2).[ф, ф]= (Фф, Фф). 

§ 2. Интегральная форма уравнения Линдблада 

В этом параграфе уточняется смысл правой части уравне­
ния (0.2). Как будет показано ниже, интеграл в правой части 
(0,2) для каждого Хвз£ является ограниченным семейством 
операторов, сильно непрерывным при t-i-О. Сильная непрерыв­
ность этого семейства вытекает из его слабой непрерывности и 
ограниченности, а слабая непрерывность является следствием 
выбора системы полунорм (Г1). 

Пусть Ot6CP?'(s*,S8), X%-*Xi. в st, t|4->.ih в Л при 
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*_^Vte/?+ и пусть U-компактна я --
нутые абсолютно выпуклые п£~Г О К Р е с т н о с т ь точки t. Замк-
{XT}Tg„ ft^. обозначаемые ч ^ Т ™ " ™ множеств 
в 33 соответственно ([7] с 92^ и В' К0мпактаы в -я* и 
шлогического пространства V^}<*z «°лПределения ве1-торного то-
Ф^СРг^Щ и любых к б м п а ^ ^ Г ^ ' 7 ° - / ^ ^ ^ 
Ществуют такая сходящая в T ™ S ^ m € ' * 6 * °У* 
ность {Фп}еСРг(М,з%) и такая%1пп'Л1 К * иоследоватеяь-
тельность е„ = е„(Л, .6), е„>0 ч т £ 0 Д Я Щ а я с я к н у л ю --"Ледова--

Шскольку при т ^ выпоено 1 а Ф ^ М Ь Ф , ^ М 1 | 

^^<X ) f (P' 1 l ' - l — 0Jv(X)[cp,^], то 

1 ? ^ д 1 ф * ^ - ^ ) 1 Ф . * Г Н 0 , если М , в .*, 

1Й^ , Ф Л ^ И Ф '^^ Л , = = 0 ' еслн ъ Л в «• (2Л> 

Из (2.1). следует, что для сильно непрерывного в & ГРМРЙ ства операторов {ХЛ, s*R+ X 5<& у Жг2 в "* с е м е и " 
n m i , . . / „ v%r 1л&/> .---"-i-f ла\~ж, Ль.Э§-+зв и сильно непре-
VW ®1®\ • семейства операторов {^.}, s6 i?+, Г & е ^ 
meDf^n?J?mT M *«*D Q P M n Ф - ^ ) [ ^ - 9 . U-.+1. е * > Я не­прерывна no se[0,f] и *€/?+. Поэтому существует симметричная билинейная форма ф . на .*><», равная интегралу б и л и Е ы х 

Ф« (X) [9, яр] = f ^ ф ф (Р, (AT» [l^_ j9, Wt_y], 
o 

где P s(.) -любое сильно непрерывное ограниченное семейство 
линейных отображений s& в s£ и X6^_-
Поскольку r-:..25(G){to}.2)(G) и 0 |Я ( 0 ) = ^ + ^ ф. Г Д е 

f r . ?v7^ ( ; ) "~ самосопряженные операторы, то для любого №Ю(и) выполнено 

- = - ( ^ Ф 1 ^ ) . 

Поэтому для значений квадратичной формы <p;(X)[.] на плот-
ном в 36 множестве .25(G) ~.# имеет место оценка, показываю-
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щая, что форма ф+] ограничена в Ж: 
t 

| Ф/ (X) И | < || А' || • f ds (Wt_,y, Wt-Л) — 
6 

HIXII(IHIIa-l|iW). ^e^(O). (2.3) 
Отсюда следует, что форма 9t(X)H слабо непрерывна при t\Q, 
ограничена в i и допускает продолжение по непрерывности 
на все пространство 96 (см. [11]). Ее положительность следует 
из положительности билинейной формы Ф,(Р3(Х)), если X&J&+. 
Сопоставим билинейной форме фгРОН линейный ограниченный 
оператор ф((Х)= [ф((Х)]б.5#. 

Семейство операторов Ф.(Х) линейно и ш-непрерывно по X 
и сильно непрерывно при tjO. Сильная непрерывность при t\Q 
следует из слабой непрерывности и ограниченности: 

||Ф* (ВДР<||Ф. (X),H • (*, Ф* (XH) = ||Фг(Х) II -ф((Х)[1Й. 
Поскольку -P.(X) —сильно непрерывное по t семейство опе­

раторов из $ф, то множество {PS(X), sG[0, t]} компактно в силь­
ной топологии зФ. Множества {Wsq>, s6[0, if]} и {lFsi|), s6[0, t]} 
компактны в <Й, так как полугруппа Ws сильно непрерывна в 96. 
Замкнутые абсолютные выпуклые оболочки этих множеств так­
же компактны в зФ и 9§ ([7, с. §2]). Следовательно, для любого 
€ > 0 существует такое отображение Ф..(.)..-СР~-(,-.£,Ж), что 

i 

| (Ф, Ф, (X) Щ ~ \ ds (Wt_/p, ФЁ (Р, (X)) Wt_sty | < е. (2.4) 
6 

Интеграл от непрерывной функции в правой части (2.4) МОЖНО 
аппроксимировать суммой: 

! • 

[i-in\ 

-Hm Ф, 2-" 2 K-k.^(P^-n(X))Wt_k,M (2-5) 

Из (2.4) и предельного соотношения (2.5) следует, что опера­
тор $t{X) можно слабо аппроксимировать операторами из 
^-алгебры М. Поскольку «-алгебра $Ф одновремено сильно и 
слабо замкнута ([J], с. 80), то Ф. (X)6^ ЧХЪзФ. 

Таким образом, каждый член уравнения (0.2) определяет 
•ограниченный оператор из зФ, если семейство Pt(X) сильно не-
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прерывно. Соответственно, равенство 

\dsWU<S>,(Ps(X))Wt_A (2.6) 
6 J 

можно рассматривать как интегральное уравнение Линдблада 
относительно динамической полугруппы, решения которого 
ищутся в классе таких вполне положительных отображений 
F((,)6F(-^>-5^)> д л я которых функция Pt(X) : R+->-$t, Xe^ 
ограничена и сильно непрерывна по t. Прежде чем перейти к 
примерам, рассмотрим две леммы, используемые ниже для про­
верки условия (1.36) и условий согласованности (1.4), а также 
для проверки возможности аппроксимации отображения Ф.(-) 
ограниченными отображениями из СР,ш{.з4>,Ж) в топологии, 
определяемой системой полунорм (1.1). 

Лемма 2.1. Если г[Ф, #]„>—сФ, для некоторого с>0, то 
(а) выполнено условие согласованности (1.4): 

||~^Ил<—Р(с01^11л5 И т | | ( ^ - / ) г | ) | | л . - 0 . 
110 

где 

(б) выполнено условие (1.36): .0 (G) э2> (#•) П..25 (Ф), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия 1*![Ф, #]«.>—сФ» нетрудно 
вывести два неравенства: (G*©+©G),^—(с—1)Ф,; 

/<«.<c9((G*+:V)/(G+V))., где со—=4(1— 2с+4Л)-'>0 
Vk^c/2, Из первого неравенства следует, что полугруп­

па Wt ограничена в .Й7. Действительно, для любого i|)6.25(G) 
имеем: 

|-||^*11л=-(-*Ф+ФС0Л^Ф]<(с-1)11^11л, 
то есть | |W^||2j<exp{(с-1)*}||-|>1&. 

Из второго неравенства следует, что полугруппа Wt СИЛЬНО 
непрерывна в .$?: 

\\(wt~i)^\\%^({Wt-~i)^ oWt-n^X 
<с0(<№,-1){О+К1)%(уР,-1)(О+МЩ< 

< C o | | ( W ( - / ) ^ | | - { t o } 0 , 

если t\0, так как Wt — сильно непрерывная полугруппа на Ш, 
а \|50=- ф-\-М)^£Ж, Vi]D6.2)(G). Утверждение (а) доказано. 

Для доказательства второго утверждения леммы заметим, 
Что 2){G+M)=£){Q) для любого XBR. Для любого # .®(G)n 
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ft-Ф (Я) Л-1 (Ф) выполнено: 

| | (0+и)1И12- | |^ |12+т11Ф^112+М^Фф) + 

+ -^ ( г | , . [ф .# ] , я | ; )+^ |№ 
Учитывая, что /[Ф, Я]...> — сФ* при %>с)2 получаем оценку 

снизу ||(G+X/)ai3|i2>||^||2+-|--||^t|)||2, показывающую, что 
2>(0)с:2)(Н)пЗ)(Ф). Поскольку .^-.©(ф^р.® (Ф), то 3> (0)с#. 
Лемма доказана. 

Лемма 2.2. Если ||ij-i|^—Цф'^Ц и при любом %>0 
отображение 

фг (.)=-- е-ф'Щ(-)е~Ф А, ф = г ф ( / ) > / 

принадлежит СР™*(М,Ж)Л то Ф» С-)6СРГ*И.-)• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что последовательность 
Фп(-) фундаментальна в топологии, определяемой системой 
полунорм (1.1). Пусть А и В — компактные множества в з£+ 

и & соответственно. Тогда, для любых J6A, трвВ выполнено: 
| (ср, (Ф„ (X) - Фт (X)) i|) | < || е-*1»Фт (X) ср || X 

X || Q,/2(X) (е-ф/я—е-ф/я) ф U+II Фт(Х) (е-«/« ~ е-*/») ф || X 
Х||Ф , /2(Х)е-ф/'»гИ1<^||Х 

X {|| Ф У • || (е-ф/" - е-о/*) ip | |л +1| -ц» ||^-|| (е-*/« - е-*/») <р ||*}. 
Поэтому 

lim sup \(<р,(Фт(Х)-Фп(Х))^\< 

< 2 з и р | | ^ | | . 5 и Р | | ( р | | ^ . 8 1 ф | | ( е - ф / » - . е - Ф / ' » ) Я | ) ф | | — 0, 
XQA <pgf» l|)ga 

где -ф Ф —Ф1/2т|)6 ,̂ поскольку на компактных множествах схо­
димость равномерна. Лемма доказана. 

' 'Пример 2.1. Пусть 36 = %%{Rn), & = &№), гд,е@(Щ~ 
алгебра всех линейных ограничшных операторов, действующих 
в Ш, т —• вероятностная мера на JR", f (p, q)~-такая измеримая 
комплекснозначная функция на R"XRn> что 

/ (p, • )е?2 (R», т), V (•) = J т (dg) | / ( • , ? ) |2e^io c (Ял), 

•̂  = Ь : | к II ^ = ,f hKp) |2 (К (p)+l) dp < oo }, 
a(p)—{й]{р)}\<]<п — вектор с гладкими вещественными коэффи­
циентами, | aj (р) | < с (1 +1 р |), V (р) < с (1 +1 р | )2. Предположим , 
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дополнительно, что оператор первого порядка 

G=^((a(p),Vp) + (Vp-«(P)) + H p ) + 1 , ^ - ( ^ - • • • . - 1 э | - г ) 
порождает сильно непрерывную сжимающую полугруппу операто­
ров, действующих в S?2{Rn) (см. (1.3в)): - | W ( = - G ^ . Это 
предположение выполнено, если коэффициенты a>j(p) являются 
гладкими функциями, растущими при |p|->oo не быстрее линей­
ной функции, a diva(p) ограничена снизу. 

Уравнение Колмогорова-Феллера 
, п . 

StX(p, 0 = 2 aj(p)^TX(p, 0 + 

+ \m(dq)\f(p, q)\4X(p+q, t)-X{p, t)) 

Удобно рассматривать как сужение на *-алгебру S'oof.R") уравне­
ния Линдблада для семейства операторов X {£)£$ (Щ, tQR+: 

^X(i)^&{X{t% ..?(X) = ® ( X ) - ® - X + q F / , X ] , 

где Ф(X) ф(p)= \ m(dq) f*\p, q)(D;XD9f(-, qH(-)) + (XV)(P), 
E», —оператор сдвига по переменным р: Dq\\>(p) = \\i(p — q), 
D*a — сопряженный оператор, Н= --,- ((a, v )+ (V, я)). Q=iH-\-
+ 1ф ( / ) . 

Оператор D,—-Ф_1Ф (Фл)Ф-1—- I является оператором умноже­
ния на функцию D%{p): 

Dx{p)={V(p) + \Y2l m(dq)\f(p,q)\*Vx(p+q)-l, 
v% l+X(.V(p)+iy 

Если выполнено условие 
sup(V(p) + \)~l \ m(dq)\ f (p, q)\*(V(p + q)-V(p))<C < ™, 

P . «• 
то выполнено первое условие (1.7): Dx(p)<C {V(p)-{-\)~1 = 
= СФ(/)"' при любом %>0. 

Заметим, что i \Х, Я ] = [X, (a, v)] = [X> (v> а)\- Поэтому вто­
рое и третье неравенства (1.7) 

i [ф-1. Я ] = - \ V (•-)+ 1)Ца, v)V ( - К С 
ф., я ] - -(a, v)v(-)<c(i/(o+i) 

выполнены одновременно, если 

i sup (V (-)+-1)-1 {sum} \ajU>)jjjV<J>)\<C< °° • 
J"1 
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В частности, допускается линейный рост коэффициентов as (р) и 
производных функции V (р): 

|ay .(p)KG ; .( l+|p|) , 1/(p)<CK(l + |p|2), 

В силу леммы 2.1 из третьего условия (1.7) вытекают условие 
(1.36) и условие согласованности (1.4). В качестве плотного в 3@ 
множества 2D0Q2)(G) можно принять Со°(#п) (см. (1.3а)). 

В заключение примера покажем, что Ф% (•)£CP™S{<&, $). 
Пусть {Х„}т°—равномерно ограниченная последовательность опе­
раторов из st-. Из определения Ф%{-) (см. лемму 2.2) имеем: 

(ФАТ01|>) = J «(d?)/•*„(?), Fn{q) = ($„, Xnfy), 
где % (р) = e-(V(p-")+1)^f(p — q, q)ty(p~q)- Заметим, что 

def 

I Fn (Я) | < F (9) = sup j | Xn l| fa, aM и 
п 

J m (dq) (Ь, "М < J е-*ПРШ | ф (р) | dp J m (dq) | / (", q) | - < 

< || i|> ||2 sup I/ (p) е--ИР)Д._ * в-11| -̂  )| 2 < oo. 

Последнее неравенство показывает, что при да-почти всех q функ­
ция i[v(-) является элементом из Si(Rn). Поэтому при да-почти 
всех q limE,,(^)=lim(',i|)-(-), Xntyg(-)) для любой слабо, а тем 

п п 
более сильно сходящейся к нулю последовательности {Хп}. В силу 
теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла 
(ф, Фя(Х„)1|;)->-0 при я-> оо. Полученный результат означает, что 
Q>.b(-)£CPws(s&, Ж). Учитывая результат леммы 2.2, мы заключа­
ем, что ФЛ-)6С-°Г(^-^)-

Пример 2.2. Пусть M = &2(RS), 0о-=-Со°(/?3), V (г) = 
= -ге~«г, >:>0, 

H ~ - ^ A + eV(r), ф ( Г ) - = - 2 - ^ - Г - - 4 + Г, ^ - * Й , 

где &(Ж) — алге.бра. всех линейных ограниченных операторов, дей­
ствующих в Ж. 

В работе [11] показано, что условия (L7) выполнены при 
с — 4яе (1 +- 2/>:) для любого % > 0. Покажем, что Ф* (• )вСР^" X 
Х.{&, &), где ^-банахово пространство функций, имеющих 
конечную норму || -ф || $ — \\ ф1/2-ф ||. Выбор банахова пространства 0S 
в сочетании с третьим условием (L7) обеспечивает выполнение 
условия согласованности (1.4) (см. лемму 2.1) и условия (1.36). 
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Условие (1.3а) также выполнено: С~ (/?-) — ®0д.25 (Я) П-® (Ф), 
.Й>0-=.Ж. Полуплоскость С_—{z:Re.2<0} не содержит точек 
спектра оператора 0 = Ш+ ^ Ф= — (•-£--• + -2)A + "-V(r), поэто­
му (Q-\-%I)~lQ3i(^) для любого А.>0 (условие (1.3в)). Восполь­
зуемся леммой 2.2 для того, чтобы показать, что %(-)GCP™sX 

з 
В рассматриваемом примере (гр, Фх(Хп)\р) = {sum} (а|з А, Хп^} Я), 

где я|зб-Ж "-.'/л — — г ^ ' Ч б ^ причем 

H,-{cdot}{lambda}ll<lhMI sup(^-^)—lhl'll-°(K^) . 
РбЛ+ 

ЕСЛИ последовательнсст-, {X,,} слабо сходится к нулю, то (фу-д. 
A'„i)v,{lambda})-> 0, Поэтому 0»я(-)бС-Ри,-'(«^, Щ- Используя лемму 2.2 
мы заключаем, что Ф,„(-)еСЯ^(^, Щ. 

§ 3. Необходимое и достаточное условие консервативности 
минимального решения 

Рассмотрим рекуррентную ограниченную последователь­
ность линейных вполне положительных отображений 

P^)(-):P'i0)(X) = W"tXWi 

Pin+\):Pin+1){X) = W,XWl + 

+ Г J dsWU®* {Pin) (X)) Wt_s j , (3.1) 

где ФН:бС-°Гг (-^. Щ- В работе [11] доказано, что если X6-^+, 
то последовательность операторов Р\п) (X) монотонна в двух 
смыслах. Во-первых, она монотонно возрастает с увеличением п: 

0<P{Il)(X)<P{tn+l)(X)<I, VXest+ /г—ОД,... 
Во-вторых, при фиксированном п каждое семейство операторов 
монотонно относительно композиции 

Р\я) Цп) (Х))>Р\% (X) VXe^+-
Используя эти два свойства монотонности МОЖНО доказать по 
индукции, что семейства операторов Pt

M(X) сильно непрерыв­
ны по t, нормальны и ограничены сверху 

о<р\я)1Х)</, p{,n)(X)<pt(X)vxeA, 
г д е Р((Х)~любое ограниченное положительное сильно непрерыв-
н ое решение уравнения (2.6) (см. [11]). 
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Свойство монотонности no n последовательности ограниченных 
операторов Р\п) (X), Х%зФ+ позволяет определить верхнюю грань 

/ M X ' ) - 1 . u. b . P i n ) ( ^ ) 
п 

и доказать нормальность и слабую непрерывность по t отображе­
ния Pt(-)(m. [11]). 

Обозначим Pf%(') отображение s& & S4-, действующее по правилу 
P?\{X) = Wt-*XWt-x, 

и пусть 

Р'№{Х)=Р?Х{Х) + \dswU^APinX(X))wt. 

Семейство'отображений P{t% однородно по t:P\l\ = p\^}rtu. След­
ствием однородности является полугрупповое СВОЙСТВО верхней 
грани. 

Л е м м а 3.1. Семейство линейных вполне положительных ото­
бражений Pt{-)\s&-±s4> обладает полугрупповым свойством 
Л(/Л(')) = ^+Л-)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Qn[t, г?)«-мерный сим­
плекс 

•-Ыг> 0 — {~-Ч>- • •sn:t>s1> ... >sn>x). 
Произвольно взятая точка 86 |/-\ t) разбивает множество точек 

{Sk}1 на два подмножества, состоящие из k точек {s.-:0 >.•>,•}?= i 
и из n—k точек {s1:Q<Si}t'Lii+h где £6 {0,1 , п}. Точкам мно­
жества {si: 9 < s{}k + . соответствуют точки из 0,п-к [0, -О- а точкам 
{si: 0 > si}? — точка из £2*[т, в]. При различных А множества 
£-М*> Э)Хйи-.4[8,' t) не пересекаются, а их объединение по k ис­
черпывает все возможные комбинации взаимного расположения 
9 и {sR}. Поэтому 

Q-.Ii., t H U (Q*[t, 0) X fl«_* [9, ..*))• 
А=0 

(3.2) 

Сопоставим множеству Q0[t, г!) отображение Z?/1T(-) = P i - t ( - ) , a 
множеству Qft [т, t) интеграл композиции вполне положительных 
отображений: 

-.00 D№ + 
Г-'А-: 

f d ^ - A ••• I ^ Ж ^ Д <̂ _{tau}X«Vx 
L t 

Из рекуррентных формул (3.1) следует равенство 
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р{/:1(х)=То\':1{х), 
ft = 0 

а из разложения области интегрирования (3.2) следуют разложения 
семейства операторов 

D\VAX)^y,Di:fk)(D^(X)). 
ft=-0 

Теперь из леммы о верхней грани ([1], с.84) вытекает полугруп-
повое свойство: 

P,.0(X)—L u. b - 2 L ) ( ? i w = 2 2 ; ^ S ) № w ) — 
-V »—=0 tt=0fc—-0 

оо оо 

= 2 2-o^ft)(^(X))=^,o(p0,o(X)). 
fe=-0 n=ft 

Лемма доказана. 
Из ограниченности, сильной непрерывности в нуле и полу-

группового свойства семейства отображений Pt{-), №R+ выво­
дится сильная непрерывность на R+: 

Hm| |P / + e (X)- j > -P < (X)T |> | |<1 im| |P < (^ ) l | - | l (P - (X ) -X )* l l< 
s\0 

<||Х||Пт[|(яГ(АО-^)^| = 0. 
s | 0 

Поэтому существует ограниченный оператор 

®t(X) = ^dsW^o^PAxWi. 

являющийся слабым пределом последовательности операторов 

ф(?Ч*н 
.0 

УФ,£СРТ И , 

Поскольку Ф, (X)=1. и. Ь. Ф)в) (X), ЧХЪ&\ то ф. (X )= s -

— lim Ф1'° (X). Это утверждение распространяется по линейности 
на всю алгебру s4>. Следовательно, в рекуррентных формулах 
(3.1) возможен предельный переход з сильном смысле. 

Пусть Р((Х)-~любое сильно непрерывное по t решение 
уравнения (0.2). Из неравенств р\л) (X)<Pt(X) VXe&+, ji>Q 
следует оценка для верхней грани Pt(X) = l и. Ъ. Р\п) (X)<Pt(X), 

п 
показывающая, ЧТО построенное выше решение Pt (X) является 
минимальным сильно непрерывным решением уравнения Линд-
блада. 
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Докажем единственность консервативного минимального 
решения. Действительно, если существует консервативное ре­
шение Pt, отличное от минимального А, то существуют такие 
1]зб ,̂ tGR+ и Xu&i, что (q,Pi(X)$)<(q,Pt(X)yp)> 
(г|з, Pt(I—X)oJ3)-<(^, Рг(/—-X)i|)). Сложив оба неравенства, по­
лучим, что минимальное решение не консервативно. Из полу­
ченного противоречия следует единственность минимального 
консервативного решения. Таким образом, доказана 

Теорема 3.1. Если выполнены условия (1.3) — (1.4), то 
существует минимальная сильно непрерывная по t полугруппа 
нормальных вполне положительных отображений алгебры $&• 
в себя. Если минимальная полугруппа консервативна, то дру­
гих консервативных решений в этом классе не существует. 

Следующая теорема дает необходимое и достаточное усло­
вие консервативности в интегральной форме. 

Теорема 3.2. Если выполнены условия (1.3) — (1.4), то ми­
нимальная динамическая полугруппа Pt(-) консервативна 
тогда и только тогда, когда 

..s-IimQ" (/)-•--О, где Qn(X) = Q(... Q(X)...) 

Q ( X ) - (3.3) 5 dte--r;<p... (X) w-t 
. 0 

Доказательство- Разность R^ = / — P$n) (/) удовлетво 
ряет рекуррентной системе 

Rl<"+>): , Hf^I^WWi. ldswUs4>.Artn))wt_ 
о 

Из приведенных выше априорных оценок для операторов Р^ (I)-
следует, что 0 < R(

t
n+n</?{"• < / \ Поэтому Pt (/)•=-1 тогда и 

ТОЛЬКО тогда, когда Rjn) ->0 
w 

0-(ч|»1(/--Л(/))*)---11т(-|>, {T-P\n)(I))^)=-\\m[^R\n\). 
Из равномерной ограниченности семейства положительных опера­
торов (/?/и))Г и слабой сходимости к нулю следует сильная 
сходимость к нулю при я->оо. 

Покаже-м, что s — lim R{/1) = 0 тогда и ТОЛЬКО тогда 
.S — limQ^/^—O. 

Семейство неотрицательных операторов Rt'l) сильно непрерыв-
оо 

но, поэтому существует оператор P<,n)=\)e~tR\n)dt, причем 
<_• о 
~*(п)_>0 тогда и только тогда, когда ^л)-->0 при каждом tQR+. 

S S 
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3<">. Из (3.3) следует рекуррентная система для /? 
со р 

\dte-W^.M{n)Wt 
Lo 

= Q(RW) 

Таким образом, s — lim Л,<;г) — 0 тогда и только тогда, когдй 
s — lim Q"(^ ( 0 )) — 0. Для завершения доказательства остается 
заметить, что f>m — Q СО- Теорема доказана. 

Т е о р е м а 3.3. Если выполнены условия (1.3) — (1.4) и 
& % (X) —билинейная форма на 2)(0), действующая по правилу 
&*. (X) [Ф, Ч»]- Ф» W [Ф. ^ ] ~ ( О ф , ХЦ)-(Хч>, G-ф) VXQ&; Ф, г[)6 
625(G), то минимальная динамическая полугруппа Pt(-) консер­
вативна тогда и только тогда когда одно из уравнений / — Q(Y) 
или Y ± = ^ Л: (Y) на 2D (О) не имеет решений в s&+. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. .Покажем, что уравнения 7 = Q (Г) и К... ==•• 
= i?... (К) на .©(G) эквивалентны. 

Если ЩЗ) (G), то для любого Yf*s&+ выполнено неравенство 

0<Ф(0—(^Л|', <i>(Y)Wtiti<\\Y\\(Wtx\i, Q(I)Wrt)™v{t), 
Неотрицательная функция ф(/) .является непрерывной и интегри­
руемой с весом е~': • 

со / с о \ 

S e - ' 5 ( t ) r f t - = | | - , | | ( | | i | j | | - - S e - ' l | W ' * 1 l J l l ^ ) < c o -

Отсюда следует, что e~-q>(t){to}0 и тем более 6~-q)(t){to}0 при 
t -^ со . 

Пусть Kg.J$+. Рассмотрим функцию 
-/ 1 Г' 

Y(t)= ]e^W^^(Y)Wxdx = $в--(--'-)^;_гФ<!(К)Wt^xdx 
Lo J Lo 

Из леммы о наименьшей верхней грани следует, что. 
s — \imY(t) = Q(Y). С другой стороны, 

t-t-co 

(-]>. Г (0 -ф) -= (W,aj>, Ф (К) WV|,) е~' ^ Ф (t) в"- = 
= (Ф, Ф (X) Ч>) - ( G i У (0 Ч>) - О' (О Ч>. G fo) - ^ . ^ Ю *)• (3-4> 

Если К —решение из .J#+ уравнения y==.Q(F), то s-lim Г (г.) — Y 
Учитывая, что ф(г)е~-~>0 при t-+cn, перейдем к пределу 
в левой и правой части равенства (3.4) и получим уравнение 
Yt = 3?t{Y) на 2)(G). 

Обратно, пусть Y£S&+ --решение уравнения У... — 3? % (У) 
на 3){Q). Рассмотрим функцию У (t): 
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0|), Y (t) if) = V ' (Wty, Ф (Г) W^J, i|>L5) (G). 
Учитывая, что из уравнения У..—i.?.., (.К) следует равенство 
$#(?)—У*-1~{Р*У+У6)# на .®(G)> получаем соотношение: 

(г|), Y(t), i)~e-<{(GW^, rWtf) + (YWt% GW&) + 

+ ( П ^ YWt$))= ~ w e-' (W*b UPS-
Поэтому 

t 

J е~т («Ч>, Ф (П tt^t-jj) d t = (^, Yq) - e~< {Wtf, YW&)-
о 

Переходя теперь к пределу при t—v-эо, получаем уравнение 
для Y: 

(ф, <2(ВД = 0|>> Y,ty) Уг|)б.0(С), то есть У=(Э(Г). 
Обратное утверждение доказано. Таким образом, уравнения 
F=Q(y ) и У.=3'4У) на .0(G) эквивалентны. 

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, 
что 

/ > Q ( / ) > 0 , Q»(I)-Q»+4I)~Q»(I-Q(I))>f), 
так что последовательность {QCOJi" принадлежит s&\ и монотон­
но убывает. В силу леммы о наименьшей верхней грани суще­
ствует тривиальный или нетривиальный предел X=s—Jim Qn(I). 
Если X¥-0, то X — нетривиальное решение обоих уравнений: 
X=Q(X), Xt*=&,{X). Обратно, если уравнение Y=Q(Y) 
имеет нетривиальное решение в «s^+) то X— Г/||Г|| — решение 
из s&i того же уравнения и поэтому 0{le}Qn(/—Х) = Qn(I)-~X. 
Поскольку при всех п Qn(I)^X, то в силу леммы о наимень­
шей верхней грани существует нетривиальный предел Y= 
—s—lim Qn(l). Теорема доказана. 

Формулировка необходимых и достаточных условий кон­
сервативности, приведённая в теореме 3.3, имеет наиболее про­
стой вид, однако с точки зрения приложений наиболее удобен 
критерий консервативности, полученный в теореме 3,2. При­
ведём соответствующий пример. 

Пусть Ф=Ф(7), Ф->Ф и ^ — сильно непрерывная полугруппа,. 
порождаемая оператором Ох= г 'Я+ -g (Ф + Х (Ф{ —Ф)), ЩО, 1],. 
причем 2){0ъ)э3)(0х), ЖЩ^Эё;. Соотношения 

•J (н^ф, whp) — - {wfa (Ф,+ ЦФ, - Ф)) whp) < о,. • 
со оо 

ш J е-* (W}$, Wfy) dt=. - j te-t [Wty, (Ф1 - Ф ) W}y) dt < C 
0 • . 0 
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показывают, что AA=j e ' [Wff Wfdt — молотонно убывающая, a 

Q , - [е - ' ( ^Г (Ф + (̂Ф1 — Ф ) ) , и / ^ - = / — А 
.о 

-монотонно возрастающая функция параметра Л6[0,1]: 
"оо "1 [ СО 

Q = f е - ' (е--")-* Ф*е-°1сН < \е-*(е-°^)щ{Фх)^е-°^са (3.5) 
Lo J I 6 J 

Используя это неравенство, рассмотрим пример сильно непре­
рывной консервативной динамической полугруппы, принадле­
жащий Дэвису [16]. 

П р и м е р 3.1. Пусть Ж — гильбертово пространство и 
{яд}-°° — возрастающее семейство проекционных операторов: 
I,nk=I, Зёк=лъМ. Предположим, что подпространства 3@н ин­
вариантны относительно действия полугруппы Wt и пусть 

я>.Ф(X)jrft—ЯьФ(nh+iXtth+i)Kk VX£s& 
пкФ(1)щ^Хк1, 

где {%и} — возрастающая последовательность положительных 
чисел. 

Тогда, с одной стороны, для любого \\>G%gh выполнено: 
(1)5, Qn+1{I)^) = (^,nkQ(nh+iQ(. . .nh+nQ(I)nh+n- . . )ЯЛ + П) .ПИ)). 

С другой стороны, из неравенства ял+пФ (/) ttk+n^K+nl и из 
неравенства (3.4) для Ф1 : лиФ^—Хь,! следует оценка: 

W 2 (j) «кн, < f <г^Ш-^\+ne~{tH+^nt)dt - (/ + -knUr-
0 

Поэтому 

"*Q (• • .n*+„Q (->*.+„.. . ) я А < П (1 + ^7+ /Г<ехр — 2 *"W •• 
у=о \ о У 

ОО 

Множество Ж' = 1J я й г ^ плотно в '30, следовательно, s-lim Q" (I) = О, 
О л 

если ряд "S'-.*"' расходится. Таким образом, условие "~kfe ~ °° 
является достаточным условием консервативности. 

Перечисленные выше предположения о свойствах отображения 
Ф(-) и полугруппы W7,, выполнены для фоковского пространства 

со 

2в=®9ви, ^eN=^N^i:{Rn)) и для отображения Ф(-) = 

• 2 Фу (0(116]): 
У=1 

Ф Д П — ^ Г ^ Г , . В\~а (/!•), 
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/-(•)€" (/?")• /i-(-7) — / ' ( x + <7)> 
где ф(^п)—пространство гладких быстро убывающих функ­
ций и #=—А. 

Соответствующая динамическая полугруппа описывает мо-
дель эволюции наблюдаемых открытой квантовой системы, в 
которой оператор Вх

1 характеризует поглощение нейтронов, 
оператор Вх

2 — рассеяние, а оператор Bx
s — рождение двух 

нейтронов при поглощении одного. Оценка яАФ (/) n^Ckl ос­
нована на приводимой в [16J лемме Хёф—Крона. Из указан­
ной оценки следует, что выполнено достаточное условие кон­
сервативности: HXk'^^iCk)-1 — со. 

В заключение этого параграфа покажем, что оператор Q— 
= Q(I) можно представить в виде Q-=(/+-в-•)-••, где В — об­
ратимый на плотном в <№ множестве положительный самосо­
пряженный оператор. 

Обозначим через А оператор из зФ\\ 
со 

A^\dte~W'\Vt. 
6 

Интегрлруя по частям и учитывая, что — W*W( *=~W*$Wit 

нетрудно убедиться, что A + Q (/)==/, где 

[СО - | 

\dte-tWp*{X)Wt\. 
6 J 

Таким образом, 0 < A < - - / < Q < / . 
Лемма 3.3. Если выполнены условия (1.3)—(1.4), то 

А(Ю(0))с:Ю(а)*, R{A)~m, kerA = {0}, оператор A"1 само­
сопряжен и Q (/)—(/ + В4)'1, где 5 — А-1—1>1. 

Доказательство . Оператор А удовлетворяет уравнению 
.Ж7 + О М - - . - / - А Поэтому || OMiJ»||<||-j)|| + || АЭД<||г|>|| + 
+ Т " ^ " ДЛЯ л ю б о г о ^б.~(0), то есть А(2)(0))д2>(0*). 

Если фб-^ и i[J-7--0, то из сильной непрерывности полугруппы 
Wt в Ж следует, что ]im|JI#V|;/f>0, поэтому \% Лф) = 

' .Ю 
== j <r>|jtPVp[j.-rft.>0. то есть kerA-{0). Докажем, что 
A(g)(G$) плотно в .Ж Предположим противное-—пусть линей­
ное пространство L •— А (ЗУ) (О)) не плотно в Ш, то есть суще­
ствуют такие МЭ$ и открытая выпуклая окрестность U = U(h) 
точки h, не принадлежащая L. В этом случае по теореме Хана-
Банаха найдется элемент ^&Ж, ij;{ne}0 ортогональный L и поло-
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жительный на U. Пусть {ij)n}i':0 — последовательность из .25(G) 
сходящаяся в Ж к ~|-. Тогда, с ОДНОЙ стороны, Цт(г|з,Ля|-п) = 
= {% Ai|))>0, ибо ij){ne}0 и оператор A ограничен и положителен, 
а с другой стороны, At|)„6L, и поэтому (г|), Ai|5n) = 0 при всех n. 
Из полученного противоречия следует, что L-=X. Таким обра­
зом, оператор A-1 симметричен и плотно определен: его область 
определения .25 (A-1) содержит плотное в 36 множество 
A (.25(G)), а множество его значений содержит все пространст­
во 36. Следовательно, A - 1 — самосопряженный оператор ([4], 
с. 341), A- '^2L Положительный оператор B=A~l—/j>/ также 
самосопряжен. Несложные вычисления приводят к последнему 
утверждению леммы: Q(I) =I—A=A-B= (В+1)~1В = ( / + 5 - 1 ) - 1 . 
Лемма доказана. В дальнейшем изложении этот результат ис­
пользуется для оценки степеней отображения Qn(I). 

§ 4. Неравенства ДЛЯ вполне положительных отображений 

Оценка снизу и сверху для последовательностей положи­
тельных операторов {Qn(/)}i°° вытекает из известного неравен­
ства для вполне положительных отображений 

Q{z)>Q(I){Q{2rx))-"Q{I), ze^+, (4.1) 
справедливого, если операторы г и Q(z~l) обратимы и оператор 
2Г-1 ограничен (см. [20]). Из (4.1), в частности, следует нера­
венство, используемое ниже для вывода необходимых условий 
консервативности: 

Q ((/+К)"1) > Q (/) ((Q (/)+Q (-0Г Q (П = (Q(f) + Я(ПГ, 
где 

Q(K)=Q-4/)Q(r)Q-1(/){cdot} (4.2) 
Пусть Q(-) —отображение, определенное формулой (3.3). Тог­
да из леммы 3.3 следует, что Q(/)==- (Ir{-B~l),~\ где В — поло­
жительный самосопряженный оператор, причем Д > / , i,2/{le} 
{le}Q(/){le}L Если оператор У выбрать так, что Y—В~\ то QU) — 
---/+5-i = / + y . Тогда 

Q" / 1 ] > Qnr-i I I 
I + B-1 ) ^ \ / + B-. + Q(B--) 

>Qn~2( -—- -s •)>(/ + 5-1 + Q(5- I)+ . . . 

...+Qn(B-1)r1. 
Таким образом, Qn+1(j)==Q"(Q (-r))>(-r + -5" I +• •.+Q"(-9"1))™1-
Следовательно, для того, чтобы выполнялось условие 5 — 
-— lim Q" (/) -=0 .необходимо, чтобы 

---л 2 0-/г(-9-1) = 0 . 
ft-0 
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я 

Учитывая, что для любого положительного оператора X спра­
ведливо неравенство 

(г|), (/ + XT1 Ц) > (1 + (il), -ф)-1 '(?|), X^))-i (я^, г|>)) V-JJ65», 
получаем необходимое условие консервативности в слабой 
форме. 

Т е о р е м а 4.1. Пусть выполнены условия (1.3) — (1.4). Для 
консервативности СИЛЬНО непрерывной минимальной динамиче­
ской полугруппы необходимо, чтобы 

со 

для любого 1|)б.Ж, где Q(-) —вполне положительное отображе­
ние, определенное формулами (3.3), (4.2). 

Следующее неравенство, используемое для вывода достаточ­
ных условий консервативности, также является следствием не­
равенства (4.1). 

Л е м м а 4.1 ([11]). Пусть X0 = I, Q (•)—линейное вполне 
положительное ограниченное отображение алгебры Ы- в себя, 
Xi и Q (Х{) —положительные ограниченные обратимые опера­
торы из М- и Q(/){le}L Тогда справедливо неравенство: 

Q f i ^ r V 1 <fi(Q№)r1) • (4.3) 
Рассмотрим формальный вывод достаточного условия кон­

сервативности с помощью полученного неравенства (4.3). Учи­
тывая, что Q(I)'— (1-\-В-х)-\ получаем цепочку неравенств: 

Q*" (/) < Q» ((/ + В~1Г) < Q'1'1 ((/ + Q (ПУ: + (Q (-5)rIT1 < • • • 
. . . < ( / + x r - + ( Q {В)ГЧ~ • • • +(Qn(-5))-1r1. 

Так что "—-lim Q"(/) = 0, если 

*- l ini \2(Qk(B)r =o. 
Теперь воспользовавшись неравенством 

(Ч>, ( /+х-Т 1 У) < ((Ч>, ^Г1+0|), Хл\,рг\ 
получаем достаточное условие в слабой форме: 

Поскольку оператор В, вообще говоря, не ограничен, приведен­
ное условие требует уточнения. 

Чтобы исключить использование квадратичных форм вида 
Ф»(.В), где В=А~1 — I — неограниченный оператор, рассмотрим 
семейство ограниченных операторов B,.=Q- (Л+Я-З""1) = 5 ( 7 + 
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+Щ-\ где Q^Q(I) Я€(0,7»). коммутирующее с A и О Се­
мейство операторов 5 , ограничено СНИЗУ и ГНРП™-

o<(i+2x)-/{le}fi^_); /)
 сверху-

и, кроме того, v " ' 
(Q- l+.^r<2.X/+(/.4-A'+.s j--' ri vXG^. 74 6) 

Следующая лемма обобщает неравенство (4 6) и является 
техническим инструментом, используемым для вывода достаточ 
ного условия регулярности. Она позволяет оценить свеоте сгте 
пени» отображения Q(-). оценить сверху сете-

*Л — п ^ Ш к £ : Я Л Ю б ° Й —едовательности Mf* 

Q ^ ) ( / ) < 2 / | ^ 4 - ( / + |QM5 f tr)" I
> (4.7) 

где Bk = Bh, Л= |Ы° , Ы(0, 1/2), 2 ^ < 1 
Теперь, как простое следствие леммы 4.3 и теоремы 3,2, мы 

получаем достаточное условие консервативности. 
Т е о р е м а 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Ди­

намическая полугруппа с производящим оператором S? (•) кон­
сервативна, если для любого -фб.®-

J?* S"P ЛРА 2 (Ч>. Qk (Be,k) ^)-i= оо. (4.8) 
8g(0,l) n {Л4}£Лй=о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применив неравенства (4.2) и (4.7) 
для оценки квадратичной формы (яр, Q"(I)г])),-получим: 

(Ф, Q r a( / )^<24l^l | 2+Ml^ir 2 + il(̂ QM-5E{lambda},)̂ )-4 • (4-9) 
Неравенство (4.9) верно для любой последовательности. 

{X/JeA и для нижней грани по всем последовательностям из Л. 
Переходя к пределу при п—»-оо и e{to}0, получаем достаточное 
условие (4.9) сходимости Qn(I) к нулю. Теорема доказана. 

Доказательство расходимости ряда (4.9) тривиализуется, 
если выполнена оценка 

<2пШ<С1{Ф + СзП1), ЩО, 1/2), C l , c 2 > 0 , (4.10) 
которая имеет место, если выполнены условия (1.7). Выводу 
этой оценки посвящены две леммы. 

Л е м м а 4.3. Пусть выполнены условия (1.3) и А — опреде­
ленный выше обратимый на плотном в Ж множестве неотрица­
тельный ограниченный оператор, являющийся решением урав­
нения AG+G*A = I—A. Если существует такое с > 0 , что 
i[H, Ф-1]^—cl на 0(G), то есть 

I [(Яф, <Е>--ср) - (ф-1<р, #Ф)] > — с (Ф, Ф) ?фб£5 (О), (АЛ 1) 
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то £ < ( с + 2)'Ф, где Ф-~--ф(/), Я — Л " - Л В>1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ниже будет показано, что если вы­

полнено условие (4.11), то 
А = {с+2)-1Ф~1+Ь, 6>0, (4.12) 

причем из А 6.̂ 1 следует, что #</- Ниже мы покажем, что 66 
6.s$,' тогда, из неравенства Л_>(с+2)_1Ф-1 вытекает оценка 
В—A-1— 7{le}(c+2)®. Оценка оператора В снизу следует из 
леммы 3.3. 

Для доказательства разложения (4.12) рассмотрим уравне­
ние для оператора Ъ, вытекающее из уравнения для А: 

*С?+0*& + (.г+2)г-/ + (с + 2)-Ч[ф-1, Н}=1~{с + 2уЩ-Ь. • 
Решение этого уравнения имеет вид оператора, ассоцииро­

ванного с плотно определенной билинейной формой: 

ft = (C+2)-- jj dtertW^Wt Л—(с + 1) / - Ф-1 - г [ФЛ HI. 

причем 2D{A.t)^3)(G). Пусть ijj6^(G). Тогда ф-.-И^б.®(°)Я 
C.2D (Ф) д существует такой элемент ср, что Ф-—фф. Следова­
тельно, 

Л*-[Ч>1-=(с+1)(Ф, <Р) — (Ф, Ф - ^ - И Ф , [Ф-1, Я] ,Ф) , 
где (Ф, [Ф-1, Я]*Ф)- (Ф-!Ф, Яф) - (ЯФ, ф--ф) = ~ (Ф, [Я, ФГ-ЬФ). 
В силу неравенства (4.11) и оценки 0 < Ф - 1 < / имеем: 

Л=ЛФ] > (с + 1) (Ф, ф)--(ф, Ф) - с (Ф, Ф) == 0. 
Таким образом, для квадратичной формы (i|>, b^) = 

СО ' ' 

= (c~\-2)~1\j.dte~iA.i:[Wtty] на плотном в Ж множестве 3)(G) 
о 

выполнена оценка (ф, бф)>0. Следовательно, # > 0 и 
A>(c-f-2)~4lri. Лемма доказана. 

Лемма 4.4. Пусть выполнены условия (1.3) и существует 
такая неотрицательная постоянная с, что i [Ф, Я]* > - сФ„. на 
-25(G), то есть 

i [(ФФ, Яф) - (ЯФ, Фф) ] > - с (Ф, Фф) V<pê 5 (G). (4.13) 
со 

Тогда ^аГ^- - | |Ф^Ф| | -< (Ф, Фф)+4-||Ф|Р. 
о "" 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На плотном в <Ж множестве 2D{G) 
выполнены' следующие равенства для билинейных форм, выте­
кающие из формул интегрирования по частям: 

со со 

5^-^1,^|р= (ф ,Фф )+^-^ ( | |1^|р ) . - . • 
о о 

00 

• =(ф, {®-J)^+\e-'\\WM\2dt = {^ (Ф-Q)^), 
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где Ф—Ф(/), Q = Q(I). с другой стороны, 

а Й 1 ^ Ч'Н2= ~ii(w^ фВД==((о^л|>. <ш>|>)+ 
+{<s>Wtf, tiWtW^woWtflF+vfWrt* [Ф. H].n^). 

отсюда и из условия леммы получим: 
оо оо 

• о о 
00 

- 5 dter* !2- (W>, [Ф, tfj,Wi4>) rft < (Ф (Ф—Q) Ф>+ 
О 
оо 

+ |$Ле-'(ГС>. .Ф^Ф)=(Ф. (Ф--'<?)Ф) + |(Ф, .ЭФ)--
о 

- ( Ф . ( Ф + ( ^ - 1 ) С З ) Ф ) < ( Ф , Фф)+г1|ф||2-
Лемма доказана. 

Теорема 4.2. Если выполнены условия (4.11) и 
ф-1-Ф(Фх)-Ф-1</ + -сф-- П > 0 , (4.14) 

то Qa{Bb)<(c + 2)(Q. + nclI), где £, = •§ с и Фл---ф(/)(/+Я,Ф(/)Г1-
Динамическая полугруппа с производящим оператором &{•)•> 
удовлетворяющим условиям (4.11), (4-13), (4.14), консерва­
тивна. 

Доказательство . Для оценки сверху оператора Q(Bx) 
воспользуемся цепочкой неравенств, вытекающих из утвержде­
ния леммы 4.3: Д..-<(с+2)Фъ Q(5,){le}(c+2)Q(Ox). Из послед­
него неравенства следует, что для любого ^2D(G) выполнено: 

(Я|>, (2(Я;.И>)<(с + 2)М>, О(ФлН) — 
со 

о 

<(c + 2) f die-1 (|| №rf | |2+ с {Wtx\>, <№$)). 

Используя теперь оценку леммы 4.4, получаем неравенство 

(i|>, Q(Bx)^)<(c + 2)[(yp, Щ + %№\\2 + с(У> <№)]< 

<(с + 2)((1|), Фф)+З/гс.^, хр% 

показывающее, что Q (5-.)<(с + 2)Гф+ -ijcl) для любого К>0, , 
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< Регуляризующее» преобразование В-+В\ обладает полугруп-
яовьы свойством: 

(5,)1х=-(^ + 5^Г1=((^ + ^ / + -3"1Г1 = ^-н- (4.15) 
и свойством монотонности относительно вполне положительных 
отображений, сжимающих в том смысле, что Q ( / ) < / : 

Q (Bx+]l) = Q ((U + В-Г1) <№ (I)'1 + Q (-^ГТ1 < 
<(Q(-5,x)H. (4.16) 

Равенство (4.15) проверяется непосредственной подстановкой 
•формулы для оператора, а неравенство (4.16) является следст­
вием леммы 4.1. Отсюда, в частности, следует, что 

л 

Q*(£{lambda}KQ(Q...(Q(.S{lambda}1)k{cdot}-{cdot})v % ' > 0 > 2 • - • . = - • * • 

Поэтому для любых Яь Л.2>0, ^.+-Х2— I выполнено: 
Q2(-3{lambda})<Q(Q(-5{lambda}1U<c1.Q(%a + t2/)<c1(€> + 2c2/), 

С.----С + 2, c 2=3/2c 
Вывод оценки сверху для оператора Q"(.5-.) завершается по 
индукции: 

<c,(<I> + (n+ 1)с27) V-.J, Л,2>0, ?.1+Я2=---Х. 
Отсюда следует расходимость ряда (4.10). Теорема доказана. 

§ 5. Примеры 

В первом примере выводятся достаточные условия консер­
вативности динамической полугруппы, порождаемой марковским 
процессом, содержащим непрерывную и скачкообразную со­
ставляющие. 

Пусть Ж = Э?2{Н№) и & = $1{3ё). Рассмотрим инфинитезималь-
•ный оператор 9?, действующий по правилу: 3?(Х) = Ф1Х)~ 
— $>-X + i[H, А'], где 

«>(X>-2 щ^(р)х^п(Р)^+ 
j,k,m r l r 

+ [m{dq)f*{p, q)D;XDJ(p, q) + X, Я = -1((с, V) + (V- *)) 

(см. пример 2.1). ЕСЛИ Х=Х(р)~оператор из абелевой под­
алгебры i?c--(R'z), то З'(Х) — оператор умножения на функцию: 
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mk 

% (X)(p) =- [ \ (v, Ai) + (с, V)] X (p) + 

+ \tn{dq)\f(p, q)\4X(p±q)-X(p)), 

гДе(у, А7)-24Л'*«4' {С' v)==2^(/?)4}' V ? ^ 
и уравнение Линдблада переходит в эволюционное уравнение, 
порождаемое марковским процессом общего вида. 

Операторы Ф=Ф(7), Л=г[Я , Ф] и £>== Ф,[Ф] — Ф2 являются 
операторами второго порядка: D = ^ Ф + D ), Л = -g- (Л+Л ), 
где Ф=—(у, Av) + ' /(p)+l, Л=(у, Л2у) + (Л1, V)+A0, />==-
= (V, £>iV) + (Di> V)+E>

0>
 л2 и А,—матрицы размера «Xn 

с коэффициентами, зависящими от pGRn, Л, и .01 — векторы, Л0 
и -D- скалярные функции: 

Ao=[-j(V. -4V)(V, с) + (с, V)v]l(p), 

1/(p)—^(d-7)i/(p, ?)|z; 
Ai-=([VA(V, £ ) - ( V , Av)c]jl{p), 
Л2-=-([2(Лу)®с-(с, у)-Abyl(p)), 

D0^m(dq)[\f(p, q)\2(V(p + q)-V(p))~-

-dlv(.A(/Ogiad|/(A <l)\% 
D, = 2 J m (d?)| / (p, ?)|2 A (p + q) (grad arg / (p, ?)) 

£>2=([(V, AV)a~-(.-t, V)®(VAb1 (/>)]) + 

+ $ w (d?)| / (p, <7)|2 (А (p + q) — A (p>). 

Если A(p)—положительная равномерно невырожденная ма­
трица с гладкими коэффициентами, то Ф-1 (/) : -25(G){to}.25(#) 
и второе условие (1.7) эквивалентно третьему. Из неравенства 
XTY+jyrX{le}XTX+y.ry следует, что (Ль V) + (V,A,)-< 
{le}(V, AV) + (Ab A-'AO и (D,, V) + (V, Д ) < ( У , AV) + 
+j(Di, A_1Di). Поэтому условия (1.7) выполнены, если Dz^c® 
и г[Ф, #]_>--сф. В! свою очередь, оба эти условия выполнены, 
если для некоторого О О 

Dz{p) + Dl(p)<cA(p), 
D0(p)+Dl{p)A^(p)Dl(p)<c(V(p) + l), 

Ла(р) + А1(р)<сА(р), (5.1) 

A o ^ + ^ ^ A - ' ^ A t ^ X c ^ ^ + l). 
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В частности, если # = 0 , / = 0, с = 0, то в простейшем одномер­
ном случае условия (5.1) , сводятся к неравенству 
sup а(р) а"(р)^.с. Указанное неравенство влечет за собой необ-

р 

ходимое и достаточное условие регулярности Феллера для 
одномерной диффузии (см. [6] с. 89) и допускает сверхквадра­
тичный рост коэффициента диффузии: А (р) = 2-c(p2+l)/n(p2+ 
+2). ( Во втором примере с помощью скачкообразного марковского 
процесса с интенсивностью скачков, имеющей квадратичную 
скорость роста, строится вероятностное представление решения 

t уравнения Шредингера с векторным потенциалом и переменной 
метрикой. 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Шредингера 
з 

2(-^+-4*и)й-*У(«)(-3^;+-4Уи)+л(-«) ь 
'-- J—- ..J 

Предположим, что компоненты 4-штенциала [Л-}£ и матрицы {gij} 
являются Фурье-образами мер конечной вариации: 

А — J ехр i (р, х) • А~я (dp), ghj (x) =- J exp i (p, x) gkJ {dp). 
Поэтому в импульсном представлении уравнение (5.2) имеет вид: 

щ(р)=\ —2(-:.рЛ+Д»)*.?*у*(-/'Л+^)»-Ф0') 
L к,/ 

где б0 — мера Дирака, сосредоточенная в начале координат, а 
* — операция свертки. Если вариации мер А$ и gjk имеют ко­
нечные абсолютные моменты первого порядка, то существует 
такое измеримое по р семейство вероятностных мер N(B,p), та­
кая измеримая вещественная фазовая функция в(р, •?) (mod 2л;) 
и такая измеримая положительная функция V(p) , растущая не 
быстрее квадратичной функции, что 

Я - 2 (-д 
В L к,] 

ft60 + ~A^gltfi{ip1\ + Aj) + A-

= V(p)jete(p>^N(dq, p). 

(dq)-

Нетрудно проверить, что sup ( N (dq, p)(l + |jf|2) < oo , если 
йариации мер Ak, gkj имеют конечные абсолютные моменты второ­
го порядка. В этом случае для уравнения Колмогорова —Феллер а 
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ltn^' t)-V^P)\N{dq, p){n{p+q, t)~n(p, t)) 
выполнено условие консервативности (см. [10]) и существует 
регулярный марковский скачкообразный процесс, совершающий 
скачки с интенсивностью V(p), значения которых принадлежат 
множеству В с вероятностью N(B,p) п р и условии, что скачок 
происходит из точки peR3. Регулярность процесса в данном 
случае означает, что с вероятностью единица он совершает к о ­
нечное число скачков за любое конечное время 

Обозначим через pz{a>), те[0, Ц траекторию непрерывной 
справа модификации процесса, распространяющегося в обрат­
ном времени и через v{B,[s,r);px) целочисленную пуассоновскую 
меру, равную числу скачков процесса за время [s,T), значения 
которых принадлежат множеству В. Решение уравнения Шрё-
дингера с диссипативным членом в импульсном представлении 

^ -rfF" = [-̂  — i max (К (.»), R)]yR 

может быть записано с помощью абсолютно непрерывного преоб­
разования вероятностной меры процесса рх (со): 

%? (p, t)=>MPli exp (QR [P%] + i s [pc])^0(Po), 
где 

t 

Q * M — Jmin(l/(p.-), R)dx, 5[pT] — 
о , .*;. 

— f' I 6 (pT, <?)- у 1 • v (dq, dt, px). 
• о \ / 

Оба функционала теряют смысл, если нарушается условие регуляр­
ности скачкообразного процесса. 

Беда матрица g^(x) положительно определена и равномерно 
невырождена, то при наложенных выше условиях на 4-потенциал 
_и метрику, в &%{кт) существует предел .[>(•,. t)= lim (̂{cdot}, t). 
Таким образом, если выполнено достаточное условие консерватив­
ности supj.V(d.-7, р)(1 + | p | 2 ) < ° ° , то решение уравнения Ш р ё -
диигера в импульсном представлении может быть записано в в и д е 
«несобственного» математического ожидания 

ц(р, f)^Mp,texphv{px)d-t + tS\pt])%(Po)> 

регуляртзуемого по описанной выше схеме. 
В третьем примере демонстрируются достаточные условия 

консервативности динамических полугрупп, сходных с марков­
скими полугруппами, изучавшимися в работах [13], [19]. 
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Пусть (fi,F) —измеримое пространство, 31 — некоторое ба­
нахово пространство с нормой |Н|$, &{Х) -— борелевская о-ал-
гебра и т —такая неотрицательная оконечная мера на F X 
Х^(.32), что 

т(Й,{0})-0, J | | r | | ^dm<o 0 , ]\\г\\\йт<аь, 
Qxs? axSl ' 

где 5 , « { г : | | г | | л < 1 } с # , S i — # \ S , . Пусть далее (со, г)е 
GQX&P •/- — Ha,г —• линейн'бе по г семейство самосопряженных 
операторов, имеющих общую плотную в -ЗЙ1 область определения 
Я). Предположим, чю функции H6,,r и еш<л-г сильно &~Х$(.Щ-
измеримы на 3>, причем exp (ЩФ,г)в-& и для любого ^SD 
выполнено: 

J \\Ha,rxp\\^dm<oo, J \\H№,r^f^dm< сю. 
axsf a*s* 

Рассмотрим отображение £*(•):' 

5>(X)-= J d/*SW(*) + ir#o. X], 
ax<g (5.3) 

3 W (АГ)-=.е"'у/в-*.ЛГв'лг«'- -X-i[Ha,r, X]. 
Используя тот факт, что отображение Ф(.) инвариантно отно­
сительно замены Ф(-)-*Ф(-)'+Я/, преобразуем правую часть 
(5.3), разложив интеграл по Sft на интеграл да единичной сфере 
и ее дополнению: 

. 2 (X) = J &$], (X) dtn+ J 2$г (X)dm+ i [Я0) X], 
axs? axs' (5A) 

2&(Х)=фМг(Х)~<Ь$(1}>Х+1[нМ,.Х],-
где k == 0, 1, H{Z = Я , Ф^г (X) - exp ( - гЯш„-) X exp (i//a>,). 

Для корректного определения отображения S^,- разложим 
в ряд экспоненту: exp (г//ш>Г).= / + ^ ю , Г , где 

Л = Л»,г — H.»,г } d% ехр (г'ЯЯ.0,-). 
[0,1] 

При этом -^r(;f)=A*XA—г((Л*~Я)^-^И~Я))(. Для 
эрмитовой и антиэрмитовой частей оператора А—Н имеют место 
тождества: 

4 {(Л* - Н) - {А - Я)} - \ AM -= 1 - cos Ha,r, 

1 { ( А * - Я ) + ( А - Я ) } = - i (Hahr~SinH«ir)--ml,rQ(Ha,r), 
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где 6 = (z — sin z)/z2. Эрмитовы части операторов -.Л* и А сов­
падают, а антиэрмитовы отличаются знаком. Поэтому 

. ©l?)
)-(X) = X,'rXAffl.„ Н{»,]г~Н?Зв(НшЛ (5.5) 

так что 2D [Ф10))^>®, S>'J[H^r)Zi2>. Теперь из ̂ формул "(5.4) — 
(5.5) вытекает представление отображения "£{,•), допускающее 
применение развитой выше теории: 

Z {Х) = Ъ\Х)~® (/)oX+i [Я, X], 
Ф(Х).- J e-iH^XeiH^dm-\- J A^XA^dm, 3>{Q>^£D 

axs? • n x s ' 

tf = j #№,-dm + J Hl,rQ(Ha,r)dm + H0. 

Например, ади мера /и (Г, 5 ) при каждом фиксированном Гб-*" 
симметрична на •#(;"): /и(Г, В) = т(Т, —В), и при любом 
В^&Щ) имеет фиксированный носитель, состоящий из конечного 
числа точек, то Н=Н0 и 

Ф р 0 - - 2 { J e-iHk>rXeiIfi^mk(dr) + 

J mA(dr) j dvdXe-^'^Hk.rXHt.re1"^-
I1<1 '•' [0,1]-

(ср. [13,19])* В частности, если N = 1 и #•/,=—i (г, у) = 
п 

Q(X)= J D'rXDrdm— j dm J dixd%Dir(r,y)X(r,v)D»r '>. • 
.И>1 И<1 [O-IJ-

DT=eHur, ф ( / ) = / . д а ( | г | > 1 ) + 4 j ^ s r n 4 — - - . 

При этом Ф(Ф*(/))2.2>(ф(/))ЭС5-(./.?•) и Ф (<->(/))=- Ф2(/). 
Предположим, что SfS <="$2(Дп), &=®Щ, 

H0=-~({a{p),y) + {V,a(p)), (5.7) 
Где а{р) = (а.\{р), ..., ап(р))е7?п — вектор с гладкими ограни­
ченными вещественными коэффициентами. Нетрудно видеть, 
что ФЩ-1:3)(Но)-+-ЩЗ$о), и поэтому достаточные условия 
консервативности (1.7) сводятся к одному: 

фХ>(/), Я 0 ]>-сФ(/) . 
Покажем, что это условие может быть выполнено, если 
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ф(0)(/)«4 f sIn-i--4----/7i(rfr)=C(i-0. 

где С:/?"-^/?+ —такая гладкая вещественная функция, что 
Д , — . Т . 1С(.Р + ?) -С(Р)1 ГР + 1/2?1 . ( 5 > 8 ) 

Р.О V(l+C(p))(l + C(q))(l + C(p + q)) l+lq\ ^ ' 
Не уменьшая общности, будем считать, что m ( r > 1 ) > 0 и 

Ф(/) = ф<->(/)+(Х+/и(г>1))Л ?->0. 
Пусть • 

#2-= j \a(q)\(\ -^\д\)Уг+С(g)dq< ос, (5.9) 
Rn 

где а(д)~Фурье-образ вектора a(p). В этом случае 

< ч>, i [0>(/), Я0]г|> > - - - 1 < ф, [Ф«»(/),«я, у) + (у,-г))]^ > = 

= - $ d^* (p) j dq (a (q), p + -1 ?) (C (/>) —С (p+ )̂) $(/> + 0 > 

> - /CiJ" d? | a (# | (1 + \q |) КГ+Gl?) j d.p | ф* (^ГГКЧР) IX 
X№(p + l)Vl + C{p + q)\> • 

> - KXKS \*р\Ц (p) |2 a + с (p)) — - KtKt l! (/+Ф<0> (-О)1'2 у II2 > 
> - # • , # - m a x (J, Х~1)ЦФ?1Ц1)Ц\\2, 

где т|,—Фурье-образ функции -ь(л:)б^)(Ф»(7)). Таким образом, 
третье условие (1.7) выполнено, если выполнены условия 
(5.8) — (5.9), которые в свою очередь выполнены, если 

™(fl)= I Л + Д ** ,.. «е[0,2), s e ^ (R%-
и а(/?) = (»•. (p), . . . , a„(p)) — вектор с коэффициентами, являющи­
мися Фурье-образами мер, имеющих конечные абсолютные мо­
менты порядка 1 + у . Действительно, в этом случае 

G(>)— j s i n 2 ^ ; ! } d?—|p|"Go(p). р, ?e-r, 

где С-(/7)--такая положительная гладкая ограниченная функция, 
что Jnf C0(p)>SQ>0 и 

" IVC(p)|-| J «7 ^ y ^ - l p M G : ^ , 
где С, (/?) также является гладкой ограниченной функцией; 
sup |C, (£)| —S, < оо. Отсюда следует, что 
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C(p)—C{p + q)\ \p+\l2q\ 

V(\ + C(p))(\+C(qmi + C(p + g)) l + \9 

где 

V(l+St\p\a)(l+S0\q\a)(l+S,\p+\q\a) l + \9> 

y ( P t g ) „ ( .Pi - ' + Kri- 'dP.c + u i ) , a.eio.1]-
K(l + i -" ^)(l -Ы •? I")(- +1 ^ + -7 la) 

4+2 
Из неравенства Ф, Джона имеем supF(/?, <7)<2 , поэтому 

p>v 
выполнено условие (5.8): 

—+•-

К^<3}(т1п(1,3^)-^2 2 <оо„ 
Условие (5.9) выполнено в силу предположения о моментах 
меры и оценки функции С{р), приведенной выше. Таким обра­
зом, динамическая полугруппа с производящим оператором 

2Ш(X) = J {«-(*.DX*«*-Х-Цд, v). XP^ff.,,,.- + 
•г? 

+ — [(-«(iP),v)+(v.e(--')).Xb 
консервативна при любом аб[0,2), если а(р) — (ах{р), ...,ап(р)) 

ak{p)^[e^^ak{a)dq и j (M?) | ( Ж ? 1 ) , + а / 2 ~ ^ < °°. 
4=1 ,2 , . . . , л , 

В заключение автор выражает искреннюю благодарность 
А. С. Холево за обсуждение вопросов по теме настоящей статьи. 
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