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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В 1970-х годах возникла новая область математики — тео­
рия супермногообразий. Ее бурный роет стимулировался фан­
тастическими перспективами в физике: возможностями объеди­
нить в один мультиплет бозоны и фермионы, объединить груп­
пы внутренних и динамических симметрии и, наконец, 
объединить все фундаментальные силы в единую теорию поля 
(см. [13, 45, 47, 49, 50, 59, 62, 64, 90]). В 1982 г. выяснилось, 
кроме того, что на языке суперсимметрий можно сформули­
ровать модель теории поля, не содержащую расходимостей. 
Введение в теорию супермногообразий изложено в [5, 6, 32!. 
Улучшенное и исправленное изложение и список некоторых 
проблем, имеющих отношение к этому обзору см. в [39, 45, 
46]. Часть теории супермногообразий, находящая сейчас наи­
большее число приложений — теория супергрупп и супер алгебр 
Ли. Здесь мы дадим краткий обзор результатов по теории 
представлений «классических» cynepалгебр Ли. Сведения из 
линейной алгебры на суперпространствах см. в [32, 39]. Мы 
предполагаем известными азы теории представлений алгебр Ли 
(см. [12, 15,21]). 

Основные особенности теории представлений простых супер­
алгебр Ли роднят их с алгебрами Ли в характеристике р, а 
если р = 2, то разницы между алгебрами и супералгебрами 
почти нет (ем- [113]). В частности, нет полной приводимости 
и операторы Лапласа—Казимира, много помогающие при опи­
сании представлений алгебр Ли, в случае супералгебр играют 
скромную роль {4, 82.—86]. На первый план выходят методы 
из теории представлений бесконечномерных алгебр Ли вектор­
ных полей: особые векторы А. Н. Рудакова [53, 64] и аналоги 
леммы Пуанкаре. С помощью этих методов удалось разобрать­
ся, как, хотя бы в принципе, решить проблему О. Веблена об 
описании инвариантных дифференциальных операторов, дейст­
вующих в тензорных полях на многообразии [22, 23L уточнить 
ее, сильно обобщить и в некоторых случаях получить полный 
ответ (см. [9—11, 14, 26—29, 33—38, 65—72]). 
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§ 0. Напоминания 

Об алгебрах. Как обычно, мы пишем С, R, Z, Z+, N, Н и О 
для обозначения комплексных, вещественных, целых, неотрица­
тельных и положительных целых чисел кватернионов и чисел 
Кэлн, соответственно. Через | 5 | обозначается мощность мно­
жества 5, а через <5> — линейное пространство, порожденное 
множеством 5, Основное поле— С. 

Любая конечномерная алгебра Ли над С есть полупрямая 
сумма полупростой и максимального разрешимого идеала, а по­
лупростая есть прямая сумма простых. Простые алгебры Ли 
образуют 3 классических серии: зь о и ар и 5 исключительных 
алгебр Ли. 

Все простые алгебры Ли устроены одинаково. Подалгебра 
Картана Г; в простой алгебре Ли g (т. е. максимальная нильпо-
тентная подалгебра, совпадающая со своим нормализатором) 
коммутативна, и все подалгебры Картана сопряжены относи­
тельно действия присоединенной группы. Подалгебра Картана 
I) задает 1,*-градуировку в й = © й« и в конечномерных д-моду-

лях М= ©Ma , причем dimfla--=dirafl_a> где а&*. Элементы мно-

жеств /л?, ЯсЬ* называются корнями и весами, соответственно. 
й-градуировку в й можно свернуть до естественной Z-rpa-

дуировки (в з1(п). степень элемента g— это помер диагонали, 
на которой g расположен над главной —нулевой) и можно выб­
рать элементы Xf, где l < i < r k s степени ± 1 , которые по­
рождают й. причем если Н{ = [А"г

+, Xt~], TO 
[XL\ ХГ\ = ЬЧН0 [Я„ Я ;]=0, 

(&dX?)l-a"(X})*=0. (DR) 
Матрица (а,]) называется матрицей Картана, ей удобно со­

поставить граф Дынкина. Уравнения (DJR)— определяющие 
соотношения в 8. 

Веса лексикографически упорядочены (относительно фикси­
рованного базиса в •?). В каждом конечномерном неприводимом 
модуле над простой алгеброй Ли g есть 1-мерное пространство 
(старших векторов), отвечающее наибольшему (старшему) весу. 

Старший вес конечномерного модуля удовлетворяет условиям 
целочисленное™. Например, для si (n) подалгебра Картана СО­
СТОИТ ИЗ диагональных матриц; отметки старшего веса отно­
сительно базиса {eu — ei+ij+i} должны принадлежать Z+. Стар­
ший вес определяет неприводимый модуль однозначно, в част­
ности, по х можно вычислить характер а-модуля L(x)< 
со старшим весом %, т. е. функцию chM(y)—'V dim £(х)г.Л 

{lambda}gp 
где L(%)x — собственное подпространство веса Я, ае1(/г) = е1(Ч 
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при h&. Пусть №(й) — группа Вейля алгебры Ли д, т . е . группа, 
порожденная отражениями в гиперплоскостях пространства Ь, 
задаваемых корнями. Тогда верна следующая формула Г. Вейля: 

ch /И (%)=--- ^ s S n 'ffi"-'ffi'(X+P) / 2 sgn wewP = 

= П (1т-е-«)с1,тЯа J s g n B y e ^ , где р(Я.) = Г 

Оказалось, что конечномерные представления простых ал­
гебр Ли проще описывать в рамках категории О, состоящей из 
бесконечномерных модулей, удовлетворяющих некоторым ес­
тественным условиям [15, 93]. Аналогичную категорию моду­
лей можно определить также над алгебрами Каца—Муди. Так 
называются нетривиальные центральные расширения алгебр 
Каца, составляющих следующие две серии бесконечномерных 
простых алгебр Ли: 

1) алгебры токов или петель й(-> == д®С [t, t~l] (первое 
название пришло от физиков, а второе объясняется тем, что 
дО)-—{разлагающиеся в ряд Фурье отображения окружности 
S'-vBi где 8 —простая конечномерная алгебра Ли}), 

2) алгебры ЛИ tim) = © fli'n-/+*, где А « О , . . . , tn — 1; /б-» а 
Ф — внешний автоморфизм порядка т простой конечномерной 
алгебры Ли Й и оj = {g&\ Ф (g)-=.з-л''-'<''" g}. 

Обзор алгебр Каца—-Муди см. в книге [НОГ В частности, 
простые алгебры Каца задаются по формуле {DR) с расши­
ренной матрицей Картана (графом Дьшкииа) и для неприво­
димых модулей над ними выполняется аналог формулы 
Г, Вейля с необходимым изменением в определении W и огра­
ничениях на старший вес. 

В 1966 г. В. Г. Кац выделил важный класс алгебр .'Ii 
имеющих отношение к разнообразнейшим областям математики 
и физики: простые Z-градуироваиные конечного роста. (11апом-
ним, что рост или размерность ГелыЬапд.ч — Кириллова Z-гра-
дуиропанной алгебры А есть 11m ((log dim со A,-)/log/г), идеалом 
в градуированной алгебре А называется градуированный идеал 
I—@If\An а простота алгебры А означает отсутствие гра­
дуированных идеалов). 

Гипотеза [107, 109, НОГ Простые Z —градуированные ал­
гебры Ли конечного роста над С суть: 

1) простые конечномерные; 
2) алгебры Каца; 
3) алгебры Ли формальных векторных полей типов W, S, 

Н, К; 
4) алгебра Витта W=DerC[t, trl]. 



Структура алгебр Ли этих 4 классов очень разная, что от­
ражается, естественно, на теории представлений. Лучше всего 
изучены простейшие представления — неприводимые, причем 
ДЛЯ бесконечномерных алгебр нетривиален уже сам выбор 
класса представлений, среди которых мы отбираем неприво­
димые [1-5, 80, 89, 90]. 

Оказывается, конечномерные представления конечномерных 
простых алгебр Ли вполне приводимы, т. е. достаточно изучать 
неприводимые модули. Этот и большая часть других результа­
тов об алгебрах Ли и модулях над ними получены с помощью 
теории (ко)гомологий (см. книгу [64]). Для неприводимых 
объектов /.% из категории О можно построить резольвенту из 
модулей Берма, т. е. из модулей, индуцированных с характера 
максимальной разрешимой (или параболической) подалгебры Ли 
»+, и с помощью этой резольвенты мы вычисляем когомологии 
алгебры Ли и+ с коэффициентами в L%. При этом большую 
роль играют элементы центра Z(U(8)) универсальной оберты­
вающей алгебры Ли й (операторы Казимира), причем часто 
достаточно одного, квадратичного, оператора, который кано­
нически строится как для конечномерной алгебры Ли, так и 
для алгебры Каца (см. [93, ПО]). 

Недавно стало понятно, что объекты из категории О удоб­
но изучать в рамках еще .более широкого подхода — как часть 
теории пучков модулей над кольцами дифференциальных опе­
раторов [80, 90]. Этот подход разработан пока лишь для ко­
нечномерных алгебр Ли, но дал очень сильные результаты, 
среди которых-—доказательство гипотезы Каждана—Люстига 
о строении модулей Берма. 

Простые алгебры Ли 3? формальных векторных полей 
устроены совсем иначе, чем алгебры Ли типов 1) и 2). В част­
ности, для них Z(U (3?)=С. В этих алгебрах Ли 5£ есть естест­
венная фильтрация (Вейсфейлера) вида 

где S'o —единственная максимальная подалгебра конечной 
коразмерности, d = l или 2, а в присоединенной градуированной 
простой алгебре Ли L — @Lt, где Li=Sll^ux, нет образующих 
степени ± 1 . Тем не менее, положив . i ± = ©L,., можно вычис-
лить определяющие соотношения в «± —это Н2(п±) (их естест­
венно рассматривать как Л0-модУль)- Д л я п—это вычисление 
тривиально, а для «+ посложнее. Оказалось, что если размер­
ность пространства, на котором .S? реализована как простран­
ство векторных полей, больше некоторой, то степень всех 
элементов из Н2 ("к.) равна 2, т. е. все соотношения «триви­
альны». Часть этих результатов см. в [63]; а случаи малых 
размерностей тоже все разобраны. 
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Теорию представлений алгебр Ли формальных векторных 
.полей разработал А. Н. Рудаков [54, 551. Он и И. А. Костри-
.кин [26, 27] описали все неприводимые модули над этими ал­
гебрами Ли в двух естественных классах модулей-—простран­
ствах с дискретной или линейно-компактной топологией. При 
этом оказалось, что все такие неприводимые представления 
продуцированы (или индуцированы) с конечномерных пред­
ставлений алгебры Ли линейных векторных полей, за исклю­
чением представлений в пространстве дифференциальных форм, 
что связано с существованием внешнего дифференциала. Ока­
залось также, что проблема описания инвариантных диффе­
ренциальных операторов является частью задачи описания 
неприводимых модулей над алгебрами Ли векторных полей и 
задачи разложения тензорного произведения модулей над эти­
ми алгебрами на неприводимые компоненты [11]. Для конеч­
номерных модулей над конечномерными простыми алгебрами 
разложения тензорного произведения неприводимых модулей 
на неприводимые компоненты известно [12]. Если алгебра или 
модуль бесконечномерны, то задача резко усложняется [14]. 

Модули тензорных полей над алгебрами Ли L—-®Lt типов 
3) и 4) имеют конечную функциональную размерность. Над 
этими алгебрами есть еще модули Ж (\/) •-= H o m y ^ j (U (.£?), V), 
•где .£?_ -• © Lt, а V — конечномерный /-„-модуль, имеющие бес-

i -л 
конечную функциональную размерность. Неприводимые пред­
ставления в модулях 714(1/) описаны только для алгебры W 
-(см. [61]). 

Кроме того, у алгебр Каца и Витта есть другие естествен­
ные представления: в тензорных нолях на окружности (к ним 
относится такое важное представление как присоединенное), 
а у их центральных расширений есть спииориые .представления, 
с которыми Фейпш и Фукс связали полубескопечиые формы 
[44, 611. 

Важно отметить, что в приложениях интересны не только и 
не столько простые алгебры Ли типов 1) — 4), сколько их 
«производные» — центральные расширения, деформации, ал­
гебры Ли дифференцирований, ннлыютентиые и разрешимые 
подалгебры, а также вещественные формы этих алгебр Ли и 
модулей над ними. 

Наконец, неприводимые конечномерные модули над конеч­
номерными разрешимыми алгебрами Ли описываются теоре­
мой Ли. 

О суперпространствах. Элементы поля Z., — поля вычетов 
ло модулю 2-обозначены через 0 и 1, чтобы отличить их ОТ 
.элементов кольца 1. Мы полагаем ( - 1 ) ° - 1 , а ( - 1 ) 1=—-Л. 
При работе с 2--градуированньши объектами полезно помнить 
следующее правило знаков: «Когда что-то четности р движется 



мимо чего-то четности q, выскакивает знак ( — 1)'"'», причем 
формулы, достаточно определять только на однородных (отно­
сительно 2--градуир6вки) элементах, а на произвольные эле­
менты доопределять по линейности. Это правило позволяет 
сразу суперизовать определение алгебры Ли, коммутативности,. 
правила Лейбница и т. п. 

Линейное пространство V называется суперпростраиством,-
если оно наделено 22-градуировкой, т. е. разложением 
у = у~@ут. Ненулевые элементы пространств Vj и VT назы­
ваются однородными (соответственно, четными и нечетными) 
элементами суперпространства V. Если •ogV"., где t&L» и v*fiQt 
то мы пишем p\v) — i и называем p(v) четностью элемента v. 
Подсуперпространство — такое 72-градуированное подпростран­
ство WciV, что W^WnVf Пусть V и W —суперпростран­
ства. Структура суперпространства на 1/G3U/, V®W и 
Нот.{¥> W)-вводится естественным образом. Через n(V) обоз­
начим суперпространство, определенное формулами я (У),— 
-=1/ у, его элементы обозначаются через n(v), где ЩУ. 
Супералгеброй называется суперпространство А, снабженное 
четным гомоморфизмом mult: A®A~>A. Морфизм супералгебр 
ф:А-+В —-это четный гомоморфизм алгебры А а В, 

Примеры коммутативных супералгебр. 1) Супералгебра 
Cfx], состоящая из многочленов от переменных х ==(«, ,,), где 
и = («1. .. о «„) —четные, a if;=(g1. ..•>£„.) — нечетные, с соот­
ношениями 

x,xj --= ( - \)p{Xi )р(л"/' xjXl, 1 < ij < n + m. 
При n = 0 супералгебра СЫ конечномерна. Она называется 
-упералгеброй Грассмаиа, которую будем обозначать также 
[ерез Л(£) или Л(т) . 

2) Центр 2(A) ассоциативной супералгебры Л состоит из 
множества ее элементов, которые коммутируют с любым эле­
ментом из А. 

3) Если V — суперпространство, то через Т(V) обозначается 
тензорная алгебра суперпространства V, т. е. суперпростраиство 
,еГ<(1/), где Tl{V) = V®...®V (/раз) при i>0 , а Т'»(1/)«С, 
с естественной Z-градуировкой, которая называется степенью, 
и с умножением, заданным формулой •гьта-—•z.®m где v, wp 
&Т (V). Симметрическая алгебра S (V) суперпространстпа V 
определяется как фактор супералгебры Т (V) по идеалу, по­
рожденному элементами v®w — (— lywpi™) w®v, где -и, чару. 
Внешней алгеброй Е (V) суперпространства V называется супер-
алгебра 5(11(1/)). Если С—коммутативная супералгебра, а 
V — суперпространство, то положим C\V] = C®cS{V). Очевидно, 
что если супералгебры А и В — коммутативны, то А®В — ком­
мутативная супералгебра. 
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Левый модуль над ассоциативной супералгеброй А — это' 
такое суперпространство М с четным гомоморфизмой a;:A® 
®М-УМ, что a(bm) = (ab)m, где a, be А, теМ. 

Если М — это Л-модуль, то структура Л-модуля в супер-
пространстве П(М) вводится формулой а (л (т)) = ( — \)р{а) п (am),-
где aeA, m6M. 

Супералгеброй Ли называется супералгебра й с умножением,. 
обозначаемым обычно через [, ], которое удовлетворяет (правило 
знаков!) условиям 

[х, y]=—{-\)PWPW[y, х], 
[х, [у, z}] = [[x, у], г ] + (-1)р(-Ор(//)[у, [х, z}\. 

В дальнейшем нам встретятся только супералгебры Ли или: 
ассоциативные супералгебры с I. Последние будем называть 
просто супералгебрами. 

Отметим то важное обстоятельство, что модули над ком­
мутативными супералгебрами двусторонние. Именно, пусть 
M — левый (соответственно правый) модуль над коммутативной 
супералгеброй С Превратим его в правый (соответственно 
левый), положив mc — ̂ iy^p^ctn, где сбС т^М (см. 
также [39]). 

Универсальная обертывающая алгебра 17(a) супералгебры 
Ли g определяется по правилу знаков и удовлетворяет очевид­
ному аналогу теоремы Пуанкаре — Биркгофа —Витта [15]. 

(Левый) модуль над супералгеброй Ли й~-это суперпрост­
ранство М, наделенное таким й-действием, т. е. гомомофнзмом 
s®M-yJVU обозначаемым просто через (g, m)^gm, что [gn g.,]m = 
:==gi(g2!n)--(-~1)p{g')p{s')gv(gim)> ГДе gv g-№> тШ. 

Гомоморфизм A-модулей (над супералгеброй или супералгеб­
рой Ли А) или Л-инвариантиым отображением называется такой 
гомоморфизм F-.M-+N, что F (am) — (—\yia)"(p) aF(m), где 
а^А, т^М. Суперпространство таких гомоморфизмов обозначим 
через Hom,i (M>-V). Если Л—коммутативная супералгебра, то, 
положив (Fa)m = F (am), превращаем Нот,-(M.-V) и А-модуль. 

Заметим, что если Ж —модуль над супералгеброй Ли п, то 
М наделен естественной структурой U (ц)-модуля. 

Пусть С— коммутативнаи супералгебра, а М — модуль над 
С. Пусть / — /„IJ А —множество, состоящее из объединения 
непересекающихся подмножеств 1п и /,. Базисом С-модуля М 
называется такой набор однородных элементов mfiM, что 
р(т,)=0, если i<?J0 и p(mt) = \, если г(./-, причем каждый 
элемент тчМ однозначно записывается в виде m = Y1cimi, где 
C..GC, а все си кроме конечного числа, равны 0. Модуль М над 
С называется свободным, если у него есть базис. Размерность. 
свободного модуля принимает значение в кольце Z[el/(e2—1). 
Она определяется формулой dimM = p+e<~, где Р=-|/о|, q — 
--=|/i|. В частности, для модулей над полем верна формула 
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•dimM=dlmMjj-+6dimM1 . Мотивировка этого определения исхо­
дит из -К-теории. Обычно коротко пишут dimM= (p, <?) или p\q. 
Размерность свободного модуля не зависит от выбора базиса. 

Пусть {mi} и {«у}-—базисы С-модулей М и N, соответствен­
но. Каждому оператору F-.M-+N сопоставим матрицу "1Г = 
= ('"F<> где Fm^^n^Fij). 

1 
Суперматричной структурой (или просто матрицей) назо­

вем матрицу с приписанной каждой строке и столбцу четно­
стью. Обычно суперматричная структура будет выбираться 
так, чтобы четные строки и столбцы шли сначала, а нечет­
ные—ПОТОМ. (Такая структура называется стандартной). Обо­
значим четность i-ой строки через prow(i), а четность /-го столб­
ца через pcoi(i'). 

Для матрицы mF положим pTQW(j)=p(tij), pcoi(i) =p(tn{). 
Если матрица содержит г четных и s нечетных строк, р 

четных и q нечетных столбцов, то скажем, что размер матрицы 
равен (г, s)X(p, -?). Порядком матрицы размера (р, q)X(p, -7) 
назовем пару (р, q). Множество матриц порядка (р, q) с эле­
ментами из супералгебры A обозначим через Mat(p\q; A). 

Введем в M.at(p\q; А) структуру суперпространства, поло-
R S 

жив для матрицы X= (т и) 
р(.ЛГ)=0, если p(Rt,) = p{Ufs)^ р ( 5 . ^ = р(~,,)--Л; 
р(Х)=Г\, если p{Ru)=p{U„)~T, piS^piT^^O, 

Пусть X : М^-М и Y-.N-+N—два (четных) автоморфизма 
модулей М и N с матрицами тХ и mY, соответственно (в бази­
сах {т(} и {rij}, соответственно). Тогда матрица (mF)' опера­
тора F, определенная относительно базисов {Хт<} и {Гп.}, 
выражается через матрицу mF по формуле 

Модуль М*---Нотс(Л."( С) над коммутативной супералгеб­
рой С назовем сопряженным или дуальным к модулю М. Спа­
ривание модулей М* и М будем обозначать через (,), т. е. 
(т*, т) —образ в С элемента mGM над действием функциона­
ла т*Ш*. 

Каждому оператору ^бНотс (М, N) соответствует сопряжен­
ный оператор .F*eHomc(N*,.M*), определяемый формулой 

(F*ft*, m)^{~\)m*)p{p) (/г*. Fin). 

Пусть {т?} и {/г/} —-базисы в M* и N*, двойственные 
базисам {tn.[} и {tij} модулей М и N, т. е. (т^, яг,) — 6и, 
a (tij*, tis) = 8js. Из определений следует, что матрица оператора 

йо 



E* в базисах {m(*} и {ft*} имеет вид (mE)3t, где супертранспо-
нирование st определено формулами [для X—rrmj 

Xs - I 5 ' U'h е с л и /7(X) = 0» 
/Dt Т А _ 

Xs - ( J U'\ если P(X ) -=- -
Отметим, что супертранспонированис имеет порядок 4. 
Пусть М и /V — свободные модули над коммутативной су-

пералгеброй С, Билинейной формой назовем линейное по каж­
дому аргументу отображение В : MxN-ь-С, такое что В(тс, 
п)—В(т, сп), В(т, пс)=В(т, п)с, где тШ, пШ, сбС. 

Обозначим суперпространство билинейных форм через 
Bile (/И, N) или просто Bilc(M), если M==/V. Если {т,\ и {tij} — 
базисы модулей М и N, соответственно, то матрицей формы В 
назовем матрицу тВ, где ('«5)и = ( - \ ) " { т ) р ^ В { т п п,). 

Пусть Х:М->М и Y:N->N —-два (четных) автоморфизма 
модулей M и N с матрицами "1Х и "']•", соответственно. Тогда 
матрица ('и5)' формы В относительно базисов {Xnii} и {Kny} 
имеет вид 

("г5)'=-("'Х)8'(т5)('"Г). 

Пусть и:Bile (М, Л/) ->-В11с (.V, Ж) — переворачивание билиней­
ных форм, заданное формулой 

В"(г1,т)*=(-1)р{")"°")В(т,п). 

В терминах матриц а задается следующей формулой. 
Пусть ('»5)=--(^ ц\ Тогда 

(«-«) = (5S _ £ / , ] , если /;(E)==0 

и 

( ~ В » ) - ( _ 5 / _ с / < ) . если р{В)=>\. 

Билинейная форма .8GBilc(-W) называется (косо)симметри­
ческой, если Ви=(—)В. Сопоставим билинейной форме 
BkBi\c{M) ее же, но рассматриваемую как элемент супер-
пространства Bile (Jt(-M)). При таком сопоставлении симметри­
ческие формы становятся кососимметрическими, и наоборот. 
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§ 1. Классические супералгебры Ли над С 

1. Матричные супералгебры Ли. Супералгебры Ли 
ei(да[л)-----Mat(-от|л, С) и *i(m|/»)=---{XGet('№l'OIstrX.=-0}, г д е 

str [Q ы = иА — t rD , называется общей и специальной ли­
нейными супералгебрами Ли. Супералгебра Ли <l(n).= 

/ о 1 \ 
= {Хе&Нп\п)\[Х, У2„] --= 0}, где •/•»=----(_ i o ; - сохраняет 
комплексную структуру, заданную нечетным оператором /.,„. 
Эта супералгебра Ли называется общей странной, а ее подсу-
пералгебра Ля M(n) = {Xei(n)\ott Х = 0}, где otr (^ Aj^-At 5 , 
— специальной странной. 

Если d—-алгебра Ли скалярных матриц, 8c=e>(n|«) —под-
супералгебра Ли, содержащая d, то проективной супералгеброй 
Ли типа й назовем yB==8/d. Проективизация приводит иногда 
к новым супералгебрам Ли: пЦп.\п), pl(n\n), P<f(n), ps<i(n). 

Пусть 5,„,2„.= diag((Tm, ./„), где a,„.=-antldiag(l,.. ..1) (m раз). 
Супералгебра Ли 

щ (т J 2/г) = {A'eut (т 12/г) | Xs 1Вт,2„ + Вт, ЬХ •== 0}, 
сохраняющая четную невырожденную билинейную форму с ма­
трицей Вт,чп, называется ортогонально-симплектической, а 
супералгебра Ли 

П (п.) = {Хе&1(п | п) | Xst72/. + (— l)pmJinX - 0 } , 
сохраняющая нечетную невырожденную билинейную форму 
с матрицей J2n, называется паламодовской. Пусть 5Г1 (/-,)•= 
— {Xen(ft) |strX-0}. 

2. Исключительные супералгебры Ли. (См. [103, 112, 
127,' 130]). D(а)-деформация сунералгебры Ли iwy(-l|2). Отож­
дествим £>(<-%- с й1(2)©й1(2)©й1(2) — {(а1, а,, ая)}, а Л (а) г 
с ldi®id2®id3, где id;-тождественное представление у-го экземп­
ляра 21(2). Пусть ^-инвариантная форма на Id с матрицей У,. 
Зададим отображение р: id® id {to} *t (2) формулой /; (//, v) та =• 
= X(y(v, w)u — if (та, u)v), где A-gC. Зададим | , ]; S4) (a), > 
{to} D (a)-— формулой 

[а-®а2®3, -01®в2®г)з]» 2 Ь ("" vi) 1>y(";• *>,) Я* («*- «ft) 
(l.J,k)'-a(l,2,S),aQS, 

У п р а ж н е н и е . 1) Тождество Якоби выполняется тогда 
и только тогда, когда X\ + X2 + h = 0. 

2) числа (к\, А.2, А,з) определены с точностью до перестанов­
ки и общего множителя. Положим a=^iA2- При а = 0, — 1 , оо 
супералгебра Ли D(a) не проста и проста при a{ne}0, — 1 , оо. 
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3) D(a) — D(a'), если а'-=а-1 или a' = — a/(a+ 1). В супер-
алгебрах Ли D(—1) и D(0) есть идеалы psl(2|2) и si(2), соот­
ветственно, причем D (—I)/ ¥*1 (212)££.з((2), а D (0)/»l(2)=sP»l(2 | 2). 

AG2: Пусть __О —алгебра чисел Кэли (октав). О— DerO. 
Форма (х, у) = ху-\-ух, где x, ygO, невырождена и Огинвари-
антна на О и на О0-—0/R-1. 

Пусть Lx(y) = xy, Rx{y) = tjx. Тогда формула DX,U = \LX, Ly] + 
+ [RX, Ry]-\-[Lx, Ry], где х, г/gO, задает G .--инвариантное ото­
бражение D:0®0->G,. Пусть D°-=D/0°. Положим (AG,)(T- = 
= *Ц2)®0,, (AQ,)r--ld®()° и зададим [ , ]:S-(Aa-)r{to}(AG2)-
формулой 

[х®и, y®v] = (x, y)p(u, v)-\\i(u, v)DXilf, 
где р и iji определены при описании D (а). 

АВ3: Положим (АВДТ = £Я(2)©о(7), (AB;,)r=-ld®~.¥in7, См. [12]. 
Отображение [ , ]:S-(AB3)j-{to}(AB;,)- зададим формулой 

[Г.®и1, Г2®и21.= (Гг, r,)®p(«1, «-..) + 

+ 2 * («i. "2) (Гг, YyY*r2) (E>* -- E/.;). 
У . f t 

где p и ip определены при описании D (а), а ( , ) —инвариант­
ная форма на sj)i»7, Y,Y,+ YyY/ -=б,; при 1< / , У<7. 

Опишем грубую структуру некоторых супералгебр Ли. Пусть 
ld( ( 1 ) ) - - стандартное (тривиальное) представление, а ч — 
тривиальное центральное расширение алгебры Ли о. Следующие 
Z-градуировки назовем стандартными: 

Й 

sjl(n | т) 
сиу (/112т) 
озу (2 | 2т) 
(S )n (n ) 

АО, 
АВ-

Й-а 

< 1) ®S2ld* 

<1> 
<1> 

Й-1 

id®td* 
ld®ld* 

id* 
A=ld* 

Id* 
id* 

Йо 

"1(«)©йИ"0 
a (п)©зр (2т) 

C0V (2m) 
(el) fit (я) 

C0 2 
со (•!) 

Й1 

Id*® id 
ld*®ld 

id 
S-ld 

Id 
Id 

8s 

< 1 ) ®S J l d 

<1> 

3. Супералгебры Ли (формальных) векторных полей. Неожи­
данным и удивительным является наличие в простых супер-
алгебрах Ли векторных полей нескольких максимальных под­
алгебр конечной коразмерности. 

С т а н д а р т н ы е р е а л и з а ц и и . Супералгебра Ли 
W(и | т) = Der С [[х]], где .А:—{ии • • • • «„. Si • • • • > йш). называется 
общей супералгеброй Ли векторных полей. Дивергенцией поля 
D-Zf^ + Zgj^ называется ряд div D{cdot}_S д£ + Щ- 1)т'] Щ. 
Супер алгебр а Ли 
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S (n\m)^{DeW (n\m)\LDvx=0}={DGW (n\m)\div D^Q} 
где «..форма объема с постоянными коэффициентами в коор­
динатах х [8, 39] называется специальной или бездивергентной 
супералгеброй Ли. 

Пусть 

« i - d t + 2 {Pidcli — 4idPi)+ 2 W) 
\<1<л \<]<т 

(иногда вместо а-, удобнее брать 
щ = сИ + ^ (Ptdqi-qidp1)+ 2($1-*ч*+Л1-*Ш+в<*е)), 

a 0 = d t + 2 (-7^6i + S^i). «0 = da1 

(соотв. сй0—d^), co1 = da0. 
Супералгебра Ли 

К (2/г + \ | т)={LW (2n +11 tn) | Loa1 = /Da,} 
называется контактной, а супералгебра Ли 

М (п) == {D6 W (п | л + 1) | Looo = /oa0} 
— нечетной контактной. Супералгебра Ли 

Ро (2п | т)={D6--C (2л + 11 т) \ LDax=0} 
называется супералгеброй Пуассона, а 

B(ti)={DeM(n)\LDa0 = O} 
— супералгеброй Бютан. Супералгебры Ли 

SM (п)={DeM (п) | div D - 0}, SB (n) = {Dp.B (n) |.div D « 0} 
называются бездивергентиыми нечетной контактной и бютано-
вой супералгебрами Ли. 

Супералгебры Ли серий К, М, SM, РО, В, SB удобнее зада­
вать в терминах производящих функций. Положим для К(2п + 
-ИМ) 

А/», - Л — -—;- /C?f - •?*—- + — . /C?; = s, -ш - —--
а для ряда /gC [t, p, q, Щ] положим 
Kf=2f Ж+2 (KPJWH-Kqi(f)KPl) + ( - 1)-<л 2A%(/)/\V. 

Положим для любого ряда /gC [[т, q, £Ц 
М!=У 1н + 2 (<4 ( / ) -^ + ( - \)^М,Н (f)Л*»,). 
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Коммутатору векторных полей — элементов из супералгебр Ли 
серий К и М — соответствуют контактные скобки в производя­
щих функциях 

{/, $K.B^b{/)*9.-%.A(g)-{f, ё)Р.в. 
и 

{f> g}M.B.=Hf)%-(-\)^^ k{g)-{f, g}n.B, 

где А(/) —2/-Еу;——, а у — все координаты, кроме t (соот­
ветствует -с), и скобки Пуассона и Бютан заданы, соответст­
венно, формулами 

(в реализации с формой ши) и 

« / • Й " . - 1 2 ( ^ - Й - + ( - 1 У « " ^ ^ ) -
I {le}./* 

Супералгебры Ли гамильтоновых полей 
И (2/г | т) = {D&V (2/г | т) \ LDa0=0} 

и их аналогов 
Le(») = {.DeW(/t|n)|LDWi-=0} и SLe(re) = {Z)eLe(/i)|dIvD = 0} 
удобно задавать з терминах производящих функций, положив 

и ~ У l±LJL 1LJL\ i i при) У df .__ 

Тогда /Г (2ft + 11 m) = < Kt > , M (ft) =. < M, > , И (2/t | m) = 
= < Я , > , Le (,z) — < Le, > , SLe (ft) — ( Le,12 ^ - = 0 > -

S M ( f t ) - < . M / | . ^ - ^ ^ - 2 - ^ r - - - 0 > , где / пробегает 
C[[x}}. 

Обозначим через SLc"(ft)=- SLe(n)/ < LC--.....& > и S°(ft) = 
= 5(11 n)/ < ..,1. . .§.,--- > идеалы в SLe (ft) и S(l|ft), соответст­
венно. 

З а м е ч а н и я , 1) Очевидно, что супералгебры Ли серий 
W, S, II и Ро при п = 0 конечномерны. 

2) Супералгебра Ли серии // (соответственно, Le и SLe) 
является фактором супералгебры Ли Ро (соответственно, В и 
SB) по одномерному центру Z, который в реализации произво­
дящими функциями состоит из констант. ПОЛОЖИМ 
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SPo (да) =-= {лГ/бГо (0|да)| J /Д6-=о}, SH (от) -=» SPo (m)/Z. 

Нестандартные реализации. Пусть SG~-максимальная под­
алгебра конечной коразмерности в супералгебре Ли формальных 
векторных полей S. Пусть %_хс% — минимальное подсуперпро-
•странство, содержащее 3?й

 и ^о-инвариантное. Положим при 
i > 0 

#z + i -4 -6#d[ '» - ? - i I - - ? «}- S'-ci+i)---!-?-!. --?-i]U-?-/. 
ПОЛОЖИМ U = Si\SB^\. Фильтрация суперпространствами 

„2,- называется фильтрацией Вейсфейлера. Перечислим все 
Z-градуировки в .2, ассоциированные с фильтрациями Вейс­
фейлера, построенными по максимальной подсупералгебре ко­
нечной коразмерности. Стандартная реализация отмечена (>)<); 
заметим, что ей отвечает случай, когда коразмерность алгебры 
З'о минимальна. 

Положим degx=°x и заметим, что градуировка в серии W 
(соответственно, М или К) индуцирует градуировку в сериях 5, 
5° (соответственно, SM, Le, SLe, В, SB или Ро, # ) . Пусть кон­
тактная структура задана формой а,\. 

Супаралгебра Ли 

XV (л | т.) 

К(1\2п) 

М(п) 

К(2л-Ы/от) 

Z-градуировка 

-a/ = «gi---l(*) 
°|./ = 0прИ 1 < / < Г < М , -й(-=°^- + /=1 ПрИ / > 1 

-••••=-&•---. -?«+г.= 0при 1 < / < я 

«т = 2, -fl.--g-.--l (*) 
от = °а, = 1, °~.=-0 

°т=-и.-=2, °g£-—0 при 1 < / < г < я , 

• / = . 2 , 0/7у == О г̂ = Ogy — 1 (*) 
°*•=-"Е* — 2- °-ir+i = 0 при ! < * < / • < [т/2] 

Vi = 04,i = °i--+y = 1 при / > 1 

Супералгебры Ли, отвечающие нестандартным реализациям, 
-обозначим, соответственно, через W(n\m; r); /C(l|2n; 0); М(п;~ 
0),М(п; г); К(2п+Цт; г), гдег>1. 

Отступление: продолжения Картана и Щепочкииой. На­
помним, что картановским продолжением пары (g.j, a0)- где 
в_1 —модуль над супералгеброй Ли а-, называется супералгебра 
Ли (0_i, е0)# или коротко 9...=-= Ф а;, -где при i > 0 

-;+i ={EeHom (е.!, St) | E (ТУ) И = (- \)РМРМ F (W) (V)) 
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с очевидным коммутированием, заданным вложением 
n -̂czU/(dima_1). 

Опишем теперь обобщение конструкции картановского про­
должения—продолжение Щепочкипой. Пусть a *.=o_i®a0 — супер-
алгебра Ли. Тогда конформно й1Гинвариантная кососимметри-
•ческая форма со на 8_1 задает расширение Efl глубины 2 с 
центром размерности е.5*"), где 

Efi0--=80, Eil_1=--0„1, Efl_2--=Cy 
И 

J?", w] = ffl)(o, та) у, если v, TwGE8_., [а, у] = а(и)у, 
где «6E8,., а а(и)ш = исо. 

Пусть ш — невырожденная форма. Тогда Efl содержится в 
/С (dim fl.i), если p(w) = 0 или в М(п), где dim 0.1 = (п, п), если 
р(со)«=Т. Максимальную градуированную подалгебру f> глубины 2 
в /С(dim я.,.) или М(п) такую, что б, —Ее,, назовем продолже­
нием Щсиочкиной пары (fl_1, й0) и обозначим (я_., а0)л,к или 
просто (й„)'1,А". 

4. Исключительные супералгебры Ли (см. [1,73]) и дефор­
мации. Положим W* (п\ А,) -= (П (Т (К)), W (01 я))..., W* (п.) — 
= l\/;li(«.; 0); CW,. («)---(--(Т(0))/ < 1 >, CW(0\n))r Супералгебры 
Ли W.l: (п; X) суть деформации супералгебры Ли В (п) (чтобы 
это заметить, нужно перейти к нестандартной реализации, 
1з которой ".;,-•••• 0) и просты при м'>1 и Х-/-0. Очевидно, что 
W,:(2;h)^H(2\2;\) (см. |68|). 

Лемма. CW,I;(2) ^W(2\ 1), a (Ж,. (3) — исключительная про­
стая супералгебра Ли. При « > 3 имеем CWt(ti) = Wj,(fi)®Cz, 
где z\W,: («), = i- Id. 

Положим 1) fl.«CW(0|/i), й-. — П(Г(- 1/2)), пусть г — такой 
элемент из центра супералгебры Ли Яо, что 21 й-. .-•--.—Id; 
2) .x=-=S|;, 4- (это градуирующий оператор в S(0|n)), 7'°(0)-= 
-= {/ИГ (0) | \ / - 0 j и я-. -11 ('Л> (0)/ < 1 ) ). Пусть Sa ,„ (я) — 
~-5 (0|д)ФС(ил:-| |^) , где .г--такой же элемент, что и и 1). 

В случаях 1) и 2) определим форму ю на il-i, положив 
(0 (/ ' 8)"* i /К и | /i-.'-1*' соответственно. 

Среди'супералгебр Ли 5а,(!(/1)'ил' и CW(0|ra)-MA' только три 
простые: 5г,-я(4)л<А", CW (01 2)<-"-/<" (3 12) и C\V(0\S)MfC. 

Положим 
S,(0\2n)=-{DeW{Q\2n)\D[(\ + tb . . . §м)^] = 0}, 

S,(0|2/i+l)=--
=--{.DUA |0| W (0 | 2ц + 1) | D |(1 + to-t • • . §:«,л) ^1 =0}. 

Упражнение . St~>Sr при i,t'^=Q. Положим Sr(п) = 
«5,(01/1). 
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Квантованием назовем деформацию Q-, с параметром к: 
' супералгебры Пуассона Po(2n|2m) в супералгебру Л » 
ВШ(п\т)ь дифференциальных операторов на пространстве 
половинного числа измерений. В частности, 

- Qft(Po(o|2TO)) = (CliffIt,i(2/z))i^a/(2«-I|2"-1) при h^O, 
где Cliffs (п) — супералгебра Клиффорда (0, /г)-мерного супер-
пространства с кососимметрической четной формой с матрицей В... 

А что делать, когда нечетных переменных нечетное число?' 
Пусть iiGDlff (п | m)T, причем л2--=--1 (например, я==^ + 
. f i - j . Пусть QDiff(»| m) = {D6Diff(/i| яг)|[D,.n]fe=0}. Тогда 
Qh(Po(2n\2tn— l)) = QDiff (л| от) при h=£Q. В частности»-
QDiff(0|/№) = d(2'"-I)---Cliff +(2/г+1)), где ji+

№=diag(l, я,.). Эта. 
" г а 

новая интерпретация алгебры Клиффорда, рассматриваемой как: 
супералгебра [40]. 

Полное описание деформаций пока отсутствует (см. лишь 
[1,73]). 

5. Супералгебры Ли струнных теорий [44, 74, 75, 126]. 
В последние годы в физике появилась идея, что элементарные 
частицы можно иногда представлять себе в виде очень упру­
гой пружинки — струны (см. [47]). При описании этих моделей 
используется алгебра Витта W — алгебра Ли векторных полей 
на окружности S с коэффициентами, разлагающимися в конеч­
ный ряд Фурье. Пусть £=ехр(ш), где а — параметр на окруж­
ности. Алгебру W можно реализовать как алгебру Ли диффе­
ренцирований полиномов Лорана C[t~l, t]-. Эта алгебра имеет' 
несколько серий супераналогов. 

На суперпространстве R(n) = C[t-1,. t, £u . . . , g„] определим 
контактную скобку, а получившуюся супералгебру Ли обозна­
чим через Ж(п). Пусть 

W {п) - Der R{ti), 9> (ti)={DeW (п) | div D = 0), 

Эти супералгебры Ли сохраняют структуру на супермного-
образин .?•"-, ассоциированном с тривиальным расслоением над, 
S. Расслоение Мебиуса дает еще один пример: контактная 
структура поднимается с 9>х<п на супермногообразие, ассоции­
рованное с суммой Уитни тривиального расслоения ранга п — 1 
и расслоения Мебиуса. Соответствующая скобка имеет вид 

</• *»... - А (Л | ~% А <й-<- » - ( 2 Д %+*% tt} 
а полученная супелгебра Ли обозначается через Ж+(п). 

Самое интересное для физиков в этих (супер) алгебрах то, 
что они имеют иногда нетривиальные центральные расширения.. 
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Все они перечислены в [44, 126]. Центральные расширения для 
Ж(п) и Ж+(п) задаются одним и тем же коциклом Resc(/, g), 
где Res/ -— коэффициент приЩ.А, а все с суть 

/г 0 \ 2 3 

Коциклы для W(2), 9>{2) и .9» (2) см. в [44], а больше расши­
рений нет. 

Центральное расширение для Ж{0) нашли Гельфанд и 
Фуке и Вирасоро, для Ж{\) — Неве и Шварц, для Ж+(\)— 
Район; соответствующие супералгебры Ли обозначаются V, 
NS(1) и R(l) в их честь. Обозначим через NS(n) и R(n) при 
п = 2, З расширения супералгебр Ли Ж(п) и Ж+(п), соответ­
ственно. Расширения супералгебры Ли ^°(2) нашли Адемолло 
и др. [74, 75]. Обозначим центральные расширения супералгебр 
Ли Ж (2), 9>{2) и £Р°(2) через АЖ, К9> и А^°. 

6. Супералгебры Каца 8$,"° и Каца—Муди [43]. Пусть 
в —простая конечномерная супералгебра Ли. Пусть С?--,—при­
соединенная группа алгебры Ли е---. Элементы группы Outg = 
==Aut о/Од-, где группа G-j вложена в группу Aut з автомор­
физмов супералгебры Ли 9 естественным образом, называются 
внешними автоморфизмами. 

Супералгебру д£"' назовем супералгеброй Каца, связанной 
с автоморфизмом ф, а ее нетривиальное центральное расшире­
ние с коциклом с —супералгеброй Каца —Муди -з.|т). 

Определим d3GAut D ((•—1 + i "|/3 )/_)„ полом-сив _d3 (a, и) = 
=--((а3. ai, а2)> ( — l + i ] /3 )и3®«1®"2/2)- Если а+а——1,_то 
определим d^GAut D (а), положив dM(a> я) == ((а1, а3, а2), их® 
<2>и3<8>и2)). 

Определим A, 5gAut SH(0|2n), положив А (§,)-=(— 1)в.'§„ 
5 ( Ы - ^ + —-%-—• при i = l, . .., 2я. 

Определим 6?.6Aut ̂ (0 |n ) , положив бя, (g,) = А,§,, где .\6C\0. 
Пусть Л,,, — diag(A, 12л), где Л—ортогональное преобразо­

вание 2-£мерного пространства, такое что detА = — \. 
ДЛЯ Х = (Q D\ ПОЛОЖИМ —St (# ) = ( ~ £ / __£)/)• - ( X ) — 

- ( д А ) . в , ( ^ ) - ( ^ с ^ ) . г д е Л е С \ 0 . 
Пусть q= — st-S./-—, a (g) —циклическая группа, порожден­

ная элементом g. Будем переносить автоморфизм с алгебры на 
подфакторалгебру, не оговаривая, и обозначать полученный 
автоморфизм тем же символом. 
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TeopeMa. Если « из серми W,S', *v(2n+l\2m), D (a) 
П0И аф1 ( _ 2 ) ± 1 , ( - 1 ± / | / 3 ) / 2 , а также АО. и АВ3, то 
Out 8 = 1 . В остальных случаях Out О определяется из следую­
щей таблицы 

О вКп/т), пфт ов$(2п\'2т) р<\{п) D ((—1 + Уз")/2) 
OutG 7,-(—st) Z2 = (Ad./„|H1) Z--(tf) Z,.-(rf,) 

Q Sn(n) S (01 n) SH (2/1+1) 
Out Q C* - {6̂  (v.- =£ 1} C* - {S-, | V -jb 1} С*--.{ЙХ | X -* ± 1} 
и точных последовательностей (1)—-(3:) 

l ^ C ^ O u t S H ( 0 | ^ ) ^ Z 2 e C * - > l , (1) 

где С —однопараметркческая подгруппа, порожденная автомор­
физмом в, z 2 =(A) , a с*Нб!.-|а,ес*Лп=?--1}; 

l{to}C*{to}OuUst(tt|/i){to}Z2©Z.,{to}l, (2) 

где я > 2 , С*«{б..|ЯбС',А.»-^1}, а 1,®2,~ (л)Ф( - -st); 

1 {to}SL (2) / ( -1 о) {to} Out v-l (2 12) {to} Z, {to} 1, (3) 

где Z2---(:rt), а действие алгебры Ли »1(2) группы SL(2) на 
*s5t(2|2) задано следующим образом. Реализуем супералгебру 
Ли rst (212) матрицами порядка (2,2) со скобкой \Х, }'] — 
= - Z r - ( - l ) / J ( A ' ) / , ( r ) F X - 2 s t r . . Y r . Тогда 

а Ь\[(А В\\ ( 0 й.5-1 bJiC'JT1 

с -а) {[С DJJ~ [cjxBij~• _|, аС О 

Отметим, что порядок, автоморфизма-—st в группе 
Out (.г.: (/г]я) равен 2 (соответственно 4), если it------4k (соотьстст-
венно n=2k~\-\). 

Т е о р е м а . Пусть а —простая конечномерная супералгебра 
'Ли. Если -"PgAut-a (связная компонента единицы), то ц i ;">.-•.--. цп>. 
Кроме того, f5d(n)f) = i)3fl(/i)'l). Остальные супералгебры Ли 

й{т) с у т ь следующие (в строке 3 при //.-» т. берется проекция 
указанного в столбце 2 автоморфизма, а (т, и) / (1, 2), (2,2); 
в строке 5 / г>2, а в последней строке Й„-МОДУЛЬ ii, (соотпетст-
веино а-) неприводим со старшим (не)четным несом 2 (соот­
ветственно 3). Через <1> обозначен тривиальный модуль; по­
ложим 

S — {(A,-S)eS2(id®l)e5-(l®id)|trA - t r S Щ: 
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я'"0 

" ф 

osjp (2/« | 2я)<2) 

(j») el (« | «)^>t 

р*1(л|л)<,2) 

»'-(n|/»)^U 
i)S4(n)<2) 

DS4 («)<") 
8Н(0|2я)({> 
д((-1+/

:у,Т)/2)(3) 

0о 

озр (2т—1 | 2л) 
о (/и)фо (я) 

Ж") 
Sit(n) 

st (я) 
о (я) 

Я(0 |2л—1) 
овр(1. 2) 

8i 

Id 
n(id®id) 

ad* 
ad* 

л; (ad) 
я (Л-id) 

To (0) 
i ( 2 ) 

82 

,.,, , 

s 
— 
— 
— 

S - i d / < l > 
— 

л (L (3)) 

Яа 

Jt(id®ld) 
— 
— 
— 

S-id/ < 1 > 
— 
— 

Эти супералгебры Ли дф
(т) просты. 

Упражнение . 1) Какие из супералгебр Ли этого пара­
графа просты? Указание: см. [1, 103, 104]. 

2) Составьте список супералгебр Ли дифференцирований 
простых супералгебр Ли, пользуясь '[36, 57, 73, 104]. 

Супералгебры Каца — Муди, ассоциированные с простыми 
конечномерными сунерал^ебрами Ли, устроены гораздо интерес­
нее, чем алгебры Каца —Муди. В частности, если у простой 
супералгебры Ли Й есть нетривиальное центральное расширение 
wa, заданное коциклом ш, то д<р"" имеет бесконечно много централь­
ных расширений с коциклами 

C(cn). :(X,r).-Resco(X,rK, где i&, X, Геа<;<>. 

Если В — инвариантная невырожденная симметрическая форма 
на о, то расширение супералгебры Ли й<р'"> задается, как и для 
алгебр Ли, коциклом 

с(Я):(А\ V)~Res В (Х,~), где X, Y^w. 
Поэтому для описания супералгебр Каца—Муди сделаем со­

ответствующее отступление: опишем инвариантные билинейные 
формы па простых конечномерных супералгебрах Ли и их 
центральные расширения, а все центральные расширения су­
пералгебр Каца строятся одним из указанных двух способов. 

Теорема . Форма Киллинга (х, r/) = str adx-ady невырож­
дена на *l(n\m) при п^=т, на о-.»(/г12/n) при ц-ф2т-\-2, на 
AQ2 и АВ3. Четная форма str ху (соотв. j x(s)у (•?,)?•'-.) невы­
рождена на ni(n\n) и озр (2/г+-212«.) (соотв. на Ро(0|2/г)), а 
нечетная форма oh ху (соотв. J x (?•) у {{,) *o6J невырождена на 
4(n) (соотв. Ро(0|2/г + 1)). На рз1, »»ч и SH формы, индуциро­
ванные описанными, невырождены. Все вышеперечисленные 
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формы симметричны и инвариантны. На супералгебрах Ли серий 
SH, W, S, S' нет ненулевых инвариантных форм. 

Инвариантные кососимметрические формы имеются только 
на следующих простых супералгебрах Ли 

3 

И(2|2) 

pi (п\п) 
при «>2 

5П(4) 
SH (п) 

при л>4 

коцикл и 

(НУ №•><$№+"•> 
( ^ ) . ( ^ ) " , Г < С В ' + В С ' > 

(А, В), (А1, B')^\t BB' 

расширение dig 

SH (4) 
*И2|2) 
SH(4) 
st (n|ra) 
0fl(«) 
AS 

SPo(n) 

Расширение AS названо в честь обнаружившего его А. Сер­
геева-

Описание контградиентных супералгебр Ли и систем про­
стых корней проведено в [42], где перечислены также автомор­
физмы Кокстера в тех случаях, когда их суперизации удалось 
придать смысл. .. 

7. Вещественные формы. Любая вещественная суперал-
гебра Ли есть либо комплексная супералгебра Ли 8, рассмат­
риваемая как вещественная, aR, или вещественная форма $ 
комплексной супералгебры Ли 9, т.е. ?)®RC-=g. Каждая веще­
ственная форма 5 комплексной супералгебры Ли а имеет вид йф = 
~{g& |cP(g)=g > где Ф — антилинейный автоморфизм порядка 2. 

Описание таких автоморфизмов для простых супералгебр Ли 
провела В. B. Серганова [56] в конечномерном случае, испра­
вив [104, 125]. Кроме того, она описала автоморфизмы порядка 
2 вещественных супералгебр Ли (таким автоморфизмам отве­
чают симметрические суперпространства) и автоморфизмы 
порядка 4 инволютивиые на flg—такие структуры исследуют 
физики. В [55] не уместилось описание автоморфизмов для AQ2 
и АВ3, тоже полностью проведенное (см. [39]). 

8. В. Серганова описала также вещественные формы и авто­
морфизмы для супералгебр Каца и, по-видимому, впервые (ср. 
[ПО]), для алгебр Каца [55] и супералгебр Ли струнных тео­
рий [57], а также автоморфизмы порядка 2 (и 4) веществен­
ных форм супералгебр Ли струнных теорий — бесконечномер­
ные (полу) симметрические пространства (ср. [116—118]). 

Вещественные формы простых супералгебр Ли формальных 
векторных полей, их автоморфизмы и супералгебры Ли их диф­
ференцирований описаны в [36]. : • . ' • - • . ' • 
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§ 2. Модули над супералгебрами Ли векторных полей 

1. Две категории. Мы рассмотрим две категории модулей 
•над бесконечномерными супералгебрами Ли 3? векторных по­
лей с фильтрацией Вейфейлера: дискретные и топологические-
Дискретным назовем такой .2'-модуль /, что dim U(S'o)i<oo 
для любого вектора Ш. Каждому дискретному модулю / соот­
ветствует топологический модуль /*=-Нот,-.(/, /г) с топологией, 
базис окрестностей нуля которой образуют анпуляторы конеч­
номерных иодсуперирострапств модуля /, причем 1 = Нап\ь(1*, 
/г), где Нот" — суперпрострапство непрерывных гомоморфиз­
мов. Очевидно, что категории дискретных и топологических 
^-модулей двойственны. Если 3? — конечномерная супералгеб-
ра Ли со стандартной градуировкой, 3?{= Ф L{, то обе эти 

категории совпадают с категорией конечномерных ^-модулей. 
Это показывает естественность этих категорий. 

Примером топологического 5?-модуля служит суперпростран 
ство Т (V) формальных тензорных полей типа V, построенных 
по конечномерному /.„-модулю V: положим &XV — 0 и T(V) = 
'=-"lo-n.y(i2'0)(U(-SP), V). Для супералгебр Пуассона, Бютан и 
их переградуировок естественно чуть изменить определение, 
чтобы центр переходил в оператор умножения на скаляр. Обоб­
щая то, что называют предквантованием или геометрическим 
квантованием, опишем также неприводимые модули над супер-
алгеброй Пуассона в модулях '.r/,(l/)==Homy(-i-fo)(U(2;')/(/Ci--A), V) 
и над супералгеброй Бютан в модулях Th(V) = 
• - Н о т ^ - ^ . ^ ^ Ц т Ц М ^ - й ) , V), где h^k, p(x)-=1, т~ = 0. 

Для супералгебр Ли струыиь-х теорий (супералгебра Каца 
йф"*) определим серию модулей у m (У) (соответственно V<->). 
Обозначим через 3~{V) модуль C[i~l[T(V). Положим <iy м.(V") ==— 
-=-ii-.J (У) (соответственно VW~V<8>C [/."', t], где V есть 
и-модуль). 

2. Иятегродифференциальпые формы. Введем наряду с 
переменными х переменные 'х такие, что p('-x/) = p(x/)+1, и 
назовем элементы коммутативной супералгебры Q==C[[x]] 
(формальными) дифференциальными формами. Определим Z-rpa-
дуировку па супералгебре Q, положив degA:/ = 0, d e g ' x — 1 . 
Очевидно, £2 = © {Omega}'. 

оо 
Определим внешний дифференциал d: {Omega}' -> {Omega}"1, положив 

d(Xi) = 'x„ d'Xt = 0, d(co.1u)j!)==dco1(o2-|-(— 1)."(<"<)со1й!ша. Для 
любого векторного поля D = 2,fld/dxl определим внутреннее 
умножение i/j:{Omega}'{to}{Omega}'"1 на поле D, положив io = (—l)'^D)^fid/d'Xi. 
Определим производную Ли LD ВДОЛЬ ПОЛЯ D, положив 
Zo==[di to]. В координатах х, 'х имеем d-=2'x ;--—. 
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З а м е ч а н и е . В некоторых работах, использующих диффе­
ренциальные формы, дается другое определение дифференци­
альных форм, в котором й совпадает с С [[x|] ['х] как про­
странство, где deg'^----!, degx.=-0, но p('x.)=-p(xi), а умно­
жение удовлетворяет условию 

Ф1*Ф2 = (-—1)Йе8ф'иевФ-+/'(ф,)/'(ф2)ср;,*срг, 

где Ф-, Ф26Й- Перейдем от умножения * к новому умножению 
ср,ф2=--(_1)(1(:№Р((Р-)ф1»ф2, 

положив одновременно рПе-̂ (Ф) — ̂ ёФ (mod2) + p0,d(9), получим,. 
что й — коммутативная супералгебра, что значительно удобнее 
(ср. [39, 129]). 

Пусть У —коммутативная супералгебра, состояния из опе­
раторов, порожденных операторами умножения на ряды /6С [[х]1 
и внутренними умножениями iD, где £>6-?. Поскольку ZJJ_ = 

= ( — 1 ) ^ ) ^ , т о У — С 1 1 х ] ] [ А ] . 
На супералгебре J введем 7-градуировку, положив 

degx.-O, deg--------L 
Определим на J структуру Q-модуля, положив. 

Другими словами, 

.Jcl«(_1)'-Jr'-+—-? 
d{d/d'xi) ' 

Через 2.= © 2 ; обозначим Z-градуированный /-модуль с обра-
i<H—m 

зующей vx, где degvx~n. — m, a p(vx)==(n—m) mod 2, Элемен­
ты agE; назовем интегральными формами степени n — m~i. 
(Это название обусловлено тем, что элементы суперпростран­
ства 2 — формальные аналоги форм, которые можно интегриро­
вать, см. [8].) 

Зададим на 2 структуру 2-модуля, положив 'л:-(ЯД,)-== ('.*:,-°)х 
где P g / . Легко видеть, что эта структура согласована с дей­
ствием операторов d, io и LD ПО правилу Лейбница. 

Особые случаи: а) /те — О. Тогда й — О при i > « , a 2 . = - 0 
при г < 0 . Кроме того, отображение vx.-+'хх... 'х„ задает изо­
морфизм суперпространства Й' с суперпространством 2,, сохра­
няющий все структуры. 

б) /z-—О. В этом случае имеется гомоморфизм .^-модулей 
Г:ИШ->С, который мы назовем интегралом Березина в честь 
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открывшего его Ф. А, Березина. Интеграл определен формулой 
\ §i • • • 1тЩ= 1, а (' .йТ1 - - • ЪттЩ--=0, если И v,-=0. Обозначим 

*>1 
через Г также композицию интеграла Березина с естественным 

j 
вложением 2_Ш->С — Й°. 

в) /ra = l . Обобщим Q' и Иу до суперпространств ф-\ где 
XgC. Пусть я - = ( « 1 , . . . , « „ , £). Определим Й-модуль Ф = © Ф% 

{lambda}gc 
(мы предполагаем, что deg 'Xi — \GC), как модуль, порожденный 
образующими ' § \ где XtiC причем deg'i-x--=X, /?(/дя) = 0, а 
W . _ / g * + i . Положив д4|'& -*.'&*-• (и ^ - / ^ ^ ^ ' « / - - О ) , 
определим на Ф действие операторов d, i0 и ID. Нетрудно 
убедиться, что Ф—- коммутативная супералгебра, а действие 
операторов d, to И Lo на Ф удовлетворяет правилу Лейбница. 

Определим гомоморфизмы а:£2-> ®ФГи fj; ©Фг->2, положив 
а (<*>).= со'&°, Р(Й 1 . . . ' « „ Т 1 ) - ^ -

Легко видеть, что последовательность 
o->Q-*e<D--is-».o 

rQZ 
точна, а гомоморфизмы а и р согласованы со структурами 2-
модуля и действиями операторов d, in и LD-

Конструкция ^-модулей Ф допускает следующее обобщение 
при m=fc\. (Формальными) псевдодифференциальными формами 
степени Я, где А-6С, назовем элементы суперпространства Q(w — 
= Т (Е1 (Id)), где E^(Id) есть А-ая внешняя степень стандартно­
го (п, /^-мерного Lo-модуля id. Они имеют вид 

/ ( * ) ' « ? • . . . /a?»'gf'... /g.7
,]«, 

где а , -=0 , 1, а р ; б С причем | а | + | р | —Я (как обычно, |а| = а 1 + . . . 
... + а„, a IPH^+.-.+p». 

Аналогично, (формальными) псевдоинтегральными формами, 
степени ц — m — X, где JifiC, назовем элементы суперпростран­
ства 2 ( „ _ m _ b ) = r ( E * ( l d * ) ® s t r ) . Они имеют вид 

где а. = 0, 1, a рубС причем |а |- | - |р | = Л. 
Положим Q-*- — Ф 2<я) и 2(»)— © ". ( Л_,„_А,). 

З а м е ч а н и е . Удобно рассматривать также такие псевдо­
формы, что р;бС, a p ;gZ при j=f=i. Такие псевдоформы отвечают 
/--модулям индуцированным с параболических подалгебр, 
больших, чем (L0)-(CM. [69, 70]). 

Lo-модули E/(1d) бесконечномерны, за исключением случая 
т—\, так что псевдоформы не являются тензорными полями. 
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Однако при ограничении на подсупералгебру Ли, суперпрост­
ранство псевдоформ может разлагаться в бесконечную сумму 
•суперпространств тензорных полей (с конечномерным слоем). 

Отметим, что Sw является й'^-модулем с согласованным 
действием операторов d, iD и Ln. 

3. Связности. Формальные конструкции, которые мы вводим, 
имитируют следующую геометрическую картину: F — прост­
ранство функций на открытой области U, DerF — алгебра Ли 
векторных полей на U, М есть F-модуль сечений векторного 
расслоения на U с конечномерным слоем, Q — алгебра внеш­
них форм на U, см .[46]. 

Пусть теперь F = С [И] (или F — любая коммутативная 
супералгебра'с l), SczDerF — подсупералгсбра Ли, М — сво­
бодный ^"-модуль конечного ранга, й — коммутативная супер-
алгебра дифференциальных форм. 

Связностью на М назовем нечетное С-линейное отображение 
•\7'.M-+Q}®grM, удовлетворяющее условию V (//n)-=d/®w + 

T(-i)p |"/v(4 где /е*\ тем. 
Поскольку как суперпространство Der.^ —ГЦНот^г (й1, &)), 

то, дуализируя и применяя функтор П, приходим к следующему 
эквивалентному определению: связностью на М назовем четное 
отображение 

• V:-~?XM-»-M. (D,m)^v(D)m 
""-линейное по первому аргументу и аддитивное по второму и 
такое, что 

V(_>)(fin) =D {/)т+(-\у(ПРФ) / у (D) (m), 
где ft<F, твМ, D^S. Оператор v (D) назовем коварпаитной 
производной вдоль векторного поля D. Элемент т\Щ назовем 
V-горизонтальным, если V(D)m = 0 для всех А-У, Легко 
видеть, что если М — свободный .^-модуль, то па М существует, 
по крайней мере, одна связность (положим V (/("•'() = :d/;®/w/, 
где {от,} —базис модуля М, а /£&"). Множество сиязностей 
модуля М образует аффинное суперпространстно, изоморфное 
WgigrEndg-M. Фиксируем какую-либо связность Vo (в свобод­
ном модуле удобно фиксировать плоскую связность, т. с. ту 
связность, относительно которой все элементы некоторого базиса 
этого модуля горизонтальны). Тогда любая связность имеет вид 
V== VoH-a, где аф,1®д-ЕпйгМ. В фиксированном базисе 
модуля М размерности п + ш форму а можно считать элемен­
том из Mat (n | т; й). Назовем Ьту матрицу а формой связности V-

Продолжим v ДО отображений 

Ч-Л^дгМ^&^ЩдгМ и V:M%.2.{to}M%2ul) 

положив 
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V (o)®m)-=dco®m-l-( — 1 )/'<"') W®V (m) 
и 

V (m®a)=T(v (fn))®e + (-- lye") яг® da, 
где Т:й1®^-Мг-аМ®5гй1 —скручивающий изоморфизм. Назовем 

формой кривизны связности V оператор Ey — ̂ - . ^ ' Vl — V2-
Очевидно, связность продолжается и на псевдодифференци-

альные и на псевдоинтегральные формы. 
Пусть модуль М — «линейный», т. е. с одной образующей. 

Пусть четность образующей равна б. Тогда, как следует нз тео­
ремы Дарбу для супермпогообразий, форма связности с невы­
рожденной формой кривизны имеет в некоторых координатах 
вид 

Если же образующая модуля М нечетна, то, как следует из 
теоремы Дарбу, форма связности а0' имеет вид 

«о—О 2 (6/ -^ + *7/-*&)> 
где 0 —нечетная вспомогательная координата. Обычно удобно 
вместо а / и а,/ рассматривать формы a1a=d/!-| a / и a0 — 
= — (0rfT-|-a,/). 

4. Примитивные формы. Пространство /'-форм (дифферен-
цмальиых или интегральных) с постоянными коэффициентами 
неприводимо над /.0 лишь, если L„ из серии -•( или я'. В других 
случаях оно приводимо. Разложение этого пространства на 
неприводимые компоненты, например, на симплектическом много­
образии, достигается за счет того, что на формах действует 
алгебра Ли s-1 (2), коммутируя с действием гамильтоповых 
векторных полей. Младшие векторы з((2)-действия называются 
примитивными формами. Опишем аналогичную структуру 
в суперслучае. 

а) Пусть задана каноническая четная замкнутая 2-форма 
iDo от 2/1 четных и т нечетных переменных. На суиерпростраи-
ствах {Omega}, {Omega}'*, 2 и 2(.) действуют следующие операторы: X+ — 
умножение па ши. А, — внутреннее умножение на сопряженный 
сои бивектор, П=[Х+, X_], d и й==[Х_, d]. Заметим, что как 
Я(2n|/n)-модули, супсрпространства {Omega} и 2 , а также Й(*> и .2W 
изоморфны, поэтому достаточно рассматривать, например, 
только (псевдо) дифференциальные формы. 

Т е о р е м а . Операторы Х+, Х- и Н задают на {Omega} и Qc*> 
структуры 31(2)-модулей инвариантные относительно Я(2п\т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Инвариантность операторов Х+, Х~ 
и И следует из определений. В канонических координатах опе­
раторы Х+ и Х- имеют вид 
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^ - s ^ + s v m , ^==-l>^7-^7+--(4r)2l/ 2 

-X.X+ = (m~2n)i2-,2'xldld,xh 

Следовательно, [Я, X±]— ±2A r
t . что и 

Теперь, заметив, что все вычисления достаточно проделать 
отдельно в (2,0) и (0, 1)-мерных случаях, непосредственна 
получаем, что 

# = tf+X_ 
где 'х=('р, % '£). 
требовалось. 

Примитивными формами назовем младшие векторы относи­
тельно st (2)-действия в Q. Что считать примитивными формами 
в £2W не ясно. Структура «1 (2)-модуля Q при (2«.-w.)/2{in}N 
довольно сложна (см. [65—71]), где она полностью описана. 

б) Пусть задана каноническая нечетная невырожденная 
замкнутая 2-форма щ от п четных и п нечетных переменных. 

Гомологии оператора со. в формах с постоянными коэффи­
циентами легко вычислить: это <'|ь . . . , %п>- Отсюда следует 
описание неприводимых Lo-подмодулей в интегроднфференци-
альных формах с постоянными коэффициентами. Указав 
пунктирной стрелкой на Lo-подмодуль, а СПЛОШНОЙ — действие 
оператора coi, изобразим модуль Q в виде графа 

л° п1 л2 я3 яЦ 

I ^~- .! Г-*-. 

- • < • ! , - V 
при п > 1 , а при n = l в виде графа 

Графы с обращенными стрелками описывают структуру ряда 
Жордана—Гёльдера в пространстве интегральных форм. 

Элементы модулей, отвечающих вершинам верхней (ниж­
ней) строки в графе Q (соотв. S) назовем примитивными фор­
мами. Как и в а), не ясно, что считать аналогом этого понятия 
для псевдоформ. 

в) Примитивные формы со значениями в линейном расслое­
нии со связностью. Пусть 
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•есть форма связности V+ — d + — а / в (1, 0)-мерном ^-модуле. 
Пусть TA(0) = Qft° —суперпространство сечений этого ^"-модуля. 
Поскольку йЛ — й®<-гОЛ

0, то операторы X+, Х_ и Н очевид­
ным образом продолжаются с Й на Qh. Положим V-=—[X-, V+]. 

Т е о р е м а (И. Н. Бернштейн, см. [35]). Операторы X+, X_, 
Н, V+ и V . задают на Q;, и Qp при h=7--0 структуры 
Щ (1 | 2)-модулей инвариантные относительно Po(2n|m). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Инвариантность следует из опреде­
лений. В канонических координатах имеем 

V+ = 2'-*- Ж7 + Т [ 2 (Pi'li ~ 4i'Pi) + -j 2 h% 
Как и выше, все вычисления достаточно проделать отдельно 
в (2, 0) и (0, 1)-мерных случаях. 

Назовем "^...-примитивными r-формами с кручением h эле­
менты суперпространства | /Яй

Г —Кег V- П -°лг-
Аналогично, но более замысловато рассматривается случай 

расслоения со связностью, форма кривизны которой — Л0СО1 
(см. [35]). 

г) Контактный случай. Пусть задан (0, 1)-мерный F-модуль 
с образующей, которой является 1-форма 

а- "= dt + 2 (P$4i — Ч&Рй + Т 2 S ^ -
При т = 0 отождествим £.>2'1"ы~г и 22n+i-r. Положим 7(Q'' = 

•=Q7((.4£-r"1+dc-i-^r_2) ПРИ r{le}n. е с л и m = 0, и всех г, если 
/П.7..--0, a KS2„+1_m_r = I<er ainKerdain--27i+iHm-2 при г>п, если 
m = 0, и всех г, если m{ne}0. Изобразим структуру подмодулей в 
£2" и 22n+i-.- с ПОМОЩЬЮ графа, вершина которого — неприводи­
мые ^-модули, а стрелки указывают на подмодуль. По индук­
ции легко доказать следующее: 

d<* 

1 

• - - . , ( 

;кл° 

da /^Ki l 1 

i 

л , К 

кл" 

dot., К Л 

Л 2 Г Ч 

• " . / < • - < (dot/K-ST 

,гг-2 

2г+1 

П 2г 

К Л' 

d«1кл2r- , - л - * * ' 

Г-1.,.,2 ot^da..) КЛи ^(doi. , . КЛ' 
•оЦКй 2г 
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Предложение. Графы Г(О') при тФО, (2п—т)/2Ш 
и от = 0, r{le}n изображены на стр. 29. 
Суперпространство /СО'' равно 0, если ш - Г г>2п. 
Графы для интегральных (2n+l— от—г)-форм получаются из 
графов Г(Ог) заменой /СО на /С2 и обращением стрелок. 

Элементы суперпространств /СО и /С2 назовем примитивны­
ми формами. Структуру ряда Жордаиа—Гельдсра в суперпро­
странствах Ог и 2Г при (2n—m)/2«$N можно вывести из резуль­
татов Г. С. Шмелева, случай формы ао аналогичен п. б). 

§ 3. Неприводимые представления, 
инвариантные операторы и аналоги леммы Пуанкаре 

Мы покажем, что каждый неприводимый топологический 
модуль над супералгеброй Ли 3? векторных полей реализуется 
как подмодуль в некотором T(V). Наша цель по возможности 
явно описать этот подмодуль. Для ЭТОГО МЫ изучим .SP-гомо-
морфизмы T(V\)-*-T(Vi) и получим, что наш подмодуль — яд­
ро одного из таких гомоморфизмов. Описание неприводимых 
модулей мы проведем в три шага. 

1) Опишем все 3? — инвариантные дифференциальные опе­
раторы с: T(Vi)~^T(V2), где Vi и V2 — неприводимые LO-MO-
дули. Идейная часть описания —основная лемма, формулирую­
щая задачу в терминах особых векторов. Оказывается, что все 
инвариантные операторы выстраивают пространства тензорных 
полей, на которых они определены, в комплексы, обобщающие 
комплекс де Рама. 

2) Мы доказываем, что эти комплексы точны — обобщаем 
лемму Пуанкаре. 

3) По резольвенте из модулей вида T(V) для любого непри­
водимого .^-модуля нетрудно вычислить его характер. Если 
супералгебра Ли 3? коитрагредиентна, то характер удается 
описать одной формулой, обобщающей формулу Г. Вейля. Для 
неконтрградиентных (супер) алгебр Ли единой формулы для 
характера нет. 

Замечание. Для супералгебр Ли векторных полей тоже, 
конечно, можно определить модули M(V)—аналоги модулей 
Берма. О таких модулях ничего не известно. 

1. Основная лемма. Описание инвариантных операторов 
удобнее получать в терминах индуцированных модулей I (V) = 
= U(S)<S>u(i2,^V, где V--неприводимый ^„-модуль, такой что 
Э?У — 0. Из определений немедленно следует, что f(V) = 
= T(V*)*. Легко видеть, что описание однородных дифферен­
циальных операторов с: T{V{)-+T(V2) порядка i эквивалентно 
описанию однородных векторов степени —i в модуле /(VV), 
таких что 2?xf = Q\ такие векторы суть образы элементов 
пространства V2* при отображении с*. 
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Л е м м а . 1) T(V)* = T(V*®stt), где . str -представление 
супералгебры Ли fll (dim/,_1) в 1-мерном суперпространстве, обо­
значенном через str, заданное суперследом. 

2) Если М — нетривиальный .^-модуль, то М&1фЪ и М3? 
есть -/..--модуль. 

3) Horn (F(V), M)=Hom i o (V, M&>). 
4) Отображение ф:7 (M-?-)->M, заданное формулой q>:«®/»{to} 

*-*шп, где mil {&), a /n6M-?1, есть эпиморфизм, если Ж —не­
приводимый -^-модуль. 

Доказательство см. в [11]. Итак, описание инвариантных 
операторов сведено к описанию суперпространств I (V)-^1. Эле­
менты этого суперпространства А. Н. Рудаков назвал особыми 
векторами. Как следует из леммы Шура н теории старшего 
веса, достаточно описать старшие векторы суперпространства 
/(\/)•-?, относительно L0. Сформулируем вытекающее из такого 
описания описание инвариантных дифференциальных операторов. 

2. Случай W(n\in). 
Т е о р е м а . Последовательности 

d d 
0{to}C{to}-Q0{to}!Q1{to}... m 

d d d a d 

•.. {to} £_,_,„ {to} 2„„, {to} . . . {to} 2,,_„. {to} 0 при in ф- О (2> 
точны всюду, кроме £_,„• В этом члене пространство Kerd/ l rnd 
порождено над С элементом \л.. .£,„-—--. . .-——v x . 

При т= 1 последовательность 
...{to}0^~1{to}0x'{to}©;4-1{to}... (3) 

точна при любом Ы1. При AgZ имеет место точная последова­
тельность 0{to}J3{to} ®cr/{to}.S{to}0. 

{lambda}gz 

При Д----0 точна последовательность 
d d j rf U 

. . . {to} 2_m_, {to} S_„, {to} О" {to} Q1 {to} . . . , (4) 
где | .= " j - - - - - - . . . — интеграл Березина. 

Если С : Т (Vx) {to} Т(1/2) есть W (и | /п)-иннариантный дифферен­
циальный оператор, а У, и V2 — неприводимые ot (n | ж)-модули, 
то с точностью до применения функтора И или оператор с есть 
скалярный оператор, или Т (V,) и Г (V2)~ соседние члены в по­
следовательности (1) — (4),а с пропорционален соответствующе­
му оператору. 

Если V — неприводимый fll(n|т)-модуль, то в V/(п\1п)-ноду-
лчТ(У) есть неприводимый подмодуль irr Т (V) = Т (V), если 
T(V) не содержится в последовательностях (1) —(4), а в дру-
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тих случаях irrQ'-Kerdn^' , 1ггФ^«Кег d f l* при Ш, 
i r rSi^lmdnS, . 

Модули hrT(V) и П1ггГ(1/) попарно неэквивалентны и ис-
черпывают все неприводимые топологические W (п | /и)-модули. 

Характер индуцированного модуля /(К) вычислить очень 
легко: 

chC • chV=NchV, дх 
д где N = n ( 1 + sep-')/(i---ea0> a,—вес вектора -j---~, а р,—пес 

вектора —- Резольвенты (1) —(4) позволяют вычислить харак­
тер любого дискретного неприводимого модуля. В частности, 
в конечномерном случае получаем три формулы: для irr7'(V) = 
*=Г(У) и еще две: 

chdfi-- — — 2 sgnwett<P+r"1,(4"8*l-,',«)"'. 

chrf.s - . ^ 1 ^ sgn^E,("- |'ф-('•И)P"')(l + Eсw|,"')'-1. 

где IF-группа Вей ля алгебры Ли L0=-gt(m), р определяется 
для £„, а Ф----2Р,. 

3. Случай S(njm). К инвариантным операторам добавляет­
ся еще один, dvx~ld: Sn_m_r->-Q'. Описание неприводимых 
5(м|т)-модулей получается из п. 2 несложным изменением, 
которое оставляем читателю, см. [38]. 

4. Серии Н и Ро. В этом случае пространство ннтогродпф-
ференциальных форм данной степени с постоянными коэффици­
ентами не является неприводимым Lo-модулем. Неприводимые 
компоненты соответствуют примитивным формам (см. § 2) и 
неизвестно чему для пространств псевдоформ. 

Отметим, что для серии Ро степень особого вектора опреде­
лена лишь по модулю 2, причем градуированный Ро-модуль 
gr/,,(V) изоморфен Я-модулю /(V), следовательно, особых век­
торов в /,, (V) не больше, чем в /(V). Особые векторы степени — 
I такие же, а степени — 2 отличаются старшим вектором сте­
пени 0. То, что вектор особый, еще не означает для серии Ро, 
что на него натянут собственный подмодуль. Соответствующее 
исследование и описание векторов для серии // см. в [65—71]. 

Единственный //-инвариантный оператор-—это d (и в ко­
нечномерном случае—/), к которым добавляется скалярный 
оператор— умножение на сохраняющую форму ы0. Поскольку 
fi'f----m-i, то дифференциал в пространстве 2 можно считать 
действующим в й, он называется в этом случае кодифферсн-
циалом. 
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З а м е ч а н и е . В [68] получено описание неприводимых пред -
ставлений супералгебры Ли Я (2 12; А,) — деформации супералгеб-
/>ы Ли Н(2\2), сохраняющей экзотическую форму d.~[l-'2X)/x X 

5. Приведем описание особых векторов в оставшихся неопуб­
ликованными случаях Н(2п\1) й К (2/г + 11 т) при /ra-fO, 

Пусть V есть о0р(1 | 2/г)-модуль, fl~^iHXj^..HX]'V]l...jl, 
где •»/,..,/,61/, а Л" = (.7, p), —особый вектор степени —г в 
Я(2/г|1)-модуле Т (V). 

1) / г—1. Пусть / 1 = . H4vq-\-Hpvp-\- H'i'Vi. Условие, что / ,— 
особый старший вектор, имеет вид Hqafx — HPifx = Q, откуда 

HplVq*=Q, Hpivi=—'v<j, HP\'Op~—'0-i, Hv,vp*=0. 
Изобразим /.0-модуль V в виде графа, вершины которого —ве­
совые векторы, по горизонталям действует »1(2) и вес увели­
чивается вправо. Получим 

-V 
... - $ / \ 

Отсюда видно, что возможны следующие случаи: 1) ъ9Ф 0; 
2) •о,-— О, <о%фО\ 3) t)--='O--=0, ърФ0, в которых (через %{v) 
обозначен вес вектора v) 1) %(»-)-— 1, ^(/.)-— 0, 2) -((•о-) = 
- Х ( / 0 - 1 . 3) Х К ) = 0, x ( / i ) - l . 

Пусть / . — Я,,2^,,. + НцНрЩр + Я / v + HqH%<o„ + HpH$,vp. 
Ограничивая представление в модуле 7"(V) на Я(2|0), получа­
ем, с учетом [54], что <г-у = 0. Условия особости и старшинства 
вектора / 2 да ют 

Яр*.?,—О, HplVqp^—Vq, MpiVp = — Vqp, H'p\Vpt = —V,., 
Я,.1Э,, = 0, И„,юр* — 0, Hq.v<lp'=—2vp,. 

Из описания tisp(i 12)-модулей (очень похожего на описание -Л (2)-
модулей) следует, что v,,= 0. Поэтому возможен только случай 
«л.7=И-0, тогда хК.я) - - -Х( /а )=-1-

2) По индукции получаем, что особые векторы для Я(2я , | 1 ) 
суть 

а> / | = К = 2 Я ^ ' + Яаи + . 2 Я / ' ^ " ГДе ХЮ---0 -. 
О, . . . , ( ) ) (s единиц), a x ( / i ) — (-. . •., 1, 0, . . . ,0) (s — 1 единица); 

б) / , - = ^ « + 2 V „ где •x(«) = 5C(/i)---.(1, ...,1); 

») / i = 2 V " ™е xW-O i.o. •••.о), x(/i)= 
= (1, . . . , l, 0 , . . . ,0 ) (г — 1 и г единиц, соответственно). 

3—2700 за 



r ) / - = _ ^ r ( 2 V ' + 2 . H^y + H ^ + He"). гДе-
X H = X (/2) = 0- • • • Л , 0, . . . , 0) (s единиц). 

Пусть V теперь — cosy (да 12/г)-модуль, f.,s,.r •= ̂  AVA".vy.( .._ 
. . . /G/ '0ll..,jrS — особый вектор /Г (2/г + 11 //^-модуля T(V). 

Заметим, прежде всего, что есть вложение \V(\ |0){to} 
->К(2п-\-\ \т), заданное формулой /(*.) — >-*Kf. Поэтому иа 
описания W (110)-модулей следует, что особые векторы имеют-
вид 

2 КхКХи ... KXjyjt...jf+2K*lt • • • -Ч..Л-'-*»' 
Ниже %=(с; Хо)» гДе с-значение на Л',, а Хо-отметка веса 

относительного стандартного базиса картановской подалгебры 
в озр. 

а) т = \, п = 0. Пусть fx = Ki<v. Тогда Кц/г—Кр. Следо­
вательно, х('-,) = 0 . X(/i) * - - 1 - Пусть / . — / f i " . Тогда jOs/a — 
-= —/<g.TJ. Следовательно, г» = 0. Пусть /;, —AV^V0- тогда 
^ £ / 1 - -= ( /<Л — 2 ^ ) « = Л':(/<-/ — 1)'0 и /C.g/3—-4/C^/C^-— 
= - 4Л7о. Следовательно, •о — О. 

б) те=2, /г=0. Пусть / 1 = aA'|+&/CT1'0, где a 6 « О (иначе/! 
не весовой). Тогда Knf\ = b(Kt—K\^'o, K/r\fr^a{Ki-\-Kin)v~ 
Следовательно, возможен один из двух случаев: 

1) «=-0, х(*)=-(•-.Д), x ( / i ) — ( ^ - i a - i ) ; 
2)6 = 0, %<р)-(-ЬЛ\ X ( / i ) - ( - ^ - l . A , + l). 
Пусть fz — aKiKrto-^bKiy. Тогда 

-V/-/- - - aA't <•** -X . » . )« - 2£Л>, 
/</Г1/2 = аКц (К, - /Cgll - 2) г» - 2/;Л>, 

/С/|т)/2 = а (КцКц — К1К14) v — 2bK^v = a (.AT, — Л"^) v 2b/\'inv. 

Пусть К (о = Em, Kirfl^Nv. Тогда 2b=~{H-E)a, 2b ^ 
= (//+£'—• 2) a, 2bH = (E — H)a. Следовательно, возможны 
три случая: 

1) а —0, следовательно 6 = 0; 
2) 6 = 0, следовательно х(щ).-—(1, 1), х (/.>) — ( — U •)• 
3) Д&----0, следовательно, а— — Ь и -/(•ti)==(1, —1), х(/..) — 

= ( — 1 , —l). Нетрудно видеть, что оператору йъ~Ч1:1~, -">Q-
соответствует как раз два особых вектора- по одному на 
каждое подсуперпространство типа 7'(х). 

Пусть f3 = aKxKzv+bKiKi]v, где а#-=0 (иначе / : , не весо­
вой). Тогда Kt%fs= —2al<lv-\r ... — а1<^-\- . . . , где члены . . . 
не пропорциональны Кх. Следовательно, а = 0. Применяя Кщ,. 
получим b = Q, 

Пусть /4*=К\КъКчр. Тогда 
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KrJ^-K.K^Kt-K^v, 
KtrJ* •--- К\КЦ (Kt -Кщ-2)-о, 

Kitof* — - [2КъКчКъ + K\ (*** - * in)] »• 
Следовательно, •г)=-0. Итак, особых векторов степени <—-Знет. 

в) m.= 3, га=0. Пусть /х^К^-]- 1(^п + KQVO. Тогда 
Kwfi=Ki-KioVt + (— АГо + /<V<..") ̂ n + (^ + fto-M f с 

X/T|/l = (-Кб-) + AT<) "6 — --^riOtlo, 
• f w / i = — -̂ fiO-S + -V-io-я + /C^Wo. 

Итак, возможны следующие три случая: 
1) хЫ---(й+2,я), X( / , ) - (n+1 ,n- l ) ; 
2) х('»о)-(1, —1), X(/i) —(0. — •)- но старший вес не удов­

летворяет необходимым условиям: в этом случае V —беско­
нечномерное суперпространство; 

3) X(~t)-= ( -» .» ) , X(/i) = ( - n - l . / t+ l ) . 
Пусть /2=Ar1^ + i-C£/C{cdot}n̂ +̂ĵ ô'DE() + j^o'i-J

1io. Тогда 
Яу>/2 - A'I/CIO" + /ft ( - .АГо + КМ -о-,,, + 

+ К^КвКюЩо+(- /Co+2^r,/C| -|- 2KnKeKta) *ч,о -
•^pf l l Y «T-O«--О, -гСбо*ИЕ-1==2'илП' /<V-,sn=='%i. /Cgô no — Oi 0) 

т. e. v = aw, % = 1и. 
Д-, ,,/2 = КЦ [ — 2a -|- (/С, + /Ctn - 2) b\ w + глуС^-От,.) + 

+ 2/С..АГт1п'ОЕо + -К"» (j^/ + -̂ -.n - 1) "go. 
-̂ g-no/2 — (АГо - ДГчЛ'бо - j^l^nn) «6n -

— (Кь+/Co/Qo+ЯУСбя) щ£о -H (j^i ~ KoK^) — К^Кы) ^ о . 
Пусть E и Я-такие же как в п. б). Тогда 

| — 2a -f (E + H~2)b\w- 2K^vnn =-= 0, (2) 
(Я + Я - 1 ) % - = 0 , (3) 

ЛГ-^о — О, (4) 
( / - / — 1 ) ^ 0 - / ^ 0 ^ - 0 , (5) 

КуЩо + Кц'^ — bw = Q, (6) 
( 1 - Я ) % - ^ 0 Ь - = 0 . (7) 

Из (7) и (1) вытекает, что (1 — H)vnG—2.О--.0 — 0. Следовательно, 
Hv^n^ — що. Из (3) следует, что Е—2. Итак, получаем 
три случая: 

1) Х(^о) = (2, - 1 ) , Х(/2)-(0, - 2 ) : Если --„о-О, то 
Ktol(\ + H)via + K^bw] = {2-\-H)KiaVi(i+Hbw = 2(l + H)bw.. 
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Если b = 0, то из (2) следует, что а = 0. Итак, учитывая (2), 
получаем 

2) х И - ( 2 . - 1), 6=2а, х(/2) — (0, - 1 ) . 
Если tl,|9 = ffl = 0, TO 

3) %(-0|о)--(2, - 1 ) , х(/2) = (0, 0). Во всех случаях слой в 
•расслоении бесконечномерен, 

г) /.. = /№= 1. Особые векторы относительно Я (211) и Ро (2 11) 
степени— 1 по виду одинаковые» «ЛИШНИЙ» ПО сравнению с 
Ро (2 | 1) /.--модуль в L1, где _ - /С(3|1), порожден оператором 
Klq, поэтому условие особости для / 1 - э т о ^,- / . . -=0. Из него 
немедленно получаем, что возможны три случая: 

1) -e-jfcO. х Ы = ( - 2 . 1)> X(/i) = ( - 3 , 0); 
2) т^—о, v&o, х Ы = ( - 1 - 1). x(/i)-=(-2, i); 
3) «, = --- = 0, т^О, х Ы = (0, 0), x(/i)-=-(--. -)• 
Вкладывая К{\\\) в /<"(3|1) очевидным образом, убеждаем­

ся, что особых векторов степени - 2 нет, 
По индукции получаем, что особые векторы для /С(2/г+1 j 1) 

суть по виду и весу относительно озу (112п) такие же, как дли 
Н (2п\ 1), а их веса на центре суть 

а) г (•.",)•---— 2n + s — 1, z ( / 1 ) -= - -2 r e+s — 2; 
б) -г(й)——я, z(fl)——n—\; 
в) 2 ( я у Г ) - - г - И , 2 ( / i ) = —г. 
д) п — \, т = 2. Воспользуемся описанием особых векторов 

для Я ( 2 | 2 ) из [69, 70]: 
-) /1-=//--ю-+Яр-я(-+Я6--1+//ч-За, где %K) = (M)> X(/i) = 

-=№-1.0); 
2) У1 = Я ^ 1 , где * (*1) —(Ц, 0), х ( / 0 = Ф + -. 0); 
3) / 1 = Я,вд1 + Ярта2 + Я|--1, где x W — ( - b l ) . х(/г)=-

- ( - 1 . 0); 
4) А = Нр<ш* + Нм, где х М = ( - 1 , 0), x ( / i ) -= ( - -> 1). 
Тогда условие Ktgfi — 0, где Я 7 заменен на Л'/, и вытекаю­

щие из него условия К(ц/1-=Кц/\ = 0 дают в этих четырех 
случаях 

1) z (t»2)-И- -"(/i)--=l-—-I". 
2) 2(-j0 —Ц. •~(/i)---J*+l; 
3) .2(0=-2, -(/!)« _3; 
4) г ( 0 = 0, г ( / 1 ) = - 1 . 
Учитывая, что особые векторы / - относительно д (1 |2) 

имеют вид K\Kt{0 или {K\K^ — K^)ti\ что относительно 
/Г(3|0) особый вектор / 2 имеет вид Ki"v-JrKp(KqVV2 + Kp'V22) и 
описание особых векторов / 2 относительно Я(2|2) из [69, 70], 
мы получаем, что ЛИШЬ Kx

,v—Kp{Kq
rou-\-Kpv22) — KiK^'v может 

быть особым вектором. Однако операторы Кч% и Л"-п переводят 
этот вектор в вектор, который при ограничении на К(3\0) не 
является особым. По индукции получаем, что особых векторов 
степени < —2 для A"(2n-fl|2) нет, а векторы степени — 1 
имеют тот же вид, что и для Я (2« |2) (см. [69,, 70]). 36 



e)-m>3. Как показано в [69, 70], особые векторы относи­
тельно Н(2п\пь) при /n>3 имеют вид а) —в): 

а) /1 — 2 Я ^ д а ' + 2 Я ^ ' + 2 Я - / ^ ' гдехЫ-СЬ. 0,..., 0), 
a X(/i) — ( ^ - - ' О"--- О)! 

6)/1=H6.<-'. ' гДе х Ы - - " ( ^ 0 , . . . , 0), a x(/i)-=( .•+-. 
О,.. . , 0); 

в) / 2 - H n . (2- t-V-'<+2 /-V-'' + 2 Я - / У Л гДе X («*)--= 
—=х(Л)-(Ь. о,..., 0). 

ИЗ теоремы о старшем весе следует, что слои конечномерен, 
если Х-целое, причем %>\ в случае а) и А,>0 в случаях б) 
и в). Заменив Нf на Кf получаем, что 

Ktqjx ——У Ktk4lwi+(к,,,,, - /сг) да1 - 2 ĵ -.p j-«' - 2 - ^ / - v 
в случае а), а в случае б) KtqJ\= — K^v^ Из условий на. 
векторы а) и б) в [69, 70] следует, что они особые. Чтобы 
найти их веса, вычислим Kt\mfi в случае а) и Kt\Jx в слу­
чае б). Как и при m = 2, получим, что z(V) = h. 

Индукция завершает описание особых векторов степени-—2; 
они возможны ТОЛЬКО для ЛГ(2/г+1 |2n + 2) (поскольку 
К(2п-\- 1 | 2n+2) сохраняет объем). 

6. .£? из серии at, "i, П, Sn и o-H>(2|2n). Эти случаи см. 
в [10, 33, 34, 37]. 

7. Доказательство точности последовательностей (1)—.(4) 
в формальном случае см. в [11], в гладком—в [39]. На «гори­
зонтальных» участках последовательностей ^f-модулей для 
S?=£\V{n\m) см. [34], т. е. там, где модули соединены опера­
торами порядка 1, проходит доказательство из [11]. В других 
местах рассмотрим подалгебру Картаиа tc:L0. На гомологиях 
рассматриваемых комплексов элементы из Ь действуют три­
виально. Поскольку у элементов из Ь все собственные значения 
равны 0 лишь для последовательности (4), рассматриваемой как 
последовательность -^-модулей относительно вложения 
^с \ ^ (0 |Л^ ) , где yV==dimL_i, утверждение о точности последо­
вательности модулей доказано. 

§ 4. Характеры неприводимых модулей 

Прежде всего отметим, что существует два неприводимых 
.SP-модуля со старшим весом %: если один из них (с четным 
старшим вектором) обозначить через V%, то другой —это П (Vx) 
и chn(Vx)-=echV*x. 

1. Характеры W (0[/^-модулей описаны в § 3, кшечномер-
ные случаи серий S, SH и их производных см. в [38, 66, 67]. 
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Заметим, что, внося N в формулах 3.2 под знак суммы, полу­
чим более симметричные выражения; 

ch ix:Qr------у 2 sgn 'w-'w 

-ugW 

chirrS_r_1-= —-=-~ ^ sgii .зу-н; 

вР+'Г. J] ( l - fe /O 

ер-гр,-Ф л (i_|_8e
po 

P/-7-B, 

2. Для индуцированных ^-модулей (3> из серии at, st, 
0S.P (2 | 2и.)) получаем, внося N под знак суммы в числителе 
вводя Р = р —- (полусумма положительных корней, соответствую­
щих нечетным векторам), что 

2 sgnw.w[«*+pII(l+ee , i-)] 
ch / (Lx) - - ^ ~v . 

wQW 

При 8 = 1 (соответственно — !) эта формула превращается 
в «характер» (соответственно «суперхарактер») в смысле 
В. Каца [105, 106]. Пользуясь резольвентами для неиндуциро-
ванных at (1| и)- и озр (21 2/г)-модулей, получаем формулу 

2sgnwe,-'<x+p> П ( 1 + е / 0 
chirr(Lx)-=-^ ^»ZT . 

2 J sgnwe 

где (,)—невырожденная инвариантная форма на S. 
Г и п о т е з а . Эта формула после соответствующего измене­

ния в определении Р годится ДЛЯ модулей над супералгебрами 
Каца—Муди, имеющими матрицу Картана. Эта гипотеза до­
казана, когда все нечетные корни неизотропны (см. [105]). 

3. Покажем, как вывести формулы п. п. 1, 2. Из точности 
последовательности (4) и того, что p ( d ) = l , имеем 

chirr Qr = 2 ( — s) i ch^ ' ' + '= -^ {sum} 2(—e)'sgn-ea,<fH-c-|-'>Pi> = 
l>0wQW l>0 

= 4 2 s№ - , - , w ' 1 2 (-ee«f'') = — {sum} sgn w-
ew{p+rft) 

Аналогично, последовательности для серий si, оёу(2|2/г) обра­
зуют после сдвига на Р геометрические прогрессии со знаме­
нателями е ' с разными i для разных горизонталей, но после 
усреднения относительно группы Вейля W можно вычислить по­
следовательность для одного какого-нибудь знаменателя. Вмес­
те с вычислениями числа (% + -°. р(), проведенными в [106], по­
лучаем требуемое. 
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4. Теорема о старшем весе. Для супералгебр Ли 
в=--.о«1>(м|2/1) при тф\.,2 формула для характеров не доказа­
на, как и для AG2 и АВ3. Георема же о старшем весе дока­
зана. Условия, которые надо наложить на старший вес, к удив­
лению, не совпадают с условиями для 9---1 Эти условия, доволь­
но замысловатые, нашел В. Кац [103, 104]. 

Т е о р е м а . Пусть д —одна из простых конечномерных 
контрградиентных супералгебр Ли, V— конечномерных неприво­
димый з-модуль. Тогда существует единственный старший весо­
вой вектор веса %, т. е. аннулируемый операторами, отвечаю­
щими положительным корням, причем если %i = %2> то V^V2 
или V, = л (V.j). Нормируем матрицу Картана так, чтобы 
я.г,.,+1 = 1. если а„==0, и пусть {А,}— стандартный базис в под­
алгебре Картана алгебры Ли з--, (см. [12]). Тогда отметки 
старшего веса %(=-%(А.) удовлетворяют следующим условиям: 
&i&+, если i-7-.s, и для чисел k и b из следующей таблицы 

й 

озу(1 I 2 " ) 
д>з\) (2от + 1 |2я) 

озр (2т! 2я) 

1) (а) 
АО2 
АВ3 

в/1 Ям+1--
&п — а « + 1 " 

(1—а)-
1/2( 

ft 

«я 1/2 
— " л н л -
— a / n + n _ 

—в/л+в 1/2 
- ( а т + л - 1 — 

.З/к+н)/.-
( 2 л , -

«!—2а2 
(2»!—Заа—4аа 

аа—-авз) 
—За.) 
•—2л4)/3 

& 

0 
т > 1 
т > 2 

2 
3 
4 

•выполняются такие условия; A6Z+ и кф1 для AG2 и АВ3, а 
•если /г<Ь, то 

для 

озр (2/« + 1 | 2л) 

03-.) (2/я 1 2 я) 
т > 2 

D (а) 

АВ3 

А0 2 

выполняются соотношения 

•"•л+А-н - = . . . - = Л/п+п — 0 

«n+ft+i - = . . . = «•,••+.. при k < ОТ—2 
«/л+л-1 = » т + в ПР-- * -= т—\ 

ai = 0 при й =• 0. 
(а, -Ь 1) а •= + (а2 + 1) при k = 1 

а; -= 0 при й =- 0 
а- •= Л4 = 0 при й = 2 

• а2 = 2-2* + 1 при й = 3 

«i = 0 при й = 0 
я- -= 0 при й = 2 
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: Если g-=-ysl (/j — 1), то отметки старшего веса относительно 
стандартного базиса подалгебры Картана в 9-- таковы, что 
a£Z+, а если at = 0, то -21+2.2-+.. .+(/ — 1)<Vi—#«+2<Vi + . . . 
...{n-i)ai+l, 

Для прочих простых конечномерных з ограничения на отмет­
ки старшего веса такие же, как и для алгебры Ли д0 в стан­
дартной градуировке супералгебры Ли 9. 

§ 5. Прочие результаты о супералгебрах Ли 

Структура. Простые конечномерные супералгебры Ли над 
С классифицировал Кац [18 — 20]. Часть его результатов неза­
висимо получили многие другие (см. [104, 112, 127, 130]). Ука­
жем без доказательства, что соотношения между образующими 
простой супералгебры Ли с матрицей Картана аналогичны 
соотношениям {DR) из § 0 для алгебры Ли, если 3^=t^ или 
:р-.<.0>. Для неконтрагредиентных супералгебр Каца, W и v*W> 
соотношения не вычислены. 

Для простых бесконечномерных супералгебр Ли формальных 
векторных полей и струнных теорий соотношения в ti+ имеют 
степень 2 при «- f /n>10 (иногда эту оценку можно понизить), 
где (n, m)~размерность того пространства, на котором супер-
алгебра реализована векторными полями. 

Классификация простых супералгебр Ли (бесконечномерных 
Z-градуированных конечного роста), по-видимому, близка к ста­
дии классификации аналогичных алгебр Ли и, кроме деформа­
ций или сжатий примеров из § 1, других простых супералгебр 
Ли нет. 

Что такое полупростая супералгебра Ли? Пусть S — главное 
расслоение над (0, #)-меркой базой 3d с калибровочной супер­
группой $, супералгебра Ли д которой проста. Супералгебра 
Ли супергруппы диффеоморфизмов расслоения % есть 5 = 
= Der Q®A(q)QrW (0\q). Пусть S-—- такая супералгебра Ли, что-
s®A(<7)cS*nS-derg®A(?), a S,(modfl®A(«7))--=> < — . . . . , J - > . 
Тогда полупростая супералгебра Ли есть сумма супералгебр 
вида 5 . (см. [104]). 

Какие наложить ограничения, чтобы хоть часть полупростых 
супералгебр Ли можно было бы описать явно? Может быть-
стоит потребовать, чтобы AulfficzW (0\ q) была простой? Воз 
можность, предложенная в [5], сводится к прямой сумме прос~ 
тых, что неинтересно. 

Аналог теоремы Ли [104]. Пусть з — разрешимая суперал-
гебра Ли, Линейная форма Щ* называется выделенной, если 
i(9у) = / ([9-f, 9—]) ==0. Пусть D — пространство выделенных 
форм, DQ~{leD\l([9, 9]) = 0}, a D1 — подгруппа в Ло, порожден-
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нал формами, которые задаются 1-мернымн факторами в при­
соединенном представлении супералгебры Ли 9. 

Пусть dcD0 — подгруппа и Xgd, а р —представление супер-
алгебры Ли g в суперпространстве V. Представления р и р-.=-
= p®U, где U есть 1-мерное представление, заданное харак­
тером X, называются й — эквивалентными. 

Для lQD/D0 положим g/ = {geg|/([g, gi]) = 0 для giG3}. Оче­
видно, что g-jcg-crg, g,--подсупералгебра Ли и /([з-> 9-])=0. 
Подсупералгебра Ли :pcr=g называется подчиненной функционалу 
U если l([f, ¥]) = 0 и дгсг5. 

Вполне разрешимой называется разрешимая супералгебра Лиг 
для которой все неприводимые факторы в присоединенном пред­
ставлении 1-мерны. 

Через (з, /} обозначим 1-мерный s-модуль, заданный формой 
IED по формуле g(v) = t(g)v, где т>е{з, /}. 

Т е о р е м а . Если V — неприводимый конечномерный з-модуль, 
то все неприводимые факторы модуля V, рассматриваемого 
как а—модуль, одномерны, а соответствующие им линейные 
формы на з (продолженные нулем на з-) принадлежат одному 
классу lveD/D0. 

Пусть \l]£D/D0, a j>- максимальная подсупералгебра Ли,. 
подчиненная классу [I]. Тогда g-модуль IndS ,{р, I), где t&[l]r 

неприводим. Два таких з-модуля /_)0-эквивалентны, если [ч|-= 

Всякий конечномерный неприводимый з-модуль V изоморфен 
модулю вида Indg{p, i}, где /G[.V], а -Р —максимальная подсупер­
алгебра Ли, подчиненная функционалу I. 

Если 9 вполне разрешима, то всюду выше в теореме D-
можно заменить на Dx. 

Неразложимые конечномерные представления. Они опи­
саны для супералгебр Ли серий gl(l | п), -̂  (11 n) и озр(2|2/г) 
(см. [37,72]). Это удается сделать сведением к [17], где описаны 
неразложимые представления супералгебры Л (2). 

Инвариантные операторы. Унарные операторы, инвариант­
ные относительно супералгебр Ли векторных полей, в нестан­
дартной реализации практически не описаны (см. лишь [35]); 
почти все такие операторы новые и очень интересно дать их 
интерпретацию. 

С унарными операторами связаны, как мы видели, комп­
лексы свободных Л(п) -модулей. Можно показать, что таким 
комплексам соответствуют расслоения на Рп (см. [2, 3, 7] ) . 
Выше приведено большое количество естественных примеров 
таких комплексов. Что за расслоения им соответствуют? 

Бинарные инвариантные дифференциальные операторы в тен­
зорных полях описал П. Я. Грозман, Супералгебры Ли пролезли 
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и в его список, (см. [14]). Рассмотрим их подробнее. Пусть 
:Йд==Й'®згГ(!1, . . . , |л), а £2*.,-— © ИД, аналогично /-**•-= 

/>o,ugc 
•— © —Д, где Z/t==E^-(lF(«|0))®Sr7,(p, . . . ,р). Тогда в ло-

<>0,Д£С 
кальных координатах операторы Грозмана -°6 и P8 задаются 
•формулами 

-Pe(a>t6 Д, u)26v)==[v(dco1)w2-(~1)p(,BlV»1dw2)]6Jl+v> 
-P8(X6H, F6v) = [ ( v - 1 ) ( ( x + ^ - l ) d i v X . r + ( - l ) p W ( j x - l ) X 

X( ! a + v „l ) .d ivK-(f i - l ) (v- l )d ivXK]6 , i + v ; 
где со-, co26Q*, X, F6L!|:, S —элемент объема, а 

d i v n ^ - ^ - i y d i v A n L V 
i+i 

Умножив оператор P6 (соответственно Р8) на подходящую 
•функцию от степени форм объема, мы зададим структуру 
•супералгебры Ли на части суперпространства II(и*,,.) (соответ­
ственно П(£*..,)). Например, /у--=.---—• Ре задает структуру на 
n(Q%/dQ*), P6» = i£zlpu на -(-*--*©(,©/£))• 

Задача . Описать область определения оператора -°8' = 
— „,„._-•-/Л- Вычислить другие функции /(|-.-,v) такие, что 
f(y-,v)Ps задает структуру супералгебры Ли на части супер-
•иространства L% и описать эту часть. 

Заметим, что, рассмотрев подкрученные формы, зависящие 
от ц так, что они быстро убывают при |р,|-->со, и перейдя 
к их Фурье-образам по р, можно задать новые операторы Р6' 
и Р6" на всем полученном пространстве (то же относится и 
.к Ps), например, 

paf,g)~d(fg)-{-\y{t)dif.%-%dig, 
t 

где / , g —функции от х, dx и t, а //-=-—.i J f (x, dx, t0)dtl 

т. е. /=• 

i 
JT I .. Л „ jt \ , 7 / 

0> 
—-о 

"rf-1" 

Задача . Дать интерпретацию супералгебр Ли, заданных 
операторами, полученными из Рв на Я„* и его Фурье-образе 
(и то же для Ps)-

Грозман описал также бинарные операторы, инвариантные 
относительно алгебр Ли серий S, Н и К- Они, за несколькими 
.исключениями сводятся к ^-инвариантным операторам. Бинар­
ные операторы, инвариантные относительно W(n\m), получа-
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ются из списка Грозмана, если кроме, Q, рассматривать также 
пространства Ф и 2 . 

Супералгебры Ли группы суперсимметрий (аналоги алгебры 
Пуанкаре) — сжатия вещественных форм простых супералгебр 
Ли- Их расширения и представления (в том числе бесконечно­
мерные) изучаются в основном физиками- Пока получены раз­
личные частные результаты '[64, 119—124]. 

Когомологии. Определение см. в [31, 63]. Некоторые ко-
гомологии с тривиальными коэффициентами для простых ко­
нечномерных супералгебр Ли вычислены в [63]. Когомологии 
нильпотентных подалгебр простых супералгебр Ли, имеющие 
массу приложений, вычислены лишь частично. Соответствую­
щие ответы приведены выше в виде резольвент из индуцирован­
ных модулей и в [52], |[109]. 

Некоторые КОГОМОЛОГИИ вычислены в [39] в связи с описани­
ем в когомологических терминах важных дифференциально-
геометрических понятий типа тензоров Римана, Вейля и т. п. 

Супералгебры Ли и дифференциальные уравнения. Схема 
Адлера—Костанта с помощью функтора точек переносится на 
супералгебры Ли без труда, но приобретает неожиданные чер­
ты: механика может описываться не только скобкой Пуассона, 
но и скобкой Бютан 1[25, 41, 42]. Полная интегрируемость та­
ких уравнений обеспечивается теоремами В. Н. Шандера (см. 
[39]). Многомеризация частично рассмотрена в [30]. 

Характеристика р . Практически ничего здесь не сделано. 
Определение супер алгебр Ли в простой характеристике требу­
ет дополнительных условий (см. '[39]). В характеристике 2 
разницу между алгебрами и супералгебрами можно не заме­
тить и некоторые примеры таких алгебр приведены в [113]. 

Некоторые разрозненные результаты. Инвариантные функ­
ции на супералгебрах Ли описаны в [40, 58, 131] . В [16] в тер­
минах супералгебры Грассмана описаны инстантоны. В [24, 39] 
указана связь между уравнениями Хилла и «части» КдФ, орби­
тами группы, соответствующей алгебре Вирасоро V, и супер-
алгеброй ,7/(1). Описание неприводимых представлений конеч­
номерных супералгебр Ли [34] позже многократно переоткры-
валось в частичной форме [76—78, 82—86, 88, 96, 99—102, 
119—124], Другой подход к описанию представлений c по­
мощью аналогов диаграмм Юнга успешно применен в [79, 81]. 
В [115] выделено одно довольно странное условие — конгру­
энтность представлений супералгебр Ли- Наконец, результат 
замечаний {52, 115, 128] ясен из названия, 

В самое последнее время в серии статей в ДАН Д- П. Же-
лобенко получил явное описание гомоморфизмов между моду­
лями Берма для простых конечномерных алгебр Ли, которое 
переносится на супералгебры Ли с матрицей Картана и неко­
торые супералгебры струнных теорий, а И. Пенков и И. Скор­
няков суперизовали результаты [80, 90] о .2)-модулях, получив 
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аналог теоремы Бореля—Вейля—Ботта. Заметим, что другой 
аналог этой теоремы — в форме результата о когомологиях 
максимальной нильпотентной подалгебры — удалось пока по­
лучить (Б. Л. Фейгин, Д. А. Лейтес) лишь для 01(1 |п) и 
0£ф(2|2п) и простейшей системы корней в них — с одним серым 
кружком 1[104, 42] в самом конце диаграммы. Для подалгебр, 
отвечающих другим системам, ответ очень сложен. Эти трудно­
сти, видимо, связаны с тем, что до сих пор не понятно, что слу­
жит аналогом группы Вейля для супералгебр. В формуле для 
характеров над Л, например, слагаемые нумеруются целыми 
точками положительных конусов (Z+)<-lm!>, занумерованных 
группой Вейля четной части. Некоторые изолированные резуль­
таты получены в '[39, 51, 92]. 
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