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УРАВНЕНИЯ В СВЕРТКАХ 

И НЕЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Л, Г. Арабаджян, Н. Б. Енгибарян 

§ 0. ВВЕДЕНИЕ 

Интегральным и дискретным уравнениям в свертках (УС) 
посвящено большое количество работ чисто математического и 
прикладного характера. Это обстоятельство обусловлено их 
важными и многогранными применениями в самых различных 
областях математического естествознания, необходимостью раз­
работать новые, более эффективные и экономные методы их 
решения, охватить ранее неизученные (или недостаточно изу­
ченные) классы уравнений. Благодаря своей специфике, для 
различных классов УС созданы красивые математические тео­
рии, сочетающие тонкие аналитические построения и эффектив­
ные приближенные методы. 

Ряд идей и методов, которые своим возникновением обязан 
УС, в дальнейшем начал широко применяться в других -обла­
стях математики и физики. 

Среди УС по своей важности особое место занимают ска­
лярные и матричные интегральные уравнения на полупрямой с 
ядром, зависящим от разности аргументов: 

00 . 

f{x)~g{x)+]K{x-t)f(t)dt. (0.1) 
о 

Эти уравнения именуются интегральными уравнениями Ви­
нера—Хопфа (ИУВХ), из-за большой роли метода Винера— 
Хопфа в развитии теории этих уравнений [81, 92]. На основа­
нии этого метода создана элегантная аналитическая теория 
ИУВХ, охватывающая неособые уравнения и некоторые специ­
альные случаи особых уравнений. Существенный вклад в раз­
витие этой теории внесли В. A. Фок, М. Г. Крейн, Ф. Д. Га-
хов, И. Ц. Гохберг и др. (см. [11, 13, 17, 18, 43, 51, 65]). 

В начале сороковых годов В. A. Амбарцумян предложил 
принцип инвариантности (ПИ) [1] и применил его к задачам 
переноса излучения. Этот фундаментальный физический прин­
цип (или соответствующие математические преобразования) 
позволяют сводить специальные классы УС к вспомогатель­
ным нелинейным функциональным или операторным уравнени­
ям— уравнениям Амбарцумяна (УА). УА сравнительно легко 
решаются численно, а иногда допускают замкнутое аналити­
ческое решение. Большая плодотворность этого подхода и мно­
гочисленные применения УА превратили их в самостоятельные 
объекты исследования, для которых - создана содержательная 
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математическая теория [32, 58, 59, 70]. УА убедительно, пока­
зали что нелинейные функциональные уравнения могут слу­
жить действенным орудием изучения и решения линейных за­
дач В настоящее время существует целое направление мате­
матической физики и прикладной математики по сведению ли­
нейных интегральных уравнений, бесконечных алгебраических 
систем краевых задач для дифференциальных и интегро-диф-
ференциальных уравнений к нелинейным уравнениям (УА, 
уравнения типа Риккати и др.). Это направление своим воз­
никновением и развитием во многом обязано принципу инвари­
антности. ту _ _ п п п ^ 

Недавно В. С. Владимировым и И. В. Воловичем [10] был 
найден новый метод решения дискретных уравнений Винера— 
-Хопфа, основанный на применении ортогональных многочленов. 

В работах [31, 32] был предложен новый подход к ИУВХ, 
основанный на выводе и изучении нелинейных уравнений факто­
ризации. 

Ниже мы сформулируем две задачи факторизации, эквива­
лентные одному и тому же нелинейному интегральному урав­
нению. 

Пусть Е+— одно из пространств LP(0,oo). р > 1 , М[0, со), 
а £1=11 (—со, оо). Обозначим через Q пространство интег­
ральных операторов Ж вида 

00 

(Xf){x) = $K(x-i)f{t)dt; K&i. 
о 

Ж переводит Е+ в себя, причем в любом из пространств Е+ 

со 

||^||—|г= ]\K(x)\dx. 
— 00 

Введем алгебры Q± е й : если V±^±, то aV±6iV, что 
X 

о 
оо 

\V>-f){x)-[v_(t-x)f{t)dt, 
х 

Имеем Q==Q+©Q-. 
Для дальнейших рассмотрений существенную роль играет 

тот факт, что если ^ ± 6 ^ , то W^W-V+eQ. 
Задача I. Для Ж£& найти ^ ± 6 ^ * такие, чтобы 

У-Ж=(3-.<??>-)(£/ —W+), (0.2) 

где J— единичный оператор. 
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Факторизация (0.2) понимается как равенство операторов, 
действующих в Е+. Она, сводит решение уравнения (0Л) 
к последовательному решению следующих двух более простых 
уравнений: 

Раскрывая (0.2), получаем лемму 
Лемма 0.1. Факторизация (0.2) эквивалентна нелинейной 

системе 
00 

V±{x)~K±{x) + §VT{t)V±(x + i)dt, (0.3) 
о 

где К±(х)=К(±х), л:>0. S 
Сформулируем теперь вторую задачу факторизации. Пусть 

W—винеровская алгебра функций на (— оо, с») являющихся 
преобразованиями Фурье функций из _1: если K&W, то K(s) 
непрерывна на вещественной оси ims = 0 и стремится к 0 
при s->oo. Функция \—K(s) называется символом операто­
ра У—Ж. 

Введем подалгебры Wr± e lF, состоящие из функций вида 
со 

V± ( s ) - J V± {x) e^dx, Vb&f. 
о 

V+ и V. голоморфны, соответственно, в верхней (ims>0) и 
нижней (ims<0) полуплоскостях комплексной плоскости С и 
непрерывны вплоть до вещественной оси R. • 

З а д а ч а И. Пусть 1(£W. Требуется найти V±(s)Q\V± такие, 
что 

l—^(s) = [l—K_(s)].[l-i7+(5)], ims=0. (0.4) 
Лемма 0.2. Факторизация (0.4) эквивалентна системе (0.3). 
Ш Пусть (V+,' V_) удовлетворяет системе (0.3). Умножая 

первое из уравнений (0.3) на еш, а второе—на е~ш и интегри­
руя по х от 0 до оо, получаем 

со об оо 

у+ (5) = J AT (х) eixsdx + J V - (t) e~ixsdt j V + (x) elxsdx, 
о 

0 

V„ (s) = J К (x) elxsdx -f- j" V_ (i) j V + {x) elxsdx e4xsdt. 

Складывая эти равенства, приходим к (0.4). Нетрудно прове­
рить также, что из (0.4) следует (0.3). Ш 
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В симметрическом случае, когда функция К четная, урав­
нение (0.3) допускает следующее упрощение: пусть К±=К к 
F{in}Li+ удовлетворяет уравнению 

00 

V(x)*=K(x) + [v {t)V{x + t)dt. (0.5) 
о 

Тогда V±(x)=*V (x) удовлетворяют системе (0.3). 
Под неособым (эллиптическим) случаем уравнений (0.1) и 

факторизации (0.2), (0.4) подразумеваются случаи, когда выпол­
няются условия 

1 - ^ ( # 0 , seR, 

ind[\~K(s)}=-~~- \dsarg\l-K(s)} = 0. 
— ОО 

В особом (неэллиптическом) случае хотя бы одно из усло­
вий (0.6) нарушается ![43, 53]. 

Метод Винера—Хопфа, по существу, опирается на возмож­
ность сведения факторизации (0.2) к факторизации (0.4). Од­
нако _ традиционно изучались факторизация функций 
'[1—K(s)']-1 и соответствующая факторизация обратного опе­
ратора 

Классический результат по существованию факториза­
ции (0.7) и (0.2), вытекающий из теоремы Винера—Леви [49],. 
относится к неособому случаю (0.6). Ядра Ф± операторов Ф± 
удовлетворяют следующим хорошо известным линейным инте­
гральным уравнениям (типа уравнений Гельфанда—Левитана 
(см. [19])) 

00 

Q±(x)—K'(±x) + § K[±(x-1)](J>±(t)dt. (0.8) 
о 

Построение факторизации (0.7) для {&—Ж)~1 путем ре-
щения уравнений (0.8) может показаться предпочтительным* 
по сравнению с построением факторизации (0.2), решением. 
уравнения (0.3), поскольку а) уравнения (0,8) линейные; 
б) с помощью Ф± непосредственно строится обратный опера­
тор («^—Ж)~1. Оказывается, однако, что в ряде случаев нели­
нейные уравнения (0.3) имеют существенные преимущества: 
над линейными уравнениями (0.8). 

В настоящей работе мы в основном будем рассматривать 
уравнения (0.1), (0.3) при предположении 

JX<1, (0.9> 
где |1«р + +1*-Н|# |к , . 1*--̂  •= И 
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Условие (0.9) обеспечивает существование так называемо­
го канонического решения уравнения (0.3) (см. § 1). Оно 
охватывает достаточно широкий круг задач большой приклад­
ной важности. Наиболее интересным является консервативный 
случай (КС) 

Л>0, 1.1=1. (0.10) 
КС относится к особому случаю, так как 1—jC(0) =0, и вы­

падает из общей теории ИУВХ. Однородные и неоднородные 
консервативные ИУВХ имеют важные приложения в теории 
переноса излучения (проблема Милна и др.), в теории веро­
ятностей. 

Для более полного сопоставления условий (0.6) и (0.9) за­
метим, что в случае неотрицательного ядра К, условие (0.6) 
эквивалентно случаю | i<l . 

Изучение УФ (0.3) приводит не только к вышеотмеченному 
новому результату по факторизациям (0.2) и (0.4) при |х-=1, 
но и к богатой информации о свойствах функций V± как ,в 
неособом, так и в особом случаях. Результаты, по изучению 
(0.3), в свою очередь, нами будут применены к ИУВХ (0.1). 
Таким путем получается ряд новых фактов по однородным и 
неоднородным консервативным ИУВХ и простое доказатель­
ство некоторых ранее известных результатов. Полученные 
результаты могут служить теоретической базой для постро­
ения эффективных приближенных методов решения (0.1) при 

В § 2 будет показано, что уравнения (0.3), наряду с зада* 
чами (0.2) и (0.4), естественным образом связаны с уравнени­
ем Амбарцумяна. На основании этой связи удается вывести 
и обобщить уравнения Амбарцумяна и развить теорию их раз­
решимости. С помощью УА эффективно решаются не только 
соответствующие уравнения Винера—Хопфа, но и уравнения 
на конечном промежутке (см. § 9). 

Вышеуказанным не исчерпывается роль уравнений (0.3) в 
теории уравнений в свертках. В § И будет показано, что к 
ним сводится факторизация достаточно общих операторов 
типа свертки. 

Отметим, наконец, что частный случай уравнения (0.3), со­
ответствующий финитной функции К (см. ,§i 8), применяется 
в статистической механике (уравнение Пер куса—Йевика 
и др.). Ввиду их многогранных применений, уравнения (0.3) 
стали самостоятельными объектами исследования, для кото­
рых создана содержательная аналитическая теория и числен­
ные методы решения. 

Рассматриваемый метод факторизации отличается еще и 
тем, что сравнительно легко обобщается на различные клас­
сы матричных и операторных ИУВХ (см. §§ 13—15), имеет 
простые дискретные аналоги (применяемые к бесконечным 
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-линейным алгебраическим системам с тёплицевыми матрица-
ми). Эти дискретные аналоги наглядно демонстрируют прак­

тическую эффективность применения нелинейных уравнений 
факторизации в вопросах построения факторизации и реше­
ния соответствующих, неособых и особых уравнений в сверт­
ках. 

Вышеотмеченный результат работ [31, 32] по существова­
нию факторизации оператора &—Ж в КС является первым 
результатом по факторизации необратимых интегральных опе­
раторов. В '[23, 24, 69] путем изучения нелинейных УФ были 
получены факторизационные теоремы для широких классов 
необратимых операторов. Применяемые при этом методы яв­
ляются развитием методов работы ![32].. 

§ 1. КАНОНИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ФАКТОРИЗАЦИИ 

Перепишем УФ (0.3) и его симметричный случай (0.5) в 
операторной форме 

(\/+,У_)==5Ш(1/+, VJ (1.1) 

K-0KV), (1.2) 
где Ш==$Кк и $=3V определяются следующим образом: 

оо 

{ШУ) (х)=К (x)+^V (t)V {x + t)dt, х>0, 
о 

где 
со 

U±{x) = K±{x)+\v^{t)V±{x+t)dt. (1.3) 
• б 

Операторы Ш и 3ft непрерывно действуют в пространствах 
Z-i+. и Z1

+XA+ = (_1
+)2, соответственно. Здесь и в дальнейшем 

пространство (Z-+)2 снабжается нормой 

l l .y .*V_) | | -^" |V+ | | + ||V_||). 
Пусть Sr

QQLi+ и SrQ(Li+)2 — открытые шары радиуса г с цент­
ром в нуле. G — замыкание множества Q. 

Лемма 1.1. Пусть_ц < 1 и гб[г1} г2], где ri)2-= 1 + ]/1™|*. 
Тогда 59J отображает Sr в себя. 

И Перейдя в (1.3) к модулям и интегрируя по х от 0 до со, 
получаем 

оо оо 

\\UJ<^+]\V-(t)\dt\\V,(x)\dx, 
о ' t 
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OQ I 

\\U_\\<^+l\V.{t)\dt[\V+{x)\dx. 
о о 

Складывая эти неравенства, получаем 

1 1 ( £ / + , U M < ^ + ^ \ \ V - \ \ W A < T V + ^ \ \ ( V , , V - W - (1.4) 

Из (1.4) легко следует утверждение леммы, если учесть, что гх 
и г2 суть корни квадратного трехчлена z2 — 2г + ц. Щ 

З а м е ч а н и е . Если К±>0 и V±>0, то первое из нера­
венств (1.4) обращается в равенство. 

Из леммы следует, что при г6[/*ь г2] оператор 01 отображает 
Sr° в себя. Если гб(гь г2), то $г отображает 5Г в шар мень­
шего радиуса. . Поэтому уравнение (1.1) не имеет решений 
внутри слоя Srt\$ri-

Лемма 1.2. Если }х<1 и г6[гь 1), то оператор 31 —сжи­
мающий в 5Г° с коэффициентом сжатия г. 

• Пусть Vlt K26li+ и Uj=*toVJt /=-1,2. Имеем 
со со оо 

^\Ui{x)-lfl(x)\dx<^\V2{t)\di\\V2(x)-Vi(x)\dx+ 
О 0 ..! 

оо * 

+ 5 ИМ')!-* l\V2<*)-Vi(x)\dx 

и также 
со оо оо 

^ l^2W-^i(A:)|rfJC<J|V'1(0|^5|V'aW —l̂ i(JC)|rfj: + 
о о * 

оо * 

+ $ | К2 (*)| Л J | К2 (х) — 1Л (*)| АГА:. 
0 , 0 

Из этих неравенств получаем 

Из леммы 1.2 следует существование решения V уравне­
ния (1.2) в S°ri при ji< 1. Из леммы 1.1 следует, что V являет­
ся единственным решением (0.2) не Только в 5?t, но и в 5?а. 
Если в качестве исходного приближения взять элемент VQeS°ri, 
то последовательные приближения для (0.2) будут сходиться к V 
со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 

т. 



Рассмотрим следующий итерационный процесс для (1.1): 
(Vt+u Vw)~mVn\ W"). ^ - 0 , / i=0, 1, 2, . . . . (1.5) 

(L5) определяет последовательность (Vn
+, Vn~) в (Li+)2. Если 

{Vn*, VTT) сходится, TO ее предел (V+, V-) является решением 
уравнения (1.1). Его1 мы назовем каноническим или главным 
решением (КР). В симметрическом случае имеем V—V n , где) 
t(Vn) определяется посредством 

П+1-3^«> V0=(), Л=аа0, 1,2, , . . . (1.6 
Ниже мы покажем, что при ц < 1 существуют КР уравнений (1.1), 
(1.2). 

Рассмотрим сперва случай К>0. Легко убедиться по ин­
дукции, что тогда а) V* t по ">; б) \\{Vn

+, 1/Л-)|| = —-(у/Ч-уп~)< 
< 1 - У \ — ц, где у± = ||Vn~ ||. Пользуясь теоремой Б. Леви 
о монотонной сходимости [50], заключаем, что V* сходятся 
в Z,!"1". Поэтому я КР (V+, V_) уравнения (1.1), V±>0, С учетом 
замечания к лемме 1.1, имеем 

(l — Y-)(l-Y+)—l-lx, (1.7) 

Y - - j ( 7 + + T - ) < l - K r = ^ , (1.8) 

где у±-"||^±[|—-1--пт*- Из (L7), (1,8) следуют оценки у±<|х-
Пользуясь очевидной оценкой у±>р±, непосредственно полу­
чаются оценки 

Y±<{x±(l-ixT)-- (< |А). 
В КС имеем у±<1, причем хотя бы один из у± равен 1. Ре­
зультаты по существованию КР уравнения (1.1), (1.2), получен­
ные при предположении К>0, распространяются на общий 
случай с помощью следующей леммы. 

Лемма 1.3 (о мажоранте). Пусть 0<jC6£i и | Т (х)\ <К (х) . 
Пусть Vn определяются из (1.5), a U% — посредством 

• (Щц, и^)~Щ(ип\ U-), ^ = 0. (1.9) 
Тогда 

\ui\<vn
t,\un

b
+1--u*\<v±+1--v*.m (l.io) 

Мы пришли к следующей теореме. 
Теорема 1.1. Если ц < 1 , то существует КР (1/+, 1/_) УФ 

(1.1), причем 
..У±в||У±||<|*±(1.-[*т)--'.(<|л). • (1.11) 

В дальнейшем, если не будет оговорено противное, будем 
считать, что [ i<l , а под решением (1.1) будем подразумевать 
его КР. 
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В случае р.<1, КР (1.1) соответствует каноническая факто 
ризация (ОД) в смысле [43], т. е. функции 1-У+(.?) и 1 — V._(s) 
отличны от 0 при im.s>0 и ims<0, соответственно. В случае 
J1-----1, эти функции отличны от 0 в открытых полуплоскостях. 

Во введении было отмечено, что из теоремы Винера—Леви 
следует существование (канонической) факторизации (0.4) в 
неособом случае. Теорема 1.1 устанавливает существование 
факторизации (0.2) и (0.4) в консервативном случае (0.10), 
который относится к особым случаям. Кроме того, теорема 1.1 
содержит нажные априорные оценки (1.11). 

Исследуем скорость сходимости итераций (Vn
+, Vn~)- Эта 

скорость описывается скоростью сходимости последователь­
ностей Yn- = ||V*|j. 

' Обозначим 

«7=тах(7+, Y_){le}max(1-^-, Y^~)<^ (U2) 

« J H I ^ I - ^ J M I . 8 = 1 (8̂  + 8-). 
Лемма 1.4. а) Если ji < 1, то (V±) сходятся к (V±) как 

геометрические прогрессии со знаменателем д: 

б) В симметрическом случае К±=К справедливы оценки 
| | К - к я | | < ( 1 - 1 Л - ^ ) » « X I ) ' (1.13) 

Ш В силу (Г.Ю), достаточно доказать лемму при К>0. 
Из (1.9) и замечания к лемме 1.1 имеем 

Y++1 + Y-+1=^ + Yn"Y/» 
откуда 

что и доказывает первое утверждение леммы. В симметриче­
ском случае имеем Yn+ i -=^ + -f т Л Y - = ^ + -f Y2> поэтому 

Y —Y/z+i-~2-(Y + Y«)(Y-Y/i)<(--~"Kl--M')(Y-Y«), откуда следует 
<1.13). Если же [х =-1, то 1 — уп+1 =-- -^ (1 — Yn2)> откуда индук­
цией по п проверяется оценка (1.14). Ш 

Основные результаты настоящего параграфа взяты из [32]. 
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§ 2. УРАВНЕНИЕ АМБАРЦ-УМЯНА 

1. Рассмотрим уравнение (0.1) при предположении, что ядро 
К имеет вид 

. ь 
K±{x)=§e-*sde±{s), x>0, 0<a<b<oo, (2.1) 

а 
где а± — не убывающие функции на (а,Ь), удовлетворяющие 
условию 

^ = {л++Ь-_<1, (2.2) 
ъ 

где и-±-=!1^±11 = \ т^ 0 "-^) -
а 

С уравнением (0.1), (2.1) ассоциируется следующая система 
нелинейных функциональных уравнений 

ь 
<Р± (-*)=-1 + Ф± (*) \ b^Lda* (p). (2.3) 

B случае симметричного ядра К, когда а± = сг, система (2.3) 
заменяется следующим уравнением 

а 

Путем применения принципа инвариантности B. A. Амбарцу­
мян свел задачу диффузного отражения из полупространства 
к уравнению вида (2.4) с dG(s) — -^-ds, a=0, b== со. Благодаря 
своей простоте и ряду важных аналитических свойств УА 
(2.4) стали действенным орудием решения как задачи диффуз­
ного отражения, так и других задач переноса в полупространст­
ве. Аналитическому изучению (2.4) и разработке численных 
методов его решения посвящено большое число исследований.. 

В дальнейшем В. А. Амбарцумян получил обобщение УА 
на случай анизотропного рассеяния, сочетая при этом ПИ с 
разложением индикатрисы рассеяния по полиномам Лежандра. 

Применяя один вариант ПИ для задачи переноса в слое 
конечной толщины г, В. А. Амбарцумян свел задачу отражения 
к нелинейной системе интегральных уравнений (см. § 9, урав­
нение (9.12)). 

Большой вклад в развитие теории У А внесли Чандрасе-
кар*, В. В. Соболев и др. [40, 42; .56, 57, 59, 70]. Чандрасекар* 
[70] развил теорию УА (2.4) для случая 'da(s)=^(s)ds при 
специальных видах функции "ф. Путем .сочетания предложенно-

* В зарубежной литературе УА иногда именуются уравнениями Чандра-
сщйэа •• 
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го им метода дискретных ординат и аналитических построений; 
ему удалось эффективно решить УА для ряда частных случаев. 

Путем применения к ИУВХ найденного^ им резольвентного-
метода В. В, Соболев вывел УА (2.4) для симметрических ядер 
с do(s) = G(s)ds. Им выполнена большая работа по изучению 
и решению УА. В частности, В. В. Соболевым были получены 
важные результаты по моментам функции ф. Уравнение (2.4) 
(дри da (s) —G(s)ds) им было сведено к линейному сингуляр­
ному уравнению (см. также работу Фокса [80]). 

Важные результаты по изучению УА и их обобщений, по их 
применению к задачам астрофизики получили В. В. Иванов, 
Д. И. Нагирнер, А. Г. Никогосян, Кейз, Бовден, Цвейфель*. 
Массой и др. [40, 42, 73, 76, 78, 79, 82, 86, 94]. В работе 
Массона [86] метод дискретных ординат Чандрасекара приме­
нен к (2.4). Мера do заменяется дискретной мерой d<JN=• 

=*£аш8(х — Хш)Зх. Установлена равномерная сходимость.. 

при JV—voo решения усеченного уравнения к «физическому ре­
шению» (2.4). Отметим, что (2.4) неоднозначно разрешимо. По­
строению его «физического решения» посвящен ряд исследо­
ваний. 

Освещение астрофизических аспектов УА (2.3) выходит за 
рамки настоящей работы. 

В работе Н. Б. Енгибаряна [22] впервые были выведены 
УА (2.3) путем применения метода В. В. Соболева. Эта систе­
ма была сведена к раздельным линейным сингулярным уравне­
ниям для ф±. Уравнения (2.3) и (2.4) при общих предположе­
ниях о виде функций а± впервые были получены Н. Б. Енгиба-
ряном и А. А. Арутюнянюм [32] на основании связи этих 
уравнений с уравнениями факторизации (0.3). 

Изучению (2.4) и его применению к ИУВХ посвящена ра­
бота М, Г. Крейна [44]. 

2. Существует простая связь УА (2.3) и (2.4) с УФ (0.3).. 
Эта связь позволяет весьма просто и корректно выводить и 
исследовать УА и их обобщения. 

Введем .5-пространства £>+=3'а+ и 85-=3?0-, в которых: 
нормы определены посредством 

ii»ii**-S---^---±(-)-
Ищем решение (0.3), (2Л) в виде 

ъ 
V*{x)<=$e-sx<9±{s)do±(s), Ф±€5-. (2.5) 

а 
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Из Ф±е2>-= следует, что V±e£i+- причем || V± | |< | |Ф ± | |^± # 
Если Ф±>0, то это неравенство обращается в равенство. 

Из (0.3) и (2.5) получаем 
Ъ • Г оо 

= 0. J e~xsda± (s) Ф± (s) — 1 — ф± (s) J Vт (*) e-*W* 
a L 0 

откуда следует, что на носителях мер da+ и fi?a_ выполняются, 
соответственно, первое и второе из следующих равенств 

ъ 
ф± (s) — 1 - Ф± (s) J К-р (0 е~*Ш =- 0 (2.6) 

Применяя (2.5), еще раз приходим к следующей лемме. 
Л е м м а 2.1. Для того чтобы уравнение (0.3) имело решение 

•звида (2.5), необходима и достаточно, чтобы (ф+, <р_) удовлет­
воряла УА (2,3). Ш 

Докажем сходимость в 3?+х%?~ последовательности 
Л + > Фя"), определяемой посредством 

Ф?+1(-)==1 + Ф * ( - ) 1 - — ^ - . * f - 0 . (2.7) 

•Предел (ф+, ф_) последовательности (Ф/, Фл~) назовем КР урав­
нения (2.3). Легко убедиться по индукции, что Ф^ непрерывны 
на [а, Ь]. 

Очевидно, что 0 < Ф ± | по п. Обозначим Yjf-HI ĵ? 1!»±-
Умножая (2.3) на - и интегрируя по da±(s) от а до Ь, полу-
-чаем 

ь ь 
..+ _ . . • j Г Г Фгс*(-0 (Pn" (P) da+(s) da- (s) Y3+1-P-r-hJ J 7(8+7) ' 

a a 
b Ь 

(p)da+-(s)do+{p) 
V r + I = ^ - + Y - - V / - ^ ^ £ l ^ - ( •+P) 

a a 

-складывая которые получаем соотношение 
Y++1 + 7-+1--p + Vn-7/. (2.8) 

Из (2.8) следует сходимость итераций (Ф/, Фл") в SB?y.SEr 
итак же, как из (1.15) следует сходимость последовательности 
<VV, Кв-). Мы пришли к следующей теореме 

Т е о р е м а 2.1. Существует КР(Ф+, Ф_) уравнения (2.3), 
щричем 

11 (Р+11с?+-Ы|Ф-1|с?-<2(1-—]/1-^ (2.9). 
Ш 



Р ± 1 1 ^ ± < 1 \ ~ « I * ) . (2.10) 

( i - t ) ( i - i ) - = i - p ; (2.11) 
в симметрическом случае ((г+=(т_) имеем 

| | Ф | | - « 1 - ) / Т = ^ . и 
По формуле (2.5) КР уравнения (2.3) порождает КР урав­

нения (0.3). 
Изложенные в § 1 результаты по скорости сходимости (Vn) 

также непосредственно распространяются на (Ф*). 
При р.< 1 функции ф± непрерывны на \а, Ь] (при Ь— оо 

условие непрерывности функции Ф в точке b заменяется суще­
ствованием предела Ф при s->oo). Действительно, из (2.3) имеем 

•-(-Ы1-1—(4^£Г1' г ъ 

L a 

•(2.12) 

откуда в силу оценок (2.10), следует наше утверждение. Если 
же р.= 1, то Ф± непрерывны на (а, Ь]. 

По формулам (2.12), «функции Ф± аналитически продолжаются 
на комплексную плоскость с разрезом [ — Ь, —а]. 

Из (2.6) имеем 
ОО — | - 1 

<p±(s).= \ — ̂ 'e-*sV*{x)dx 
L о . 

т. е. функции <р± допускают определение, не зависящее от пред­
ставления (2.1), с помощью преобразования Лапласа от V±. 

§ 3. УРАВНЕНИЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Настоящий параграф посвящен рассмотрению следующих 
двух уравнений, относящихся к простейшим уравнениям в 
свертках 

х' 

f(x)=g(x) + $U(x-t)f(t)dt, (3.1) 
о 
оо 

fix)=g(*) + $U(t-x)f(t)dt. (3.2) 
х 

Уравнения (3.1), (3.2) хорошо изучены. B теории вероятностей 
они называются уравнениями восстановления (УВ). 

Во введении было отмечено, что факторизация (0,2) сводит 
ЦУВХ (0.1) к уравнениям вида (3.1) и (3.2). Ниже мы дока­
жем или сформулируем некоторые факты по УВ, которые будут 
использованы при применении факторизации (0.2) к уравнению 
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(0.1), они будут использованы для дальнейшего изучения? 
свойств решения УФ (0.3). 

1. Прежде всего отметим, что если gt f/{in}Lil0C то (3.1) в. 
X.iloc имеет единственное решение f. Последовательные прибли­
жения для (0.1) сходятся к./. по-_il0°. Поэтому если t/^О и 
g^zO, то / > 0 . 

Если £/>0 и у==||£/||=---1, то для /&х необходимо, чтобм 
со 

J g(x)dx=0. 
о • • 

Обозначим через Ф резольвентную функцию уравнений (ЗЛ> 
и (3.2), которая определяется из следующего УВ 

х 

<S>(x)—U(x) + $U(x—t)<J>(t)dt.' (3.3) 
о 

Решение (3.1) можно записать в виде 

/ (х)=g(х) + j Ф (х — t) g(t) dU (3.4) 
o 

Формула (3.4) справедлива для W , g€---ioc-
Пусть 5—решение уравнения 

X 

S(x)=*l+$U(x-t)S(t)dt. (3.5) 
о -

Имеем 
X 

S(x)~\ + \<Nf)dU (3.6) 
о , 

Функция S абсолютно непрерывна на каждом конечном интер­
вале [0, г]. Если у < 1 , то 5(jc)t(l-у)'1 при JC-V+OO. 

Дальнейшие свойства функции S относятся к консерватив­
ному случаю U>0, у = 1 . Тогда 5(.х)|оо при .*:-> + оо, при­
чем S(x)=*0(x), x-*co (см. [9]). 

Функция .S обладает свойством полуаддитивности (см. [63]), т. е-
S(x + y)<S(x)+S(y). (3.7> 

Обозначим 
со 

ap***[xPU(x)dxt реЯ. 

Если oti < + оо, то (см. [9]). 
•5(л)~4"1 •*-*«>- (3.8> 

Если же %=--f о©, то $(х)-*±о{х), .#--*--». 
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"Обозначим через % оператор вида 
X 

о 
Лемма 3.1. Пусть / ;. (у-= 1, 2) удовлетворяют консерватив­

ному УВ 
fj-gj+Vfj, (3-9) 

•где 0<g1{in}Mloc; Яа>0 такое, что g 2 > C > 0 при х>а и 
gi=o(g2), х->оо. (З.Ю) 

Тогда 
fi=o(f2), х->оо. (3.11) 

. _йИз (3.4) следует, что / t<~, если g>C при х>а, так как 
Фб^1+. Из условия (3.10) для Vs>0 найдется г такое, что 
gi(x)<eg2(x) при х>г. 

Представив решение / х в виде (3.4), для х>г получаем 
•X Г 

/i(*)<eg2(*) + J 0(x-t)gl(t)dt + ^0(x-t)gl(t)dt, 
г 0 

•откуда следует неравенство 
X 

fi(x)<*f2(x)+gr*. J <D(i)dt, (3.12) 
х—т 

где ЙГ*= sup [gx(x)\. 
/ | . 0<x<r 

Из неравенства (3.12), с учетом (3.6) и (3.7), и /2foo, сле­
дует утверждение леммы. Я 

Следствие. Пусть в уравнениях (3.9) gls g2>0Hg2#0- Если 
X X 

•G,(Jc)«Jg-(0^. Ft{x)-$Mi)di, i - b 2, 
о о 

- (/.,_=.=-о (С72), л->оо, то Fi=o(F2), x-->c.!o. 
Лемма 3,2, Пусть (3.1)— консервативное уравнение, причем 

00 

л 2 = J .л:2-!/ (я) с?* < + оо , a gимеет вид: 
о 

g(*)-J (*-*)£/(*)<*'-
X 

Тогда функция / ограничена. 
• Воспользуемся формулой (3.4). Так как g£M*, то доста­

точно доказать ограниченность второго слагаемого в правой 
части. Имеем 
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X X w 

о t t 
X g со Ж 

0 0 .* 

С учетом (3.6) и (3.7), получаем 
X ее 

Jo(*-*)g(9-#<J^(9-S(C)<«. 
о о 

Принимая во внимание асимптотику (3.8), приходим к утвержде­
нию леммы» В 

Пусть а!<+-оо. Обозначим q(x) = S (х) — -—. q удовлетво-
ряет уравнению 

X 

q(x)=>q0(x)i-§U(x-t)q(t)dt, (3.13) 
о 

0 0 
1 /•» 

где -7о(•*•)==— \ (t — x)U(t)dt. При а2< + °° из леммы 3.2 сле-
..г 

дует, что <7{in}M+. 
2. Рассмотрим теперь (3.2). В случае у<1, уравнение (3.2) 

однозначно разрешимо в £+ при g£E. Наиболее существенные 
результаты настоящего параграфа связаны с вопросами разре­
шимости консервативного уравнения (КУ) (3.2). 

Рассмотрим однородное КУ 
оо 

F (х) = J U (t - х) F (t) dU (3.14) 
X 

Лемма 3.3. Консервативное уравнение (3,14) имеет в Lp 
(р>1) только тривиальное решение. 

• Приведем доказательство леммы при ~—=1, Пусть F^Lf 
удовлетворяет уравнению (ЗЛ4). Из (3.14) получаем 

§\F(x)\dx<$U(t)dt §\F(x)\dx, ->0, 
а 0 со+* 

оо (0+^ 

откуда J U{t)dt J | Z7 (JC) j dfjc<0„ Выберем г > 0 так, чтобы 
О со 

оо 

or-=== J U(t)dt>0, и положим о>==/г, y{in}N- Тогда можно полу-
т 
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U+l)r 
чить равенство cr. J | F(x)\dx = 0, В силу произвольности j \ 

jr 
заключаем, что .F = 0 п. в- на [0, оо), Н 

Консервативное уравнение (3.14) обладает очевидным нетри­
виальным решением .F(.x) = C—-const, 

Лемма 3,4, Пусть .Fell00 удовлетворяет уравнению 
00 

F(x)=\U{t~x)F{t)dt, 
X 

причем RlimF (х) = С. Тогда F(.*:)== С на [0, оо), 
x->oo 

В Пусть 8>0, Тогда Я г > 0 такой, что \F{x) — С |<8* 
.л>г, Перепкшем (3.14) в виде неоднородного уравнения 

г 

F(x)=g(x) + § U(t-x)F(t)dt, (ЗЛ4'> 
X 

оо 

где g{x)==\u{t~x)F(t)dt. 
г 

Рассмотрим уравнение 

FQ(x)^g0{x) + §U(t-x)F0(t)dt, (3.15> 

где go (х) — J U (t— x) dt. Оно обладает в £х [0, г] единственным. 
г 

решением FQ(x) = \. Сравнивая (3.14') и (3.15), с учетом оче­
видных неравенств (С—e)g0(x)<g(x)<(C + B)gQ(x), JC6[0, ОО)„ 
заключаем, что С — е < F (;с) < С + s на [0, оо), В силу произ­
вольности е, приходим к утверждению леммы. • 

Если F обладает ограниченной вариацией на [0, оо), то 
/гбЖ+с^110с и a i im/ 7^) . Поэтому из леммы следует 

Следствие , Пусть решение F уравнения (3.14) обладает 
ограниченной вариацией на [0, оо). Тогда F (x) = C=const 
на [0, оо), 

Т е о р е м а 3.1 Пусть geV- Тогда КУ (3.2) обладает ре­
шением /6£}0С [0, оо), которое является пределом по L°c сле­
дующего итерационного процесса 

00 

Ui(x)=g(x)Jr$U(t-x)fn(t)dt, / 0 = 0 , 
X 

' ' 1 1 - 0 , 1 , 2 . . . . (3.16) 
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Справедлива' формула 
со 

f(x)=g{x) + §<b{t)g(x+t)dt. (ЗЛ7) 
• о , 

с(Ф определяется из (3,3)). 
Ш Достаточно рассмотреть случай g>0 , Наряду с (3,2), 

рассмотрим уравнение 
со 

fUx) = g(x) + b$[f{t~x)fb(t)dt, 0<X<1. (3.18) 
X 

Пусть Ф% определяется из уравнения 
х 

<$%(x) = W{x)+%§U(x-t)Ox(t)dt, (3,19) 
о 

Имеем Фя, /a.6.-i+, М по А,, Ф ^ Ф по _10С, Так как | | Ш | | < 1 , 
то решение (3,18) можно записать в виде 

со 

fK(x)=g(x) + $Ok(t-x)g(i)dt. (3,20) 
X 

Интегрируя (3,20) по х от 0 до г < -f- оо, получаем 
Г Г Г X 

lfb(x)dx = $g(x)dx+\g(x)dx§<bk(t)dt-\-
0 ° ° О 

оо х 

+ §g(x)dx jOK(t)dt. 
г х—г 

В силу Фя<Ф и свойства (3,7) полуаддитивности функции (3,6) 
получаем неравенство 

Г Т 00 

§ fk(x)dx<§g(x)S (x)dx-i-S(r)§g(x)dx. (3.21) 
0 0 г 

Из (3.21) и теоремы Б» Леви, ввиду произвольности г, следует 
существование функции /6£ioc такой, что f%\f no L\0<:. 

Покажем, что / удовлетворяет уравнению (3.2). Из (3,18) 
имеем 

г 
k$U(t)fK(x + t)dt<f(x)-g{x), 

о 
г 

откуда следует, что J U (t) f (x ~\-1) dt<f {x) — g(x). В силу 
о 

произвольности г, получаем неравенство 
оо 

[U(t)f{x+t)dt<f(x)-g(x). (3,22) 
о 
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Из,(3.18) имеем f%(x)—g(x)< § U(t) f (x+t)dt, откуда еле-
о 

дует неравенство, противоположное к (3.22). Поэтому / удов­
летворяет уравнению (3.2). 

Аналогичным образом из (3,20) можно получить формулу (3.17). 
Покажем, что / является пределом по L\oc итераций (3.16). 

Поскольку fn\ и /п</, то из теоремы Лебега о монотонной 
сходимости следует существование /*6£ioc, / * < / , такой, что 
/ я - > / * по Л!00. Рассмотрим итерации /J, для уравнения (3,18) 

X 

Справедливы неравенства / J < / * < / . Учитывая также, 
что lim/J = / x no L* и lim/*—=/, приходим к равенству 

Лемма 3.5. а) Имеет место асимптотика 
г 

]\f(t)\dt~o{r\ г->оо. (3.23) 

б) Если 

]s(t)g(t)dt< + oo, (3.24) 

то /е^!+. 
Ш Будем считать, что g>0. 
С учетом g{in}A+ и 5 (х) = О (л:), .х->оо, нетрудно показать, 

что обе слагаемые в правой части (3.21) имеют тип о (г), 
г->оо, что и доказывает первое утверждение леммы. Из 
(3.21), с учетом 5(х)^ по х, следует 

§ f(t)dt<^S(t)g{t)dt, Vr>0, 
о о 

откуда следует -второе утверждение леммы. • 
Замечание . Если тх(|g|)< + °° » то, в сту S(x) = 0(x), 

условие (3.24) выполняется. 
Справедлива также 
Лемма 3.6. Пусть g&x* 

Тогда Шр.г (/) < + оо. Я 
Формулу (3.17) можно применить к уравнениям (0.-3) Пусть 

Ф± определяются из УВ 
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X 

0±(x) = V±{x) + lJV±(x-t)(I>±(t)dt, (3.25). 
о 

где (V+, VJ) — KP уравнения (0,3). Интерпретируя первое и 
второе из .УФ-(0.3).как линейные уравнения вида (3.2) относи­
тельно V+ и V . , соответственно получаем следующие равен­
ства, справедливые при р . < 1 , 

со 

V± (х)=К± (х) + J Ф-Р V) К± (х -f t) dt. (3.26) 
о 

Из (3.25) при К > 0 и \л < 1 имеем 
|| <D± || — Y=fc <1 — (3-27) 

В симметрическом случае К± = К, поскольку У± = У> то 
Ф ± — Ф , где Ф определяется из уравнения 

X 

0(x) = V(x)-\r§V(x — t)0(t)dt. (3.28), 
о 

§ 4. МОМЕНТЫ ФУНКЦИЙ V+. 

1. Данный параграф посвящен изучению моментов функций 
У±> получению соотношения между моментами функций V± и 
К±. Результаты будут использованы в §§ 5, 6 к консерватив­
ным ИУВХ., 

Д л я простоты изложения, будем считать, что К^О. Некото­
рые результаты настоящего параграфа легко распространяются; 
на общий случай. 

Пусть 66(0, оо). Введем обозначения 
y,t^mu(K±)t ай^щ(У+), P6-m6(V_). 

Эти моменты могут принимать конечные или бесконечные зна­
чения. 

Из (3.26) легко можно получить, что приц<1 из конечности 
v+ и v_ следует конечность а6 и рб> соответственно, причем 
справедливы оценки 

а й < ( 1 - у - Г Ч , ^ < ( 1 - у + ) ^ _ . (4Л> 
Из1 леммы 3.6 следует, что в КС из конечности v++l и v ^ 

следует конечность а0 и §б соответственно. 
2. Одной из наиболее интересных проблем, связанных с 

консервативными УФ (0.3), является вопрос о том, какое из чи­
сел 7+ и *уЦ обращается в 1, а какое меньше 1, что означает не­
обратимость или обратимость соответствующего фактора в.. 
(факторизации (0.2). В симметрическом КС имеем 7 ± = у = Ь 
Оказывается, что в общем случае органически связан со зна­
ком первого момента ядра К. 
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Отметим, что в работе Линдлея [84] установлена важная 
роль сигнатуры -V в задачах разрешимости однородного консер­
вативного ИУВХ (см. § 5). 

Рассмотрим консервативное уравнение (0.3) при предполо­
жении конечности хотя бы одной из величин 

v±==v±=/^1(J.-C±). 
Обозначим 

00 

v=v+—v_= \ xK{x)dx. 
—00 

Этой величине будем приписывать значение + оо, если v+== -f оо , 
v_<~j-oo, и — оо, если v+<-|-oo и v_=~f оо; Обозначим 

г г 

о(») (г) = j xVn+ (x) dx, §(г° (г) = j xVn~ {x) dx, 
о о 

оо г oo 

y* = §Vn(x)dx, v(r)= J xK(x)dx, v(r) = J xK(x)dx. 
О —со -.-Г 

Некоторые из введенных величин могут принимать бесконечные 
значения. Из конечности v+ (или v_) следует конечность величин 
а(л> (или pw). 
• Лемма 4.1. Пусть в КУ (0.3) 0 < v < + oo. Тогда у-<--

• Выберем г > 0 такой, чтобы v(r)>0. Умножим обе части 
первого и второго из равенств (1.5) на х и проинтегрируем по .# 
от 0 до г и от 0 до оо, соответственно. Вычитая из первого 
полученного соотношения второе, учитывая монотонность V* 
по я, будем иметь (где а (г) = Ига а<«) (г)) 

П-+.00 

со г+Х 

a ( r ) - p ( f l l > v ( r ) - f - J v V W ^ j tV+{t)dt-
"' о о 
оо г+х 

-\xVn-{x)dx jj V+(t)dt% 
о „ о 

откуда нетрудно получить неравенство 

или • \ 
a(r)(l-Yn-)-fY«'[a(r)-a(")(r)]>v(r). 

Совершая предельный переход при #-> оо, получаем 
a(r)(l — Y-)>v(r), 

откуда следует, что у_< 1 • • 
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Справедливо также обратное утверждение, 
Лемма 4.2. Пусть v - < + ° ° и 7_<1. Тогда 0<v<:+оо, 

НОчевидно, достаточно доказать лемму при а < + оо. Если7-<1-
то Y-i-11--- Из (4-1) следует, что а< + оо. Умножим первое и вто­
рое из равенств (0.3) на я и проинтегрируем от 0 до оо и от О 
до г, соответствено. Вычитая из первого полученного равенства 
второе, будем иметь 

a-P(r)=-v(r)-bj tV+(t)dt } V_(x)dx-
0 О 

г+t 
j)V+(t)dt j xV-(x)dx, 

где а=а(оо), откуда 
«~P(/-)<v(r) + Y-«"P№ 

или 
a(l—Y-)<v(r). 

Совершая предельный переход при г {to} oo , получаем v > a ( l — Y_)» 
Так как а > 0 (в силу у+=1) и у~< 1, то v > 0 . Ш 

Из лемм 4.1 и 4.2 следует 
Теорема 4.1. Для консервативного уравнения (0.3): 
а) 0 < v < - f OO*>Y+=--U Y-<1; • ."• 
б) — O O < V < 0 < ^ Y + < 1 - Y---=l; • 
в) v = Q<^y±=\. Ш 
3. Пусть h — определенная на R функция, • обладающая свой­

ствами 
h(х)>0, h±(x) = h(±x)t по х; х>0. • (4.2) 

Лемма 4.3. Пусть U± и V± определяются посредством (1.3): 
(/7+,t/_) = 5K(l/+,l/_), 

причем 
оо оо. 

§K±(x)h±(x)dx<-\-oot §V±{x)k±(x)dx< + co. (4.3) 
о о . 

Тогда справедливо соотношение 

4%$U±(x)k±(x)dx=y2l$K±(x)h±(x)dx+ 
± и • ± о 

оо<оо 

+ J J- V-(х) V+(t)К (х-— t)dxdt. (4.4) 
о о 
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ffl При условии (4.3) очевидно, что 
оо 

J U±{x)h±{x)dx<C + oo. 
6 . 

Умножая первое и второе из равенств (1.3), соответственно, 
на Л+ и Л_ и интегрируя от 0 до оо, получаем 

оо оо 

j £/"+ (х) h^ (х) dx=l 'ЛГ+ (JC) А+ (jc) dx + 
о ' " • • о 

со со 

+ JV-(j:)rfA:jA(<--*)V+(0^, 
О х 

ОО 0 0 

0 о 
со .*• 

+ lv„(x)dx]h{x—t)V+{f)dt. 
о о 

Складывая эти равенства, приходим к (4.4). ц 
В качестве А возьмем функции h(x) — xs, 5 = 1 , 2, . . . . 

Предположим, что 
™2,(*Г±)< + 0 0 , ^ Д ^ К + ОО, 

тогда из (4.4) следует соотношение 
2s 

m2s(U+)+m2s(U^) = v 2 e ^ ( - ^ « ^ ( V J / » y ( V _ ) , (4.5) 

где vj, —v++ ^=^Щ5(К±). 
± 

Если •и,-=||Л"(|,-.1< 1, vg < + со, то в (4.5) в качестве (U+, UJ) 
и (V+ , V_) можно взять КР (V+, V_) уравнения (0.3), откуда 
получаем 

j'issstQ 

Аналогичным образом получается соотношение 
2s+l 

«25+1 — 02J+1 -="• V2J+1 + _ J ( — -)-,'C2/-+l--2s+l-/Pj- (4-7), 
В симметрическом случае (К+=К~) из (4.6) следует 

. . . • - • - ' 

a2s = -2 v2* + -2~_d(— -) ;-^oj«2»-j, (4-8) 
_/=0 

которая выражает моменты четного порядка функции 1/±.---вУ 
через ее предыдущие моменты. 
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Лемма 4Л Пусть 0 < Q ± e W nt2s(Q±)< -f <*>- Тогда 
справедливо неравенство 

2 ( - УС»**-! №-)' ̂ j W+) - " - (Q->w° (Q+> -
j=o 

- щ (Q_) « j , (Q+) +iih (Q_) « . м (Q+)+m2s-i (Q-) -»-№+) <0- (4.9) 
щ Умножив обе части неравенства 

(x—tfs — x^ — t^+x^t + xt^KO, x,t>0, 
на Q+(x).Q„{t) и интегрируя по х и t от 0 до оо, полу­
чаем (4.9). • 

Лемма 4.5. Пусть в КУ (0.3) v±< + oo. Тогда 
a2--iPi + «iP2S-i<v2.-- (4.10) 

щ Из отмеченных в п. 1 свойств моментов V± следует 
a25-i< + °° • p2.s-i < + °° ' при v± < + оо, Из соотношений (4.5) 
при V±=V„ и U± = V%+i<V£ и неравенства (4.9) получаем 

(1 —Y^a^ + Pff (1 — vJ + pgL1a{«>,+oiS.iP1<vtof 

где ag> = m2s (W), pg>' == w2- (W) , откуда 
fl(n) a(n)_J_a(n) R(- i )<v. 

что в пределе при /г-)-оо дает (4.10). Я 
В симметрическом случае (K+==j(_) из (4.10) следует нера­

венство 
< - 2 H , a i < - V ( - И ) 2 

Лемма 4.6. Пусть в (0.5) выполняются условия (0Л0) 
а) при v2<-f-oo справедливо равенство 

« i - - = ] / ^ > (4Л2) 
б) Если v2 == + оо, то аг =-= оо. 
Я Из формулы (4.11) при s = l получаем 

ai<]/"4v~- (4ЛЗ) 
Умножая равенство (0.5) на х2 и интегрируя от 0 до г , 
(г < + оо), приходим к неравенству 

г г г « г 
J*2K(.x)dx:>j.^(^ 
о о • о : о 

-\\xV(x)dx\, 



откуда 

С г \* г со г 

JxV(x )dx )>lx*K(x )dx+\v (x )dx \x*V(x )dx . (4.14) 
0 / 0 ' r • • 0 ' 

Совершим в (4.14) предельный переход при г~>оо. С учетом 
^неравенства 

оо Г оо Г 

J V (х) dx J x2V (х) dx< J xV (x) dx J лтК (*) dx, 
r 0 r 0 

получаем a1
2>--v2, что совместно с (4.13) дает (4.12). 

Нетрудно показать также, что из v2—-Ьоо следует a t-» 

В конце параграфа заметим, что в случае ядер вида (2.1) 
моменты функций V± следующим образом выражаются 

"О 

через ф±:|V±{x)xkdx=k\ \<P±($)s~k~lda±(s). Результаты дан-
о 

.лого параграфа заимствованы из [29]. 

§ 5. ОДНОРОДНОЕ КОНСЕРВАТИВНОЕ 
УРАВНЕНИЕ ВИНЕРА —ХОПФА 

1. В этом параграфе будут изучаться однородные КУ 
оо 

S{x)~=$K{x-t)S(t)dt, K>0, ц > 1 . (5.1). 
о 

(S — искомая положительная функция из класса 91 локально 
интегрируемых функций медленного (полиномиального) роста). 

Рассматриваемая задача представляет интерес для теории 
лереноса (проблема Милна), теории вероятностей и др. Этой 
проблеме посвящены многочисленные исследования (см. '[44, 
45, 47,. 54, 58, 63, 66, 67, 81]). На примере этой задачи мож­
но в большой мере судить о силе того или иного метода тео­
рии ИУВХ. 

Применение вышеизложенных результатов по факторизации 
(0.2) в КС привело к новым результатам по задаче (5.1) (см. 
работы Н. Б. Енгибаряна и Л. Г. Арабаджяна '[29, 32]) и к 
простому выводу многих ранее известных результатов. 

В § 1 было показано, что в КС существует факториза­
ция (0.2), причем V±>0, Y ± 4 I V ± | | < 1 ' H (1-у_)(1-у+)=-0. 
Наряду с (5,1), рассмотрим факторизованное уравнение: 

( # - ^ ) ( # — r j S = 0 . (5.2) 
В любом из пространств Е+ уравнения (5.1) и (5.2) эквива­
лентны. Однако (5.2) может иметь решение S, не принадлежа­
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щее _+. Тогда возникает необходимость доказать, что 5 удов­
летворяет также (5.1). 

Уравнение (5.2) распадается на следующие для УВ 
( J - r ) F = 0 , (5.3) 
(Cf-r+)S=F. (5.4> 

Можно показать, что при у~<1 (5.3), (5.4) не обладают нетри­
виальным решением SeP. В дальнейшем будем считать, что 
выполняется условие у-—1, оно выполнено, в частности в сим­
метричном случае или когда 3v{in}<[—со, 0] (см. § 4)). 

Схема построения положительного решения 5 уравнения 
(5.2) очень проста. Из у- — 1 следует, что (5.3) обладает реше­
нием F(x)s=C=const. Поэтому (5.3), значит, и (5.2), имеют 
решение вида C-S, где 5 определяется из УВ 

X 

S(x)=l+$V+(x — t)S(t)dt. (5.5) 
о 

В § 3 было показано, что при Y + < - решение 5>0 уравне­
ния (5.5) ограничено. Поэтому 5 является решением уравнения. 
(5.1). Если же у+==Т, то .5 не принадлежит пространствам Е+. 

Лемма 5.1. Решение 5 УВ (5.5) удовлетворяет уравнению» 
(5.1). 

• Пусть Y+=-=l\ Представим равенство (0.2) в виде 
^•=-^ /

+ + ^_ (J—<Г+). (5.6> 
Рассмотрим последовательности {5m}^„0 и {Рт}^=0 (0 —функ­

ция Хевисайда): 
Sm(x) = S(x)Q(m-x)£M[0, oo), 

X 

Pm(x)^Q(m-x) + $V+(x-t)Prn(t)dt. 
о 

Очевидно 
0<cSm<Pm<S. . (5.8)? 

Из (5.6) имеем 
WSa~W+Sm+W„(Cf-W+)Sm. (5.9> 

Из определения Sm следует, что 

i
l, если 0<х<т, 
-]v+(x-t)S(t)dt, если х>т. 

о 
Так как ^Sm<S— 1, то WSm<S, поэтому WS<S. Из (5.6) 

т 
и • определения Рт получаем (ЖРт)(х)=[ V-(t—x)dt-\r 

х 

200 
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-^-°т (•£)--- -• предельный переход в котором при. т~> оо дает 
S=WS. Ш 
' Используя результаты § 3 (3.5) и соответствующие резуль­

таты § 4, приходим к следующим двум теоремам. 
- Т е о р е м а 5.1'. В симметрическом случае (5.1) обладает' 

решением вида 
"X 

S(x)=l + [o(t)dt, (5.10) 
о 

где Ф определяется из (3.28). 
S;>0 монотонно, неограниченно возрастающая абсолютно 

непрерывная функция, причем 
а) если v 2 < —f-°° (где Vj-mj(K)), то 

5 ( . j c ) - — r - f < ? ( 4 q(x)>0, q(x) = o{x), х-+со. 

При v 3 < - f o o , q&Vr, 
б) если v 2-=4-oo, то S(x) = o(x), д:->оо. Н 
Функция q является аналогом известной функции Хопфа [81]... 
Т е о р е м а 5.2. Пусть — o o < v < 0 , где v==vl

+~-v1-, vj- = 
— mj(K±). Тогда КУ (5.1) обладает решением вида 

X 

S(x)^l + $Q>+(t)dt, 
о 

где Ф + > 0 определяется из (3.25), причем а) если v < 0 , то-
Н т 5 ( х ) = (1 — Y+Г1; б) если v = 0, то S{x)=— -}-^(л:),гдеаЛ= 
.~--.-со а -
—=/ttk(K+), <7(.х)—=о(л:)> JC->OO. Если v 2

+ = -|- °° , то $(х) = о(х),. 
А;-> ОО . щ 

Остановимся на некоторых вопросах единственности для 
(5.1). (Исключается тривиальный случай S^O) . 

Прежде всего заметим, что при y~<il уравнение (5.1) не; 
имеет ограниченных решений. Действительно, если 5{in}M+ яв­
ляется решением (5.1), то Р=(У—V+)SsM[0, оо). В силу7-<1 
единственным решением (5,3) в М+ является F=0. Поэтому 
£|=0. 

Рассмотрим теперь уравнение (5.1) при -у_=1 в классе М+. 
функций, ограниченных на [0, оо) и имеющих конечный предел 
в оо. Легко убедиться, что -оператор ^+6Й отображает М+ в се­
бя. Пусть S&M+— решениеурав«ения (5.4).Из (5.4) имеемFBM+. 
Согласно лемме 3.4, .F;=const. Поэтому при гу+== 1 (5.1) не име­
ет решений из М+, а при у+<\ обладает в М+ единственным^ 
с точностью до постоянного множителя, решением. Нами полу-
чеца • .. .... 

- Т е о р е м а 5.3. Пусть Яу6[—со, оо]. Тогда при *v^?0 (5.1) 
не имеет решений из 'М+>. а яри. v < 0 . имеет единственное 
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*{с точностью до постоянного множителя) решение 56ЛГ+, о-бла* 
дающее свойствами, отмеченными в теореме 5.2. Ц| 

2. К наиболее примечательным ранним результатам по урав­
нению (5.1) относятся результаты работ Линдлея [84] и 
Спитцера [91]. Результат, полученный в [84], можно сформу­
лировать следующим образам. 

Теорема L. Пусть 3.v, —oo<v<.;+co. Тогда при v < 0 
уравнение (5.1) обладает единственным Р-решением, а при 
т ^ О не имеет ни1 одного Р-решения.Н 

Под P-решением подразумевается неубывающая, непрерыв­
ная справа функция 5 ^ 0 на [0, оо), для которой Нт5(л:)<=1. 

x{to}«-

Очевидно, что функция (1— y+)S, где S определяется согласно 
пункту а) теоремы 5.2, является Р-рещением (5.1). 

Теорема 5.3 является усилением теоремы L по следующим 
направлениям: 1) включает случаи v=!±oo; 2) содержит до­
полнительную информацию о Р-решении уравнения (5.1), а 
.именно, — свойство абсолютной непрерывности; 3) отсутствие 
решения (5.1) при v^O установлено в теореме 5.3 в более ши­
роком классе М+ (М+аМ+). 

В случае же v<0, найденное решение из М+ является един­
ственным в М+. 

Утверждения теоремы 5.1, кроме формулы (5.10), содер­
жатся в работах Спитцера [91]. Эти и некоторые другие ре­
зультаты по уравнениям (5.1) с симметрическим ядром были 
•получены Спитцером путем существенного использования тео­
ретико-вероятностных методов. Аналитическое доказательство 
теоремы 5.1 впервые получено авторами данного обзора [29], 
где было установлено также утверждение б) теоремы 5.2. 

Результаты работ [29, 32] по факторизации (0.2) в КС и по 
консервативным ИУВХ привлекли внимание ряда математиков. 

В 'работах М. И. Хайкина [66, 67] и М. Г. Крейна 
и Ю. Л. Шмульяна [45] найдены новые доказательства не­
которых основных результатов работ [29, 32], основанные на 
применении методов комплексного анализа. В работах [45, 
67] исследование ведется по схеме, близкой к схеме [29, 32]. 
-Методика работы [67] опирается на применении преобразова­
ния Фурье, аппарата обобщенных функций и аппроксимации 
КУ неособым уравнением. Такой путь позволил автору полу­
чить также новый интересный результат—теорему единствен­
ности для однородного КУ в некотором классе функций, опреде­
ляемом через ядро К. 

В работе [45] задача изучена при предположении, что ядро 
К имеет представление (2.1) и обладает1 конечным первым мо­
ментом. Авторы применили теорию jR-функций, дополнив ее но­
выми фактами. Наряду с результатами, содержащимися в ра­
ботах [29, 32] г в [45] была получена также следующая фор­
мула для решения «S однородного уравнения (5.1) при v-^0: 
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оо 

Six^i + cx+y-?"* dp(u), (5.11) 
о 

0° 
тдё dp неотрицательная мера такая, что \ • , - dp (и) < + оо, а 

о 
«с-—— при л>=0 и с=0 при y<0 . 

Этот интересный результат можно получить также непосред­
ственным применением свойств ^-функций, . установленных в 
-{45;], к уравнению восстановления (3.5), так как из абсолют-
.ной монотонности К± следует абсолютная монотонность V+ 
(см. § 2). Более того, абсолютная монотонность V+ следует из 

•абсолютной монотонности функции К+ (см. конструкции § 2). 
. Для частного случая симметрического ядра К, обладающего 

моментами до четвертого порядка включительно, формула (5.11) 
•была получена М. Г. Крейном [44]. На основании этой формулы 

00 

были доказаны равенства (см. [29]): \—ф(и)--=-—• —1 (приа2< 
о 

<. -\- оо) и 

оо 

S г (х) ф с - ^ . ^ ' Т ' - , . (при а3< + оо), (5.12) 
• Л » 

где r(x)=Ye~ax — dp(u). В силу сделанного выше замечания 
0 

о том, что формула (5.11) является свойством решения УВ 
(3.5), равенство (5.12) остается в силе также в несимметриче­
ском случае (при v-т-О). Прямой вывод этой формулы для слу­
чая уравнения (5.1) с несимметрическим ядром содержится в 
работе М. Г. Крейна и Ю. Л. Шмульяна [45]. Ими получены 
также новые результаты по ИУВХ (0.1), (2.1), относящиеся к 
случаю (1>1. Доказано, что тогда либо уравнение (5.1), либо 
•его транспонированное имеет нетривиальное ограниченное ре­
шение. Доказана единственность этого решения в классе огра­
ниченных функций и получена следующая формула 

оо 

S (х) ==- е~ах cos (сох—6) — J e~xad[i (и), 
о 

для указанного решения. Здесь а, со, 0 — некоторые константы, 
а ц — неотрицательная конечная мера на R+

t непрерывная в 
нуле. 
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§6. НЕОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ ВИНЕРА — ХОПФА 

1. Во введении было отмечено, что факторизация (0.2) сво­
дит ИУВХ (0.1) к последующему решению двух УВ: 

(# — r_)ib-=g, (6Л> 
(#-П)/-^ (6-2> 

Некоторые аспекты прикладной эффективности этого способа?-
решения (0.1) будут затронуты в § 7, Ниже мы изложим 
Допросы разрешимости неоднородного консервативного ИУВХ*. 
а также некоторые специальные вопросы по ИУВХ в общем 
случае |i{le}:l. 

В теоремах 6.1 и 6.2 строится решение f{in}Lil0C консерватив­
ного уравнения (0.2) путем решения уравнений (.6.1), (6.2)~ 
Доказательство того, что найденная из (6.1), (6.2) функция f 
удовлетворяет уравнению (0.1), аналогично доказательству; 
леммы 5.1, опускается. 

Теорема 6/1. а) При g6-LV консервативное уравнение (0.1)„ 
(0.10) обладает решением /6Z.i°c, причем 

^\f(t)\dt = o({s(t)dt)=*o{x*), x->oo, (6.3) 

где S определяется из (5.5). Если g>0 , то />0. 
б) Справедлива формула 

00 

f(x) = g(x) + ^T(x,t)f(t)dt, (6.4b 
о 

где 
min(x,t) 

r (^^)==0 + (x — /)-fO_(2f — jc)+ jj $>+(x-Z)0-(Z-t)d^. 
о 

(Ф± определяются из (3.25)). 
00 

в) Если Y_=-l и J S(t)\g{t)\dt< + °° (например, еслж 
о 

« i ( | g | ) < + «>), то \\f{t)\dt = 0{S(x))t X-+O0. 
о • 

г) Если также Y+ < - • To /&\*. 
Ш Согласно теореме 3.1 и лемме 3.5, уравнение (6.1) обла-

X 

дает КР % причем \\ty(t)\dt = o(x)t- JC-VOO.. Далее опреде-
ляется единственное решение f£L[°c уравнения (6.2), которое^ 
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•согласно следствию леммы ЗЛ, обладает асимптотикой (6.3). 
Формула (6.4) непосредственно следует из формул (3.4) и (ЗЛ7)-, 
Остальные утверждения теоремы также следуют из мате­
риала § 3. Щ 

Аналогичным образом доказывается 
Теорема 6.2. Пусть ge.fi4- и у - < Ь Тогда КУ (0.1) обла­

дает решением, причем если g>0, то / > 0 . 
а) Если g{in}M, то f (х) = 0(х), х->со. 

X 

б) Если ge-V» то | | / ( * ) |<# = 0(.л:), JC-^OO. Ш 
о 

Замечание к теоремам 6.1 и 6.2. В случае существования v, 
—oo.<:v{le} + co, условия, связанные со значениями у±, можно за­
метить соответствующим требованием на v, согласно теоре­
ме 4.1. 

Исследуем теперь вопрос о сходимости следующего итера-
.ционного процесса для (0.1) в КС. Его предел назовем КР 
уравнения (0.1) 

Ui^g-h^fn, /о — О,' n=U 2, (6,5) 
Достаточно рассмотреть случай g>0 . Тогда очевидно 

' € < / „ ! по п. Предположим, что (0.1) обладает решением / > 0 
из L\oc. Индукцией по п можно получить оценку fn<.f. Соглас­
но теореме Лебега, / „ t / * по Ll°c, причем 0 < / * < / . Нетрудно 
показать, что-/* является решением (0.1). Поэтому при g€£i+ 

КР уравнения (0.1) является его минимальным положительным 
решением. 

Теорема 6.3.. Решение / КУ (0.1), фигурирующее в тео­
ремах 6.1 и 6.2, является КР этого уравнения. 

• Достаточно рассмотреть случай g > 0 . Тогда />0, 
•Пусть {̂in}[0, 1) и АбЯ"1" определяется из уравнения 

/ я - g + ^ A - (6.6) 
Путем сопоставления итераций для (6.5) и соответствующих 
итераций для (6.6) получается оценка 0 ^ ^ ^ f * < f . Уравнения 
t{6.1) и (6.2), соответствующие ядру ХК, суть 

(J — ̂ ) % = g, (6.7) 
( ^ - П ) / * = - % • (6.8) 

Б § 7 будет показано, что при А,-И ядра V% операторов <̂ ± 
в Zi+ монотонно по X стремятся к V±. 

Очевидно'^4 п 0 К ^ < ^ . Легко убедиться, что при Я,->-1 
% стремится по L\oc к* решению -ф* уравнения (6.1). Так как и 
•ф-КР (6.1) (см. теорему ЗЛ), то -ф*=.-. Из (6.8) видно, что 
«ели А,-*-1, то Д стремится по V™ к решению / уравнения (6.2).. 
С учетом /я, < / * < / , заключаем, что / * = = / . • 
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В § 5 было показано, что при у- = \ существует положитель-
дое решение S однородного уравнения (5.1). Поэтому при Y - = 
.= 1 и £б_1+ уравнение (0.1) обладает решениями вида fc(x)=>-
>=*f(x)+CS(x), где f — KP (0.1). Из (6.3) видно, что f качест­
венно отличается от fc, С-т-О, своим асимптотическим поведени­
ем в с». Этот интересный факт будет использован в § 10. 

2. Во введении было, отмечено, что в неособом случае ре­
зольвентные ядра операторов £/—W± удовлетворяют линейным 
уравнениям (0.8). В КС, согласно теореме 6.1, существует КР 
(0.8), 

Лемма 6.1. КР консервативных уравнений (0.8) совпадают 
с резольвентными ядрами операторов Ф±, определенных иа 
(3.25). 

В Уравнения (6,1) и (6.2), соответствующие (0.8), суть 
( # - Г . ) .-—=#.,, (6.9) 
( ^ - П ) Ф + = ^ (6Л0)-

Единственным решением (6.9) в L\+ является функция V+ (см. 
лемму 3.3), поэтому Ф+ определяется из УВ Ъ—V +)Ф+=У+.. 

Это уравнение совпадает с (3.25). 
Для доказательства того, что КР Ф- второго из уравнений 

(0.8) совпадает с резольвентным ядром оператора J - f . , до­
статочно воспользоваться тем, что с помощью решения УФ 
(0.3) строится факторизация (0.2) не только для оператора 
У—Ж, но и транспонированного оператора J—Ж* с ядром 
K(t—х). (Тогда функции V+ и V- меняются местами).^ 

3. Рассмотрим следующее уравнение 
оо 

Р(х, s)=~e-Xs + §K(x-t)P(t, s)dt. (6.11). 
о 

5 — параметр, принимающий неотрицательные значения. Пред­
полагается* что ядро К имеет представление (2.1), {mu}{le}:l. 
К уравнениям вида (6.11), (2.1) сводится ряд задач переноса 
в полупространстве, в случае внешних источников излучения 
(см. [56]). 

Лемма 6.2. а) КР уравнения (6.11) имеет вид 

Р(х, s) ф+(s) е--™. (6.12) .l+jo>+(0e"^ 
о 

б) Справедлива оценка 
ь 
JP(X, s)db(s)<p. (6.13) 
а 

• Прямой проверкой можно убедиться, что КР Fs (JC)=*. 
=~F(x, s) уравнения (6.1), соответствующее уравнению (6.11), 
имеет щт 
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F{x, s)=4>+(s)e-xs, 5>0. (6.14> 
При ji<l формула (6.14) справедлива также при s== 0. Форму­
ла (6.12) следует из (6.14), с учетом (3.4). 

Докажем теперь оценку (6.13). Введем сходящиеся итера­
ции (Рп) Для (6.11), определяемые посредством 

PQ(x, s) = 0, / i = l , 2 (6Л5> 
Индукцией по п докажем, что 

ь 
^Pn(xts)da(s)<n. (6.16> 
а 

Пусть оценка (6.16) справедлива для некоторого п>0. 
Интегрируя обе части (6.15) по мере da(s), с учетом |А< 1,. 
получаем 

Ь Ь оо 

Sl^Ha(Jf,s)||da(5)|<5<r«|da(s)|-fii \\K{x~t)\dt< 
а a 0 

—X b оо со Ь 

< X dzXezs\d<j{s)\+ ^\K(z)\dz< ^dz^e-\z\s\do{s)\ = \i.: 
—оо a — .£• —°° о 

Из (6.16) следует оценка (6.13). Ц 
В частном случае симметрического ядра вида (2.1) при 

da±(s)—G(s)ds формула (6.12) была получена В. В. Соболе­
вым [56] (см. также лемму 6.2 [37]). 

4. Первые математические результаты по консервативному-
неоднородному уравнению (0.1) были получены Хопфом [81].. 
В его основополагающей монографии [81] доказано, что £сли 
g£Li+, а консервативное симметричное ядро К удовлетворяет 

оо 

условию: Яс>0, что К(х)>с \ K{t)dt, то существует решение 
X 

/6L"ioc КУ (0.1). Теорема 6.1 не только снимает указанные огра­
ничения на ядро К, но и выявляет асимптотическое поведение 
функции / в оо. 

Ряд результатов по особым ИУВХ (0.1) получен в работах 
[11, 55, 62, 71] при специальных предположениях о виде сим­
вола 1—K(s). Большинство из этих результатов подытожено в 
монографии Пресдорфа [53]. Авторами упомянутых работ был 
применен общий подход, посредством которого исследование 
некоторых классов особых уравнений сводится к изучению не-. 
особых. Методы этих работ основаны на специальном пред-
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ставлении ооответствующего оператора и состоят в том, что 
пространство, в котором задана правая часть уравнения, надле­
жащим образом сужается, в то время как пространство, в ко­
тором ищется решение, соответственно расширяется. 

Следует отметить, что эти пространства существенно зави­
сят от символа оператора Ж, а именно, от расположения и 
порядка его нулей на вещественной оси. 

§ 7. ДАЛЬНЕЙШЕЕ ИЗУЧЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ФАКТОРИЗАЦИИ 

В предыдущих параграфах мы уделяли 'основное внимание 
вопросам экзистенциального характера. В настоящем и после­
дующем параграфах мы изложим некоторые новые свойства 
УФ (0.3). .Помимо чисто теоретического значения, они могут 
быть положены в основу приближенных методов решения УФ. 
Результаты §§ 7, 8 см. [29, 30, 32]. 

1. Ниже устанавливается непрерывная зависимость К.Р 
(V+, V-) уравнения (0.3) от К- Получаются оценки близости 
К.Р (0,3), соответствующих различным ядрам. 

Пусть Ж, W£Q, причем jx = ||./-T||<l, р==||.ЛГ|[< 1. 
Пусть (t/+, V-) и (V+, I/„)-KP уравнения (0.3) для К и К, 

соответственно. Введем обозначения: A±(x) = V± (x) — V±{x), 
$=\\К-К\\, в±Н|Д± |[, 8=4-(8++8_), Y±HJVr±||, V±4\V±\\> 

7==min[max(y_, y+), max (v.,, Yj]-—mm [YTY]-. 

. Прежде всего заметим, что если 0-*сК<К, то 0<V" ± <V ± . 
Тогда e± = Y±-У±-

Лемма 7.1. а) Если р,, [д.<1, то 

s<4-6(l—v)-1- (7.1) 
б) Если 0<СК<К и \х=\, то 

8 + - 8_<6 . (7.2) 
в) Если 0<К<К, и-=1, А-"+=ЛГ._, К+=К-, то 

8 ±=8=- | /"б . (7.3) 
• Имеем 

оо оо 

Ь+(х)=К+(х)-К+ (х) + \ УЛ*) Д+(*+*)-# + $ Д-(*)Р+(* +')<*'. 
о о 

оо со 

о о 
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Откуда 
s<-l6-f4-f|AJ|-||V-.||+-l||A..|H|KJ|<^6-fY-8, 

Из последнего соотношения следует оценка е<—•-(1 — -у)--б. 

Аналогичным образом получается оценка е<—-(1 - ^ " ' б . Со­
поставление этих оценок дает (7.1). 

В условиях пункта б) леммы имеем 

Y+ + Y-=--+Y--Y+, V++Y-=H-+Y-*Y+» 
поэтому 

e + ( - - Y - ) + e „ ( l — Y+) + e_.s+=6, 

откуда следует (7.2) и (7.3). Ш 
.Прежде чем рассмотреть случай консервативного несиммет­

ричного ядра К, докажем одну лемму единственности. 
Лемма 7.2. Пусть 0</Щ.,1

+ и (U+, £/_), удовлетворяет 
уравнению (0.3) 

(U„Uj~®l(U^U_), (7.4) 
причем U±>0, а± = | | ^ " ± | | < 1 . Тогда ц = ||/Г||/-1< 1 и (LT+, U_) 
совпадает с КР (V+, V_) уравнения (0.3). 

• Из (1.7) имеем (1—а_)(1—а,)—1—jx. Поэтому ^ < 1 
и существует КР 0/+, Vj для (0.3). При К>0 КР (V+,VJ); 
будучи пределом итераций (1.5), является минимальным положи­
тельным решением (0.3). Поэтому \ / ± < £ / ± . 

Справедливы соотношения 

( l - Y 4 ( l - Y ^ ( l - a 4 ( l - a J , 1 0 < ^ < « ± < l - (7.5) 
Возможны следующие случаи: а) Y-=--. °") Y-<-- При Y--=--

имеем а_=1 и \Л.=-£/_. Функция; F = U+—•V'+G.V удовлетво­
ряет уравнению • 

0 0 • • 

F (x)*=[V-(t)F'(x+t)dt... (7.6) 
о 

Согласно лемме 3.3, .р-=0. При Y-<- из (7.5) получаем 
Y+= <--+• Аналогично предыдущему случаю, показывается, что 
u±=v±m 
• Лемма 7.3. Пусть К>0 и последовательность (Kj)"}^ 

обладает свойствами ' 
0<К,<К, v.j**\\Kj\\<l, K^KBLS. (7.7) 
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Тогда последовательность (Uy, Uf) KP уравнений 
00 

Uf (x)=Kj(x) + [uJ (t)Uf (x + t)dt (7.8> 
о 

сходится в 1г
+Х1г+ к КР-ю уравнения (0.3). 

Ш Очевидно, O^Uf<V±i Uf\ по J. В силу теоремы 
Лебега, последовательности (£/*) сходятся в £:

+> причем 
XiniUf&sU±<g.V±. Совершая в (7.8) предельный переход, убеж­
даемся, что (£/+, £-/_) удовлетворяет уравнению (0.3). Согласно 
лемме 7.2, U± = V±. Щ 

2. В настоящем пункте и в § 8 будет показано, что КР 
(V+, VJ) уравнения (0.3) наследует многие важные частные 
свойства ядра К. Часть результатов такого характера непосред­
ственно вытекает из формул (3.26). 

Лемма 7.4. а) Пусть К>0, ц < 1 и К+ (х) | по х на [а, оо), 
где а>0. Тогда V+

n (x)\ по х и V+{x)^ no x на [а, оо). При 
у_ < 1 справедливы оценки 

V+(x)<(l-y_)-iK+(x), x£[a,oo) (7.9> 
(аналогичные факты справедливы для Vn~ и V_). 

б) Если iC>0, K+*=K-, (x-=l и /С(х)| на [а, оо), то для 
КР У уравнения (0.5) F C > 0 такой, что 

V(x)<C[K(x)+l]. (7--°) 
В Первое утверждение леммы следует из (1.5) и (3.26)* 

Докажем оценку (7.10). Пусть г>а такой, что У( .х)<1на 
[г, оо). Обозначим С-== JV( t )d t \ . Из монотонности V на 
[а, оо), определения г и неравенства (1.8) следуют оценки 

г г 

J V(*)V(.-K + *)rf*<V(je) J V W^-=V(JC)(1 —С-1), *>.«., 
о о 

со оо 

§V'(t)V{x+t)dt<$V(t)dt<l. 
г г 

Из (0.3), с учетом полученных оценок, приходим к (7.10). • ' 
Следствие . Пусть в условиях леммы а = 0 и lira К (х) = 

jc-t-0 

= -{- оо . Тогда 
/Г(А:)<У(.х) = 0(ЛГ(А:)) при х->0 + . 

Из (1.5) и (3.26) легко получается 
Лемма 7.5. Пусть в (0.3) ц < 1 . Тогда: а) Если К± обла­

дают на [а, оо) производными до q-то порядка (<7>0) включи̂  
тельно и если они принадлежат Е [а, оо), то W±\ причем 

) | V S f ) | k I a . c o , < 0 - - ^ ) - 1 | | ^ , | k l a . c o , . 
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б) Если K±eCQ [а, оо), то 

М б , V±), шс(б, 1^)<(1-¥т)--сов(6, Л-±), (7.И) 
где соа(б,/) —модуль непрерывности / на [а, оо), 

в) Справедлива оценка 
со со 

а а 

г) Если K±gLipq [а, оо), то 1/*, l/±6Lip9 [а, со), причем 
£(!/*), 1(У±)<(1-утуП(К±), 

где Lip?[<a,, оо) —класс Липшица с показателем #('~)<<7<1) на 
[а, оо), а £ ( / ) —постоянная Липшица. Ц 

Замечание . В утверждениях леммы свойства функции К+ 
переходят на Vn

+, V а свойства функции К- переходят 
на Vn~, V.. 

§ 8. РЕДУКЦИОННЫЙ МЕТОД 

1. УФ (0.3) обладает следующим замечательным свойством: 
финитность функции К+ (или К-) влечет за собой финитность 
Vn

+ и V+ (или Vn~ и 1/_). 
Пусть К\х) = 0 при | JC j > г. Из (1.5) индукцией по п легко 

убедиться, что V* (х)—0 на [г, оо). Поэтому 1 / ± ( JC)=0 на 
[г, оо). Этот факт непосредственно следует также из (3.-26). 

Предположим теперь, что К&г и [Г—||.АГ||< 1, К(х)=*0 при 
| jc |>r . Пусть (1/+, V)_ — КР уравнения (0.3), соответствующее 
ядру К, a (V Ĵ)-— соответствующие итерации (1-5)". Из V±=Q 
на [г, оо) следует, что эти функции удовлетворяют следующим 
усеченным уравнениям с конечными пределами интегрирования 

т—х 

V±(x)^K±(x)^ J VT(t)V±(x+t)dt, (8.1) 
о 

а (V*) на [0, г] определяются посредством 
г—х 

Vn£(x)=K±(x)+ lvt{t)V^{x^t)dt, Т7? —0. (8.2) 
о 

Теорема _8.1. Пусть К±вС [0, г], [Г< 1. Тогда К±еС[0,г], 
V±6.C [0, г] и Vn~>V± равномерно на [0, г[. 

щ Достаточно доказать теорему при К>0. Пусть 0 < J C - < 
<.*/</*, х — хг <Ь\ К*6-[0, г]. Нетрудно получить нера­
венство 
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Гт-Х 

с 0 •' 

г 

r—x'+x 
откуда получаем 

, |! K+ He II К- Не со(6, V^-i)«*(6, K±) - И * - ©(6, Vjf)-f • \ \ J- 6,(8.3) 
(-—{gamma}-) ( . - — ? + ) 

что влечет за собой Vn+\ €С'[0, r]. 
Из (8.3) по индукции проверяется оценка 

иа,^)<^[ Ш (б ,^) + 1^11^ 6 ; . 
Таким образом, последовательности V„ равностепенно не­

прерывны, возрастают и ограничены величинами (1 - Y-F)"1|I-^±,IIC-
Из теоремы Арцела следует их равномерная сходимость, щ 

На основании полученных результатов! можно сформулиро­
вать следующий редукционный метод решения УФ (0.3). Ядро 
К заменяется финитным ограниченным ядром К, аппроксими­
рующим К по Li. Тогда уравнение (0.3) заменяется усеченным 
.уравнением (8.1). Близость (1/+, V-) и (У+, V-) оценивается 
;на. основе утверждений, леммы 7.1. Если в качестве К. взять 
Непрерывную на [—г, г] функцию, то имеют.место утверждения 
теоремы 8.1. "Усеченное уравнение (8.1) можно решить итера­
циями (8.2). < 
• • Л. F. Ар'абаджяном [2, 5] предложены численные алгорит­
мы решения УФ, в которых сочетаются редукция, априорные 
оценки (§§ 2,'7) и сплайн-аппроксимация функции К. Приклад­
ные аспекты применения редукционного метода решения не­
линейных УФ и соответствующих уравнений Винера—Хопфа 
сравнительно подробно будут освещены в дискретном случае 
(см. §12). 

2. Укажем на одну важную особенность применения редук­
ционного метода к однородному уравнению (5.1). В § 5 было 

.показано, что при •?•-=--1' существует положительное решение 5 
этого уравнения. Для построения приближенного его решения 
можно воспользоваться вышеизложенным редукционным ме­

тодом.. . . .; • -.•. .••.. . ' . . .• 
Функция 5 заменяется функцией S{le}..S, определяемой из 

X , 

S (*)« i + J V+(x- t)S (t) dt, (8.4) 
о 
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где V+ определяется из (8.1), причем К^ К- Такая редукция не 
эквивалентна замене в (5.1) ядра К усеченным ядром К, по­
скольку свободный член уравнения (8.5) является точным ре­
шением уравнения (5.3).'При замене К на ^уравнение (5.1) 
не имеет решений в классе локально интегрируемых функций 
"медленного роста. , : 

Применением преобразования Лапласа получается следую­
щее выражение для близости функций 5 и~5: 

Ve, [[S(x)-S(x)]e-*xdx< 
00 ' 

1— §\/(x)e-"dx <j\\V+-V. 
- 2 

(8,5) 

Если у + <1 , то из (8.5) получается оценка 

][S(xy •SW]er~dx<\n*+-ffl, е>0. 

3. В статистической механике важные приложения имеет 
следующее нелинейное квадратичное уравнение 

U(x) = f(x)+ J U{t~x)U{t)dt. (3.6) 
X 

При /—-1 оно именуется уравнением Перкуса—Йевика. Урав­
нению (8.6) посвящен ряд исследований [88, 90, 93]. 

Работа Нуссбаума [88] содержит достаточно полную ин-! 

формацию о результатах исследования (8.6), в связи сего 
приложениями в статистической механике, и соответствующую 
библиографию. Изучен вопрос о существовании и количестве 
положительных решений (8.6), в зависимости от нормы f. Ис­
следованы. свойства этих решений (непрерывность, дифферен-
цируемость и др.), характер сходимости итераций, а также 
спектр производной Фреше оператора, определяемого правой 
частью (8.6). 

Уравнение (8.6) является частным случаем усеченных УФ 
(8.1) и соответствует четному К- Существование положитель­
ного решения (8.1) и некоторые свойства этого решения полу­
чены в более ранних работах [31, 32] и были изложены выше. 

§ 9. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ . 
НА КОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 

Ранее (§ 6) был описан способ решения уравнений (6.11), 
,(2.1) с помощью функций Амбарцумяна ф±. Оказывается, что 
с помощью этих функций может быть эффективно решено так-
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же уравнение на конечном промежутке 

Y{x,s) — JK{x — t)Y(*, s)dt = <r*-\ (9.1) 
о 

Для простоты изложения мы будем рассматривать симметри­
ческий случай. 

Уравнениями вида (9.1) описывается ряд линейных задач 
переноса Б плоском слое конечной толщины. 

Ниже излагается метод решения уравнения (9.1) [см. 37], 
опирающийся на установлении связи между решениями Р и У 
уравнений (6.11) и (9.1). 

В работе В. В. Соболева [57] было> указано на связь между 
решениями задач переноса в полупространстве и в слое конеч­
ной толщины. Точные соотношения между решениями указан­
ных задач впервые были найдены в [36]. 

Для установления связи между функциями Y(x,s) и Р(х, s) 
перепишем уравнение (6.11) в виде 

Г оо 

P(x,s)-i]K{x~-t)P{i, s)dt = e-xs + j К (x-t)P (t, s)dt, (9.2) 
0 r • 

причем будем считать, что х < г . Подставляя под интегралом 
в правой части (9.2) вместо К выражение (2Л), с учетом 
t — x>0, получаем ' ' . 

г Ь 

Р(х, s)-jJK(x-t)P(t, s)dt = е"** + j"PPi(s, Б)e*d<s(£), (9.3) 
О а 

со 

где W,{s, §~§P{t,s)e-*tdt. 
Уравнения (9.1) и (9.3) относительно Y и Р отличаются 

только правыми частями» Для того, чтобы найти связь между Y 
и Р, нужно иметь решение аналогичного уравнения с правой 
частью вида esX. Заменяя в (9.1) х на г — х, получаем 

г 

e^Y{r~x,Z,)-lK(x-t)[Y(r-x,i;)ert]dt = e*t. (9.4) 
о 

Из сравнения правых частей уравнений (9.1), (9.3) и (9.4) сле­
дует 

Теорема 9.1. Справедлива формула 

Р(х, sy=riXy$ + $Wi$,tyY{r~Jc,№&{Z)t (9.5) 
а -
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,где 
00 

W (s, С) = erWt (s, G)=e* J Я (*, 5) e-^dt, H (9.6) 
r 

Подставляя в (9.6) вместо Р его выражение (6.13), после не­
больших выкладок имеем 

W(sA)=P{r>s)+^s)A^, 

-где 
оо Г г 

Л (s) = ers f <г*5Ф (л:) fifx == е« Ф (s) — 1 — J* e'xsQ> {х) dx . 
г L О 

Заменим теперь в (9.5) х на г — х 
ь 

P(r-x, s)^V(r~x, s) + j V ( s , qV(x, g)dcr(fi). (9.7) 
a 

Введем обозначения 
У± (•*, s)^V(x, s) ±V(r — x, s), 
P±{x,s)—P(x,s)±P(r—x,s). ^ ' } 

Складывая и вычитая (9.5) и (9.7), получаем следующие 
раздельные интегральные уравнения относительно Y+(x,s) и 
Y-(x, s), в которых х играет роль параметра: 

ь 
Y± (x, s)=P± (x, s) + j W (s, fi) Y± (x, £) £/0 (g>. (9.9) 

a 
Решив уравнения (9.9) при значениях х между 0 и г/2, 

.из (9.8) можно определить функцию Y(x, s), Ухе [О, г]. 
Докажем существование и единственность решений урав­

нений (9.9) в пространстве #==•_% (введенном в § 2) при Я<1 . 
Теорема 9.2. Оператор W, определяемый посредством 

ь 
СГг]))(5) = j V ( s , £) _>(£)-**©- (9.10> 

является оператором сжатия в i.?.? с постоянной q<k. 
• С учетом (6.13) из (9.6), получаем неравенство 

$ | R 7 ( S ' S ) l — - £ - - - - < Т * (9.11) 
а 

-откуда следует утверждение теоремы. Щ 
Итак, знание функций ср и Ф позволяет свести решение 

уравнения (9.1) к уравнениям (9.9) с ядром простой кон­
струкции. 

Аппроксимация интегралов по мере da интегральными сум­
мами приводит уравнение (9.1) к краевой задаче для системы 
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дифференциальных уравнений, а (9.9) обращаются в линейные 
алгебраические системы. 

Обратим внимание на то обстоятельство, что норма опера­
т о р а ^ быстро убывает с возрастанием г, вследствие убывания 
функции Р(х, s) по х, что делает особенно эффективным ис­
пользование уравнений (9.9) для решения (9.1) при больших 
значениях г. 

Представляет интерес определение следующих функций 
, г 

<Pi(s)=-r(0,s), .31(5)==Г(г, 5), Q(s)= §Y(x,s)dx. 
о 

Через функции Амбарцумяна 9j и % выражается решение 
задачи диффузного отражения и прохождения в соответствую­
щих задачах переноса излучения в плоском слое (см. [1, 47]), 

! Функция же Q играет важную роль при решении ряда нелиней­
ных задач переноса [27]. Функции Фх и % выражаются через 
Y± (0, s), a Q может быть определена из уравнения Q — QQ-— 

г 

— WQ, где Q0(s)=^P(x,s)dx., 
о 

Функции фь -фг удовлетворяют следующим уравнениям Амбар­
цумяна 

Ф- (s)~ 1 + $№ (s) ФГ(5')-% (*) % (S')J 4 т Р ' 
(9.12) 

% {S) = er" + .^ [Ф,(5) % ( 5 0 - % (S) ф! (50] -~^- - . 
а 

Функции |ф1 и -фх могут быть определены также из (9.9). Та­
кой путь обладает определенными преимуществами, по сравне­
нию с решением нелинейной системы сингулярных интеграль­
ных уравнений (9.12). 

§ 10. ОДНО ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ 

Рассмотрим следующее однородное уравнение типа свертки 
оо 

В(х)='к(х)^К(х — t)B(t)dt, B>0. (10.1) 
• о ' . . . ' • 

Предполагается, что К — консервативное ядро, удовлетворя­
ющее условиям (0.10), а Я (Л:) принимает значения из [0.1!]'.'1" 
• Уравнение (10.1) имеет важные приложения. К нему сво­

дится проблема Милна в;- неоднородной' среде дйя'ряда задач 
переноса. Тогда X (х) представляет собой вероятность выжива­
нияДиффундирующей частицы при; элементарном акте рёееея--
ййя на глубине .̂ ;]ргасймаТрив:аём6й среды. 
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Решению уравнений вида (10.1), в связи с астрофизически­
ми приложениями, посвящена работа В. В. Соболева -[60]. Пер­
вые математические результаты по (10.1) были получены. 
М. А. Хачатряном 1[68]. .При этом были использованы нелиней­
ные УФ (0.3). Эта задача рассмотрена также в [7.7]. 

Ниже будут изложены некоторые результаты по разреши­
мости задачи (10.1), полученные Л. ГЛ Арабаджяном- Прш 
этом существенным образом используются результаты §§ 5, 6. 
настоящей работы. 

Наряду с (Ю.1), рассмотрим соответствующее консерватив­
ное однородное ИУВХ (5.1). 

Пусть (V+, V_) — КР уравнения (0.3), соответствующего 
ядру К. Будем предполагать, что у_=1 . Напомним, что этё 
условие выполняется как в случае четного К, так и при 
3iv{in}[—оо, 0] . 

Рассмотрим ит-зрации 
00 

B„+i(x)=*b(x)^K(x — t)Ba(t)dtt BQ(x)=S(x), (10.2) 
"" Р •', • -

/1=0, 1,2, . . , , 
где S >0—решение (5.10) уравнения (5.1). 

С учетом (5Л) и 0<Х(х)<1, легко .убедиться, что 0 < £ Д 
по п. Поэтому я , в > 0 такое, что Вп],В по L[oc, ЭТОТ предел 
является решением (10.1). 

Мы укажем на некоторые достаточные условия, которые 
обеспечивают нетривиальность этого решения В. С этой целью 
рассмотрим вытекающее из (5.1) и (10.1) равенство 

оо 

(i>(x) = [l—X(x)]S(x) + X(x)\K(x~-t)<i>{t)dtr (10.3) 
о. '• 

где <U(X)=S(X)—B(X)^0. 
Функция'со мажорируется минимальным положительным ре­

шением КУ (0.1), гяе. g(x)=*[l—l{x)]S(x). Если 
i[l—X(x)!]S(*){in}L1

+, (10.4) 
то, С учетом (6.3) и 5{in}Mloc, имеем со {х) == о (S (х)), лг-э-оо. По.т 
этому справедлива. 

Т е о р е м а 10.1. Если в уравнении (10.1) ядро К симмет­
рично или Эл>, v{in}[—оо, 0] и выполняется условие (10.4),. то 
(10.1) обладает решением В^0, ВФ0, причем B(x)=0(S(x)), 

•#-*•<». Щ 
Учитывая асимптотическое поведение функции S (см. тео­

рему 5.2), из теоремы 10.1 получаем • 
: С л е д с т в и е 1. В случае, когда ядро К симметрично (Или 
3v, v==0) и f[l—~X(x)\\x^Li+, уравнение (40.1).обладает неотри­
цательным нетривиальным решением, ' причем- В(х)=0(х)'г 
х—.»-оо* •'' 
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Следствие 2. Если в уравнении (10.1) v<0 и 
д—я(х)е„1+, то оно обладает решением В^О, ВфО и ВШ+. 

В конце параграфа заметим, что неоднородные уравнения 
.вида (10.1) были рассмотрены в ряде работ, в связи с астро­
физическими приложениями [25, 82, 83, 89]. В работе Н. Б. Ен-
тибаряна [25] задача была сведена к нелилейному функцио-
шальному уравнению типа Вольтерра. 

§ И. ПАРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В СВЕРТКАХ 

Основная цель этого параграфа—показать, что к УФ (0.3) 
сводится не только задача (0.2), но и факторизация более об­
щих интегральных операторов типа свертки. 

1. Рассмотрим парное уравнение 
оо 

f(x)~g(x)+ J* Ki(x-t)f{t)di, x<0, 
Г (ИЛ) 

f(x)=g{x)-\- J K2{x-t)f{t)dt, *>0; 
—со 

Къ K^i-co, оо) 
.и транспонированное к нему уравнение (так называемое урав­
нение с двумя ядрами) 

оо О 

f{x)=g(x)+$Ki(x-t)f(t)dt+ J K2(x-t)f(t)dt, 
О —-оо 

xeR. (11.2) 
Уравнения (11.1) и (11.2) имеют важные применения в физике, 
механике. Им посвящен ряд исследований (см. [11, 13, 17, 20, 
:34, 53]).. ' 

В неособом случае ядра К\ и К% одновременно удовлетворя­
ют условиям (0.6). Тогда для (11.1) и (11.2) имеют место тео­
ремы Нётера. К первым работам по изучению неособых урав­
нений (11.2) относятся 1[12, 17]. Результаты по разрешимости 
особых парных уравнений в определенных классах суммиру­
емых функций впервые получены в [11] при помощи редукции 
этих уравнений к краевой задаче Римана на вещественной оси. 
-Эта идея была развита С. Г. Самко i[55]. В указанных работах 
предполагалось, что символы 1—Kj{s) имеют нули целых по­
рядков на вещественной оси. При определенных ограничениях 
на гладкость Kj(s) были найдены некоторые достаточные усло­
вия, которым должен удовлетворять свободный член g, чтобы 
(11-1) было разрешимо в Z-2 или в близком ему классе. 

В работе В. Б. Дыбина [20] продолжено изучение особых пар­
ных уравнений с помощью нормализирующего оператора, 
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В работах Н. К. Карапетянца i[41'] и В. И. Левченко [46] 
^обоснована применимость проекционного метода к некоторым 
«особым дискретным парным уравнениям в свертках. 

Н„ Б. Енгибаряном и М. А. Мнацаканяном ;[34] были рас­
смотрены парные уравнения вида (11.1) при предположении, 
•что. ядра представлены в виде суперпозиций экспонент. При­
менением принципа инвариантности Амбарцумяна задача была 
«сведена к двум уравнениям типа УА. 

2. В настоящем пункте излагаются результаты работы 
А. А. Арутюняна 1[6] по применению нелинейных уравнений 
'факторизации (0.3) к парным интегральным уравнениям и к 
'.более общим интегральным уравнениям типа свертки. 

Рассмотрим следующую систему интегральных уравнений 
ОО 0 0 

fi(x)=gi{x) + $Ki{x-i)Mt)dt + $Kt*{x + t)f2(t)dt, 
о о 

(П.З) 
f2(x)=g2(x) + ]K2*(x + t)fl(t)dtJrjJK2(x-t)f2(qdt, 

о о 
х>0. 

Уравнение (11.3) в качестве частных случаев содержит как 
111.1), так и (11.2). 

Наряду с классами операторов Q и Q±, которые были опре­
делены во введении, рассмотрим также класс Й*, состоящий 
ша операторов вида 

ОО 

,<^*^)(x)=j^r*(x-fo^(o^ лг*бА(-«>, оо), хек. 
о 

Прямой проверкой можно убедиться в справедливости следую­
щей -леммы. 

Лемма 11.1. Пусть Г±6&~ и *̂{in}Q*. Тогда a) ^_r*{in}Q*, 
6) ^*^+6Q*. Ш 

Систему (11.1) можно записать в следующей форме 

где / = (/-, / 2 ) # , g=(gug2f, W~[xf x\ )' #~знак транс­
понирования, Cf-—единичный оператор, a CfCfiQ, и *̂{in}Q* 
4J—1, 2)-суть интегральные операторы вида 

00 

(#740 (х) =- J Кг(х -t)y (t) dt, 
0 

со 

{#,М>) (x) = j K)* (x + t)y (t) dt, j = 1, 2. 
0 



Рассмотрим факторизацию 
^ - ^ • = = ( J — ̂ _)(J—^ + ) , (11.4) 

где VJ± — матрицы-операторы вида 

. &/-&*; Г /бй + , Wf&P, У = 1,2. 
Т е о р е м а 11.1. Факторизация (11.4) эквивалентна следую­

щей нелинейной системе 
00 

. Vf (x)=~K?(x) + $VJ (t)Vf {x + t)dt, 
(1^5) 

Vj*(x)=Kj*(x)+j Vf(t)Vj*(x + t)dt, 
0 

где #*(х)=---Я7(±*). Х>0, j — 1,2. 
9 Матричное равенство (11.4) в раскрытом виде имеет вид 

Mf^Tf-WfWj*, У=-1- % 
откуда для ядер Vf и V * получаем (11.5). • 

Первые два уравнения системы (11.5) являются'УФ типа 
(0.3). После нахождения их решений {V^, Vf) рассмотрим 
последние два уравнения (11.5) как линейные уравнения отно­
сительно УД.Эти линейные уравнения являются УВ типа (3.2) 
и к ним могут быть применены результаты § 3. 

3. Создание теории УФ (11.5) и их применения к уравнению 
(11.1) еще не завершены. Приведем один результат Л. Г. Ара-
баджяна по парному уравнению (МЛ). 

Заслуживает особого внимания следующий факт: в случае 
парного уравнения (ПЛ), Vj* = Vj+. Этот факт следует из 
(11.5) с учетом Kj* = Kj. Поэтому факторизация (11.4) сводит 
(11.1). к. следующим уравнениям 

°° ' 

X 

f,(x)-fy(x) + $Vf(x-i)fjit)dt+-
о 

+ $Vj*(x + t)f3rj(t)dt, (Ц.7) 
о 

где /=1,2. Заметим, что при i-Cĵ O (/—-1,2) для необратимости 
&-—УС достаточно, чтобы выполнялось , хотя бы одно из ра­
венств ni='l или | i 2 =l . 
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Мы сформулируем один результат по (11.1) в «дважды кон­
сервативном» случае, когда 

К>0, ^=-1, /=1,2. (11.8) 
Теорема 11.2. Пусть в уравнении (11.1), (11.8) выполнено 

со оо 

условие v 1 < a r v 2 > 0 , где Vjss J tKj(t)dt, g{in}A и ]tg{t)dt< 
— 0 0 — O O 

< + oo. Тогда существует решение /Щ0* уравнения (11.1), 
причем 

X 

§\f(t)\dt = 0(xl JC-^OO. (П.9) 
о 

Если g>0 , то / > 0 . Н 
4. Рассмотрим следующий частный случай уравнения (11.1), 

относящийся к простейшим уравнениям в свертках 
оо 

(£/-&)f=g, где (#/)(*)-•' \K(x-t)f(t)dt. (11.10) 

Уравнением (11.10) описывается ряд задач переноса в од­
нородном пространстве. 

В неособом случае, когда ядро К удовлетворяет условиям 
(0.6), уравнение" (11.10). допускает простое аналитическое ре­
шение с помощью преобразования Фурье. Однако это решение 
часто может оказаться неэффективным с прикладной точки 
'зрения. 
'.. ,;В особом же случае есть ряд интересных нерешенных вопро­
сов по существованию и свойствам решения (11.10). 

При изучении (11.10) можно использовать тот факт, что с 
помощью функций V±, участвующих в факторизации (0.2), 
факторизуется также оператор 

Cr—W=*(Cf-WJ(Cf—WJt (11.11) 
где 

ОО " ' X 

(Улр) (х)=j V_ (t - х) -ф (t) dt, {W^i) (x) = J V+ {x -1) ф {i) dt. 
X —oo 

Вышесказанное можно получить непосредственно или в ка­
честве частного случая (11.4) , 

Таким образом, М. С Геворгян получил соотношения, связы­
вающие решение уравнения (11.10) с решением соответствую­
щего уравнения на полуоси !1Д 51. 

Используя "факторизацию (11.11) и результаты § 3, можно 
получить также результаты по разрешимости консервативного 
уравнения (11.10). 
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§ 12. ФАКТОРИЗАЦИЯ БЕСКОНЕЧНЫХ ТЕПЛИДЕВЫХ МАТРИЦ. 

Большинство результатов §§ 1—8 имеют дискретные анало­
ги, относящиеся к бесконечным алгебраическим системам с 
тёплицевыми матрицами. Излагаемые в этом параграфе резуль­
таты получены в [35]. Они дают наглядное представление о--
степени прикладной эффективности метода нелинейных УФ к 
уравнениям Винера—Хопфа. 

1. Пусть 1Х — вещественное или комплексное Z?-пространств© 
оо 

векторов х=(хъ х2,...), с нормой ||-*i|«i = 2 .•*/.< "Ь00*-

l = hXli—^-пространство с нормой||(л:, з01Н -г (11*11/,+II.У.{/,)--
Введем .^-пространство бесконечных тёплицевых матриц А вида: 

оо 

Л = (#А_;)~/==0, для которых ^ = || Л ||== 2 l a j l< + °°- Е с л и 

у=—со 
a_j = dj, то А симметрическая: А# = А. Введем Q-cQ и QrcQ-
(где reN). Если X = {xk_j) {in}Q+, то xk = 0 при' &<0. Если, 
r = (z/;-_k)6Q", то r/k==0 при k<0. Если Лб^г, то ak=0 при. 
| k | > г. fl.+ и Q~ являются алгебрами. Легко убедиться, что 
YXZQ. 

Рассмотрим факторизацию 
I— Л = ( / - Г ) ( / — ̂ ) , (12Л> 

где 7 —(6k;) €£2* — единичная матрица. Л —заданный элемент 
из Q\ X и У" —искомые элементы из Q+ и От, соответственно,. 
причем выполнено условие 

Лемма 12.1. Факторизация (12.1), (12.2) эквивалентна 
следующей нелинейной системе 

00 

(l + q8kQ)xk = g,k + ^yjXk+Ji k=Q, 1,2,,...,. (12.3), 
у-о 

°° 
Уь = а_и-\-У,ун,х1, k = l, 2 , . . . , t /o=-№-i 

у-о 
При .А# = Л удобно .взять <7=1. Тогда (12.3) допускает следу­
ющее упрощение: если х удовлетворяет системе 

оо 

(1 + 60k)J(?k=-ak-r-2A:/^+/' *-=-•' 2 . 3>—, (12.4> 
у-о 

то 2=(JC, я) удовлетворяет системе (12.3). 
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В дальнейшем под симметрическим случаем будем подразу­
мевать выполнение условий 

Л# = Л, <7=_1. ,(12.5> 
При А=£А# удобно взять ^ = 0 . 

Перепишем (12.3) в операторной форме 

где &=&А — оператор, действующий в 1\. 
%(х, ? )« (* ' , У), 

со 

(-+?60*)*'/ = в* + 2^А:/+*> й—°> 1.2,...,. 
со 

Vk = 0U + 2 yhk 'ХР &--=--- 2 , . . . , yo&zqxo»-
J «-о 

Справедливы оценки, аналогичные оценкам (1.4): 
| |^| |<1(.-+1||^||.[|д:| |<^^+-4|^112- (12-6> 

При -4>0, л;>0, ;у>0 первое из неравенств (12.6) обращается. 
в равенство. Если также выполняются (12.5), то второе из-
неравенств обращается в равенство. 

Под КР уравнения (12.3) подразумевается предел в I сле­
дующего итерационного процесса 

•Zn+i = &Zn, «o-O, л - 0 , 1, 2, 3 . . . . (12.7) 
Аналогично континуальному случаю, доказывается, что при 

р. = || А ||о<1 существует КР (12.3), причем справедливы оценки: 

(12.8), 
| | x — x n | | < m i n [ ( l - l / l - p r + \ 4 - ] 

(при (12.5)). 
В симметрическом случае КР (12.3) совпадает с КР уравне­

ния (12.4). 
2. Опишем редукционный метод решения УФ (12.3). 
Пусть А является 2r-fl-диагональной тёплицевой матрицей:: 

А=*{акч), где ak~ 0_при \k\>r' (r'eN) и jl==|| А | | й < 1 . Обоз­
начим через z = (x, у) КР уравнения z = ^ z . Легко убедиться, 
что хк=Ук=0 при £ > г , поэтому (xk, tjuJib-Q удовлетворяет 
уравнению 

r—k 

(l-f(?60k)xk = ak + 2 ^ / + k , &=-0, 1,2, . . . , 
r - k 

£/k =-'Я-Й -h 2 #/+**./» Уо = дх0, k = 1 # 2, . . : . 
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Предположим теперь, что матрица А получена из матрицы 
A=(cik-;) путем аннулирования тех элементов, для которых 
Л— j\>r. Тогда 

| А | > -

Лемма 12.2. Справедливы оценки а) 
| |zTz. |<<l-ix)--6 r ; (12.10) 

б) В симметрическом случае 
llx—xli^)/!--?)--1^ о*<1) и ||х-х||^1/бГ, 

([х=1).Н (12.11) 
При численном решении уравнения (12.9) фактическую бли­

зость некоторой итерации к точному решению можно оценить 
следующим образом: пусть найдены две последующие итерации 
х' и х": имеем 

r-k 

(1+а0*)Зс/--[аА-(1+а0*)(л/-х/)]+2л/^у, 
т. е. х7 интерпретируется как точное решение возмущенного 
уравнения, близость х ' и х оценивается по формуле 

х—х'Н< %{\+bok)\xk
ff-xk'\ . { l / l -n- f 

- О 

+[i -cf+2 о + u i **"-**' ОТ1- (i2.i2) 
Аналогичная оценка может быть получена для несимметри­

ческого случая. 
• 3. Рассмотрим следующую бесконечную линейную алгебраи­
ческую систему с тёплицевой матрицей (дискретное уравнение 
Винера—Хопфа) 

(I-A)s=h. (12.13) 
Факторизация (12.1) сводит (12.13) к следующим двум урав­

нениям с треугольными матрицами 
оо 

gk-^yj-kgj^bu, (12,14) 

k 

Sk-^Xk-jSj^gk, M, l i2 , . . . . (12.15) 
/ -О . -:" ' . 
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Рассмотрим рекуррентные уравнения относительно о>± 
k k 

cok+ = ^k.+ 2 ^ k . - j ~ / , Щ-=ук + 2-/ft-/V- (12.16) 
/-=0 • j - 0 

Если исключить тривиальный случай а0=-1, то х 0 < 1 и 
у0 < 1, поэтому из (12.16) определяются последовательности 
'(<о±). Если р,<1, то ©-t.efi. 

Уравнения (12.14) и (12,15) обладают решениями вида 

g*« 6*+2 <->/**/**. (12.17) 
у - о 

k 

^«gf t+2<»t /^ (12Л8) 
У=о 

если абсолютно сходятся ряды, фигурирующие в правых частях 
(12.17). 

При |х<1 (12.13) однозначно разрешимо в любом из про­
странств /р (р>1), т и его решение дается формулой (12.18), 

В [3] получены результаты по разрешимости консерватив­
ного уравнения (12.13) (при А^О, [х= 1), сходные с результа­
тами § 6. 

На вышеизложенных результатах основан следующий редук­
ционный метод решения уравнения (12.13), который назовем 
схемой 2: а) итерациями решается усеченное уравнение (12.9) 
относительно 2r-J-l неизвестных. Пусть п число итераций: 
б) из (12.16) определяются {®^}f^v где т~>г; в) по формулам 
(12.17), (12.18) определяются { g ^ и {sk}£=0. 

При вычислениях по этой схеме в симметрическом случае 
требуется выполнить следующее число операций сложения и 
умножения: шаг a) -j-г (г-\-.д); б) гт — ---• г (г + З); в) т2. 

В несимметрическом случае число операций для первых двух 
шагов (почти) вдвое увеличивается. 

В описанной схеме источниками погрешности являются ко­
нечность величин п, г и т. Влияние конечности п и г на погреш­
ность z оценивается по формулам 

\\z-Zn\\<W(l-VT=v) + 6r(l--qrl-
В симметрическом случае (12.5) 

||х—хл||<(1 — 1/Г—7ГЧ21/Т—1Г^ |*<1, 
1!х—хге||<4-+1/"б7, и.— 1. (12Л9) 

При | i < l нетрудно получить оценки для |J со-1- — to— ||. 
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Приведем одну апостериорную оценку. Пусть вычислены 
оо 

{®kKLr Обозначим 2 l^k l-=am. Остаток от
+ может быть 

оценен по неравенству 

< 2IM, 2 
k=tn—i 

(12.20) 
/ i - i - i ЙГо 

Аналогичная оценка справедлива для от~. 
Из (12.20) следует сравнительно грубая, но простая оценка 

а*< 1 • 1) 2^ | о)± | -> 0 при т -> оо уГ—Г - . _ * , - , , • - -- • --• (12.21) 
Так как число элементарных операций, необходимых для 

вычисления {cDfe-}im, линейно зависит от т , то обычно можно 
взять т достаточно большим и тем самым практически исклю­
чить влияние конечности т на окончательные результаты. 

4. В ряде работ (см. [19, 39, 46, 53, 74, 751) разработаны 
проекционные методы решения (12.13) путем сведения к усе-
"ченному уравнению 

м 

&—•&* + 2 Л*-*--'»' k==0> 1> ••-,№• (12.22) 
/п=0 

В случае ц,<1, законность такой редукции следует из общих 
положений по бесконечным алгебраическим системам {191. 
В 1963 г. Бекстером .[74.1 обоснована редукция в случае, когда 

"...4GQ удовлетворяет условиям 
со Г оо 

1- 2 <№ °̂. 1«нь ind 1 - 2 a&k = ° - (12-23) 
й - - о о L й = - о о 

Им доказано, что при выполнении условий (12.23), начиная с не­
которого номера М, уравнение (12.22) имеет единственное ре­
шение ( ^ . . . , ^ а векторы (.j*>,..., \$\ 0, 0...) при М->оо 
•сходятся в /х к решению уравнения (12.13) при ЬбА- При Л > 0 
условия (12.23) эквивалентны условию ! i< l . 

Бекстером и Хиршманом [75] найден метод обращения конеч­
ных теплиц евых матриц путем решения следующих двух систем 

м 
о̂* + 1>±(*—>*Й- (-2.24) 4t-

/п=0 
Некоторая модификация отмеченного результата получена 
И. Ц. Гохбергом с соавторами [16,19]. Достаточно эффективным 
может оказаться синтез этого метода с методом Трейтеля—Ро­
бинсона решения конечных систем вида (12.24) (см. [72]). 

Подсхемой 1 решения уравнения (.12.13) будем подразуме­
вать метод, основанный на редукции (12.13) к (12.22) с после-
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дующим решением уравнения (12.22) методом Бакстера— 
Хиршмана. 

Схема 2 обладает рядом преимуществ, по сравнению со схе­
мой 1: а) Редукция по первой схеме означает замену матрицы А 
усеченной матрицей Ам>~ (ak-j)p, /=О, по второй схеме — усе­
ченной бесконечной матрицей Af—A. Ясно, что Аг может быть 
получена из Аг путем дополнительного аннулирования ее тех 
ненулевых элементов', которые лежат вне главного минора 
(r-j-1) X (г-|-1). Поэтому по любой норме || • || 

•' • \\А-АГ\\<\\А-А'\\. Г 
со 

По норме \\(akj)\\=:max 2 la*jl»- представляющей основной 
интерес, имеем 

|| А — Аг || = бг->0 при г-> оо , 
т. е. А.г аппроксимирует А по норме, а 

| | А - „ ' | Н й . Vr< + оо. 
Чтобы обеспечить одинаковую близость решений усеченного 
уравнения (12.22) и 

(/ — ,4r)S = b (12.25) 
к-решению уравнения (12.13), следует взять №>г. в) При боль­
ших значениях М как точное, так и приближенное решение урав­
нений (12.22) является весьма трудоемким и требует большой 
объем оперативной машинной памяти. Напомним, что при А = Ам 

итерации для (12.22) сходятся медленее, чем для (12.25). Этот 
эффект оказывается весьма существенным при значениях \ху 
близких к 1. г) Полученные выше оценки позволяют контроли­
ровать точностью решения уравнения (12.13) по схеме 2. Для 
схемы 1 аналогичные оценки отсутствуют. 

Особым случаям дискретных уравнений в свертках посвя­
щен ряд работ (см, ![10, 16, 21, 39, 41, 46, 52, 72]). В. Б. Дыби-
ным и Н. К. Карапетянцом'[21] изучен дискретный оператор 
Винера—Хопфапри предположении, что его символ имеет ко­
нечное число нулей целой степени на единичной окружности. 
Ряд результатов по разрешимости дискретных уравнений, сим­
волы которых имеют нули целых или дробных порядков на еди­
ничной окружности, изложен в книге Пресдорфа '[53]. В ней из­
ложены результаты по обоснованию проекционных методов ре­
шения дискретных и интегральных уравнений в свертках. 

В последние годы В. С. Владимировым и И. В. Воловичем 
j[10] и Б. С. Парийским ;[52] выполнен ряд новых исследований' 
по разработке эффективных методов решения линейных алгебра­
ических систем с тёплицевыми матрицами. 
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§ 13. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ ВИНЕРА —ХОПФА 

Следующие § 13 и § 14 посвящены обобщению ряда резуль­
татов §§ 2—б на матричный случай, относящийся к системам 
ИУВХ. Материал этих параграфов' заимствован из работ '[28, 

1. Пусть R"- и Ят—пространства вещественных /я-мерных 
(/гс>1) вектор-столбцов и вектор-строк, соответственно, а 
цт т — алгебра вещественных ту^т матриц с единицей L 
Введем конусы KraRm и- /fcRm x m , состоящие из векторов 
или матриц с неотрицательными компонентами. Эти конусы 
вводят частичный порядок > в своих прострайствах. Будем 
писать, что AH3, если Л > 0 и АфО и А > О — если все ком­
поненты А положительны. Класс КраК примитивных матриц 
состоит из матриц Л, для которых .Hp6N, что АР у О, 

Пусть г (Л)-спектральный радиус матрицы A(*Rmxm (мо­
дуль наименьшего по модулю собственного значения А), г (А) 
непрерывно зависит от Л. Если Л > 5 > 0 , то г(А)>г(В). 
Если же АЬ-В>0 и А£Кр, то г(А)>г(В). 

Пусть щ£Кг, i?>0. т--норма элемента x{in}ROT определяется 
следующим образом 

||x| |r,-=min{^|x|<bj}, 
где [х| —вектор, компоненты которого—суть модули компо­
нент х. 

Мы неоднократно будем использовать следующие факты из 
теории положительных матриц. 

а) Теорема Перрона. Если А$КР, то Х = г(А) является ее 
наибольшим по модулю, простым собственным значением, причем 
•Нт|>0 такой, что A-q = Щ, 

б) Если AQK, ц-=г(Л)<1 и A.6(|i, 1], то Щ>0 такой, что 
.A7j = ^ . Если же AQK и Э?->0(у-бД") и к>0 таковы, что 
Ау^Хщ, то г(А)<1, 

в) Если К%Ап\ по п и ЩеК', ?}>0 такой, что Anri<Xri 
(Я>0), то Ап сходится к А£К, причем г(Л)<Я. 

г) Если апеКр, г(ал)<Л, и ап\ по п, то а„-->абАГр, причем 
г (а) < %, 

2. При рассмотрении пространств вектор-(или матриц)-функ­
ций, компоненты которых суть элементы некоторого В-простран-
ства или линейного топологического пространства, их будем 
снабжать топологией' поэлементной сходимости, а также некото­
рыми специальными нормами, 

Пусть Е{а, Ь), где - и < а < К ' +-«' , одно из- банаховых 
пространств Lp(a,b)\ р>\,- М{а,Ь). Пусть £+=.£(0, со), 
£,-=Я(— оо, оо). Введем в пространстве Ent(a, by вектор-функ-
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HSfi> следующую (% E) норму, где ц$К, т->0; если 
* = ( / ь / * - . . , /*)€#» (<*, *>, то 

ll*ll(4.ir)--||(Ci,C2f . . „С^Ич, 
где С7Н1//№(«.»>• 

Пусть - f s r x m и ^ь—=1+хт — пространства т х « матриц-
функций с компонентами из L\ и L+, соответственно. & являет­
ся алгеброй, в которой умножение определяется с помощью 
Свертки: 

00 

<7>Г2)(х)« [Г- (*-*)Г 2 (* )Л, Г ь Г 2 б ^ , (13.1) 
—оо 

7V7*2 непрерывным ©бразом зависит от сомножителей. 
Конус KcP матриц-функций с неотрицательными компонен­

та ми вполне правильный, т. е. монотонная по конусу и ограни­
ченная по норме последовательность из & сходится. 

3. Пусть Q, Q* — следующие классы интегральных операто­
ров, действующих в Я+

т 

«f 60, %Ф¥> ̂ 60", 
00 

{ft)(x)^T(x-t)f{t)dtt 

о 
X оо 

{%f)(x) = ^U(x-t)i(t)dt, (Ti)(x)=~^V(t-x)i(t)dt, 
О X 

где Тевг, U, VQF+, tbEj*. 
Обозначим Т±{х) = Т{±х), х>0, 

оо оо 

A±^\T±(x)\dx, Л=-Л++А_=- ^|Г(*)|<1х:, |*«-г(А), 
О — оо 

оо оо 

v±=^xT±(x)dx1 v*=v+—v= \ xT(x)dx, 
О —оо 

если эти интегралы абсолютно сходятся. 
Пусть |х<1, ke0.i, 1], TQ>0 и Лк}<Ц. Справедливо нера­

венство 
Н^11(Ч..Я)<Я||!||(Ч,Е,. (13.2) 

Из оценки (13.2) следует, что оператор f сжимающий в В-
лространстве (Е+

т, *-), поэтому оператор J - t f имеет -обрат­
ную ф—£Г)г1, представшую в виде суммы ряда Неймана. Если 
ТеКр, то операторы & ъ{У — §Ffl положительны. 
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Символом оператора C/ — <f называется матрица-функция". 
f — T(s), где Т($)-~ преобразование Фурье от . Г : Г (s) — • 

00 

= \T(x)eLxsdx. В том случае, когда выполняются условия 
—со 

Т > 0 , ц = 1 , 
оператор £j~f необратим в любом из пространств £.."-, так как 
его символ вырождается 

det[7-f"(0)]=0. 
4. Рассмотрим факторизацию 

3-*Г = {У-Т)(У-%)% (18.3); 
J —единичный оператор, <̂Г6& —заданный, а % {̂in}Q± —• искомые. 
операторы. Факториз-ация (13.3) эквивалентна следующей систе-. 
ме (см. лемму 0.1). 

оо 

U{x) = T+{x)+^V{t)U(x + t)dtt 

(13.4) 
V (x).= T_(x)+^V'(x + t)U (t)dt. 

о 
В дальнейшем будем предполагать, что Т>0 и матрица 

со 

А= \ T(x)dx удовлетворяет условиям: существует вектор-
— О О ' • ( 

столбец т]>0, вектор-строка t>0 и число Я6(0, 1] такие, , что-
Аг}<кг1, !А<|х!. (13.5> 

В частном случае А£КР условия (13.5) выполняются тогда 
и только тогда, когда г(_4)<1. Тогда в качестве ч\ и | можно 
взять, соответственно, правую и левую положительные собст­
венные векторы матрицы .А, в этом случае (13.5) превратятся 
в равенства. 

В дальнейшем иод консервативным случаем будем подраз­
умевать выполнение условий 

:;т>о, А&Ср, [i=r(A)^i. (lie^ 
Докажем сходимость следующих последовательных прибли­

жений (Un, Vn)^X^", предел которых назовем КР уравне­
ния (13,4) 

со 

£Лм(*)- -^^ (Ш); 
.о *-
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Vn+l(x)=T_(jc)+^Va(x+t)Un(t)dt, а0 = П = 0 , 
о 

л=0 , 1,2, . . . . 
Очевидно £/„ и 1/„ неотрицательны и возрастают по п. 

-Обозначим 
со оо 

an~\un(i)dt, %=\VnV)dt. 
о о 

Лемма 13.1. Справедливы оценки 
а„Ч<1*Ч- 1Р Й <^. (13.8) 

• Интегрируя (13.7) от 0 до оо и складывая полученные 
соотношения, приходим к равенству 

ая+1 + § я +1=А+Мп . (-3.9) 
Из (13.9) имеем 

а--^ч-А Ч -ф- 1 + 1 -§ я ) Ч - -р л ( / - -а я ) Ч . (13.10) 
Индукцией по п докажем неравенство ад^к-. Пусть оно 
выполняется для некоторого /г>0. Из (13.10), с учетом $n+i>$n 
и Ау^-ру, имеем 

Второе из неравенств (13.8) доказывается аналогичным обра­
зом. Щ 

Из (13.8), силу положительности ij и | , следует, что после­
довательности (<хл) и (р„) имеют конечные пределы а и р , соот­
ветственно. С учетом теоремы Б. Леви получается 

Теорема 13.1. Существует КР (U, V) уравнений (13.4), 
(13.6), причем 

со со 

U>0, V>0, §U(x)dx=~a, jV(jc)rf.* = pf 
о о 

а-|-р = Л+ра, ( / - Р ) ( / - а ) - - - / - А , (13.11) 
щ<т, 1Р<№ я (13--2) 

Из (13.11) следует, что у±<у>, где у+ = г(а), у_=г(Р). 
Легко убедиться, что (U, V) монотонным образом зависит от Т. 
Из теоремы 13.1 следует, что при выполнении условий (13.6) 

существует факторизация (13.5). 
Под симметрическим случаем будем подразумевать выпол­

нение условия r ( - j c ) - r # ( 4 Тогда Vl = Un, V# = U. Пусть 
•'© симметрическом случае A^==(i^, v]>0. Умножая (13.11) слева 
на 7j# и справа на % с учетом Р = а#, имеем 
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где 7j# = (l—а) ^. Отсюда следует выражение для евклидовой 
нормы вектора 

11(/—а)7г||=]/Т—7|^11- (шз> 
5. Из (13.11) видно, что в консервативном, симметрическом 

случае 7±—1- В несимметрическом консервативном случае имеют 
вместо факты, обобщающие результаты § 4 на матричный случай.» 

Т е о р е м а 13.2. Пусть в уравнении (13.4) А±£КР, ц=-1.-
Тогда: 

а) из vH) l=-> Y+ = - * Y- < -' 
б) из V—501=> у+ <С 1 - Y - = - ; 
в) из V = 0I-->Y± - -=1 1 §ц 

§ 14. СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВИНЕРА —ХОПФА 

1. Прежде чем перейти к вопросу применения факторизации 
(13.3) к системам ИУВХ, рассмотрим следующие системы УВ 

(Cf-<U)t = $, (14.1> 
(J-^)-P = g,. (14.2) 

где Ч&Т, W&1~ (см. § 3). Основное внимание будет уде­
лено КС. 

Рассмотрим (14.1) в консервативном случае 
00 

U>0, a = $U(t)dteKp, Y+-—r(a)—-L (14.3> 
о 

Здесь можно получить аналоги соотношений и утверждений 
п. I § 3. В частности, для решения i уравнения (14.1) имеем 

х 
I (х) = ф (х) + J Ф+ (х — t) ф (*) dtt (14.4) 

о 
где матрица-функция Ф+ определяется из матричного уравнения 
вида (3.3). 

Для решения матричного уравнения 
х 

R+(x) = I + §U(x-~t)£>+(t)dt (14-5> 
о 

имеем 

о 

Пусть QH) — (постоянный) вектор из JR"1.- Тогда решение 
векторного уравнения 
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S(x) = Q+§ U(x~t)S(t)dt 
0 

удовлетворяет неравенству 
$(х+у)-$(х)<\\$(у)\\ч.ц, (14.6) 

где 7j> 0—неподвижный вектор матрицы a'.aq =-=.-?-. В скаляр­
ном случае из (14.6) получаем (3.7). 

Аналогичная оценка имеет место для решения R+ матричного 
уравнения (14.5): 

R+(x + y)-R,(x)<R+*(y), х,.у>0, (14.7) 
где R+*(y) не зависит от х. Отсюда, в частности, следует, что 

R+ (х) = О (х), х->со. 
2. Рассмотрим теперь уравнение (14.2) в КС: 

°° 
0<VQL*x*.\0, со), $>=\v(t)d№py • Y---sr(ft)^l.:(14.8) 

~ * "° > . . . • • - " \\ 

Для соответствующего однородного КУ 
00 

¥(x)^\v{t)V{x-\-t)dt (14.9) 
о . ' • • • • • . 

справедливо утверждение, аналогичное лемме 3.3. 
.Лемма 14.1. Уравнение "(14.9) в KG имеет в L+

m только 
тривиальное решение F(x)=0. В 

Замечание: В пространстве Мт\0, оо) КУ (14.9).... обла­
дает нетривиальным решением F (х).-з?! - const,-.-, где .•."§..£ 0— 

"неподвижный вектор матрицы [3: 1Р----1. • 
Введем матрицы—функции Ф_ и /?_, определяемые из урав­

нений 
X 

Ф_ (х) = V {х) -К j\K ( х - О Ф - й $ , 

о 
Теорема 14.1. а) Если .i|»6£im[0, оо), то КУ (14.2) обла­

дает решением g6„^c [0, оо), представляющим собой предел 
следующего итерационного процесса 

оо 

Ф«М (*) = g (*) + 1 V -W *» (*'+ ') #» о̂ ==0, /1=1 ,2 (14.10) 
о 
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б) Справедлива формула 
оо 

*(x)~g(x) + $0.(tyg{x + t)dt. (14.11) 
о 

Ш Доказательство теоремы аналогично доказательству этих 
утверждений в скалярном случае (теорема 3.1). 

Заметим только, что вместо (3.21) получается оценка 
Г Т ' оо 

^K(x)dx<$g(x)R_(x)dx + RJ(r)$g(x)dx, (14.12) 
0 0 г 

где $%—решение уравнения 
°° 

^(x) = g(x) + §Vb(t~~x)qx(t)dt, Vk^KV, 0 < Я < 1 . 
X 

Из неравенства (14.12) следует существование ф и з Lm[0, г]-.. 
причем очевидно, что ф-̂ ф при Я->1 по £^с[0, сю), I 

Лемма 14.2. а) Для КР уравнения (14.2) справедлива 
асимптотическая формула 

т 

\^(t)dt = o(r), г->оо. 

б) Если 
со 

о 
то фб£т[0, оо).И 

З а м е ч а н и е : Условие (14.13). в утверждении б) выполняется., 
апример, когда 

,00 

*h{\g 1)=J х |g И \ d x < + оо. 
о 

Лемма 14.3. Если в уравнении (14.2) 0<g"&Lm и 

о 
то 

со 

Щ-1 (Ф) = J •*Р~1Ф. (-*) dx < -f оо. В. 
о ' 

3. Рассмотрим однородное уравнение 
00 

S(x)==]T{x — t)S(t)dtr (14Л4> 
о 



где Т—заданная консервативная матрица-функция (со свой­
ствами (13,6)), a S — искомая положительная локально интег­
рируемая функция медленного роста. 

Из результатов § 13 имеем, что при выполнении условий 
(13.6) существует факторизация (13.3), причем 

00 ОО 

о о 
Y+=-r(a)<l, Y- = /-(P)<l 

и выполняется хотя бы одно из равенств у+—-1 и у^—\. 
Рассмотрим КУ (14.14) при дополнительном предположении 

г(§)=1- (14.15) 
Это условие, в частности, выполняется в симметрическом сду-

оо 

чаё Т( — х)=Т#{х) или при 3v== J хТ(х)dx<0. 
— 00 

Факторизация (13.3) сводит (14.14) к уравнению 

S(x)=l + $U{x — t)S(t)dx, (14.16) 
о 

где 1-—S-4. 
Из результатов п. 2 следует существование решения 

Sell00 [0, оо) уравнения (14.16), которое представляется в виде 

S(*) = 
X 

I + $0+{t)dt г (14.17) 

Оно обладает свойствами 0 < S ( J C ) | по х; 
а) Если Y+--sr(«)<l, то S{x)<(I—a)-% x>0. 
б) Если Y+-— 1» то Sj(x)\оо при х-+ со, у = 1, 2 , — , т~ 
Теорема 14.2. Пусть Т&КУ р. == г (А) = 1 и выполняется 

условие симметрии Т(~х) — Т#(х). Тогда: а) уравнение (14.14) 
обладает решением S>0 , причем S—монотонная, неограниченно 
возрастающая, абсолютно непрерывная вектор-функция; спра­
ведливы формула (14.17) и асимптотика $(х) = 0(х), .к->оо. 
б) Если v2=/rc2(r)< + oo, то 3C6Rm, C > 0 такой, что 

S(JC) '>C^, A : > 0 . И 
00 

Теорема 14.3. Пусть 7 W , и--- , -v-= J xT(x)dx. 
- 0 0 

Тогда при v < 0 уравнение (14.14) обладает возрастающим абсо­
лютно непрерывным рещением S, причем а) 'если v<0 , то S 
ограничено, б) если v=0, то $(х) = 0{х), х~+со. Я Справед­
лива также теорема единственности типа теоремы 5.3. 
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4. При изучении и решении неоднородной консервативной 
системы 

оо 

t(x) = g(x) + [T(x—t)i(t)dt (14.18) 
о 

можно использовать факторизацию (13.3). Тогда (14.8) заме­
няется системами (14.1) и (14.2). 

Из результатов п.п. 1—3 вытекают следующие результаты. 
Теорема 14.4. При gQLm КС уравнение (14Л8) обла­

дает КР ieLlm, причем 
X 

§\i(t)\dt = o(x2),' лг-^оо, 
о 

Справедлива формула 
со 

f(x) = g(x) + JT(x, t)g(t)dt\ (14.19). 
о 

где 
т1п(.*,.0 

Г(х, t)=®+{x-t) + <$)_{t-x)+ j Ф+(.х — £)Ф_(* — £)б?5. Ш 
о 

Теорема 14.5. Пусть g£Em и у_=г(Р)<1, (например, при 
avH)). Тогда (14.18) обладает КР fG£!2c, причем справедлива 
формула (14.19) 

а) Если g{in}Mm, то i(x) = 0(x), x->oo» 
X 

б) Если geZ-Л то' J | f (t) \dt = 0 (x), x -коо. В 
о . " • 

В п. 3 настоящего параграфа было доказано, . что при 
Y_ = г (р)=-1 существует положительное решение S однородного 
уравнения (14.14). Условие у_==1 выполняется, в частности, 
в случаях, когда v < 0 или Т( — х) = Т# (х). 

Теорема 14.6. Пусть g{in}Iim и 7-=-- Тогда а) 

^щм = о\ ]s(t)dt\ .д;->оо: 

б)Если 
00 

$R-(t)g{t)dt< •+<*.;'. (14,20) 
о 

х . 

то j f (t)dt = 0(S(x)), л ^ с о , В частности, если Y+<-> т о 

' - ' • • • о . - ' • • • • • ' • ' • 
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Как было отмечено выше, условие (14,20) может быть заме­
нено условием 

оо 

-»l(lgl)=-J'lg(*)l<tt< + «>. 
о 

В конце параграфа отметим, что изучению систем ИУВХ по­
священ ряд исследований (см. 1[1, 18, 19, 28, 30, 40, 59]), однако 
следует отметить, что теория особых (однородных и неоднород­
ных) систем ИУВХ находится в начальной стадии развития. 

§ 15. ОПЕРАТОРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА-ХОПФА 

Метод нелинейных уравнений факторизации нашел примене­
ния к операторным уравнениям Винера—Хопфа, возникающим в 
теории переноса излучения. Ниже мы изложим результаты ра­
боты [33], по применению нелинейных УФ к задаче анизотроп­
ного рассеяния в однородном полупространстве. 

1. Пусть О,сR3 —единичная сфера, dta — мера Лебега на Q; 
пбЙ — внутренная нормаль к плоской границе полупространства П, 
a tow'— скалярное произведение векторов о>, ю'б.-}. Пусть Q+— 
верхняя полусфера: «6Q+, если ош>0. 

Обозначим через G банахову алгебру вещественных изме­
римых функций на Й+ХЙ+, для которых конечна норма 

||/?||о = supess J |/?•(<•>, v*')\d®', 

а умножение * определяется посредством 

.Q+ 

Обозначим через G пространство интегральных операторов 
с ядрами из G. Если &ф, то 91 действует в M(Q+), причем 
II -^ \\о <11-^ Но Ядром произведения ШХШ^ служит произведение 
их ядер. 

Задача когерентного неизотропного рассеяния в однородном 
полупространстве при отсутствии внутренних источников опи­
сывается следующим интегро-дифференциальным уравнением 
переноса (см. [47]) 

( » n ) ^ ^ + 9 - = ' j 9 K e ) ) g ( » , e > ' ) r f t o ' (15.1) 

с граничными условиями 
ф(0, (•>)=£ (со), <оп>0; (15.2) 
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Ф(т,«)=:о(ехр [ — -—-]) , <t->oo, «m<0. (15.3) 
Здесь g{v)>- 0 - индикатриса рассеяния, удовлетворяющая 
условию 

1 

g(n)eA(- l , -). g o = 2 - x j g ( n ) ^ < l . (15.4) 
- i 

Функцию Ф(т,(о) будем искать в пространстве S [(О, oo)xQ] 
00 

с нормой || Ф ||5 = J supess | Ф (т, о>)[дГт. 
О и> 

В работе М, В. Масленникова [47] задача (15.1) — (15.3) 
подвергалась детальному спектральному анализу в случае, ког­
да g(\x)$L2{—1, 1). В работе И. А. Фельдмана ![64] некоторые 
^результаты работы ![47] распространены на случай, когда 
^ ( ц ) € ^ ( - 1 , 1), (р>1). 

2. Обозначим 
Ф±(т, а))==ф(т, +<о), (Й6Й+. 

Перепишем задачу (15.1)-(15.3) в операторной форме 
dtp, (%) ± dx -=-^ (Р±+^Ф±-1-—7-фТ , (15.5) 

Ф + (0 )=5 , Ф _ ( - ) = о ( е ^ ) , т ->оо. (15.6) 

Здесь Ф±— вектор-функции со значениями из M(Q+); -^-опе­
ратор умножения на (ton)-1; S^ — интегральные операторы: 

&±f = ^^g(±<»<»r)f(<»')d<»>. 

Из (15.5) и (15.6) можно получить следующую систему one 
раторных уравнении типа Винера —Хопфа: 

со 

У(т)==Л(т) + |/С(т — ̂ ) / ( 0 ^ (15.7) 
6 

или 
(£/-W)J=JQ, (15.7') 

.--w-(?:№/-«-('TT... 
^—единичный оператор, а матричное ядрэ К и^еет вид 

(15.8) 

*\де 6(T)---функция Хевисайда. 
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Рассмотрим факторизацию 
Cf—M=(y-.<wj(Cf--W+), О5-9) 

где ^ ± — суть операторы вида 
X оо 

WJ){x)^V+{x-t)f(i)dt, (T-f)(x)~§ V-(t-x) f (t)dt. 
О .* 

Задача (15.9) эквивалентна следующей нелинейной системе 
ввда (13.4): 

К+ (х)=*К{х) + -J V. (*) V+ (х + t)dt, 
(15.10) 

i/4^)=/C(-x)-T-jl/_(^H-Jc)y+(2:)^-о 
Прямой подстановкой доказывается: 
Лемма 15.1. Пусть оператор .526С? удовлетворяет оператор­

ному квадратному уравнению 
&Я + Яа=*2г+&№ + Я&++Ж&гЯ. (15.11) 

Тогда уравнения факторизации (15.10) имеют решение вида 

V~ ^ = (е"^ х (2-+Я2") (Г?*: (&+ + # # - ) 

Уравнение (15.11) представляет собой известное уравнение 
Амбарцумяна для коэффициента отражения $1 в операторной 
форме. В частном случае g{—{mu})= g{\x) имеем ..g7------.*? и урав­
нение (15.11) принимает вид 

&%+Я&. = (У+Щ&($.±Щ. (15.12 
В работе [14] показано, что к операторным уравнениям ви­

да (15.11) и (15.12) сводится большой круг линейных задач 
переноса в однородном полупространстве (при соответствующем 
выборе интегральных операторов .J?*-и оператора умножения 
на функцию зФ). Там же показано, что с помощью соответ­
ствующего УА может быть решена задача переноса не только в 
полупространстве, ню и в среде конечной толщины. 

3. Рассмотрим следующие итерации к решению (15.11) 

/тс « 6 , 1,2,... (15.13 
Доказывается [33], что (15.13) определяет последователь­

ность Ят в G, причем ядра Rm интегральных операторов Шт 
обладают следующим свойством 
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0<i?ffl(w,w')t по т, \\Rm\\a<gQt 
(o)n)^(o), »0-= (»-)/?„(» ' , to). (15.14> 

Из (15.14) следует сходимость последовательности JRm в» 
Z-i2(Q+) к JfteG. JR является решением (15.11) и называется его 
КР. JR обладает свойствами 

/?>0, | |/?| |<йь (юп)/?(«, » / ) = - ( - - ) ^ К . «>)• 
При некоторых слабых ограничениях на индикатрису g удает­

ся доказать [47], что в консервативном случае go=- выпол­
няется равенство >••-*?(•-- w')rfto'= 1. Этот факт играет сущест­
венную роль при решении проблемы Милна. 

Факторизация (15.9) сводит (15.7) к задаче Коши 
^^==(&--®.-\-&±-Щц^ Ф+(0)=_. (15.15) 

После определения ф+ из (15.15), Ф_ — определяется по формуле-
Ф_=да+. 

Изучению различных частных случаев операторных и мат­
ричных УА вида (15.12) посвящен ряд исследований в связи с 
приложениями в теории переноса излучения (см. .[1, 14, 26„ 
33,38,48, 56, 59,70]). 

УА вида (15.12), возникающее в теории некогерентного рас-
сеяния, изучено в '114]. 
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