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При решении ряда диофантовых уравнений важно знать делит ли простое число дискрими-
нант целочисленного полинома. В работе показано, что в классе полиномов ограниченной
степени и высоты существует достаточно много полиномов, дискриминанты которых де-
лятся на большие степени фиксированного набора простых чисел. Основой доказательства
является эффективная метрическая теорема о значениях неархимедовой нормы целочис-
ленных полиномов от p –адической переменной.

Пусть

P (x) = anxn + . . . + a1x + a0 (1)

многочлен с целыми коэффициентами, H = H(P ) = max
0≤i≤n

|ai| — его высота. Обозначим для

натурального Q > 1

Pn(Q) = {P ∈ Z(x)| deg P ≤ n, H(P ) ≤ Q}. (2)

Для фиксированных простых чисел p1 < p2 < . . . < pk рассмотрим поля pj –адических
чисел Qpj

, 1 ≤ j ≤ k. Корни многочлена P (w) вида (1) в поле Qpj
или его некотором

алгебраическом расширении обозначим γ1j , γ2j , . . . , γnj . Определим дискриминант D(P ) по-
линома (1)

D(P ) = a2n−2
n

∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)
2. (3)

В (3) величины α1, α2, . . . , αn — корни P (x) в поле комплексных чисел C.

Для натуральных чисел l1, l2, . . . , lk найдем положительные числа u1, u2, . . . , uk из урав-
нений

Qu1 = pl1 , . . . , Quk = plk , u = (u1, . . . , uk). (4)

Пусть #B — число элементов конечного множества B. В работе [1] доказано, что число
полиномов P (x) ∈ Pn(Q), таких, что D(P ) делится на pl1

1 , . . . , plk
k , при k = 1 и u1 ∈ [0, 1/2],

не меньше c(n)Qn+1−u.

Данная работа посвящена обобщению этого результата на случай произвольного k.
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Теорема 1. Существует не менее c(n)Qn+1−2
∑k

i=1
vi полиномов P (t) ∈ Pn(Q) с условием

|D(P )|pi
< Q−2vi , 1 ≤ i ≤ k,

vi ∈ [0, 1/2].
Обозначим через Pn(Q, v) подмножество Pn(Q)

Pn(Q, v) = {P (t) ∈ Pn(Q) | |D(P )|pi
< Q−2vi , v = (v1, . . . , vk)}.

Основой доказательства теоремы 1 является следующая теорема 2.
Теорема 2. Пусть Q достаточно большое натуральное число, Ki — некоторый цилиндр

в Qpi
, K =

∏k
i=1 Ki ⊂ Ω =

∏k
i=1 Qpi

, vi ∈ [0, 1/2]. Обозначим через Mn(Q, c1) множество

w ∈ K, для которых система неравенств

{

|P (wi)|pi
< c1Q

−ui ,
∑k

i=1(ui + vi) = n + 1,

|P ′(wi)|pi
< c1Q

−vi , ui ≥ 2vi

(5)

имеет решение в полиномах P ∈ Pn(Q, v). Тогда при достаточно малом c1 имеем

µ(Mn(Q, c1)) <
1

4
µ(K). (6)

Для доказательства теорем нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 1 [2]. Пусть γ1 ближайший корень многочлена P к точке w ∈ Qp. Тогда

|w − γ1|p ≤ |P (w)|p|P
′(w)|−1

p (7)

и

|w − γ1|p ≤ min
2≤j≤n

(

|P (w)|p|P
′(γ1)|

−1
p

j
∏

k=2

|γ1 − γk|p

)1/j

, (8)

где |γ1 − γj|p ≤ |γ1 − γi|p для 2 ≤ j < i ≤ n.
Лемма 2 [3]. Пусть δ > 0 и E(δ) множество таких w ∈ Qp, что неравенство

|P (w)|p < H(P )−n−δ

имеет бесконечное число решений в приводимых многочленах P ∈ Z[x] при deg P ≤ n. Тогда

µ(E(δ)) = 0.
Многочлен P ∈ Z[x] со старшим коэффициентом an будем называть старшим, если

|an| ≫ H(P ) и |an|pi
> p−n

i , 1 ≤ i ≤ k. (9)

Пусть Pn(H) обозначает множество неприводимых примитивных старших многочленов
P ∈ Z[x] степени n и высоты H(P ) = H. Обозначим

Pn =

∞
⋃

H=1

Pn(H). (10)

Сведение к старшим многочленам выполняется с помощью леммы 2 и следующей леммы.
Лемма 3 [1]. Пусть P (x) = anxn+. . .+a1x+a0 целочисленный многочлен с дискриминан-

том D(P ) такой, что (a0, a1, . . . , an) = 1 и H(P ) ≤ Q. Тогда можно построить многочлен

T (x) = bnxn + . . . + b1x + b0, удовлетворяющий следующим условиям:

H(T ) ≪ Q, D(T ) = D(P ), |bn|pi
≫ 1, 1 ≤ i ≤ k.
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Лемма 4 [2]. Пусть γ1, . . . , γn корни многочлена P ∈ Pn. Тогда max
1≤i≤n

|γi|p < pn.

Для корней γ1, . . . , γn многочлена P в некотором поле Qp рассмотрим множества

S(γi) = {w ∈ Qp : |w − γi|p = min
1≤j≤n

|w − γj |p} (1 ≤ i ≤ n).

Пусть P ∈ Pn. Зафиксируем γ1 и упорядочим остальные корни P следующим образом:
|γ1 − γ2|p ≤ |γ1 − γ3|p ≤ . . . ≤ |γ1 − γn|p. Предположим, что существует такой корень γm

многочлена P, что |γ1 − γm|p ≤ 1 (см. [4]). Тогда получаем

|γ1 − γ2|p ≤ |γ1 − γ3|p ≤ . . . ≤ |γ1 − γm|p ≤ 1 ≤ . . . ≤ |γ1 − γn|p. (11)

Пусть ε > 0 достаточно малое число, d > 0 достаточно большое фиксированное число,
ε1 = ε/d, и T = [ε−1

1 ] + 1. Определим µj ∈ R и lj ∈ Z из соотношений

|γ1 − γj |p = H−µj ,
lj
T

≤ µj <
lj + 1

T
(2 ≤ j ≤ m). (12)

Из выписанных соотношений (11) и (12) следует, что µ2 ≥ µ3 ≥ . . . ≥ µm ≥ 0 и l2 ≥ l3 ≥ . . .
. . . ≥ lm ≥ 0. Положим, что µ = 0 и lj = 0, если m < j ≤ n.

Теперь, для каждого многочлена P ∈ Pn(H) определим неотрицательный вектор
l = (l2, . . . , ln). В [4] показано, что число различных векторов конечно и зависит только от n,
p и T. Все многочлены P ∈ Pn(H), имеющие один и тот же вектор l, объединим в класс
Pn(H, l). Обозначим

Pn(l) =

∞
⋃

H=1

Pn(H, l). (13)

Пусть K0 = {w ∈ Qp : |w|p < pn} диск радиуса pn с центром в 0. Обозначим

rj = rj(P ) =
lj+1 + . . . + ln

T
(1 ≤ j ≤ n − 1).

Лемма 5. Пусть w ∈ S(γ1) и P ∈ Pn(H). Тогда

H−p1 ≪ |P ′(γ1)|p ≪ H−p1+(m−1)ε1 ,

|P (j)(γ1)|p ≪ H−pj+(m−j)ε1 для 2 ≤ j ≤ m

и

|P (j)(γ1)|p ≪ 1 для m < j ≤ n.

Доказательство. Из леммы 4 мы получаем, что p−n < |H|p ≤ 1. Продифференцировав
j раз выражение P (w) = H(w − γ1) · · · (w − γn) (1 ≤ j ≤ n) и применив (11) и (12), получим
доказательство леммы.

Лемма 6 [5]. Пусть δ, σ ∈ R+. Далее, пусть P,Q ∈ Z[x] два взаимно простых много-

члена степени не выше n и высоты max(H(P ),H(Q)) ≤ H, H > H0(δ). Пусть K(γ,H−η)
диск радиуса H−η с центром в точке γ. Если найдется такое число τ > 0, что для всех

w ∈ K(γ,H−η),

max(|P (w)|p, |Q(w)|p) < H−τ ,

тогда

τ + 2max(τ − η, 0) < 2n + δ.
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Лемма 7 (Гензеля [3]). Пусть P ∈ Zp[x], ξ = ξ0 ∈ Zp и |P (ξ)|p < |P ′(ξ)|2p. Тогда при

n → ∞ последовательность

ξn+1 = ξn −
P (ξn)

P ′(ξn)

стремится к некоторому корню γ ∈ Zp многочлена P и

|γ − ξ|p ≤
|P (ξn)|p
|P ′(ξn)|2p

.

Лемма 8 [1]. Для любого Q > 1, w ∈ Qp, v ∈ [0, 1/2] и
∏k

i=1 c1ic2i > p3k система

неравенств
{

|P (w)|pi
< c1iQ

(−n−1+v)/k,

|P ′(w)|pi
< c2iQ

−v/k, 1 ≤ i ≤ k.

разрешима в целочисленных многочленах P с ограничением на высоту H(P ) < Q.
Лемма доказывается с помощью принципа ящиков Дирихле.
Далее будем использовать леммы 1–6 для каждого pi, 1 ≤ i ≤ k. Тогда неравенства в

лемме 6 примут вид:

max(|P (wi)|pi
, |Q(wi)|pi

) < H−τi , 1 ≤ i ≤ k.

k
∑

i=1

τi + 2

k
∑

i=1

max(τi − ηi, 0) < 2n + δ.

Две растущие величины A и B будем связывать символом A << B, если существует c > 0,
что A < cB.

Покажем, как из теоремы 2 можно получить доказательство теоремы 1. Для упрощения
будем считать, что u1 = . . . = uk = u, v1 = . . . = vk = v и k = 2. Тогда условия в (5)
примут вид

u + v =
n + 1

2
, u ≥ 2v. (14)

Из теоремы 2 можно получить, что существуют такие δ0, c0, что система неравенств






δ0Q
−u < |P (wi)|pi

< c0Q
−u, u + v =

n + 1

2
,

δ0Q
−v < |P ′(wi)|pi

< c0Q
−v, i = 1, 2

(15)

имеет решение в полиномах P (t) ∈ Pn(Q, v) для w = (w1, w2) ∈ B2 ⊂ K и

µB2 >
3

4
µK.

Воспользуемся леммой 1 и будем считать γ11, . . . , γ1n — корни P (t) из Qp1
или некото-

рого алгебраического расширения Qp1
, а γ21, . . . , γ2n — корни P (t) из Qp2

или некоторого
алгебраического расширения Qp2

. Не умаляя общности будем считать, что γ11 — ближайший
к w1 корень P (w1) в метрике поля Qp1

, а γ21 — ближайший к w2 корень P (w2) в метрике
поля Qp2

, w2 ∈ Qp2
. Воспользуемся леммой 1 и (15). Получим

|wi − γi1|pi
≪ Q−u+v, i = 1, 2. (16)

Разложим P ′(wi) в окрестности (16) корня γi1 в ряд Тэйлора. Получим

P ′(wi) = P ′(γi1) + P ′′(γi1)(wi − γi1) +

n
∑

j=3

P (j)(γi1)

j!
(wi − γi1)

j−1. (17)
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Оценим в (17) все члены разложения, содержащие (wi − γi1). Получим, учитывая u ≥ 2v,











|P ′′(γi1)(wi − γi1)|pi
≪ Q−u+v,

∣

∣

∣

∣

P (j)(γi1)

j!
(wi − γi1)

j

∣

∣

∣

∣

pi

≪ Q−(j−1)(u−v) ≪ Q−u+v, 3 ≤ j ≤ n.
(18)

Из оценок (18) следует
|P ′(wi) − P ′(γi1)|pi

≪ Q−u+v. (19)

Теперь, если нарушено неравенство

|P ′(γi1)|pi
> cQ−v,

то при достаточно малом c ввиду u ≥ 2v, неравенство (19) противоречиво. Это приводит к
неравенству

|P ′(γi1)|pi
≪ Q−v. (20)

Из представления дискриминанта D(P ) полинома P (t) в виде

|D(P )|pi
=

∣

∣

∣

∣

a2n−4
n a2

n

n
∏

j=2

(γi1 − γij)
2

∏

2≤l<j≤n

(γil − γij)
2

∣

∣

∣

∣

pi

из (20) и производной P ′(γi1) в виде P ′(γi1) = an
∏n

j=2(γi1−γij
) имеем

|D(P )|p1
|D(P )|p2

≪ Q−4v. (21)

Таким образом, мы построим в точке w1 = (w1, w2) полином P1(t), дискриминант кото-
рого удовлетворяет условиям теоремы 1. Возьмем другую точку w2 ∈ B, не лежащую в про-
изведении двух цилиндров, определяемых (16). Получим новый полином P2(t). Продолжать
такую процедуру мы сможем до тех пор, пока не исчерпаем произведениями цилиндров (16)

множество B2. Но µB2 ≥
3

4
µK ≫ 1. Поэтому число полиномов Pj(t) не менее c(n)Q2(u−v).

Учитывая u + v =
n + 1

2
, получаем оценку снизу c(n)Qn+1−4v, что соответствует оценке в

теореме 1 при k = 2 и u1 = u2 = u, v1 = v2 = v. Изменения в произвольном случае очевидны.
Доказательство теоремы 2. При некотором c и w = (w1, w2) ∈ K из леммы 8 следует,

что системе
{

|P (wi)|pi
< Q−(n+1)/2+v ,

|P ′(wi)|pi
< cQ−v, i = 1, 2.

(22)

удовлетворяет хотя бы один многочлен P с H(P ) ≤ Q.
Обозначим через M1 множество точек w таких, что система неравенств

{

|P (wi)|pi
≪ Q−(n+1)/2+v ,

Q−2/3 ≤ |P ′(wi)|pi
< Q−v, i = 1, 2

(23)

разрешима в многочленах P ∈ Pn(Q). Разложим P ′(wi) в ряд Тейлора в области

{wi ∈ Qpi
: |wi − γi1|pi

< Q−3/4},

где γi1 — ближайший к w корень. Получим

P ′(wi) = P ′(γi1) +

n
∑

j=2

1

(j − 1)!
P (j)(γi1)(wi − γi1)

j−1, (24)
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Для произвольного значения j, 2 ≤ j ≤ n имеем

|(j − 1)!|−1
pi

|P (j)(γi1)|pi
|wi − γi1|

j−1
pi

≪ Q−3/4, (25)

поэтому из (24) и (25) следует, что |P ′(γi1)|pi
= |P ′(wi)|pi

, и мы можем переписать систему
неравенств (22) в виде

{

|P (wi)|pi
< Q−(n+1)/2+v ,

Q−2/3 < |P ′(γi1)|pi
≪ Q−v.

(26)

Теперь докажем, что µM1 ≤
µ(K)

8
. Из леммы 1 и (26) следует, что

|wi − γi1|pi
≪ Q−(n+1)/2+v |P ′(γi1)|

−1
pi

. (27)

Пусть σ1(P ) обозначает множество решений неравенства (27). Рассмотрим цилиндр σ2(P )

σ2i(P ) := {wi ∈ Qpi
: |wi − γi1|pi

≪ Q−2+v|P ′(γi1)|
−1
pi

}. (28)

Очевидно,
µ(σ1i(P )) ≪ Q−n+1µ(σ2i(P )). (29)

Зафиксируем вектор b = (an, . . . , a2) коэффициентов P. Все многочлены с одинаковым век-
тором b объединим в класс P(b). Таким образом, мы разбили Pn(Q) на подклассы, согласно
векторам b.

Диск σ2i(P1), P1 ∈ P(b) будем называть существенным, если для любого P2 ∈ P(b) верно

σ2i(P1) ∩ σ2i(P2) = ∅. (30)

Иначе, диск σ2i(P1), P1 ∈ P(b) будем называть несущественным, т.е. он обязательно
пересекает другой диск σ2i(P2) из класса P2 ∈ P(b).

a). Случай существенных областей. В этом случае каждая точка w ∈ K принадле-
жит, по крайней мере, одной существенной области σ2i(P ). Поэтому для любого вектора b
выполняется

∑

P∈P1(b)

µ(σ2i(P )) ≤ µ(K). (31)

Обозначим σ(P ) = σ21(P )×σ22(P ). Число различных векторов из класса P(b) не превышает
(2Q + 1)n−1 < 2nQn−1 при Q > Q0. Поэтому

∑

b

∑

P∈P(b)

µ(σ(P )) ≪ µ(K). (32)

За счет выбора постоянных в “ ≪ ” в оценке (32) получаем правую часть не больше µ(K)/8.
б). Случай несущественных областей. Оценим сначала значения |Pl(wi)|pi

, l = 1, 2,
на пересечении σ2i(P1, P2) дисков σ2i(P1) и σ2i(P2). Из разложения в ряд Тейлора Pl в
области σ2i(Pl) в окрестности корня γi = γi1(Pl) имеем

Pl(wi) = P ′
l (γi1)(wi − γi1) +

n
∑

j=2

(j!)−1P
(j)
l (γi1)(wi − γi1)

j . (33)

Из (28) следует
|P ′

l (γi1)|pi
|wi − γi1|pi

≪ Q−2+v, (34)
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и для j ≥ 2 из нижней оценки для |P ′(γ)|p в (26) получаем

|j!|−1
pi

|P (j)(γi1)|pi
|wi − γi1|

j
pi

≪ Q−4+2v+4/3 ≪ Q−2+v (35)

для v ∈ [0, 1/2] и Q > Q0. Из разложения (33) вместе с (34) и (35) следует, что

|Pl(wi)|pi
< c5Q

−2+v. (36)

Аналогично, по формуле Тейлора для разложения P ′
l на области σ2i(Pl) в окрестности

корня γi1 = γi1(Pl) получаем

P ′
l (wi) = P ′

l (γi1) +

n
∑

j=2

(j!)−1P
(j)
l (γi1)(wi − γi1)

j−1.

Второе неравенство в (26) и оценка

|j!|−1
pi

|P (j)(γi1)|pi
|wi − γi1|

j−1
pi

≪ Q(j−1)(−2+v+2/3), j ≥ 2

приводят к
|P ′

l (wi)|pi
≪ Q−v.

Обозначим разность между P1 и P2 через R(x) = P2(x)−P1(x). Так как P1 и P2 принад-
лежат одному и тому же классу P(b), следует, что R линейный многочлен, т.е. R(x) = ax + b
для некоторых a, b. Из неравенства (36) и оценки для производной вытекает, что















|awi + b|pi
≪ Q−2+v,

|R′(wi)|pi
= |a|pi

≪ Q−v,

max{|a|, |b|} ≤ Q.

(37)

Из первых двух неравенств следует, что |b|pi
≪ Q−v. Из этой оценки следует, что количе-

ство b при фиксированом a не превышает 2aµ(K) значений. Параметр a может прини-
мать не более ≪ Q1−v значений. В результате, мера множества w, удовлетворяющих (37),
не превосходит c(n)µ(K). Тогда, для достаточно малых величин c(n) оценка меры не будет
превышать µ(K)/8.

Таким образом, суммарная мера существенных и несущественных областей не превыша-
ет µ(K)/4.

Теперь оценим меру M ′′
n(v) множества w таких, что система















|P (w)|p < Q−n−1+v,

|P ′(w)|p < Q−v1,

|aj| ≤ Q, 0 ≤ j ≤ n, v1 > v

(38)

разрешима. Покажем, что µ(M ′′
n(v)) < µ(K)/4.

Для этого нам потребуется рассмотреть четыре различных случая, зависящих от значения
l2T

−1 + r1,

l2iT
−1 + ri1 ≥

n + 1 − v

2
, i = 1, 2. (39)

Обозначим через Pt(l) множество {P ∈ Pn(H, l) | 2t ≤ H < 2t+1}. Поскольку Q доста-
точно большое число и H ≤ Q, положим, что t0 < t ≪ log Q. Пусть wi ∈ S(γ1i), тогда

|wi − γ1i|pi
≤ 2t((−n−1+v)/2+r1i+(n−1)ε) (40)
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или

|wi − γ1i|pi
≤ 2(t/2)((−n−1+v)/2+r2i+(n−2)ε). (41)

Несложные вычисления показывают, что вторая оценка для нашего случая лучше. А для
остальных случаев мы будем использовать первую оценку. Разобьем цилиндр K на мень-
шие цилиндры Kj радиуса 2−((n+1−v−r2i)/2−γ), где γ некоторая положительная константа,
которую мы определим ниже.

Для целочисленного многочлена P и цилиндра Kj будем говорить, что “ P (w) принадле-
жит Kj ” или “ Kj содержит P (w) ”, если существует точка w ∈ Kj , которая удовлетворяет
системе (38). Пусть σ(P ) обозначает множество таких w, удовлетворяющих (38).

a). Предположим, что каждому Kj принадлежит хотя бы один полином P ∈ Pt(l).
Тогда для каждого многочлена мера тех w, которые удовлетворяют (38), меньше
c(n)2−t((n+1−v−r21−r22−(n−2)ε)/2). Число Kj не превосходит 2t((n+1−v−r21−r22)/2−γ)µ(K).
Поэтому

∑

P∈Pt(l)

µ(σ(P )) ≪

≪
∑

P∈Pt(l)

2t((n+1−v−r21−r22)/2−γ)µ(K)c(n)2−t((n+1−v−r21−r22−(n−2)ε)/2) ≪ 2−tγ1 , (42)

где γ1 = γ −
n − 2

2
ε.

Просуммируем (42) по всем t ≥ t0. Поскольку
∑

t>t0
2−tγ1 ≪ 2−t0γ1 , для достаточно боль-

шого t0 мера точек w, для которых (38) разрешима в многочленах P, удовлетворяющих

случаю 1 a), не превосходит
µ(K)

32
.

б). Теперь предположим обратное: существуют цилиндры Kj , которые содержат, по край-
ней мере, два многочлена, т.е. найдутся P1 и P2 из Pt(l), точки w1 и w2 в Kj такие, что
система неравенств разрешима







































|P1(w1i)|pi
≪ 2−t(n+1−v)/2,

|P ′
1(w1i)|pi

≪ 2−tv1/2,

|P2(w2i)|pi
≪ 2−t(n+1−v)/2,

|P ′
2(w2i)|pi

≪ 2−tv1/2,

i = 1, 2.

Оценим значения |P1(wi)|pi
и |P2(wi)|pi

для wi ∈ Kj . По формуле Тейлора для Pi в точке
γ1 имеем

Pi(wi) =

n
∑

j=1

(j!)−1P
(j)
i (γ1i) · (wi − γ1i)

j , i = 1, 2.

Учитывая оценки для |P (j)(γ1i)|pi
из лемм 1 и 5 получаем

|Pi(wi)|pi
=

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

(j!)−1P
(j)
i (γ1i) · (wi − γ1i)

j

∣

∣

∣

∣

pi

≪

≪ max
1≤j≤n

2−t(rj1+rj2)2tj((−n+v−1+rj1+rj2+(n−j)ε)/j+γ) ≪ 2t(−n−1+v+nγ1).
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Если у многочленов P1 и P2 нет общих корней, тогда применим лемму 6 для τ1 = τ2 =
= τ = 1 + n − v − nγ1 и ηi = (n + 1 − v − r2i)/2 − γ. Необходимо проверить: выполняется ли
условие 2τ + 2max(τ − η1, 0) + 2max(τ − η2, 0) < 2n + δ для произвольного δ > 0. Получаем

3 + 3n − 3v − 3nγ1 − n − 1 + v + r21 + r22 + 2γ < 2n + δ.

Отсюда следует, что
2 − 2v + r21 + r22 < δ + (3n − 2)γ1.

Однако, 2− 2v > δ + (3n− 2)γ1 при v ≤ 1/2 и достаточно малом δ, что приводит к противо-
речию.

При выполнении неравенства противоположного (39) оценка по первой производной ока-
зывается лучше и уже проведенные рассуждения для (39) упрощаются. Такой случай рассмат-
ривается в работах [1–3].
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Divisibility of discriminants of integral polynomials by given sequence

of prime numbers

Summary
The paper is devoted to the lower estimate of the number of polynomials of bounded degree and height,

that their discriminants are dividable by the powers of given sequence of primes.
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