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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

АВГУСТ 1965, TOM I, № 8 

КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 

М. Л . Р а с у л о в. 

« М е т о д контурного интеграла и его применение к исследованию задач 

для дифференциальных уравнений». И з д - в о Ф и з м а т г и з , 1964 

Как и звестно , п р и м е н е н и е м е т о д а Ф у р ь е к р е ш е н и ю с м е ш а н н ы х з а д а ч с р а з д е л я ю ­
щ и м и с я п е р е м е н н ы м и t и х в и д а 

дк и 

dtk 

L v ( a ) = 0 на Г, (1) 

= Фу (х) (k = 0 , 1 , . . . , g—l) 

п р и в о д и т к проблеме р а з л о ж е н и я функций в р я д по собственным функциям соответству­
ю щ е й граничной з а д а ч и с параметром (спектральной з а д а ч и ) : 

ь ^ ~ ^ У ~ - 1 т и = к(х), Lv (v) ==0 на Г, (2) 

г д е М ^t, — л и н е й н о е дифференциальное в ы р а ж е н и е по t п о р я д к а q, Ь^х,~-^—ли­

нейное дифференциальное в ы р а ж е н и е п о р я д к а т по т о ч к е х некоторой я - м е р н о й , ограни­

ченной области D с границей Г. 
К о г д а з а д а ч а (2) я в л я е т с я не с а м о с о п р я ж е н н о й , в о п р о с о с у щ е с т в о в а н и и и п о л н о т е 

с и с т е м ы с о б с т в е н н ы х и п р и с о е д и н е н н ы х ф у н к ц и й , в о о б щ е г о в о р я , и с с л е д о в а н н е д о с т а ­
точно . Б о л е е того , д л я этой системы о р т о г о н а л ь н о с т ь м о ж е т не и м е т ь м е с т а и возни­
к а е т н е о б х о д и м о с т ь р а з р а б о т к и точного м е т о д а р е ш е н и я с м е ш а н н о й з а д а ч и ( 1 ) . 

К о ш и в п е р в ы е у к а з а л п р и м е н е н и е и н т е г р а л ь н о г о в ы ч е т а к р е ш е н и ю о д н о м е р н ы х 
с м е ш а н н ы х з а д а ч в и д а (1) с р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и д л я у р а в н е н и й с п о с т о я н ­
ными к о э ф ф и ц и е н т а м и . 

О с н о в н о й н е д о с т а т о к вычетного м е т о д а К о ш и з а к л ю ч а е т с я в н е у д а ч н о м в ы б о р е 
с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и , в р е з у л ь т а т е чего в основу вычетной с х е м ы ре­
ш е н и я с м е ш а н н о й з а д а ч и к л а д е т с я н е у д а ч н а я ф о р м у л а р а з л о ж е н и я п р о и з в о л ь н ы х д о ­
с т а т о ч н о г л а д к и х ф у н к ц и й в р я д по в ы ч е т а м . В в и д у этого в ы ч е т н ы й м е т о д К о ш и ока ­
з а л с я н е п р и м е н и м ы м к р е ш е н и ю с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й с п е р е м е н н ы м и 
к о э ф ф и ц и е н т а м и . Б о л е е того , не ясно , к а к его м о ж н о п р и м е н я т ь к р е ш е н и ю с м е ш а н н ы х 
з а д а ч с н е р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и д а ж е д л я у р а в н е н и й с п о с т о я н н ы м и к о э ф ф и ­
ц и е н т а м и . 

В с в я з и с р е ш е н и е м о с н о в н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и я т е п л о п р о в о д н о с т и 
П у а н к а р е з а м е т и л с п р а в е д л и в о с т ь с л е д у ю щ е й в а ж н о й ф о р м у л ы р а з л о ж е н и я 

h (х) = - в х l m ~ l JG 1,1) h (£) dD^ , (3) 
D 

г д е G (x, H, a) — ф у н к ц и я Грина з а д а ч и (2) д л я частного с л у ч а я , когда ь(х, ) есть 

оператор Л а п л а с а , а г- — о б о з н а ч а е т полный вычет по л. 
dx 
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Ф о р м у л а ( 3 ) , с о д н о й стороны, в ы р а ж а е т ф а к т п о л н о т ы системы в ы ч е т о в р е ш е н и я 
с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и в и д а (2 ) , с д р у г о й стороны, д а е т в о з м о ж н о с т ь 
в ы ч и с л и т ь к о э ф ф и ц и е н т ы р а з л о ж е н и я , е с л и п о с т р о е н а ф у н к ц и я Г р и н а и н а й д е н ы ее 
п о л ю с ы . 

д 
В с л у ч а е , когда L \^х, — обыкновенное линейное дифференциальное в ы р а ж е н и е , 

рассматриваемое на конечном интервале [a,b], a L v — л и н е й н ы е формы относительно про­
изводных v (а), ...,v^m~^ (а), v (b),..., v^m~^ (b) (не зависящие от X), справедливость фор­
м у л ы (3) д о к а з а н а Б и р к г о ф о м в 1908 г. В этой ж е р а б о т е , в с л у ч а е п р о с т ы х п о л ю с о в 
ф у н к ц и и Г р и н а , Б и р к г о ф д о к а з а л б и о р т о г о н а л ь н о с т ь систем с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й од­
н о м е р н о й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и в и д а (2) и з а д а ч и ей с о п р я ж е н н о й . Тем с а м ы м он об­
о с н о в а л п р и м е н и м о с т ь с х е м ы м е т о д а Ф у р ь е к р е ш е н и ю с о о т в е т с т в у ю щ е й о д н о м е р н о й 
с м е ш а н н о й з а д а ч и в и д а (1) в том случае , к о г д а ф у н к ц и я Г р и н а с о о т в е т с т в у ю щ е й за ­
д а ч и (2) не и м е е т к р а т н ы х п о л ю с о в . 

П о з д н е е справедливость формулы (3) была доказана Я- Д . Тамаркиным в одномерной: 

з а д а ч е вида (2) д л я с л у ч а я , когда в дифференциальном в ы р а ж е н и и L (х,- - ) коэффи-

циент производной порядка т — k я в л я е т с я многочленом степени k, а коэффициенты ли­
нейных форм L v я в л я ю т с я многочленами степеней не больших т. 

С л е д у е т с к а з а т ь , что после о п и с а н н ы х в ы ш е р а б о т К о ш и , П у а н к а р е , Б и р к г о ф а и 
Т а м а р к и н а , при изучении с м е ш а н н ы х з а д а ч в п е р в у ю о ч е р е д ь н е о б х о д и м о б ы л о о с т а ­
н о в и т ь с я на в ы я с н е н и и с л е д у ю щ и х в о п р о с о в . 

1) П р е д с т а в и м о с т ь д о с т а т о ч н о г л а д к о г о р е ш е н и я с м е ш а н н о й з а д а ч и в и д а (1) д л я 
у р а в н е н и й с н е р е м е н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и в в и д е и н т е г р а л ь н о г о в ы ч е т а в случае , к о г д а 
з а д а ч а (2) не с а м о с о п р я ж е н а и имеет к р а т н ы й спектр . 

2) П р е д с т а в и м о с т ь д о с т а т о ч н о г л а д к о г о р е ш е н и я с м е ш а н н о й з а д а ч и д л я систем 
у р а в н е н и й с п е р е м е н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и ( в о о б щ е г о в о р я р а з р ы в н ы м и ) с н е р а з д е л я ю ­
щ и м и с я п е р е м е н н ы м и ( здесь у р а в н е н и я , в о о б щ е г о в о р я , м о г у т с о д е р ж а т ь с м е ш а н н ы е 
п р о и з в о д н ы е , а г р а н и ч н ы е у с л о в и я п р о и з в о д н ы е по в р е м е н и ) в в и д е и н т е г р а л ь н о г о вы­
чета . 

3) Д о к а з а т ь с у щ е с т в о в а н и е р е ш е н и я р а с с м а т р и в а е м ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч , и с с л е д о ­
в а т ь у с л о в и я их к о р р е к т н о с т и . П о мере в о з м о ж н о с т и п о л у ч и т ь н е о б х о д и м ы е и д о с т а ­
т о ч н ы е у с л о в и я р а з р е ш и м о с т и этих з а д а ч . 

Р е ц е н з и р у е м а я к н и г а М . Л . Р а с у л р в а п о с в я щ е н а с и с т е м а т и ч е с к о м у и з л о ж е н и ю 
д в у х м е т о д о в а в т о р а — в ы ч е т н о г о м е т о д а и м е т о д а к о н т у р н о г о и н т е г р а л а , а т а к ж е п р и ­
м е н е н и ю этих м е т о д о в к и с с л е д о в а н и ю в ы ш е п е р е ч и с л е н н ы х п р о б л е м 1 ) — 3 ) , 

К н и г а состоит из в в е д е н и я и д в у х ч а с т е й : 
1. В ы ч е т н ы й м е т о д . 
2. М е т о д к о н т у р н о г о и н т е г р а л а . 
В о в в е д е н и и д а е т с я о б з о р р е з у л ь т а т о в д р у г и х а в т о р о в , с в я з а н н ы х с р е з у л ь т а т а м и 

а в т о р а , и з л о ж е н н ы м и в книге , а т а к ж е о б з о р р е з у л ь т а т о в а в т о р а , и з л о ж е н н ы х в книге 
по п а р а г р а ф а м . 

П е р в а я ч а с т ь книги состоит из пяти г л а в . 
В п е р в ы х д в у х г л а в а х и з л а г а ю т с я р е з у л ь т а т ы Я . Д . Т а м а р к и н а об а с и м п т о т и ч е с к о м 

п р е д с т а в л е н и и р е ш е н и й о б ы к н о в е н н ы х л и н е й н ы х у р а в н е н и й , з а в и с я щ и х от к о м п л е к с н о г о 
п а р а м е т р а , и с п о л ь з у е м ы е а в т о р о м в п о с л е д у ю щ и х г л а в а х . Т р е т ь я г л а в а п о с в я щ е н а д о ­
к а з а т е л ь с т в у с п р а в е д л и в о с т и о с н о в н ы х ф о р м у л р а з л о ж е н и я . 

В § 1 гл . I I I р а с с м а т р и в а е т с я с п е к т р а л ь н а я з а д а ч а д л я систем у р а в н е н и й с р а з ­
р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и : 

dy{i) 

dx 
• -а^(х, A) yW= / « ) ( j f ) , X6(alt bt), (« = l,...,n) (4> 

n 

^{a<£\\)yW(ait a) + P<'">(X) yW(bit X)} = 0 , (5) 

Q 

a{£)(x, I) - X a{i)(x) + ]̂ X~v a[l) {x), (6) 

a aiL)(x), a[l)(x) — к в а д р а т н ы е матрицы п о р я д к а г, а ( / ) ( л ) , Р ( 0 (А)—матрицы многочленов 

от л , размеров nr X г, (ah 6;) — взаимно не н а л е г а ю щ и е и н т е р в а л ы , имеющие общие 
концы. 

г д е 
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Д о к а з ы в а е т с я , что если cSl\x), а^ (х) — достаточно гладкие на интервале [ai: bt],. 

условие (5) регулярно и корни характеристического уравнения 

de t (а{1)(х) — 8 Е) = 0 

простые, а аргументы этих корней и их разностей не зависят от х, то существует по­
следовательность расширяющихся замкнутых контуров T v , таких, что 

- — J . - lim f у«)(х, X, f)dl = (а«\х))~1 f{i)(x), (7> 

для всякой вектор-функции f^(x)eL2(ai, bt), причем сходимость понимается в смысле* 
метрики Ь2(а^ bL) (см. теорему 8 на с т р . 136). 

К р о м е этого , в § 1 гл. I I I д о к а з ы в а е т с я т е о р е м а об а с и м п т о т и ч е с к о м п р е д с т а в л е н и и 
нулей х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о о п р е д е л и т е л я м а т р и ц ы Г р и н а з а д а ч и ( 4 ) , (5) и об о ц е н к е 
снизу э т о г о о п р е д е л и т е л я вне н е к о т о р о й о к р е с т н о с т и п о л ю с о в (см. т е о р е м у . 7 на 
стр . 112) . В частности , при п = 1 , если к о э ф ф и ц и е н т ы системы (4) не с о д е р ж а т о т р и ц а ­
т е л ь н ы х степеней X, a(l)(x)=\ и г р а н и ч н о е у с л о в и е (5) не з а в и с и т от п а р а м е т р а Я, спра­
в е д л и в о с т ь ф о р м у л ы (7) б ы л а у с т а н о в л е н а в с о в м е с т н о й р а б о т е Б и р к г о ф а и Л а н г е р а . 
В э т о м с л у ч а е л е в а я ч а с т ь (7) с о в п а д а е т с р я д о м в ы ч е т о в и п о л у ч а е т с я р а з л о ж е н и е 
в е к т о р - ф у н к ц и и / (О(х )в р я д по с о б с т в е н н ы м и п р и с о е д и н е н н ы м ф у н к ц и я м с о о т в е т с т в у ю ­
щ е й з а д а ч и ( 4 ) , ( 5 ) . 

П р и а н а л о г и ч н ы х у с л о в и я х с п о м о щ ь ю ф о р м у л ы (7) в § 2 гл . I I I д о к а з а н а (см. т е о ­
р е м у 9) с п р а в е д л и в о с т ь ф о р м у л ы 

ф<?>(*) = - T̂̂ frSf bm~lvk(x,},<u)d\t (* = 0 , . . . < 7 - 1 ) (8)-

в с м ы с л е м е т р и к и L 2 , г д е С ^ — п р о с т о й замкнутый к о н т у р , о к р у ж а ю щ и й только-

один полюс Xv подинтегральной ф у н к ц и и и сумма по v распространена на все п о л ю с ы v 

v£\x, X, Ф ) (i = 1 , . . . , п) е сть решение спектральной задачи 

^ . - ^ ' ^ Ф ^ М (* = 0 . . . . , 9 - 2 ) , 

X V
 Аы ( х ) - 1'П = ф ? - 1 М (9> 

mkA-l < р 

при х е(а^ bt), (i = 1 , . . . , /г), 

i = i / p—i 
k< q 

+ P # — r - ! [ = o. (io> 
dx1 

= a£ x = bt) 

p , q, m—натуральные числа , p = mq, A$(x) — к в а д р а т н а я матрица порядка r,a£p, 

— п о с т о я н н ы е матрицы размеров nrp X г. 
З а м е т и м , что (8) я в л я е т с я основной ф о р м у л о й р а з л о ж е н и я . О н а , с о д н о й стороны, 

в ы р а ж а е т ф а к т ^ - к р а т н о й п о л н о т ы системы с о б с т в е н н ы х и п р и с о е д и н е н н ы х ф у н к ц и й 
(в с м ы с л е М . В . К е л д ы ш а ) з а д а ч и ( 9 ) , (10 ) , с д р у г о й с т о р о н ы , д а е т в о з м о ж н о с т ь вы­
числить к о э ф ф и ц и е н т ы р а з л о ж е н и я . 

И з этой ф о р м у л ы , в частности , при Ф к ( * ) = 0 (/г = 0,..., q—2) п о л у ч а е т с я ф о р ­
м у л а т и п а ( 3 ) , о б о б щ а ю щ а я ф о р м у л у П у а н к а р е — Б и р к г о ф а на с л у ч а й системы у р а в н е ­
ний с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , к о г д а г р а н и ч н ы е у с л о в и я з а д а ч и с в я з ы в а ю т п р о ­
и з в о д н ы е и с к о м о й в е к т о р - ф у н к ц и и в т о ч к а х р а з р ы в а к о э ф ф и ц и е н т о в (см. т е о р е м у 10) . 

Г л а в а IV п о с в я щ е н а п р и м е н е н и ю вычетного м е т о д а а в т о р а к р е ш е н и ю в о с н о в н о м 
д в у х к л а с с о в о д н о м е р н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч . П р и этом в § 1 гл. IV р а с с м а т р и в а е т с я , 
с л е д у ю щ а я с м е ш а н н а я з а д а ч а с н е р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и х и t д л я системы, 
у р а в н е н и й с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и : 
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где 

U) 

mk-\-l<p 
k<q 

+ / < 0 ( * . о ( i i ) 

при л- £ ( а ь 6,-) (i: 

S £ 
/==1 /<р—1 

k<q— 1 

1, . . . , /г), 

(О = о, 

(£=== о 

: (*) при * .£ ( а г , 6t-) 

? - 1 ) , (i = 1, . . . , я ) , 

(12) 

(13) 

где Л ^ ( л - ) , a j ^ , имеют тот ж е с м ы с л , что и в с о о т в е т с т в у ю щ е й спектральной 
задаче ( 9 ) — ( 1 0 ) . В п р е д л о ж е н и и с п р а в е д л и в о с т и ф о р м у л ы (8) доказывается представи­
мость достаточно гладкого решения* задачи (11) — ( 1 3 ) в виде полного вычета некоторой 
мероморфной ф у н к ц и и , определяемой по решению с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и 
( см . теорему 11 на с т р . 171). 

В § 2 гл . IV д о к а з ы в а е т с я , что если г р а н и ч н ы е у с л о в и я (12) не с о д е р ж а т п р о и з в о д ­
н ы х по в р е м е н и , то в ы ч е т н о е п р е д с т а в л е н и е д о с т а т о ч н о г л а д к о г о р е ш е н и я з а д а ч и (11) — 
(13) м о ж е т быть п о л у ч е н о при п о м о щ и ф о р м у л ы р а з л о ж е н и я т и п а ( 3 ) — П у а н к а р е — 
Б и р к г о ф а (см. т е о р е м у 12 на стр . 2 0 5 ) . 

В § 3 гл . I V р а с с м а т р и в а е т с я с м е ш а н н а я з а д а ч а д л я системы в и д а 

Мл / 
dt 

u{i) == Мо (14 ) 

при г р а н и ч н о м у с л о в и и , не с о д е р ж а щ е м п р о и з в о д н ы х по времени , и с п о м о щ ь ю ф о р - -
м у л ы (8) д о к а з ы в а е т с я п р е д с т а в и м о с т ь д о с т а т о ч н о г л а д к о г о р е ш е н и я u(i)(x, t) в в и д е 
п о л н о г о в ы ч е т а о п р е д е л е н н о й м е р о м о р ф н о й ф у н к ц и и (см. т е о р е м ы 13, 14 на стр . 219 
223—224) 

п Ь. 

(15) 

г д е G^' i^(x, | , X) есть матрица Грина соответствующей спектральной задачи д л я ди<} 

ференциального в ы р а ж е н и я L ( i ) lx, ^' У^(*> А) — решение з а д а ч и К о ш и 

МЛ t 
51*" 

-хмЛ t, 
dt 

„(О . 

dky^L 

dtk t=Q 
-4° (II 

(16) 

(17) 

С л е д у е т о т м е т и т ь , что из этих у т в е р ж д е н и й н е п о с р е д с т в е н н о с л е д у е т единствен ­
н о с т ь р е ш е н и й р а с с м а т р и в а е м ы х в гл. IV с м е ш а н н ы х з а д а ч в к л а с с е д о с т а т о ч н о г л а д ­
к и х ф у н к ц и й в в ы ш е у к а з а н н о м смысле . 

Г л а в а V п о с в я щ е н а п р и м е н е н и ю в ы ч е т н о г о м е т о д а к р е ш е н и ю м н о г о м е р н ы х з а д а ч . 
В § 1 гл . V п о к а з ы в а е т с я , что в п р е д п о л о ж е н и и основной ф о р м у л ы р а з л о ж е н и я (8) 

д л я с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и , а н а л о г и ч н а я в ы ч е т н а я ф о р м у л а имеет ме­
сто т а к ж е д л я м н о г о м е р н о й с м е ш а н н о й з а д а ч и . 

В § 2 гл. V д а е т с я в ы ч е т н ы й м е т о д р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х , я в л я ю щ и й с я о б о б щ е ­
нием о б ы ч н о г о м е т о д а р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х в с л у ч а е не о р т о г о н а л ь н ы х с о б с т в е н н ы х 
ф у н к ц и й . Д л я р а с с м а т р и в а е м ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч с р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и д о ­
к а з ы в а е т с я п р е д с т а в и м о с т ь д о с т а т о ч н о г л а д к и х р е ш е н и й в в и д е к р а т н о г о и н т е г р а л ь н о г о " 
в ы ч е т а (см. т е о р е м ы 15, 16, 17 на стр . 232—233, 234, 2 3 8 ) . 

Е щ е п р е д п о л а г а е т с я п е р е с т а н о в о ч н о с т ь м а т р и ц ы Г р и н а с о п е р а т о р а м и — ^ 
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С п о м о щ ь ю д а н н о г о в § 2 в ы ч е т н о г о м е т о д а р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х в § 3 гл. V 
д о к а з ы в а е т с я с п р а в е д л и в о с т ь ф о р м у л ы (3) д л я м н о г о м е р н о й с п е к т р а л ь н о й задачи : 
с р а з д е л я ю щ и м и с я п е р е м е н н ы м и , в п р е д л о ж е н и и с п р а в е д л и в о с т и ф о р м у л ы (3) д л я к а ж ­
д о й из о д н о м е р н ы х з а д а ч , п о л у ч а е м ы х р а з д е л е н и е м п е р е м е н н ы х (см. т е о р е м ы 18, 19 на 
стр . 240, 2 4 2 ) . 

§ 4 гл . V п о с в я щ е н а п р и м е н е н и ю вычетного м е т о д а р а з д е л е н и я п е р е м е н н ы х к с м е ­
ш а н н ы м з а д а ч а м п о д з е м н о й г и д р о м е х а н и к и и теории т е п л о п р о в о д н о с т и , р е ш е н и я к о т о ­
р ы х о т с у т с т в у ю т в л и т е р а т у р е . 

В т о р а я ч а с т ь книги (гл. V I — X ) п о с в я щ е н а с и с т е м а т и ч е с к о м у и з л о ж е н и ю м е т о д а 
к о н т у р н о г о и н т е г р а л а а в т о р а и его п р и м е н е н и ю к и с с л е д о в а н и ю о д н о м е р н ы х и м н о г о ­
м е р н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч . 

Ш е с т а я и с е д ь м а я г л а в ы п о с в я щ е н ы п р и м е н е н и ю этого м е т о д а к и с с л е д о в а н и ю о д ­
н о м е р н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й п а р а б о л и ч е с к о г о и г и п е р б о л и ч е с к о г о т и п о в 
с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и . 

Г л а в ы IX и X п о с в я щ е н ы п р и м е н е н и ю м е т о д а к о н т у р н о г о и н т е г р а л а к и с с л е д о в а н и ю 
м н о г о м е р н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й п а р а б о л и ч е с к о г о типа . 

В отличие от вычетного м е т о д а , м е т о д к о н т у р н о г о и н т е г р а л а п р и м е н и м т а к ж е к ре­
ш е н и ю з а д а ч с н е п р е р ы в н ы м с п е к т р о м и п о з в о л я е т д о к а з а т ь с у щ е с т в о в а н и е р е ш е н и й 
р а с с м а т р и в а е м ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч , п р е д с т а в и м ы х в в и д е к о н т у р н о г о и н т е г р а л а . Э т и м 
м е т о д о м д о к а з а н а к о р р е к т н о с т ь с м е ш а н н ы х з а д а ч , р а с с м а т р и в а е м ы х во в т о р о й части 
книги . 

П о с р а в н е н и ю с м е т о д о м п р е о б р а з о в а н и я Л а п л а с а он имеет с л е д у ю щ е е п р е и м у щ е ­
ство : он п р и м е н и м т а к ж е к у р а в н е н и я м , к о э ф ф и ц и е н т ы к о т о р ы х з а в и с я т от в р е м е н и , и 
в с л у ч а е с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я п а р а б о л и ч е с к и х у р а в н е н и й л е г к о п о д д а е т с я о б о с н о в а н и ю 
б л а г о д а р я б о л ь ш о й б ы с т р о т е с х о д и м о с т и к о н т у р н ы х и н т е г р а л о в . 

Н а к о н е ц , к о м б и н и р у я вычетный м е т о д с м е т о д о м к о н т у р н о г о и н т е г р а л а , у д а е т с я 
у к а з а т ь н е о б х о д и м ы е и д о с т а т о ч н ы е у с л о в и я р а з р е ш и м о с т и з а д а ч , р а с с м а т р и в а е м ы х в о 
в т о р о й части книги . 

В § 1 гл . V I с т а в и т с я о д н о м е р н а я с м е ш а н н а я з а д а ч а д л я у р а в н е н и й в т о р о г о п о р я д ­
ка п а р а б о л и ч е с к о г о типа с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и : 

^ = < # > { Х ) ^ + с<;>(д-) ^ + 4> (.v),«> + /<'•> (.v, t ) , (is) 

1 1 

/=1 /=0 k=0 

v{l)(x, 0 ) = Ф ( О ( л - ) , х - (ah bt), 2 /2) , ( 2 0 ) 

где а ^ д , , Ps/fe ^ Vs — постоянные. 
В § 2 гл. VI при у с л о в и я х р е г у л я р н о с т и г р а н и ч н ы х у с л о в и й и н е к о т о р о й г л а д к о с т и 

к о э ф ф и ц и е н т о в у р а в н е н и й (21) на и н т е р в а л е \at, b{\ д а е т с я а с и м п т о т и ч е с к о е п р е д с т а в ­
ление р е ш е н и я с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и 

при X £ (О;, bt) ( ' = 1, . . . , п). 
1 1 

Z j l j L \ a ^ L dx1 x - a . • dx* x=b; 
(s= 1, . . . % 2n) ( 2 2 ) 

/==1 /=0 k=0 
вне некоторой Ь - окрестности с п е к т р а , причем п р е д п о л а г а е т с я , что аргументы Э-корнен 
характеристического уравнения 

4> Г- - 1 0 (23) 

не з а в и с я т от х (см. т е о р е м ы 21 , 22, 23 на стр . 265. 270 и 278 ) . С л е д у е т отметить , что 
п о л у ч е н н ы е а с и м п т о т и ч е с к и е п р е д с т а в л е н и я р е ш е н и я з а д а ч и (21 ) , (22) имеют не т о л ь к о 
в с п о м о г а т е л ь н о е значение . И м и м о ж н о п о л ь з о в а т ь с я т а к ж е при решении с о о т в е т с т в у ю ­
щ и х з а д а ч без н а ч а л ь н ы х условий . 

П р и условиях § 2 гл. VI и условиях достаточной гладкости (д\ t), Ф ^ (х) при 
xGlai* bi\ в § 3 гл. VI д о к а з ы в а е т с я , что если 

' avgc$(x) <-j , (24) 

9. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я , № S 
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т о задача (18) — ( 2 0 ) имеет решение (х, t), представимое в виде контурного интег­
р а л а (см. теоремы 24 , 25 на стр . 2 8 1 , 287) . 

В э т о м ж е п а р а г р а ф е , при у с л о в и и (24 ) , д о к а з ы в а е т с я к о р р е к т н о с т ь с м е ш а н н о й 
з а д а ч и (18) — ( 2 0 ) (см. т е о р е м ы 26, 27, 28 на стр . 313, 316 ) . 

Б о л е е того , в § 4 гл. V I д о к а з ы в а е т с я , что если 

тс ( п Зтс 
у < a rg с $ ( * ) < — , 

то з а д а ч а (18) — (20) н е з а в и с и м о от у с л о в и й г л а д к о с т и д а н н ы х не м о ж е т иметь р е ш е ­
ния (см. т е о р е м у 29 на стр . 319 ) . 

П я т ы й п а р а г р а ф гл. V I п о с в я щ е н п р и м е н е н и ю м е т о д а к о н т у р н о г о и н т е г р а л а к ис­
с л е д о в а н и ю о д н о м е р н ы х с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й 2-го п о р я д к а т и п а К о в а л е в ­
с к о й ( у р а в н е н и я с о д е р ж а т чистые п р о и з в о д н ы е в т о р о г о п о р я д к а по х и по t): 

2 j 4 V W т к д х 1 =f{t)(*> *), xeiat,^) ( i = l , . . . , , i ) , (25) 
d / 2 

k+l<2 
к • 1 

1 

1 1=0 

(s = 1, . . . , 2/2) , 

(x, 0) = Ф#> (x), -a~! = <x), (27) 

bt) (i = \, . . . , n ) , 
г д е (z), (z) —'многочлены от г с постоянными коэффициентами. 

В э т о м п а р а г р а ф е с н а ч а л а получено более точное а с и м п т о т и ч е с к о е п р е д с т а в л е н и е 
р е ш е н и я с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и вне некоторой б -окрестности с п е к т р а 
(см. т е о р е м у 30 на стр . 3 2 5 — 3 2 6 ) . 

С п о м о щ ь ю п о л у ч е н н о г о а с и м п т о т и ч е с к о г о п р е д с т а в л е н и я р е ш е н и я с п е к т р а л ь н о й 
: з адачи при н е к о т о р ы х у с л о в и я х г л а д к о с т и д а н н ы х и р е г у л я р н о с т и г р а н и ч н ы х условий 
с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и д о к а з ы в а е т с я , что если а р г у м е н т ы 9-корней ха­
р а к т е р и с т и ч е с к и х у р а в н е н и й 

с${х)Ъ* + с$(х)Ъ-\=0, хе\а19 bt] (/ = 1, п ) (28) 

н е з а в и с я т от х и если к о р н и д е й с т в и т е л ь н ы , то з а д а ч а (25) — (27) имеет е д и н с т в е н н о е 
р е ш е н и е , п р е д с т а в и м о е в в и д е к о н т у р н о г о и н т е г р а л а по к о м п л е к с н о м у п а р а м е т р у . 

П р и р е ш е н и и с м е ш а н н ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й гиперболического т и п а в отличие от 
у р а в н е н и й п а р а б о л и ч е с к о г о типа в ы б и р а ю т с я з а м к н у т ы е к о н т у р ы . 

К р о м е того , д о к а з ы в а е т с я , что при у с л о в и я х т е о р е м ы 31 д л я с у щ е с т в о в а н и я реше­
н и я с м е ш а н н о й з а д а ч и ( 2 5 ) — ( 2 7 ) д е й с т в и т е л ь н о с т ь 0 -корней х а р а к т е р и с т и ч е с к и х у р а в ­
нений (28) н е о б х о д и м а , н е з а в и с и м о от степени г л а д к о с т и д а н н ы х (см. т е о р е м у 32 на 
стр . 3 4 1 ) . 

В § 1 гл. V I I получено п о д х о д я щ е е а с и м п т о т и ч е с к о е п р е д с т а в л е н и е д л я решения 
с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и 

AIM) 
lmkA$(x) • ^ • - \ m t > y < i ) = FW (х, Ф , кт), 

mk-\-l<.p 
0 к а—\ (29) 

t. = 1 к q 
l<: mq—1 

:вне о-окрестности с п е к т р а , где т—натуральное число (см. теоремы 3 3 , 34 на с т р . 3 5 5 , 369) . 
В § 2 гл . VI I рассматривается смешанная задача 

ди{1) \Л ... d l u { i ) ... 

¥ = 2 j ^ ( a V + ; (I- ° ' ( 3 0 ) 

/•=0 
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п 

£==1 k<\ 
/--; p—1 

w ( / ) ( x , 0) = Ф ( / ) ( л " ) П Р И * € ( a / , &x) (* = 1> / г ) - (32> 

Д о к а з ы в а е т с я , что в у с л о в и я х г л а д к о с т и д а н н ы х з а д а ч и и р е г у л я р н о с т и г р а н и ч н ы х у с л о ­
вий (29) с о о т в е т с т в у ю щ е й с п е к т р а л ь н о й з а д а ч и (при m = p , q = \)y) если при о т о б р а ­
ж е н и и 

l m = г (33> 
все л у ч и dk (k = 1, . . . , 2}i . 2р) комплексной Х-плоскости , о п р е д е л я е м ы е уравнениями 

Re X < p j ° i » = О*, 

п е р е й д у т в лучи , л е ж а щ и е в л е в о й п о л у п л о с к о с т и (и не с о в п а д а ю щ и е с м н и м ы м и полу­
о с я м и ) , з а д а ч а (30) — (32) имеет е д и н с т в е н н о е решение , п р е д с т а в и м о е в в и д е к о н т у р н о г о 
и н т е г р а л а от о п р е д е л е н н о й ф у н к ц и и к о м п л е к с н о г о п а р а м е т р а (см. т е о р е м ы 35, 36 на 
с т р . 3 7 2 , 3 7 7 ) . 

К р о м е того , д о к а з а н о , что если при о т о б р а ж е н и и (33) один из л у ч е й djплоскости к 
п е р е й д е т в луч, л е ж а щ и й в п р а в о й части плоскости z (и не с о в п а д а ю щ и й с м н и м ы м и 
п о л у о с я м и ) , то з а д а ч а (30) — ( 3 2 ) при условии р е г у л я р н о с т и г р а н и ч н ы х у с л о в и й ( 2 9 ) , 
н е з а в и с и м о от степени г л а д к о с т и д а н н ы х , не имеет р е ш е н и я (см. т е о р е м у 37 на с т р . 3 7 8 ) . 

Г л а в ы V I I I и IX п о с в я щ е н ы п р и м е н е н и ю м е т о д а к о н т у р н о г о и н т е г р а л а к р е ш е н и ю 
м н о г о м е р н о й с м е ш а н н о й з а д а ч и 

c(x)M\t, — \ u = = i ( X i JL\u_irf(Xi t)t ( 3 4 ) 

(31) 

г д е 

dt J \ дх 

l im в(у, 0 = * (< / ) e x p ^ - j b - 1 (x)b1(x)dx^ . ( 3 5 ) 

u{xt 0) = Ф(д- ) , x£D, (36) 

M = b0 ( / ) - ^ - + ^ i ( 0 , 

L\x, — )= V ( д

 2 - + at ( д ' ) - ~ - ) г a (x), x = (xu x2, x3) ' dx) Zj[dx* 1 v" dx 

в(у, м) = а1Ху)^ + а2(у)м(^+а3(у)) + аА(у), 
\ ду J dny \dfiy j 

c(x), at(x)—непрерывно дифференцируемы в замыкании трехмерной области D с гра ­
ницей Г , я в л я ю щ е й с я поверхностью Ляпунова (D кончена , если с т а в и т с я внутренняя: 
з а д а ч а , D бесконечна , если ставится внешняя з а д а ч а ) , с (х) > 0 при x g D + Г , /7 — на­
правление внутренней нормали к Г в точке у, tyy, щ(у) непрерывны на Г и ai(y), a 2 (у) 
одновременно не о б р а щ а ю т с я в нуль на Г , bk (t) непрерывны при t£[0, Т] и b0(t) > 0.. 

Задаче (34) — (36) сопоставляется с л е д у ю щ а я с п е к т р а л ь н а я задача и задача К о ш и 
с параметром 

L (х, -j^ j е» — Х2 с (х) v = F (х), (37) 

q>y' (х) — 9 - к о р н и характеристических уравнений 

A$U)W- 1 = 0 . 

file:///dfiy
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d 
) М it, 

dt 
( 3 9 ) 

y(0) =Ф(Ъ)с(Ъ).- (40) 

П у с т ь R— достаточно большое п о л о ж и т е л ь н о е число , а 5 > 0 д о с т а т о ч н о малое . 
Д о к а з ы в а ю т с я с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 
1. В о б л а с т и R* значении X, удовлетворяющих неравенствам 

| к | cos ( a r g к) > о, 

•решение спектральной задачи (37)— (38) с у щ е с т в у е т и я в л я е т с я аналитической ф у н к ц и е й , 
.хорошо у б ы в а ю щ е й с ростом kgR^ (см. лемму 1, § 3 и лемму 3 , § 4 , г л . V I I I ) . 

2. П р и указанных ограничениях на данные , решение смешанной задачи ( 3 4 ) - — ( 3 6 ) су­
щ е с т в у е т и п р е д с т а в л я е т с я в виде контурного интеграла 

г д е S—бесконечный к о н т у р , расположенный в области ветви контура S асимптотически 
п р и б л и ж а ю т с я к лучам cos (a rgX) = o, ух (t, к) —решение однородного уравнения задачи ( 3 9 ) , 
( 4 0 ) , у д о в л е т в о р я ю щ е е условию ух ( 0 , X ) = l , vx(x, к) — решение задачи ( 3 7 ) , (38) 
д л я однородного уравнения , G(x, g , к) — ф у н к ц и я Грина задачи ( 3 7 ) , ( 3 8 ) , у (t, | , X)— 
решение задачи ( 3 9 ) , (40) . (См. теорему 3 8 , § 1 и теорему 3 9 , § 2 , гл . I X ) . 

Э т и м ж е м е т о д о м в г л а в е X а н а л о г и ч н ы е р е з у л ь т а т ы п о л у ч е н ы д л я с м е ш а н н о й з а ­
д а ч и в и д а (34) — (36) , д л я у р а в н е н и я с р а з р ы в н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и (см. л е м м ы 1, 
§ 2; 2, § 3 и т е о р е м ы 40, 4 1 , § 4, гл . X ) , 

К н и г а М . Л . Р а с у л о в а к р о м е с и с т е м а т и ч е с к о г о и з л о ж е н и я в ы ч е т н о г о м е т о д а и ме­
т о д а к о н т у р н о г о и н т е г р а л а с о д е р ж и т е щ е р я д н о в ы х и н т е р е с н ы х р е з у л ь т а т о в по спек­
т р а л ь н о й т е о р и и л и н е й н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х о п е р а т о р о в . 

О д н и м из д о с т и ж е н и й книги я в л я е т с я то , что в ней не т о л ь к о р а з в и т ы и с с л е д о в а ­
н и я К о ш и , П у а н к а р е , Б и р к г о ф а , Т а м а р к и н а и д р у г и х а в т о р о в , о т н о с я щ и х с я к спек­
т р а л ь н о й теории д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х о п е р а т о р о в , но д а н ы т а к ж е н о в ы е э ф ф е к т и в н ы е 
м е т о д ы р е ш е н и я ш и р о к и х к л а с с о в с м е ш а н н ы х з а д а ч , с о д е р ж а щ и х в г р а н и ч н ы х усло­
в и я х п р о и з в о д н ы е по времени , не р а с с м о т р е н н ы х в л и т е р а т у р е . 

К н и г а я в л я е т с я ц е н н ы м в к л а д о м в теорию д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й с част ­
н ы м и п р о и з в о д н ы м и и п о л е з н ы м пособием по у р а в н е н и я м м а т е м а т и ч е с к о й ф и з и к и . 

Н а м к а ж е т с я , что многие р е з у л ь т а т ы , с о д е р ж а щ и е с я в книге М. Л . Р а с у л о в а , б у д у т 
п о л е з н ы не т о л ь к о в т е о р е т и ч е с к о м о т н о ш е н и и , но б у д у т п р и м е н я т ь с я т а к ж е д л я ре­

ш е н и я ч а с т н ы х п р а к т и ч е с к и х з а д а ч . 

и(х, t) = 
2rz / - Г J \ к 
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